Seminarul 13
Conice pe ecuatii reduse - recapitulare

Rezumat elipsa

Tipul ecuatiei Axa focald Varfuri Focare Directoare Grafic

r 4 2;7 =1, a>b| Axa focald Oz | A(a,0),A'(—a,0),B(0,b),B’(0,-b) | F(c,0), F'(—c,0),c? =a®> -V, | §12: 2= i%

z < b
2 + % =1, a<b| Axa focald Oy | B(0,b), B'(0,-b), A(a,0), A’'(—a,0) | F(0,c), F'(0,—c),c? =b%>—a?, | S12:y= :I:? &'




Exercitii elipsa

EXERCITIUL 1. Pentru urmdatoarele elipse, determinati coordonatele focarelor, varfurilor, excentricitatea, ecuatiile directoa-

relor, apoi reprezentati-le grafic intr-un sistem de coordonate ales convenabil.
2

2
(1) (a) % +% —1=0;

M

(b) =+y*=1
2 4

() 5 +4% -1=0
2 2

(d) §—g+g—5—1:0
xT

() Z 4% —1=0;
(f) 2*+ % —1=0;
2
DEE e
2
(h) &+ —1=0
(2) (a) 42% +9y> — 36 = 0;
(b) 92% + 25¢y% — 1 = 0;

. . 2 2
EXERCITIUL 2. Fie elipsa (€) $5 + % —1=0.
. . .. A . A V7 Ly
(1) Determinali ecuatiile tangentei gi normalei in punctul M (3, T) la elipsa.

(2) Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsd, paralele cu dreapta y = 4.
(8) Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsd duse din punctul exterior P (8,1).

EXERCITIUL 3. Fie elipsa (€) x—f + y{ —1=0.

(1) Determinati ecuatiile tangentei gi normalei in punctul M (%, \/§) la elipsa.

(2) Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsd, paralele cu dreapta y = x.
(8) Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsd duse din punctul exterior P (3,1).

2
EXERCITIUL 4. Fie elipsa (£) ‘”—92 +4 —-1=0.
(1) Determinati ecuatiile tangentei gi normalei in punctul M (%, 2) la elipsa.

(2) Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsd, paralele cu dreapta y = 3x + 2.
(8) Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsd duse din punctul exterior P (4,3).

EXERCITIUL 5. Scrieti ecuatiile elipselor cu axa focala Ox date prin elementele:
(1) F'(—1,0), F(1,0) si semiaza mare 5.

(2) axa mare 10 i distanta dintre focare 8.
(8) azxa micd 16 si focarul F (3,0).

(4) semiaxele 4 si 2.

(5) distanta dintre focare 6 si semiaxa mare 5.

(6) semiaza mare 25 gi excentricitatea 0.6.

EXERCITIUL 6. Sa se determine semiaxele, focarele si excentricitatea elipselor, si sa se scrie ecuatiile lor parametrice:
2
(1) 5+ =1,
9
(2) 922 + 25y? = 225,
(3) 32° + 4y = 12,
(4) 2% +2y*> —6 =0,

(5) 2522 + 169y? = 225.
EXERCITIUL 7. Sa se afle punctele de intersectie ale elipsei cu dreapta in cazurile
2
(1) %ﬂﬂ—l:o §i 22 +2y —3=0,
(2) 522 +8y2 —T7=0six+2y—7=0.

EXERCITIUL 8. Sd se scrie ecuatiile tangentelor la elipsa 22 + y?> — 6 = 0 dusd din punctul M (2, 3).



Rezumat hiperbola

Tipul ecuatiei

Axa focala

Varfuri

Focare

Directoare gi asimptote

Axa focala Oz

A(a,0), A'(—a,0)

F(c,0), F'(—c,0), unde ¢ = a® + b2

a
ipix=+—, a12:y=+-2
c a

@2y
a? b2
2 2

vy _r

axa focala Oy

B(0,b), B'(0,—b)

F(0,¢), F'(0,—c) unde ¢® = a® + b?

2

a
dipiy=%x—, a12:0==%7y
c b




Exercitii hiperbola

EXERCITIUL 9. Pentru urmadatoarele hiperbole, determinati coordonatele focarelor, varfurilor, excentricitatea, ecuatiile direc-
toarelor, ecuatiile asimptotelor apoi reprezentati-le grafic intr-un sistem de coordonate ales convenabil.

(1) (a) %~ % —1=0;
b) T L 1 =0;
?cj:c%féﬁffl: ;

a2 2 ’

(2) (a) % - —1=0;

$2 .
(b) & -2 —1=0,
(C)y2_'1:2_120;

EXERCITIUL 10. Scrieti ecuatiile hiperbolelor determinate prin conditiile urmdtoare, apoi reprezentati-le grafic:

(1) hiperbola de virfuri A (4,0), A’ (—4,0), ce trece prin M (2\/5, 1);
(2) hiperbola de focare F (0,4), F' (0,—4), ce trece prin M (1, \/ﬁ) ;

(8) hiperbola ce trece prin punctele M (2\/5, 1) , N (2\/5, 2) , ce are ca axe de simetrie axele de coordonate si axa transversa

xx';
(4) hiperbola de focare F (3,0), F' (—3,0), tangentd dreptei (d) x —y — 1 = 0;
(5) hiperbola ce trece prin M (1,3) si are asimptotele 22 —y =0 ¢i 2z +y = 0.

(1) Fie H hiperbola cu A, A’, M € H. Din faptul ca A, A’ € Ox = axa focala este Oz.
Ecuatia canonica:: Fie ecuatia hiperbolei: % — % =1.

Deoarece A € £ = a = 4. Ecuatia hiperbolei devine: "f—é — g—z =1 ML % — b% =1=b= % = b = 2. Ecuatia

devine: i—z — g—z =1.
Ecuatiile explicite:: Fie ecuatia |y| = 2122 —a2. Deoarece A € H = a = 4. Ecuatia hiperbolei devine: |y| =

%\/m Me& %x/m:> b= % Ecuatia devine: |y| = %\/m
x = —4cosht, . |z =4cosht,
< —4 i {

Ecuatiile parametrice:: Ecuatiile devin: )
y = 2sinht, xz>4.

y = 2sinht,

EXERCITIUL 11. Fie hiperbola (M) & —y? —1=0.

(1) Determinali ecuatiile tangentei gi normalei in punctul M <\/6, 1) la hiperbola.

(2) Scrieti ecuatiile tangentelor la hiperbold, paralele cu dreapta y = 2x.
(8) Scrieti ecuatiile tangentelor la hiperbold duse din punctul exterior P (1,2).

EXERCITIUL 12. Determinati ecuatiile hiperbolei raportata la axele ei de simetrie, a carei tangenta in M (2\/5, 2\/5) este

2\/§x—\/§y—6:0,

EXERCITIUL 13. Sa se scrie ecuatiile hiperbolelor avand focarele pe Ox pentru care se cunosc urmdatoarele
(1) semiaxele sunt a =4 i b= 3.

)
(2)az6§ie:1

(8) distanta dintre varfuri 6 si cea dintre forcare 10.

EXERCITIUL 14. Sd se scrie ecuatiile tangentelor duse din M (2,1) la hiperbola v — 4y*> — 1 = 0.



Rezumat parabola

Tipul ecuatiei | Semiplan | Focar Directoare Grafic
[
0
O\ F z
y? = 2px x>0 F(8,0) |d:2=-F 1
y? = —2px r<0 |F(-50)]| 6d:x=15
z? = 2py y>0 F0,2) |6:y=-2
@?=-2py | y<0 |FO-§)| d:y=4

EXERCITIUL 15. Pentru urmdtoarele parabole, determinati coordonatele focarelor, varfurilor, excentricitatea, ecuatiile direc-
toarelor apoi reprezentati-le grafic intr-un sistem de coordonate ales convenabil.

(1) (a) y* = da;

(b) y* = 20x;
(c) y* = —6a;
(d) y2 =T
(2) (a) 22 = 4y;
(b) x2 = 5y;
(c) x? = —16y;
(d) z? = —3y;

EXERCITIUL 16. Fie parabola (P) y*> — 8z = 0.
(1) Scrieti ecuatiile tangentei gi normalei in M (2,4) la parabold.
(2) Determinati ecuatia tangentei la parabola paraleld cu dreapta y = 2.
(8) Scrieti ecuatiile tangentelor la parabold duse din punctul exterior P (—1,1).

EXERCITIUL 17. Sd se scrie ecuatia unei parabole cu varful in originea reperului stiind ca
(1) focarul este F (1,0).
(2) focarul este F(0,2).
(8) azxa de simetrie este Ox, p = 0.5 si este situatd in semiplanul sting.

EXERCITIUL 18. Sd se scrie ecuatia tangentei si ecuatia normalei la parabola y? = 3x in punctul de abscisd x = 3 si ordonatd
y=-—3.



Exercitii rezolvate:

EXERCITIUL 19. (Proprietatea opticd a a parabolei) Tangenta si normala la parabold, intr-un punct oarecare M al ei, sunt
respectiv bisectoarea interioard i bisectoarea exterioard a unghiului FMN, cu MN L §, N € §, § fiind directoarea parabolei.

Fara a restrange generalitatea, presupunem ci parabola are ecuatia: y? = 2px si M(xg,yo) are yo > 0. Directoarea are

S A )
ecuatie: 6 :x = —%.

Tangenta in M are ecuatia tpr; yyo = p(z + xo).

Sa identificam coordonatele punctului N =5 N MN, MN L 4.
p=-L
2 p
rT—x0 Y—Yo _>N<—2ay0>~
1 0

Din definitia parabolei rezulta ca triunghiul M NF' este isoscel, deci pentru a demonstra ca tangenta In M este bisectoarea

unghiului FMN este suficient s demonstrim ci tangenta este mediana corespunzatoare laturii NF. Mijlocul laturii NF are
coordonatele (0, %o

Sa verificam apartenenta acestuia la tangenta:
2
Yo
20 — pao,
9 pZo
adevarat deoarece M € P. Deci tangenta este bisectoarea interioara. Dat fiind faptul ca normala este perpendiculara pe tangenta

aceasta va fi bisectoarea exterioara a unghiului studiat.

EXERCITIUL 20. Sd se determine locul geometric al punctelor din plan care au proprietatea ca tangentele la elipsa
2 2
€ Y
Ei—+==1
4 9

prin aceste puncte, sunt perpendiculare.

Fie M («, 8) un punct arbitrar din plan care satisface conditiile mentionate. Atnci dreptele care trec prin M de pantd m
sunt:

d:y—B=m((z—aq).
Dreapta § este tangenta la elipsa daca si numai daca intersectia dintre dreapta si elipsa este un punct dublu:

Y 4 22 m? (2% = 20w + o?) + 52 + 26m (z — )

v @ .
2 ! 9

x
(1) dné&: {4

Obtinem urmatoarea ecuatie:
z? (9 — 4m2) +x (8am2 — 8ﬁm) —4m2a? —48% —8aB—36=0
Obtinem un punct dublu daca discriminatul ecuatiei precedente este zero:
A=0— (4—a2> m? +2aBm+9— 2 =0.
Privim ecuatia de mai sus ca pe o ecuatie de gradul doi in m cu discriminantul
A; = 40232 — 4 (4 - a2) (9 - 52) — 402B% — 144 + 168 — 4028 + 3602 = 4 (9@2 148 — 36) .
Este evident ca acest ultim discriminant este pozitiv. Deci obtinem doua solutii distincte:

—afl + /902 + 4532 — 36

2 4—a2
2) —af — /902 + 452 — 36
my =
4 — a2

Punem conditia ca cele doua tangente sa fie perpendiculare, deci:

mimeo = —1.



Folosind relatiile lui Viete obtinem:
9-p2
4 —a?

deci locul geometric este cercul cu centrul in origine de raza r = +/13.

=—-1—=a?+p%2=13,

EXERCITIUL 21. Sa se arate ca tangentele la o hiperbola formeaza cu asimptotele triunghiuri de arie constantd.

Solutie: Fie M (acosht,bsinht), t € R, un punct mobil al hiperbolei de ecuatie

(I?Q y2

a? b2

Ecuatia tangentei in M la hiperbola se obtine prin dedublare

H: =1.

TM:x~cosht_y~sinht:1
a b

b
Punctele de intersectie ale acestei tangente cu asimptotele y = +—a sunt
a

{M1 (aet, bet)

M; (ae™t, —be™")
Aria triunghiului OM; M; este:

1 0 0 1
(3) Aromy My = 3 ae' be!  1|| = ab = cst.
ae”t —bet 1

EXERCITIUL 22. Se considerda urmdatoarea hiperbola data prin ecuatia canonicd H :Z—i — z—j =1.
Sd se demonstreze ca d (O, Py) =d (0, P,) =d(0,P;) =d (0, Py) = a, unde P, Py, P35, P, sunt punctele de intersectie dintre
directoarele si asimptotele hiperbolei, iar O este originea sistemului de coordonate. Pentru cazul in care excentricitatea e = 2
determinati unghiul dintre asimptotele hiperbolei si calculati produsul distantelor de la focare la tangenta la hiperbola in punctul

P (\/5, \/§) de pe hiperbola.

Solutie: Amintim mai intai formulele de calcul pentru directoare si asimptote:
(1) directoarele 612 : = = i%
(2) asimptotele a1o: y = igx

Vom determina pe rand punctele de intersetie dintre directoare i asimptote:

—a 2 ab
(4) P1§1ﬂa1:{x bc :>P1<a,a>
y:ax C C
si
2
r=-% a? ab
() P, =d3Nas 3{ ¥ = P <(—,—)
y:—a,’lj C C

Analog se obtin punctele P3 = §; Nag, P3 ((%, —“Tb> si Py =02Nay, Py ((—ﬁ “Tb) Folosind formula de calcul pentru distanta

c?

dintre doua puncte vom avea:

d(@,p1>:d<o,p2>:d(O,P3>:d<o,p4>:Wﬁ_o)l((ab_o): G

c c?

Pentru calcularea unghiului vom folosi mai intai datele din enunt;:
b
e=2-S=22c=2a—a?+b?=4a® > b =3a> = - = V3.
a a

= /3 cele dod asimptote sunt:

Daci &
a

(al):y:Sx%\/gx—y:O, a; = (1,\/§>

b
(a2) 1y =——2 = V3r+y=0 @ = (-1,V3)
Vom calcula unghiul folosind formula de calcul pentru unghiul dintre doua drepte:

a1, az, 2 1
M—)cosﬂzf:fﬁezw

cost = —
|at||az| 4 2 3



Pentru e = 2 am obtinut ecuatia hiperbolei de tipul

2y Y
“a?  3a?
DeoareceP(x/ﬁ,\/g)eHéazl, deci
2
2 Y
it ———-1=0
H:x 3

Putem scrie acum ecuatia tancentei in punctul P:
3
tp:\/iw—%y—lz&

Cele doud focare vor avea coordonatele F'(2,0), F’'(—-2,0).
Sa calculam acum distantele de la cele doua focare la tangenta in punctul P.

|v/2 - 2-1] _ 2v/2 — 1

d(F,tp) = \/E \/g
0 (F tp) = V2 21| _ 2v2 + 1

\/z+;, Vi

d(F,tp)~d(F’,tp):2\@71~2\/§+1 B (2\/5—1)7(2\/%1) s,
3

7 7
VioE

EXERCITIUL 23. Din punctul Mg (zo,y0) se construiesc doud tangente la parabola y? = 2px. Sd se scrie ecuatia dreptei care
uneste punctele de tangenta.

Prin urmare produsul cautat este:

Solutie: Fie My (z1,y1), Ms (z2,y2) punctele de tangentd cu parabola a tangentelor duse din M. Scriem ecuatiile tangen-
telor:

MOM1 CYYr = (1'+I1)
MoM; = yyz = p(x + x2)

Deoarece My apartine celor doua tangente scrise anterior obtinem:

(6)

yoy1 = p(xo + 1)
Yoy2 = p(To + T2)
Aceste doua egalitati arata ca punctele Mi(z1,y1), Ma(x9,y2) apartin dreptei

Yoy = p(xo + ).

Cum doud puncte distincte determind o singurd dreaptd, ecuatia yoy = p(zo + ) este ecuatia dreptei ce unegte punctele de
tangenta.

9
EXERCITIUL 24. Din punctul (2, —2) sunt duse tangentele la parabola P : y?> = 6z. Sd se calculeze lungimea coardei care

uneste punctele de tangenta.

Solutie: Folosind problema precedenta obtinem ca dreapta care uneste punctele de tangenta este:
9
d:—6y=3 x—|—§ —2x+4y—9=0.

Intersectand dreapta cu parabola obtinem:
2 _ 2
inp: 1Y =0 S (E o) N (23).
20 4+4y—9=0 2 2

MN = 6v/5.

Lungimea coardei cautate este



Conice pe ecuatii generale

Cadrul de lucru al acestei sectiuni este un spatiu afin euclidian de dimensiune 2. O hipercuadrics in £2 se numeste conica.
Fie I" o conica ce are in raport cu reperul ortonormat R = {O; i, j} ecuatia:

I': H(z,y) = a112? 4 2a102y + a20y® + 2a10 + 2a20y + agp = 0.

a1 ays a1 aiz aio
Amintim ca A = ( a a ) S SQ(R), B = (a10 ago), D = as1 Q22 Qa9 S Sg(R).
21 22
@10 a20 @oo

Mai mult, am demonstrat c& I := TraceA = aj; + agz, 6 = det A = aj1a2 — a3y si A = detD sunt invarianti ortogonali ai

conicei.

Pe langa invariantii ortogonali amintiti deja mai introducem si un invariant centro-ortogonal.

Numarul real Ay =

a10
apo

a11
aio

a2
a22

a11
a21

a20
aoo

a22
a20

, adica suma minorilor diagonali de ordinul 2 ai lui D, este un inva-

riant centro-ortogonal al lui I', adicd ramane neschimbat la o rotatie de repere carteziene ortonormate. Daca in plus § = A =0,
atunci A este chiar un invariant ortogonal al conicei.

In continuare vom clasifica conicele spatiului afin euclidian £2 in functie de invariantii ortogonali si centro-ortogonali introdusi.

TEOREMA 1. (Teorema de clasificare izometricd a conicelor) Invariantii ortogonali si centro-ortogonali ai unei conice permit

determinarea naturii conicet ca in tabelul urmator:

Nr.| o A | IA | Ay | Genul conicei | Tipul conicei | Denumirea
conices
1 |>0|#0|<0 eliptic nedegenerat elipsa
2 | >0|#0]>0 eliptic nedegenerat elipsa
imaginara
31 >0 0 eliptic degenerat punct dublu
6 0 |#0 parabolic nedegenerat parabola
7 0 0 <0 parabolic degenerat drepte
paralele
8 0 0 0 parabolic degenerat dreapta dubla
9 0 0 >0 parabolic degenerat drepte
maginare
paralele

EXERCITIUL 25. Fie E? un plan afin euclidian inzestrat cu un reper ortonormat R = {O,1,5}.

e Fie B C E? datd prin ecuatia:
2 2

x
+ 4

(5)52*5 9

Identificati conica si elementele sale si reprezentati grafic.

e Scriefi ecuatia cercului al carui centru se afla pe axa Oz si care trece prin punctele O (0,0) si P (2, 2\/5) .

e Fie hiperbola G data prin ecuafia generald
G: -3z +4dzy —4z —4=0

1 Calculati invariantii conicei si motivati ca este o hiperbola.

2 Determinaii toate elementele reperului canonic si scrieti ecuatiile schimbarii de coordonate la schimbarea de repere
R — Rc.

3 Scrieti ecualia canonicd a acesteia §i precizafi toate elementele hiperbolei in raport cu reperul canonic Re.

4 Scrieti ecuatiile axelor de simetrie si a asimptotelor hiperbolei in raport cu R.

5 Reprezentati grafic conica G.

Solutie:

. o . . . o 2 2
a Este vorba despre o elipsa cu axa focala Ox. Din ecuatia canonica: 3z + 4 = 1 deducem

a2 —b2 =4, F(4,0),F (—4,0), A(5,0), A’ (—5,0), B(0,3), B’ (0,—3)



cele patru varfuri.

Directoarele elipsei sunt perpendiculare pe Ox si au ecuatiile: x = i% —x=
elipsei este e = £ = 2 € (0,1).

Deoarece centrul cercului se afli pe axa Oz putem presupune din start ci  (zg,0) . Ecuatia generald a cercului este:

C:(x—m)” +y? = R>
Necunoscutele pe care dorim sa le determinam sunt x( repsectiv R. Ele pot fi obtinute impunand conditia ca O, P € C.

25

} . _ 25 . .
<2, respectiv x = —22. Excentricitate

73 = R? N 3 = R?
(2 —z0)> + 8 = R? (2—z0)?+8=22 > xp=R=3
Deci ecuatia cercului este
C:(z—3)7°+y2=09.

Determinam mai intai invariantii conicei:

-3 2
(3 e

Matricea:
-3 2 =2
D=2 0 0
-2 0 -4

are determinantul A = detD = —2(—8) = 16.
Deoarece 6 < 0 si A # 0 conica § este o hiperbold. Vom identifica elementele necesare reprezentarii acesteia:
(1) Dorim sa construim reperul R’ = {0, 4, j'}, unde #', respectiv j’ vectorii proprii ai matricii A.

(2) Vectorii si valorile proprii Ciutdm mai intai valorile proprii asociate matricii A. Ele sunt solutii ale ecuatiei
caracterisitce p (\) = det (A — A3) = 0 — A2—TA+4 = 0. In cazul de fati ecuatia precedentii devine: A2+3\—4 =
0 cu solutiile Ay =1, Ao = —4.
Vectorii proprii asociati primei valori proprii vor fi obtinuti din (A — Al2) U = O, unde

“=(0)
Y
Vom avea pentru A\; = 1 urmatoarele ecuatii:
-3 2 1 0\ (= 0\ (-4 2 x 0
(80 ) 0= G 2)6) =) »2rvmomv=e

Am obtinut U (1) = {ai +2ajj|a € R}. Alegem ¢/ = —= (i + 2j). Pentru j/, fie calculam U (—4), fie il alegem astfel
incat (i,5") =0, ||| = 1, (¢,4") 0 (i, ) . Fie deci:

Sl

_ 1 _
j=— (247
v )

y 9 1l -2
Oservam ca detng 9 1

(3) Facem schimbarea de repere asociata rotatiei de mai sus:

R={0,i,j} = R ={0,7,j'}

=1

Obtinem:

X = X' V5

In acest nou reper membrul stang al ecuatiei conicei noastre devine:

—32% +day —dx —4 = —g (a:'—2y')2+%(x/—2y’) (2" +y) — —= (=’ —2¢) — 4

Sil=

4
m,/2 _4y/2 _ %(CL‘/ _2y/) —4

(Bl

-3 )

Deci ecuatia va fi:



Consideram acum translatia de repere:
R ={0,7,7} » R ={C,7,'}.

ywiy/*i y/7y77+i
V5 V5
In raport cu reperul R” = {C,#,3'} hiperbola va avea ecuatia:

A
2" —4y” —4 =0, care este \; (:r:”)2 + Ao (y”)2 + 5= 0.
Centrul rotatiei: Obtinem:

2
{xc 0 . \{g %{xc_o
V5

y'c=0 Y =

%%—Ij(;v,y)zo 6r—4y+4=0 z=0
LoH (4 9) =0 Tz = Ty =
3 y) = =0 y=1
Am obtinut C (0,1).
(4) Scriem ecuatiile axelor reperului. Cele doud axe vor avea ecuatiile:
Cor=C+[] _ [550=27 | [Co:2e—y+1=0
Cy/,:C+[j/] z—0 _ y—1 C’y,,x+2y—2:0
(5) Asimptotele hiperbolei @ = i + yj sunt drepte ce trec prin C, avand vectorii directori dy, d», unde dj,respectiv

@, se obtin din ecuatie U'AU = 0.

(:c y) (‘23 (2)> (;) =0— (—3:0+2y 21}) (i) =0— 3224+ 22y + 22y =0 — 32° —4zy =0
Daca notam % = t, ecuatia precedents devine 3t%2 — 4t = 0, cu solutiile t; = 0 &i ty = %.
Pentru t = 0 — x = 0, deci directia asimtotei va fi d; = j.

Pentru t9 = % = % — 3z — 4y = 0 alegem dy = 47 + 3j.Ecuatiile asimptotelor:

a1 = C + [a; a:
1 [ 71] L la
ag = C + [d2] as :
Alternativ scriem ecuatiile asimptotelor y” = +—2x” care dupa inlocuire ne conduc catre:
a

.’L'”—2y”:0 x/—2y/:0 =0

" +2y” =0 x4+ 2y 4 =0 3r—4y+4=0

T = - = — =
Y V5 Y

—2 1

8
o
[

=i r=0
y—1 =

8
| ©
(=)

. ‘

Axa focali este Cpr. In acest reper avem A(2,0), A'(—2,0), F(v/5,0), F'(—/5,0).
(6) Intersectia cu axele de coordonate:

=0
gﬂOm:{y32+4 4 L—0 =322 4+424+4=0, A<0=>GNO, =0
-3z zy—4r —4 =
z=0
gﬁOy:{—3x2+4xy—4x—4:0 - A=), 2 6N0, =

(7) Reprezentarea grafica:




EXERCITIUL 26. Aduceti urmdatoarele conice la forma canonicd si reprezentati-le grafic.

(1)
5% + 6y + 5y* — 162 — 16y — 1 = 0.

(a) Calculam invariantii conicei pentru a determina tipul ei:

5 3 5 3 =8
Identificam: A = <3 5) siD=1 3 5 =8
-8 -8 -1
Calculdm invariantii necesari identificarii conicei:: I =t¢r (A) =5+ 5 = 10,
0 =det(A)=5-5—-3-3 =16,
A=5-5-(-1)4+3-(-8) (-8 + (-8 -3-(-8) —(-8) -5-(-8 —(-8)-(-8) :-5—-(-1)-3-3 =
—25 4192+ 192 — 320 — 320 — (—9) = —272,
5 3 5 -8 5 =8
a=l3 3% T D=6 6 0= (9 8) + 6 (D - (-9 (-8) -
16 — 138 = —122.

IdentificAm conica:: 6 = 16 > 0 = Genul conicei este eliptic.
A = —272 # 0 = Tipul conicei este nedegenerat.
I-A=10-(—-272) = —2720 < 0 = Conica este elipsa.

(b) Identificim reperul canonic

Determinam valorile proprii ca fiind solutie a ecuatiei caracteristice asociate:: Polinomul caracteris-
tic este dat de: p(A\) =det (A —A2) =A2 —T-A+86=X2—-10- )+ 16.
Obtinem valorile proprii: = Ay = 2, Ao = 8.

Determinarea vectorilor proprii:: Obtinem vectorii proprii corespunzéatori.

(A )\1) 1):O=>(A—2~I)U(2):0.
U@2)={u=(3-a,-3-a)]a € R}.

2)=0=>(A-8-I)U(8) =0.
UB)={u=(3-a,3-a)|a €R}.
€ U(X\2) ortonorma‘gl astfel incat schimbarea de baze sa fie una pozitiv orientata
0(i,j) . 7= 7= (3,-3) = 5 (1,-1).
(1,1).
de

repere asociata rotatiei de mai sus:

o _ 1 3 3 1 1 1
. r_ [T U = —
R_{O,Z,j}—>R—{Oﬂa]}'s_\/ﬁ(_?, 3>_\/§(—1 1>'
x:%(ﬂf/"'y/)

=35 ().

In noul reper ecuatia conicei devine:

il
(@5 =015 =1, (Z_,J’)
Alegem j/ = 1 = (3,3) = %
re

Facem urmatoarea schibar

Obtinem X = SX’' —

2
2~(a:’)2+8-(y’)2+0-x’—3—\/§-y'+(—1)20.

Determinarea centrului rotatiei:: Rescriem ecuatia precendeta prin formarea de patrate perfecte astfel

2-(x’)2+8~(’—;§)2—1720.

Facem translatia de repere R’ = {0,7',j'} — R" = {C,,j'}:

In raport cu reperul R’ = {C,#,4'}, elipsa are ecuatia:
2 (J;”)2 +8 (y”)2 — 17 = 0, care este de fapt \; (a:”)2 + A (y”)2 +4=0.
Determindm coordonatele centrului: z¢, =0, y =0 =
oH
2 = (), 10z + 6y — 16 =0
=0,y =vV2= xc = 1,yc = 1, care este solutia sistemului z = ’
0 =06 =v2= a0 =1l ¢ {51’:0 {6x+10y—16—0
zo=1l,yc =1.
(¢) Reprezentarea conicei



Ecuatiile axelor:: Cz” este determinatd de punctul C' si vectorul i/ =32 —-3y+6=0 <= —2x—y+2=0.
Cy" este determinata de punctul C si vectorul j/: 3z —3y =0 < z—y=0.
Intersectia cu axele:: Intersectiile cu axa Oy sunt:

(0, V69/5 + 8/5) : (0, 8/5 — \/69/5>.
Intersectiile cu axa Oz sunt:

(@/5 +8/5, 0) , (8/5 — /69/5, 0).
Varfurile:: Ecuatia conicei devine:

()"

NG

Trecand in reperul R’: A( 127,\/§>7A’ <— i 2),
7 7

B<07\/18+\/§>,B’(07—\/§+\/§>.

(e ) A (e S )

B (et ), B (40 ),

. .o . . . 17 _ 17
Coeficientii elipsei sunt a = (/5 > b= 4/%.

8

Focarele elipsei au in reperul canonic R” ecuatiile F’ (\/ a? — b2, 0) o (—m, 0) , adica F (\/g, 0)7
51

Fr(—/20).

Trecand in reperul R/, F < a, ﬁ) ' ( &, 2>.

Trecand in reperul R, F (\/TE’T +1, —@ + 1),F’ (—% +1, \/T‘E’T + 1).

Cx" 6

(2)
22 4+ 10zy +y* — 120 — 12y + 16 = 0.

(a) Calculam invariantii necesari pentru identificarea tipului conicei:

1 5 1 5 —6
Avem urmatoarele matrici:: A = siD=1]5 1 -6
5 1 -6 —6 16

Calculam invariantiiz:: 7 =tr(A)=1+1=2,
§=det(A)=1-1—5-5=—24,
A =1-1-1645-(—6)-(—6)+(—6)-5-(=6)—(—6)-1-(—6)—(—6)-(—6)-1—16-5-5 = 16+180+180—36—36—400 =

1 5 1 -6 1 -6
5 1 —6 16

’ = (1-1-5-5)+(1-16—(=6)-(=6)) + (1-16 — (—6) - (=6)) =



—24 —20 — 20 = —64.

Identificam conica:: § = —24 < 0 = Genul conicei este hiperbolic.
A = —64 # 0 = Tipul conicei este nedegenerat = Conica este hiperbola.

(b) IdentificAm reperul canonic
Determinarea valorilor proprii ca fiind solutiile ecutiei caracteristice:: Polinomul caracteristic este dat

de: p(\) =det (A— ML) =N =T -A+6=X2—-2-)\—24.
Obtinem valorile proprii: = A\; = —4, Ay = 6.
Determinarea vectorilor proprii:: Obtinem vectorii proprii corespunzatori.

t(A-MNHUM)=0=(A+4-1)U(—4) =0.
U(—4) ={a= (a,—a)l|a € R}.

(A= XU (X)) =0=(A—6-1)U(6) =0.
U (6) ={u = (a,a)|a € R}. o - o o
Alegem i’ € U (\1),j' € U (A\2) ortonormati astfel incat (i, ) =0, ||/ = 1, (¢,5") 0 (4,5) : ¢ = -5 (1,-1).
Alegem j' = % (1,1).

Facem rotatia de repere R = {0,4,j} — R = {O,7,j'}: S = % (_11 1) .

_ 1 ! /
Obtinem: v \15 (x _/’_y )/
y= 5 (-2'+y).
In noul reper ecuatia conicei noastre devine:
1 1 1
3 (@ +9)° + 30 (' +y) (=" +y) + 5 (' +9)? = 6v2 (2 +y) —6V2(—2' +y) +16 =0 —>
—42"% + 6y"* —12v/2y' + 16 = 0.

Determinarea centrului rotatiei: Rescriem ecuatia precedenta prin formarea de patrate perfecte astfel:
2
—4x’2—|—6(y’—\/§) +4=0.
Facem translatia de repere

x/ — .T/,
/

R ={0,7,j} = R" = {C,i",j'} -

In raport cu reperul R = {C,4’,j'}, hiperbola are ecuatia:

—4 (x”)2 +6 (y”)2 +4 = 0, care se observa ci este chiar A\ (m”)2 +A (y”)2 +45=0.
Determindm coordonatele centrului: =, =0, y =0 =
O0H
. . =0 20 +10y —12=0
=0,y =2 = 2c =1,yc = 1, care sunt solutiile sistemului { 2% = ’
c=0yc=V2=1c=1yc L {%@120 {10x+2y—12:0

zo=1,yc = 1.
(¢) Reprezentarea conicei
Ecuatiile axelor:: Cz” este determinata de punctul C si vectorul i:  +y —2 = 0.
Cy" este determinats de punctul C si vectorul j”:  —y = 0. alternativ am putea lucra cu diametri conjugati
pentru determinarea axelor de simetrie. Alegem @; = (1,—1),42 = (1,1). Calculam diametrii conjugati:

H H

8—7a—:Oﬁ2x+10y712710x72y+12:0¢x:y

or dy
OH OH
7+a—=0:>2x+10y—12+1Ox+2y—12=0:>x+y—220.
€z Y

Intersectia cu axele:: Intersectiile cu axa Oy sunt date de:
H=0
, V12 H16=0 M(O,2*\/5+6), N(0,72*\/5+6>.
xr=
Intersectiile cu axa Ox sunt date de:

H=0
. :>x2—12x+16:0P(2*\/5+6,0)7 Q<—2*\/5+6,0).
y =
Varfurile:: Ecuatia conicei devine:
i\ 2 12
(z”)Qf@flz() = @) --L L -1=0
1



Vérfurile in reperul nou R” sunt: A(1,0),A’ (-1,0).
Trecand in reperul R': A (1, \@) A (71 \/5)

1A . Y 1 _ 1
Trecand in reperul initial R: A ( 7t 1,2 7t 1) A (\/5 +1, 7t 1) .

Coeficientii hiperbolei sunt a = 1,b = %

Focarele hiperbolei au in reperul canonic R” ecuatiile F (\/ a? + b2, 0) JF (—\/ a? + b2, 0) adica F <\/§ 0) ,

5
N
Trecand in reperul R/, F ( g, \/§>,F’ <— 5, \/i)

Trecand in reperul R, F' (\/EJr 1, \/%Jr 1> ! (fé +1, % + 1).

Asimptotele au ecuatiile a; : 2"/ = \/gy“, as:z" = \/gy" in reperul R”. Trecand in reperul R, obtinem

= \/g(y’—\/§>7 ' = —\/g(y’—\/?). Trecand in reperul initial a; : x —y = \/g(x+y—2) =
(V3= v2)+y (VB+v2)-2v3 =002 o—y = —/3 (e +y—2), 2 (VB+ v2)+y (VB - v2)-2v3 =
0.

Cx" 6]az

5

-

%

)
&

(3)
2? —6zy+y° +4r+4y—4=0
(a) Calculam invariantii conicei pentru a determina tipul ei:

L 3 1 -3 2
Identificam cele doua matrici:: A = siD=1[1-3 1 2
-3 1 2 2 -4

Calculam invariantii:: I =tr(A)=1+1=2,
6—det(A)—1 1—(_) (—3) = -8,
A=1-1-(—4)+(-3)-2:24(~3)-2:2-2:1.2—-2.2:1—(=3)-(=3)- (—4) = —4—12—12—4—4+36 =0,
2 1 2
‘ 1 ’+’ _4’+’2 _4‘: (L-1—(=3)-(-3)+(1-(-4)—2-2)+(1-(-4)—2-2) = -8
IdentificAm conica:: 6 = —8 < 0 = Genul conicei este hiperbolic.

A = 0 = Tipul conicei este degenerat = Conica este o pereche de drepte concurente.
(b) Identificim reperul canonic
Determinarea valorilor proprii:: Polinomul caracteristic este dat de: p () = det (4 — Al3) = A2 —2-1 8.

Obtinem valorile proprii: = A1 = =2, Ay = 4.
Determinarea vectorilor proprii:: Obtinem vectorii proprii corespunzatori celor doua valori proprii mentionate
anterior.

:(A-MDHUM)=0=(A+2-1)U(-2) =0.
U(—4) ={ua = (a,a)|a € R}.

(A AI)U (M) =0 = (A—4-1)U (4) = 0.
U4) ={u=(—a,a)la € R}.



Alegem z? € U (M\1),J' € U()\a) ortonormati i/ = % (1,1).
Alegem j/ = L (—1,1).

V2
Facem rotatia de repere R = {O,1,j} — R ={0,,j'}: X = % (1 _11> .
1 / /
= —= (' —
Obtinem legatura dintre coordonate: \{5 ( Y )
y= 7@ +y).

In noul reper ecuatia conicei devine:
2
/ !/
e

0 (' —y) (" +y)+

5 1(m'+y’)2+2\@(x'—y’)+2\/§(x’—|—y’)—4:O<:>

2
4— 22" + 4% +8V22' —4=0.
Determinarea centrului:: Rescriem ecuatia:

| =

4 2
2 x’2x’+2) +4 ’220%—2(30'—\/5) Ay =0
( V2 i !
Facem translatia de repere R’ = {0,7,j'} — R" = {C,,j'}:
.I/ :xvv +\/§
y/ — y//'
In raport cu reperul R” = {C,#,j'}, hiperbola are ecuatia:

-2 (.Z‘”)Q +4 (y")2 =0
care este \; (m”)2 + Ao (y”)2 + % =0.
Determindm coordonatele centrului: z, =0, yt =0 =
Ty = V2, Yo =0= z¢ =1,yc = 1, care daca am facut calculele corect, ar trebui sa fie solutiile sistemului
OH _ _
9 =0, N 2z 4+ 10y — 12 =0,
=0 10242y —12=0
(c¢) Reprezentarea dreptelor B
Ecuatiile axelor:: Cz” este determinata de punctul C si vectorul i': z +y — 2 = 0.

Cy" este determinats de punctul C si vectorul j/:  —y = 0.
Intersectia cu axele:: Intersectiile cu axa Oy sunt date de:

=z0=1Lyc=1.

H=0
{ 0 =132+ 4y —4=0— (0,2 =+ 2v/2) Intersectiile cu axa Oz sunt date de:
xr =

H:
{ 00 =22 440 —4=0— (24+2V2,0).
y:

Cy" 6 D

-5
Cx" ,/
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