Seminarul 14
Conice pe ecuatii generale

Fie I o conica ce are in raport cu reperul ortonormat R = {O;f,j} ecuatia:
(1) I': H(z,y) = a112? 4 2a122y + a22y® + 2a10z + 2a20y + ago = 0.

a a ailr a2 aio
Amintim ca A = ( H 12 ) € SQ(R), B= (am a20)7 D= as1 a22 A0

a1 a2

€83 (R)
aip azo aoo
Mai mult, am demonstrat c& I := TraceA = ay; + agz, 6 = det A = aj1a92 — a3y si A = detD sunt invarianti ortogonali ai
conicei.

Pe langa invariantii ortogonali amintiti deja mai introducem si un invariant centro-ortogonal.
ail  a12 ai1 @i az2 G20
a1 a2 aip aopo a0 apo
riant centro-ortogonal al lui T', adica rdméne neschimbat la o rotatie de repere carteziene ortonormate. Daca in plus § = A = 0,
atunci A este chiar un invariant ortogonal al conicei.

Numarul real A, = , adica suma minorilor diagonali de ordinul 2 ai lui D, este un inva-

In continuare vom clasifica conicele spatiului afin euclidian £2 in functie de invariantii ortogonali si centro-ortogonali introdusi.

TEOREMA 1. (Teorema de clasificare izometricd a conicelor) Invariantii ortogonali si centro-ortogonali ai unei conice permit
determinarea naturii conicei ca in tabelul urmator:

Nr.| § A | IA | Ay | Genul conicei | Tipul conicei | Denumirea
conicei
1 |>0|#0|<0 eliptic nedegenerat elipsa
2 | >0#0]>0 eliptic nedegenerat elipsa
imaginara
31 >0 0 eliptic degenerat punct dublu
9 0 | #0 parabolic nedegenerat parabola
7 0 0 <0 parabolic degenerat drepte
paralele
8 0 0 0 parabolic degenerat dreapta dubla
9 0 0 >0 parabolic degenerat drepte
maginare
paralele

Algoritm de aducere la forma canonica a conicelor date prin ecuatii generale

(1) Se precizeazi natura gi genul conicei I' dupa valorile invariantilor metrici A,d si 1.
(2) Se asociaza conicei I' forma patratici ¢ : R? — R, definitd prin

o(z,y) = a112® + 2a127y + ay?

an a
A— (0 a2
a1z Az
(3) Se calculeaza valorile proprii A1 si Ay ale matricii A ca radacini ale ecuatiei caracteristice

p(\) = det(A— X)) = > —IA+5=0.

si se scrie matricea simetrica asociata

(4) Se calculeaza subspatiile proprii:

U\) = {(xl,:cz) €R, <a“a1_2A1 mmAl) (2) - (8>}
U(Ns) = {(xl,xz) €R, (a”aw . o )\2) (2) - @}

(5) Se face schimbarea de repere
R={0,i,j} > R ={0,7,j},7 € U(\), j € UN2), Il =I5l =1, (7,5") =0, (i, 5)o(7, 7).
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Versorii i/ = (my,msg) si 7/ = (n1,n2) vor fi alesi astfel incat

mp M
ma N2

()=5()

T Mz 4+ \oy'? + 2d, 50 + 2db3y + dis = 0.

detS = ‘ =1.

(6) Se efectieaza rotatia

in urma careia ecuatia conicei I' devine:

(7) Fortand factorii comuni A\ gi Ao (daca este cazul) gi restrangénd patratele descompuse, se rescrie ecuatia conicei I' sub
forma:
T (2 4 20) + A2 (¥ +y0) +a=0.
(8) Se efectueaza treanslatia de repere:
R, = {07 7:_/7 j,}7 /L_/ H R77 = {07 i_/, jT/}7 /l:_/’

unde C(xg, yo) reprezinta coordonatele originii noului sistem de coordonate obtinut prin translatia:
=z + 1z
" =y +yo

Iz 4 Xex”2 +a=0.
(10) Se traseaza sistemul initial de axe Oy si se efectueaza rotatia acestuia in sistemul de axe xOy. Directiile si sensurile
axelor Oz si Oy coincid cu directiile si sensurile vectorilor proprii ortonormati 4’ si ..
(11) Se efectueaza translatia sistemului de axe 2Oy in sistemul de axe z”Cy”, unde punctul C are coordonatele C(zg,yo)
in raport cu R”.
(12) In functie de tipul conicei se identifica si celelalte elemente necesare reprezentarii acesteia: asimptote, directoare, varfuri,
focare, intersectii cu axele de coordonate.

(9) Ecuatia canonica a conicei devine:

EXERCITIUL 1. Sd se aduca la forma canonicd si sd se reprezinte grafic urmatoarele conice:
(1) T : 922 — 6zy + y*> + 20z = 0.
Solutie:
(a) Identificam cele doud matrici:

9 -3 10
A:(93 _13>,D: -3 1 0
100 0 0

(b) Invariantii necesari sunt:
6 =detA =0 — tipul conicei este parabolic
I=trA=10, A =det A= —-100.
Deoarece § =0, A # 0 rezulta T' parabola.
(¢) Identificam valorile proprii asociate matricei simetrice A. Acestea sunt solutiile ecuatiei caracteristice
A =0,
Ao =10

-3

9— A
d(A)\IQ)O%' IR

‘)\21())\0%{

(d) Determindam vectorii proprii corespunzatori valorilor proprii de mai sus:

(93 _13> (2) - (8)} ={a(1,3), a €R}
(if’l) :3) <2> - <8>} ={B(-3,1), a« € R}

(e) Alegem i € U(0), j' € U(10) astfel incat (i',7") =0, ||i'|| = ||5'|| = 1, (i,5)0(i’,5"). Asadar vom considera:
1 -

7(1’3)’ ]/ — L
V10 V10

U(O) = {(1‘1,1‘2) S R?

U(10) = {(xl,xg) € R?

51

~

(=3,1).

Observam cd

detS =

_3‘ =1 — S matrice de rotatie.

1
3 1
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(f) Facem schimbarea de repere:

R ={0,i,j} - R ={0,i,j}
) o= = - 3y)
R 1[0

(9) In noul reper ecuatia conicei devine:

9 / \2 6 / / / / 1 / N2 20 / / 12 20 / 60 /
— (' =3y — =@ =3B +y)+ =B +y)+ =" —3yY) =0 10y* + =2’ — —=y' =
10! ¥)" = 15 y)( ¥)+ 15¢ y') \/ﬁ( 7y VU Y T Ay

(h) Rescriem ecuatia astfel:

x’—9>
2110/

(i) Facem translatia de repere:
” / 9
o o =1 - —
R ={0,i,j} = R" = {V.7,j'}, 2y10

(j) Obtinem

Tr: »2 _ .
SRVGTY

(k) Identificam originea noului sistem de coordonate ”Vy”. Avem:

ay = ) x )
27y =0 2y/10 VT 90
— —
{Y”v —0 ) 33
0

yv—%

/
Vo
(1) Identificam azele reperului " Vy” :

V' V4[] - Va1 3z —y+3=0
- 9
Vy”:V+[j/}—>Vy”:x+3y—§:0

(m) Studiem intersectia cu azele de coordonate:
I'nOx={0,P(-%,0)}
'noy={0}

1
(n) Determinni coordonatele focarului parabolei in R”: Calculdm parametrul p = T Parabola este de tipul y”~ —

1
2px” deci axa focald este Vx”. Focarul parabolei are in raport cu reperul canonic R” coordonatele F (—2 ik 0) .
R 13
In raport cu reperul R coordonatele sunt F (—2, 2) .

(o) Determinm ecuaia directoarei: Ecualia directoarei in raport cu reperul canonic R’ este § : x” = ————= iar in

2V10

raport cu reperul initial : x + 3y —5 = 0.
(p) Reprezentarea grafica:

W,‘\d 7'y




(2)
G :T2% — 50xy + Ty? — 4oz — 68y + 124 = 0.

(a)  IdentificAim cele doud matrici:: A = (725 _725>

7T =25 =2
siD=|-20 7 34
-2 =34 124

Calculam invariantii:: I =tr(4) =747 =14,
§=det(A) =77 — (=25) - (—25) = 49 — 625 = —576,
A =7-7-1244 (—25)-(—34) - (—2) +(—2)- (—25) - (—34) — (—2)-7-(—2) — (—34) - (=34) - 7— 124 (—25) - (—25) =
6076 4+ (—1700) + (—1700) — 28 — 8092 — 77500 = —82944,

Identificam conica:: § = —576 < 0 = Genul conicei este hiperbolic.
A = —82944 £ 0 = Tipul conicei este nedegenerat
= Conica este hiperbola.
(b) Identificam reperul canonic
Determinarea valorilor proprii:: Polinomul caracteristic este dat de:
p(A) = det(A — A\p) = = A 12 ‘ = (a11 — A) - (ag2 — ) —a12 - ag = A2 — (a11 + aga) - A+ (a17 -
a1 az — A
I-X+0=M\—14-X—576. Obtinem valorile proprii: = A\; = —18, Ay = 32.

32
a2 — @12 - A21) = A° —

Determinarea vectorilor proprii:: Obtinem vectorii proprii corespunzatori.
(A-=XMDHUM)=0=(A+18-NNU(-18)=0=

7T+18  —25\ (uly) (0 25 —25\ (ulys) (0 L
( —25 T+ 18) (uQ_lg =lo) 7 25 25 ) \u2y,) = (o) 7 V) = {u=(@a)le € R},
(A=XD)U(N)=0=(A—-32-1)U(32) =0=
7-32  —25 (ul,) _ (0 —25 —25\ (ul, 0 -
( —95  7- 32) (uSQ) = (0) = ( 25 —25) ( g = U(32) ={u =(a,a)la € R}.
Alegem i € U(\1), 5" € U(X2) ortonormati: i/ = 7
Verificam ca schimbarea de baza este ortonormata.
G )

o

NS

: Facem rotatia de repere R = {O,1,7} — R’ = {O,7,j'}: Schimbarea de bazd are matricea S =

cu determinantul 1.
1 / /
= —= (2 —
Obtinem \{5( , y/)
Y= ﬁ(x +y').
In noul reper ecuatia conicei devine:
7 50 7
3@ =) = S =)@ +y) + 5 +y)? - 4V2( - y) - 68V2(r + ) +124 =0 =
—18z" + 32y — 36v/22" — 32v/2y’ + 124 = 0.
Determinarea centrului:: Rescriem ecuatia:
—18(z" +v2)* +32(y' — 5)* + 144 =0. o
Facem translatia de repere R' = {0,v,5'} = R" ={C,v,5'}:
=+ \f o =a" -2
_ — 1o 1
y' =y - f Yy =y + ok
In raport cu reperul R = {C, i, '}, hiperbola are ecuatia:
—18(3:”)2 +32(y”)2—|—144 =0, care dacd am ficut calculele corect, ar trebui sd fie A1 (z")?+ X2 (y")?+ % =0,

—18(2")2 + 32(y")? + 144 = 0.

Determmam coordonatele centrului: x5 =0, y& =0=
xC - \/> yC :> rc = 57@/0 %7
oH
= =0, 142 — 50y —4 =0
Alternativ, Coordonatele centrului ar trebui sa fie solutiile sistemului gfl v 4 ’
8y—0 14y — 50z — 68 =0
o = — 2 yYyo = — % .

(¢) Ecuatia conicei in reperul canonic
Ecuatia:: In raport cu reperul R = {C,4',j }, hiperbola are ecuatia:
(l_//)z (y//)2

_ "2 wH? _ _
—18(2")2 +32(y")? + 144 = 0 = —T+?+1_0 — —(2\/5)2—&-(%)2—1—0.
3).

Varfurile: in reperul R"” sunt: A(0, ) A'(0,

&\



Focarele:: Coeficientii hiperbolei sunt a = 2v/2,b = ==

75

Excentricitatea:: e = % Focarele elipsei au in reperul canonic R" ecuatiile F(0,va? + b2), F'(0, —Va? + b?),
adica F(0, f) F'(0, 77)

Asimptotele: au ecuatiile ay = y" = 22", as 1y = —2 in reperul R".
. .. 2 2

Directoarele: au ecuatiile dy : x = % = 15 ydyrx = —% == 8v2

15 -
cx—y+1=0.

<

(d) Ecuatiile axelor: Cz" este determinatd de punctul C si vectorul i
Cy" este determinatd de punctul C gi vectorul j': x +y+2 = 0.
Alternativ, putem lucra cu diametri conjugati

Alegem 1y = (1,1),u2 = (—1,1). Calculam diametrii conjugati: %—f + %—ZI =0= 14z — 50y — 4+ 14y — 50z — 68 =
0= —-36z—36y—72=0=2+y+2=0.
—OH L OH — (= 14z 4 50y +4+ 14y — 502 — 68 = 0= —64z + 64y —64=0=x —y + 1 =0.
(e) Asimptotele au ecua;ﬁiile ap Yy = 32", ay Yy = 32" in reperul R”. Trecind in reperul R', obtinem
- 7 3(2' +V2), az 1y — %/ = —3(2' + V2). Trecind in reperul initial a; : —%z + %y - % =
4(\/§$+\/§y—\f) — 733—3/—1—10:0,
.1 1 1 _ 3.1 1 _

i - 34-122
(f) Intersectia cu ax\(jle.. x=0,y= -
_ _ 344122
x =0y ===

Nu exista intersectii cu axa Ox.
Focare:: F'(—4,-3), F(1,2)

Varfuri:: A’'(-3.5,—2.5), A(0.5,1.5)

cy"

(3) In raport cu reperul ortonormat R = {O;f,j} se da conica

I': 522 4 day + 8y — 322 — 56y + 80 = 0.

Aduceti aceasta conica la forma canonica si reprezentati-o grafic.
Calculam invariantii ortogonali necesari determindrii conicei.

5 2  —16
(a) Avem A = ( g 3 ), deci I = 13 gi 6 = 36. De asemenea D = 2 8 =28 |, deci A = —1296.
—-16 —-28 80

Deoarece § > 0 si IA < 0, rezulta ca I' este o elipsd.

(b) Polinomul caracteristic al lui A este p(A\) = X2 —IXN+8§ = A2 — 13X\ + 36, deci valorile proprii ale lui A sunt \; = 4



(¢) Vectorii proprii corespunzdtori sunt
U4)={u=—20i+aj | a€R}.

Alegem i’ = é(% — j).5tim cd wvectorii proprii corespunzatori unor valori proprii distincte ale unei matrice
stmetrice sunt ortogonali, de aceea_pt_&tem alege direct j' = %(z + 27) un vector propriu corespunzator lui Ay = 9.
Baza reperului canonic este deci {i’,j’}.

(d) Facem rotatia de repere R = {O;z,j} — R = {O;E’J’}, ce determind schimbarea de coordonate
s:ﬁ(Z wa>x=§mww,

5 \ -1 2 y = (—a' +2).
(e) Obtinem ca ecuatia conicei in raport cu R’ este

8v5 144+/5

AN VAN

(f) Facem translatia de repere R’ = {o;i’,j’} —R"= {C; 773/};

/A
r =¥ -5
no _ .1 _ 8V5
Y =Yy — 5 °

4(z")? +9(y)*

S

(9) In raport cu reperul canonic R = {C’; f’,j’} elipsa are ecuatia

(:L,//)Z (y//)2
—1=0
9 + 4
(h) Centrul C are, in raport cu R"”, coordonatele
zh =0 TH = % ro =2
" - ;85 - =3
Yo = Yo = 75 Yo =

(i) Azele reperului canonic
Cx” : C + [i'] Ce’: x+2y—8=0
Cy’ : C+[j] Cy': 20 —y—1=0.
(j) Intersectiile elipsei cu azxele reperului initial, Ox gi Oy. Obtinem

I'NOy = {P(0,2), Q(0,5)}
rNoz=0

k) Varfurile A(3,0), A’(=3,0) si B(0,2), B'(0,—2), in raport cu R”. Obtinem x4 = 24 6V5 Stys = 335, Analog
5 5
procedam cu celelalte trei varfuri ale elipsei.
Focarele elipsei au in raport cu reperul canonic coordonatele x'y = V5, yp =0 sia, = —/5, yp =0, dar in
raport cu reperul initial obtinem F'(4,2) si F'(0,4).
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(4) In raport cu reperul ortonormat R = {O;f,j} se da conica
I': 6xy+8y* — 122 — 26y + 11 = 0.

Aduceti aceasta conica la forma canonica si reprezentati-o grafic.

0 3 —6
(a) Determindm A = ( g 2 ) si D= 3 8 —13 |,deci I =8,5=—-9, A =81. Deoarece 6 <0 gi A #0
-6 —-13 11
rezulta ca I' este o hiperbola.
(b) Polinomul caracteristic al lui A este p(A) = A2 — 8\ — 9, deci \; = —1 i Ao = 9 sunt valorile proprii ale lui A.
(c) Obtinem U(—1) = {-3ai+aj | a € R} si alegem 7' = @(SE — 7). Fiej' = @(54— 37) L 7' un vector propriu
corespunzator lui Ao = 9.
(d) Facem rotatia de repere R = {O;i,7} — R’ ={0;,j'}, ce determind schimbarea de coordonate

) X (L)X _ (30 4+ y),
10 \ -1 3 y = Y104 4 3y).
(e) In raport cu R', hiperbola are ecuatia

—(@)? +9(y')* — V102’ —9V10y +11 =0 &

(o) - )

(f) Consideram acum translatia de repere R' = {O;%’,j’} — R = {C’;Z'J’},

2 =+ @7
Y =y — @
(9) In raport cu reperul canonic R’ = {C;7,j'} hiperbola are ecuatia
_ (12 11\2
@7 W)
9 1
(h) Observam ca hiperbola are focarele gi varfurile pe axa Cy”. Obtinem centrul de simetrie al hiperbolei C(—1,2) in
raport cu R. - ~
(1) Azele reperului canonic sunt Cz" = C + [i'] si Cy"” = C + [j"], de ecuatii
Cx': z+3y—5=0
Cy': 3x—y+5=0.

—1=0

1 1

j) Asimptotele hiperbolei au, in raport cu reperul R”, ecuatiile ay : y" = ra” siag: y"' = —La". Aplicind formulele
3 3
schimbarilor de repere obtinem a1 : y=2, as: 3x+4y—5=0.
(k) Intersectiile hiperbolei cu axele Oz, Oy sunt T N Ox = {P(%, 0)} silNOy = {Q(O, 14—1) R(0, %)}
(1) Viérfurile hiperbolei, in raport cu reperul canonic R”, au coordonatele A(0,1) si A’(0,—1). Focarele hiperbolei au,

in raport cu reperul initial, coordonatele F(0,5) si F'(—2,—1).

Determinati tipul conicelor urmaétoare, identificati toate elementele necesare pentru reprezentarea lor si reprezentatile grafic:

o 312+ 22y +9y?+6y—2y—5=0 o 2 —2zy+9y?—102 —6y+25=0 o 322 —4dxy—2x+4y—3=0.
o 22 —2zy+ 1y —x+5y+1=0 o 22 — 4ay + 4y? — 262 — 38y +25 = 0.8 6xy + 8y? — 122 — 26y + 11 = 0.
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