Seminar 2
Geometrie euclidiana - Recapitulare ecuatii de drepte si plane
Georgeta Cretu

Fixam un reper cartezian R = {0, €1, &3, €3}.

Ecuatiile dreptei afine in A3 .

Consideram d = A+ d o dreapta afind. Presupunem ci A are in raport cu R vectorul de pozitie 7o = OA = zje; + x3ex + zdes
si a = a'e; + a’éy + ade3# 0 este un vector director al dreptei: d = [a].

Fie un punct arbitrar P(7) € X de vector de pozitie ¥ = OP = zle; + 226, + a3es.

Punctul P apartine dreptei d daca si numai daca ﬁ € 7 & dt € Rai. ﬁ = ta < vectorul de pozitie al lui P,
respectiv coordonatele sale In raport cu R verifica unul din seturile de ecuatii echivalente:

1. ecuatia vectoriala: ¥ =7y +ta, t € R

x! =z} +tal,
2. ecuatiile parametrice: ¢ 22 = 22 + ta?,
¥ =ad+tad, teR;
1 1

2 2 3 3
. . T —x -z x°—x
3. ecuatiile canonice: 0 =50 =0
a a a ?

2,1 1,.2 1,.2 2,1
. . . . a’z' —a'z® + (a'zf —a*xy) =0,

4. ecuatiile dreptei ca intersectie de (hiper)plane:
! P k (hiper)p {a3x2 —a?z® + (a*zd — a®z3) =0.

Ecuatiile planului afin in A3
Fie planul afin # = A+ 7 ce trece prin A(7), cu spatiul liniar director T = [@1,as], @1, as fiind vectorii unei baze in

In raport cu reperul cartezian R, presupunem ca 7o = J:(lJél + x%ég + x%ég,

a1= ale;+aley + ajes # 0, ay = adey + a3és + ades # 0, ay, @ necoliniari. Atunci un punct oarecare P € X, ce are
in raport cu R vectorul de pozitie 7 = z'é; + x2e, + z3€3, apartine planului 7 daca si numai daci ﬁ ET & dt, s €
Ra.i. ﬁ = ta; + sas < (ﬁ,dl,@) = 0 < vectorul de pozitie al lui P, respectiv coordonatele sale in raport cu R

verifica unul din seturile de ecuatii echivalente:

e ccuatia vectoriald: 7 = 7y + t'a; + t2as, ti,t2 € R;

2t =ad + tlal + t2ad,
e ccuatiile parametrice: { 22 = 22 + t1a? + t2a3,
23 ::rg—l—tlazf—}—t%%, tht?2 e R;
ot —a) al dl
e ccuatia planului sub forma de determinant: | 2% — 23 a2 a2 | = 0;

3 3 3 3
2 —xy ay ay

e ccuatia generala a planului, obtinuta din dezvoltarea determinantului anterior dupa prima coloana:

ar' +bx® +cx* +d=0,a>+ >+ > 0.

Exercitii rezolvate
Ezercitiul 1. Fie A3 un spatiu afin 3-dimensional raportat la un reper cartezian R = {0, €7, e3,€3}.
1. S& se scrie ecuatia vectoriald gi sistemul ecuatiilor parametrice ale dreptei ce trece prin Ag(1,0,1) si care are directia
u =e1 + 2e3 +e3.
Solutie: Ecuatia vectoriala a dreptei (d) = Ag + [@] este (d) : 7 = (1,0,1) + ¢(1,2,1), t € R. Sistemul ecuatiilor
r=t+1
parametrice ale dreptei de mai sus este: ¢ y = 2t , teR.
z=1t+1



2. Sa se scrie ecuatiile canonice ale dreptei ce trece prin punctul A;(0, 1,0) si are directia w = (1, 1,4).
Solutie: Ecuatiile canonice ale dreptei determinate de punctul A; si vectorul director uw sunt:

r y—1 =z
d):—="——=-.
(d) 1 1 4
3. Sa se scrie ecuatiile canonice ale dreptei ce trece prin punctele Aa(1,1,1) si A3(2,3, —4).
LT —TA, Y —Ya, 2T RAy

Solutie: Ecuatiile canonice se obtin astfel: (AsAj3) : = = . Dupa inlocuirea
xAQ - mA;; yAz - yA-g ZAQ - ZA3

coordonatelor ecuatiile devin:
-1 y—-1 =z-1

12 =5
4. Ecuatia planului care trece prin M (1,1, 1) si are subspatiul vectorial director generat de vectorii u; = €; + 2€2 + €3
sl uy = 3ey + 2e2 + e3.

Solutie:

(AgAg): 2

e ecuatia vectoriala: 7= (1,1,1) +#(1,2,1) + s(3,2,1), t,s € R.

r=1+t+3s
e ecuatiile paramentrice: (y=1+2t+2s , t,s €R.
z=1+t+s
z—1 1 3
e ecuatia sub forma de determinant: [y —1 2 2| =0.
z—1 1 1

e ecuatia generala: y —2z+1=0.

5. Ecuatia planului care contine dreapta afins (d) : 272 =

4 Zgl sl este paralel cu dreapta afina (d') : ”CT‘H = y?_l = £,
Solutie: Vom considera spre exemplu punctul A(2,0,1) € d, drepta c_a}mre dorim sa fie continuta de plan. Subspatiul
vectorial director pentru plan va fi generat de vectorii (u) € 7, ved. Deciu=(1,1,2) siv=(0,2,1).

Obtinem:

e ecuatia vectoriala: 7 = (2,0,1) +¢(1,1,2) + s(0,2,1), t,s € R.

r=2+1
e ecuatiile paramentrice: ¢ y =1+ 2s , t,seR.
z=1+4+2t+s
r—2 1 0
e ecuatia sub forma de determinant: y 1 2|/=0.
z—1 2 1

e ecuatia generala: -3z —y+22+4=0.

Verificare: Sa scriem acum ecuatiile parametrice ale celor doua drepte din enunt;:

(d):y=t ,tERsE (d):{y=2s+1 , seR.
z=2t+1 z=35

Calculam acum intersectia dintre cele dou& drepte si planul (7) : =3z —y + 224+ 4 = 0.

r=1t+2
=1
dnm:{? = 3(t+2) —t+22t+1)=0->0=0(A4) > dC .
z=2t+1
—3r—y+22+4=0
z=-1
, y=2s+1
dnn =43-(284+1)+2s+4=0—-6=0(F) = d| =
2=35

—3r—y+22+4=0



6. Fie subspatiile afine:
z y z-—1
d:====
2 1 2

si planul 7 : z +y — z + 4 = 0. Sa se determine pozitia relativa a lui d fata de planul 7.

Solutie: Sa analizidm ce se obtine atunci cand intersectam dreapta d cu planul 7 :

T =2t
y=t

dNm =2t+t—-2t—14+4=0—1t=-3.
z=2t+1

r+y—z+4=0.

Obtinem ca d N7 = A, unde punctul de intersectie are coordonatele (—6, —3, —5).

Ezercitiul 2. Cadrul de lucru pentru acest exercitiu este un spatiu afin doi dimensional. Sa se determine ecuatiile vectoriale,
canonice, parametrice gi generale ale dreptei (d) care trece prin punctul My(1,2) si are vectorul director v = (1,5).

Solutie:

e Ecuatia vectoriald: conform teoriei prezentate anterior obtinem (d) : 7qg =Tp, +¢-7 = (1,2) + ¢(1,5), t € R.

=t+1
e Ecuatiile parametrice: (d) : . +h , teR.
y=>5t+2
-1 -2
e Ecuatiile canonice: xT = yT

e Ecuatia generala: (d): 5z —y—3=0.

Exercitiul 3. Cadrul de lucru pentru acest exercitiu este un spatiu afin euclidian doi dimensional, raportat la un reper
cartezian ortonormat pozitiv. Se considera A(—6,4), B(1,2), C(2,3). Sa se gaseasca proiectia ortogonald a punctului
A(—6,4) pe dreapta (BC).

Solutie: Proiectia punctului A pe dreapta (BC') este piciorul perpendicularei duse din A pe dreapta (BC).

Fie deci A’ = prpcA. Se observa ca proiectia este intersectia dintre dreapta (BC) si dreapta care trece prin A si este
perpendiculara pe BC: A’ = BC N AA'. R

Ecuatia generald a dreptei (BC) : z —y + 1 = 0. In cele ce urmeaza vom incerca si scriem ecuatia dreptei (AA’). Pentru
aceasta vom utiliza faptul c& AA” 1 BC = AA" L BC = <H,B?> = 0. Vectorul director al dreptei (BC) este
B? = (1,1). Prin urmare, folosind pependicularitatea mai sus mentionata putem alege ﬂ = (1,—1). Vom scrie ecuatia
generald a dreptei (AA’) :== A" + [H] rx+y+2=0.

r—y+1=0

Identificim acum coordonatele punctului A’ din rezolvarea sistemului:
r+y+2=0

1
Obtinem A’ = prgcA de coordonate x = —3 siy= —3



Exercitii propuse spre rezolvare Cadrul de lucru pentru urméatoarele exercitii este un spatiu afin euclidian doi
dimensional, raportat la un reper cartezian ortonormat pozitiv.

Ezercitiul 4. S& se determine ecuatiile vectoriale, canonice, parametrice si generale ale dreptei (d) care trece prin punctul
My(2,3) si are vectorul director v = (—1,4).

Ezercitiul 5. Sa se gaseascd ecuatia dreptei care trece prin punctele My(a + 1,a — 1) si Mi(a — 1,a + 1).

Ezercitiul 6. Sa se arate cd punctele My(a,b+ ¢), Mi(b,c+ a), Ma(c,a + b) sunt coliniare si sa se determine ecuatia
dreptei care le contine.

Ezercitiul 7. Se da triunghiul cu varfurile in punctele A(—1,3), B(2,—1), C(3,6). S& se determine:

1. Ecuatia dreptei (AC). 4. Ecuatia medianei din C.
2. Ecuatia paralelei prin B la dreapta (AC). 5. Ecuatia inaltimii din C.
3. Ecuatia mediatoarei laturii [BC]. 6. Ecuatia bisectoarei unghiului BAC.

Indicatie: Pentru scrierea vectorului director al bisectoarei vom utiliza o metoda diferitd fata de cea prezentata in
seminarul precedent.

Este cunoscut faptul ca rombul este paralelelogramul cu
doua laturi consecutive congurente. Mai mult de atat dia-
gonalele acestuia reprezinta bisectoarele unghiurilor rom-
bului. Prin urmare vom incerca sa construim pe laturile
unghiului analizat un romb, in care, o parte din bisectoa-
rea unghiului sa reprezinte diagonala rombului construit.
Mai explicit, vom normaliza vectorii directori ai laturilor
. ce formeaza unghiul BAC. Vom construi rombul pe vec-
torii unitari obtinuti gi aplicind regula paralelogramului
A A

AA//
obtinem: = + .
[4B|| |||

Ezercitiul 8. Sa se gaseascd proiectia ortogonala a punctului M*(—6,4) pe dreapta (d) : 4z — 5y +3 = 0.

Ezercitiul 9. S& se giseasca simetricul punctului M*(2,1) fatd de dreapta (d) : 22 —y +2 = 0.
Ezercitiul 10. Sa se afle distanta de la punctul M*(2,1) la dreapta (d) : 4o — 3y + 5 = 0.
Ezercitiul 11. Fie Az un spatiu afin 3-dimensional raportat la un reper cartezian R = {O, €y, €3,€3}.

1. S& se scrie ecuatia vectoriald si sistemul ecuatiilor parametrice ale dreptei ce trece prin Ag(1l,—1,2) si care are
directia uw = —e; + 25 + 2e3.

2. Sa se scrie ecuatiile canonice ale dreptei ce trece prin punctul A;(3,2,—2) si are parametri directori (—1, —2,4).
3. Sa se scrie ecuatiile canonice ale dreptei ce trece prin punctele A2(1,0,1) si A3(0,2,—2).

4. Ecuatia planului care trece prin O si are subspatiul vectorial director generat de vectorii u; = —e; + 2e3 + €3 si
Uy = €1 — 2ey + €e3.

5. Ecuatia planului ce trece prin Qo(2,—4,5) si are directia planard determinatd de vectorii 3 = 3€; + 2e5 + €5 si
Ty = 261 — €3 — €3.

1 2 3 _
. . . N tz*+tz°—-1=0 < _
6. Ecuatia planului care contine dreapta afina {Z 1 * ) 1:2 0 si este paralel cu dreapta afina % = % =
xt—rt—2=
z3—1
6
7. Fie subspatiile afine: d: 232 = Y22 = 221 i planul 7 : @ + 3y — 2z + 15 = 0.

e Sa se determine pozitia relativa a lui d fata de planul 7.

e Sa se scrie ecuatia planului ce contine d si este paralel cu planul .



