Seminarul 3
Geometrie euclidiana
Georgeta Cretu

1. BREVIAR TEORETIC

Fie&" = (X, X}, ®) un spatiu afin euclidian real n-dimensional. Oricare ar i Y C X, spatiul vectorial poate fi descompus
ca suma directa: X =Y @ Y1, unde Y este suplementul ortogonal al lui Y. Daca dimX = n si dimY = m, atunci
dimY+ =n —m.

Hiperplanul determinat de un punct si o directie normala: Un hiperplan 7 este un subspatiu afin de dimensiune n — 1,
prin urmare directia sa normala are dimensiune 1.

— — — H n X
Deci 7= A+ 7, cu (7)L = N, N #0. Presupunem cid 7o = OA = > xje;, N =
i=1

M=

a;e;. Atunci:

i=1

e ecuatia vectoriala este: (7 — 7y, N) = 0.
n
e ecuatia generald este: Y a; (z — zf) = 0.
i=1
Observam ca in ecuatia generala a hiperplanului, coeficientii lui z1,xs,..., 2, sunt coordonatele unui vector
normal hiperplanului.

e ecuatiile canonice ale normalei la hiperplanul 7 care trece prin A sunt:

f xé P a:g " —xy

ai ag Gp

Cazul 3-dimensional. In cazul 3-dimensional, un hiperplan este un plan (subspatiu afin de dimensiune 2). Fie 7 = A + ™,
_ _ — _

cu (?)l =N, N #0, unde 7o = OA = zje; + x3ez + x3es, N = a1é1 + azés + azés. Ecuatiile prezentate mai sus se

rescriu astfel:

e ecuatia vectoriala: (7 — 7y, N) =0.
e ecuatia generala: a; (wl — x(l)) + as (332 — x%) + a3 (:1:3 — x%) =0.
e ecuatiile canonice ale normalei la hiperplanul 7 prin punctul A sunt:

ot —af  2?—af 23—l

ai az asz

2. EXERCITII REZOLVATE
Consideram un spatiu afin euclidian trei dimensional £3 si reperul ortonormat R = {O;é1, €2, €3}
(1) Scrieti ecuatiile planului 7 in €3 ce trece prin A(1,2,3) si are directia normala (?)J‘ = [N], cu N (3, —4,2).
Solutie: Tinand cont de faptul ca este cunoscuta directia normald la plan, putem scrie ecuatia generala a
planului 7:
3zt —1) —4(2® —2) +2(2® -3) =0 32! —42? + 223 —1=0.
(2) Scrieti ecuatiile canonice ale normalei prin B(1,4,1) la planul v de ecuatie generala 3zl — 222 + 522 = 0.
Solutie: Observam ca N € (?)J-, N =(3,-2,5). Fied L v, B € d. Deoarece dreapta este perpendiculara pe
plan, aceasta va avea un vector director coliniar cu normala la plan, d || N
ot =1 22-4 231

+1d 3 -2 5 0

3. PROIECTII $I SIMETRII

(1) Proiectia unui punct pe un plan: Fie A(q,b, ¢) si planul (7) dat prin ecuatia generala: (7) : Ax+By+Cz+D =
0.
Dorim sa aflam proiectia punctului A pe planul (7).
Avem de efectuat urmatorii pasi:
e Verificam mai intai dacd A € w. Daca punctul apartine planului proiectia pr, A = A.
e Dacid A ¢ m, proiectia acestuia A’ = pr,A = mNd, unde d : A+ [N], N € 7+. Mai exact vom scrie ecuatia
dreptei care trece prin A ce are drept vector director, directia normald planului 7.

x—a y—-b z-c

(1) (@ =2 =2
1



Proiectia punctului A pe planul 7 va fi intersectia dintre aceasta dreapta si planul 7:

r=At+a

z—a _ y=b _ z—c _
2) dnr:) A =B =T o Ju=Drl
Ar+By+Cz+D =0 z=Ct+c

A(At +b) + B(Bt +b) + C(Ct +¢) = 0

Vom obtine rezolvand sistemul precedent A’ = d N7 = pr, A.
(2) Simetricul unui punct fati de un plan: Fie A(a,b,c) si planul () dat prin ecuatia generala:

(mr): Az + By+Cz+ D =0.

Dorim s& aflam simetricul punctului A fata de planul (7).
Avem de efectuat urmatorii pasi:
e Verificim mai intai daca A € w. Daca punctul apartine planului simetricul s, A = A.
e Dacd A ¢ 7, atunci avem de strabatut urmatorii pasi:
— Vom g&si mai intai proiectia punctului pe plan. Fie A’ = pr, A.(vezi algortimul de la punctul precedent).
— Vom considera proiectia A’ mijlocul segmentului [AA”], unde A” = s,;A este simetricul pe care il
cautam.
(3) Proiectia unui punct pe o dreapta: Fie A(a,b,c) si dreapta d data prin ecuatia canonica: 5™ = Y= = P,
Dorim sa determindm proiectia punctului A pe dreapta d. Avem urmatorii pasi:
e Verificim mai intai daca A € d. Daca punctul apartine dreptei proiectia prgA = A.
e Dacd A ¢ d, atunci pryA = A’ =dN, unde 7 = A+ [N], N = d. Cu alte cuvinte proiectia punctului A pe
dreapta d va fi intersectia dintre dreapta d si planul care trece prin A si este normal dreptei d.
— Pornind de la ecuatia dreptei d, vom gisi d = (A4, B,C) € d.

— Scriem ecuatia planului 7 cunoscand punctul A si o directie normala: N. Avem:
(m) : A(lx —a)+ Bly—b)+C(z—¢) =0.

— Gasim proiectia:

r=At+m
wom _ y=n _ z=p —Bt+n

A =prgd=dom:{ A ~F ~°C =7
prd m {A(xa)JrB(yb)JrC(zc)—O z=Ct+p

A(At+m —a)+ B(Bt+n—-b)+C(Ct+p—c)=0
(4) Simetricul unui punct fati de o dreapta: Fie A(a,b, c) si dreapta d datd prin ecuatia canonica:
r—m y—-n z—0p
(d): A B  C
Dorim s& determindm simetricul punctului A fata de dreapta d. Avem urmatorii pasi:
e Verificim mai intai daca A € d. Daca punctul apartine dreptei, simetricul punctului s4A4 = A.
e Dacit A ¢ d, atunci fie sy4 = A”. In continuare dorim si vedem cum ajungem la acest simetric. Avem de
strabatut urmatorii pagi:

— Vom calcula mai intai proiectia punctului A pe dreapta d, fie A’ = pryA (vezi pasul precedent).

— Consideram A’ mijlocul segmentului [AA”], unde A” = s4A. Deoarece proiectia punctului este mij-
locul segmentului ce are drept extremitati punctul i simetricul siau, putem afla de aici coordonatele
simetricului.

(5) Proiectia unei drepte pe un plan: Dorim si determindm proiectia dreptei d datd prin ecuatia:

xT—m _y—mn _z—p

@) =5~ ="5 C

pe planul
(m) : No+ My+ Pz+Q=0.

Avem de realizat urmatorii pasi:

e Vrem sa analizam pentru inceput daca d L . In acest caz, proiectia dreptei ar fi un singur punct, intersectia
dintre dreapt si plan. Fie N, = (N, M, P) normala planului 7. Fie d = (A, B, C) vectorul director al dreptei
d. Daca N, |f d, proiectia dreptei pr.d este o dreapta. In caz contrar, daci N, || d proiectia dreptei va fi
punctul de intersetie dintre dreapta si plan A =d N7 = pryd.

e Analiz&m aici cazul in care proiectia este o dreaptd. Fie d = pr,d. Pentru a determina ecuatia dreptei d’
trebuie sa determinam ecuatia planului proiector al dreptei d pe planul 7. Vom nota acest plan cu p gi va fi
planul care va trece prin B(by, bo,b3) € d, de vector normal d x N, unde d este vectorul director al dreptei



d si N, normala la planul 7. o
Agadar planul p este determinat de p = B + [d, N;], deci ecuatia sa sub forma de determinant este:

x—bl A M
(p):ly—ba B N|=0.
Z—bg C P

In final vom avea proiectia dreptei d ca fiind intersectia dintre planul proiector si planul pe care dorim sa o
proiectam, deci:

d =pred=mnNp.
Observatia 1. O alta metoda pentru a gasi proiectia unei drepte pe un plan ar fi urmatoarea:
e Vom considera doua puncte distincte A, B € d.
e Vom ciauta pe rand proiectiile celor doua puncte fata de planul 7. Fie A’ = pr. A si B’ = pr, B.
e In final d’ = pr.d va fi dreapta determinati in mod unic de punctele A’ si B’.

(6) Simetrica unei drepte fati de un plan: Dorim si determindm simetrica dreptei d datd prin ecuatia:

.m—m_y—n_z—p
(d) : A B = C

fata de planul
(m) : No+ My+ Pz+Q=0.

Avem de realizat urmaétorii pasi:

e Vrem sa analizam pentru inceput daca d L 7. In acest caz, simetrica dreptei ar fi chiar dreapta d, pe care o
studiem. Deci pentru d | 7 = s,d = d. Fie N, = (N, M, P) normala planului 7. Fie d = (4, B, C) vectorul
director al dreptei d. Daci N, |f d, simetrica dreptei s.d este o dreapta.

e Analizdm aici cazul in care simetrica este o dreapta.

— Vom considera doud puncte distincte A, B € d.

— Vom cauta pe rand proiectiile celor doua puncte fata de planul 7. Fie A’ = pr, A si B’ = pr,B.

— Fie A’ mijlocul segmentului [AA”] si B’ mijlocul segmentului [BB”] unde A” = s;A ¢i B” = s;B. Din
cele doua relatii scrise anterior vom obtine coordonatele simetricelor pentru cele doua puncte. Dreapta
simetrica s,d = d’ va fi dreapta determinatd in mod unic de punctele A” si B gasite anterior.

Observatia 2. In cazul in care dreapta intersecteaza planul intr-un punct, B =7 Nd, pr.B = B gi s;B = B. Pe
cale de consecintad va trebui sd mai gasim incd un punct pentru care sa scriem proiectia, apoi simetricul si in final
dreapta determinata de punctul de intersectie gi de punctul determinat anterior.

4. ECUATIILE LINIILOR IMPORTANTE INTR-UN TRIUNGHI IN SPATIUL 3-DIMENSIONAL

BISECTOAREA MEDIANA

= segmentul care uneste varful triunghiului cu
mijlocul laturii opuse

A -punciul de intersecitie al mediansior
AM, BN, CP asta cantrul do greutsts al

= sagmentul interior triunghiulul care imparte
unghiul triunghiului in doud unghlurl congruente

-punctul de intersecitie al bisectoaralor

AD, BE, CF oste centrul cercului inscris in triunghiului [ G )
triunghi (1)
P . punciul G esie situat la 273 din mediand
| fala ce varm 5i la 173 din mediand Taga de
= -punctul | este la distants egals fatd de
laturile triunghiului { r ) pazd
AG=Z. am MG = . AM
a 2
c
MEDIATOAREA INALTIMEA

= dreapta perpendiculara pe latura
triunghiului, prin mijlocul laturii
punciul 8¢ intarsactie ol mediatoaralor

OA, OF, 0C" esto contnal cerculul
circumscris irunghiulul { 0 )

“pumctul O osto I distanta ogala faa do
wirhariia triunghiulal | R )

= segmentul perpendicular din varful
triunghiului pe latura opusa

spunctul de intersec ttie al inditimilor
BB, CC, oste ortocentrul
triunghiubui { H )




4.1. Bisectoarea unui unghi in spatiu.

Teorema 1. Bisectoarea unui unghi al unui triunghi determind pe latura opusd segmente proportionale cu lungimile
laturilor ce formeazd unghiul. Fie (AD bisectoarea unghiului BAC Atunci:

BD AB

(3) (AD bisectoare < o0 = A0

Teorema 2. (AD este bisectoarea unghiului BAC daci $i numai dacd E = %, unde b = @, c= ﬁ

Demonstratie. Observam ca punctul D imparte segmentul BC' in raportul % = k € R. Obtinem de aici ﬁ = kD?
Intercaland un A in relatia precedenta obtinem:

(4) ﬂ+ﬁ:k(ﬁ4+@)@ﬁ(1+m:EME@E:likﬁ+1ikﬁ.

Inlocuind & in (4) obtinem:

) B-_ ' IB4_DC_ 70

1+ 55 1+ 2%
Uilizand teorema bisectoarei in (5) obtinem:
1 42 AC AB
AD = AB + —AC_AC & AD = A AC
© 1+ 42 +1+;§g?‘l’ 15+ A0 P+ 455 a0 A0

O

4.1.1. Pagii pentru scrierea ecuatiei bisectoarei unui unghi. Consideram ABC un triunghi pentru care se cunosc coor-
donatele tuturor varfurilor. Ne propunem sa scriem ecuatia bisectoarei unghiului A. O vom nota pe aceasta cu (AD.
Prin urmare cunoastem un punct gi ar mai fi necesara determinarea unui vector director pentru a putea finaliza scrierea
ecuatiei. Vom strabate urmatorii pasi:

(1) Calculam vectorii directori ai dreptelor care formeazi unghiul. In cazul de fata vom calcula 1@ si ﬁ .
(2) Calculam normele celor doi vectori determinati anterior. Analog putem gasi lungimile laturilor triunghiului uti-
lizand formula cunoscuta pentru distanta dintre doud puncte:

AB=\/(zp —x4)>+ (y —ya)2 + (2B — 2a)?
AC = Vzc —x4)? + (yo — ya)? + (2¢c — 24)°

(3) Gasim vectorul director al bisectoarei (AD utilizand formula (6)

(M) b -AC g, AP e

AB + AC AB+ AC™

(4) Scriem ecuatia bisectoarei cunoscand un punct, varful din care pleacd aceasta si vectorul director determinat
anterior.

Ezercitiul 1. Fie punctele A(1,0,1),B(3,2,3), C(1,1,1). Scrieti ecuatia bisectoarei unghiului A.
Fie (AD bisectoarea unghiului A. Vom calcula mai intai directiile dreptelor care formeaza unghiul A. Avem deci:

(8) AD = 2i+2j + 2k = (2,2,2)

9) AC =7 =(0,1,0)
Calculam normele celor doi vectori:

(10) AB|=Vitd1d=2V3
(11) AC| =VI=1

Folosind formula demonstratd mai sus (6), gisim vectorul director al bisectoarei unghiului A din triunghiul ABC.
1 2v3 1 2
=——(2,2,2)+ ———(0,1,0) = ——(2,24+2V3,2) = —— (1,1 + V3,1
2\/§+1( ) 2\/§+1( ) 2\/§+1( ) 2\/§+1( )

Observam ca vectorul din (12) are aceeasi diretie cu w = (1,1 4 +/3,1). Vom considera vectorul @ vectorul director al
bisectoarei (AD.
Ultimul pas consta in scrierea ecuatiei bisectoarei (AD:

(13) (AD : A+ [w)

(12)

r—1 Y z—1

(14) (AD: 5= = s =5

am scris ecuatiile canonice, pot fi scrise si celelalte



4.2. Mediana intr-un triunghi. Pentru a scrie ecuatia medianei unui triunghi vom folosi definitia acestei linii importante
din triunghi. Consideram triunghiul ABC pentru care sunt cunoscute coordonatele tuturor varfurilor. Dorim sa scriem
ecuatia medianei din varful A. Pagii pentru scrierea ecuatiei medianei din varful A sunt urmatorii.

4.2.1. Pagii pentru scrierea ecuatiei medianei unui triunghi.

(1) Calculam coorodonatele mijlocului laturii BC', latura opusé varfului din care pornegte mediana. Notam acest varf
cu M.

(2) Scriem ecuatia dreptei deeterminata de punctele A si M.
Ezercitiul 2. Fie punctele A(2,3,1), B(1,2,0), C(1,0,0). Scrieti ecuatia medianei din varful A al triunghiului ABC.

Pentru a scrie ecuatia medianei din varful A al triunghiului ABC vom parcurge pasii descrigi mai sus.
(1) Notdm cu M mijlocul laturii BC. Calculdm coordonatele punctului M astfel

.rM:imB;mc =1
— + —
yMinch =1
ZM:LBJQFZC =0

(2) Scriem ecuatiile canonice ale dreptei AM care este mediana din varful A al triunghiului ABC.

x—1 y—3 z-1
12 1

4.3. inélgimea intr-un triunghi. Consideram ABC un triunghi pentru care sunt cunoscute coordonatele celor trei
varfuri, A(za,ya,24), B(zs,ys,28), C(zc,yc, zc). Ne propunem sa scriem ecuatia inaltimii din A a triunghiului ABC.
Pentru aceasta avem de realizat urmatorii pasi:

(AM) :

4.3.1. Pasit pentru scrierea ecuatliet inalfimit unue triunghe.
(1) Calculam proiectia punctului A pe latura BC' a triunghiului (vezi algoritmul din seminarul precedent-amintim pe
scurt aici).
e Proiectia punctului A pe dreapta BC va fi intersectia dintre dreapta BC' gi planul care trece prin A si este
normal dreptei BC.
o Ecuatiile dreptei (BC') sunt:

x=zp+t(rc —zp)
(15) (BC):qy=yp+tlyc—ys) teR
z=zp+t(zc — 28)
e Scriem ecuatia planului care trece prin A si este normal dreptei BC
(m) : (xe —zp)(@ —2a) + (yo —yB)(Y —ya) + (zc — z)(2 —24) =0
e Proiectia punctului A pe dreapta BC' se determiné intersectand dreapta BC cu planul 7.
precA = A =BCnnr
In urma rezolvirii sistemului se determind parametrul real ¢, ulterior se obtin coordonatele punctului A’ din
(15).
(2) Ultimul pas este scrierea ecuatiei dreptei AA’ care este ndltimea din varful A pe latura BC.
(AA/)Z T —TA _ Y—ya _ Z—ZA
TA —XA YA — YA zA —ZA
Ezercitiul 3. Fie punctele A(0,3,7), B(1,2,1), C(2,3,2). Scrieti ecuatia indltimii din varful A al triunghiului ABC.

(1) Scriem ecuatiile parametrice ale dreptei BC, dreapta opusd varfului din care porneste inéltimea.

r=1+1
(16) (BC):{y=2+t ,teR
z=1+4+1t

(2) Scriem ecuatia planului normal dreptei BC' care trece prin punctul A. Deoarece acest plan este normal dreptei
BC directia normalei planului va fi directia dreptei BC' si anume

BC = (1,1,1)
Obtinem deci ecuatia planului 7, A € 7, = L BC:
(m):1-(z=0)+1-(y—3)+1-(2—7)=0



(17) (m):z+y+2—-10=0

(3) Gésim coordonatele proiectiei punctului A pe latura BC intersectand dreapta BC cu planul 7.

=1+t
=24+t

(18) A =rnBc:{Y =2t = t=2= A'(3,5,3).
z=1+1

r+y+2—10=0

(4) Incheiem cu ecuatia indltimii AA’.
3 z-7

n.T _Y—95 _
(AA).3 5 1

4.4. Mediatoarea intr-un triunghi. Pentru a scrie ecuatia mediatoarei unei laturi dintr-un triunghi vom folosi faptul
ca mediatoarea unei laturi dintr-un triunghi si inaltimea care proneste din varful opus laturii respective sunt paralele, prin
urmare au acelagi vector director. Consideram ABC un triunghi pentru care sunt cunoscute coordonatele celor trei varfuri,
A(za,ya,24), B(zs,yB,28), C(xc,yc, 2c). Ne propunem si scriem ecuatia mediatoarei laturii BC' a triunghiului ABC.
Pentru aceasta avem urmatorii pasi:

4.4.1. Pagsii pentru scrierea ecuatiei mediatoarei.

(1) Calculam coordonatele mijlocului laturii BC. Il vom nota cu M.
(2) Determindm vectorul director al inaltimii din varful A pe latura BC. (vezi sectiunea precedentd)
(3) Scriem ecuatia mediatoare laturii BC' cunoscand un punct si o directie datd de directia inaltimii din varful A,
/
AA'.
m = M + [AA’], unde m este mediatoarea ciutata.
Ezercitiul 4. Fie punctele A(1,1,2), B(0,2,0), C(2,0,2). Scrieti ecuatia mediatoarei laturii BC' a triunghiului ABC.

(1) Calculim coordonatele mijlocului laturii BC. Il vom nota cu M

_ zptrc _
xM_ ’6321‘0 _1
yu = 48HC =1 = M(1,1,1)
ZM:;B;ZC =1

(2) Determinam vectorul director al indltimii din A pe latura BC.
(a) Scriem ecuatiile parametrice ale dreptei BC, dreapta opusa varfului din care porneste inaltimea.

xr =2t
(19) (BCO):{qy=2-2t ,teR
z =2t

(b) Scriem ecuatia planului normal dreptei BC' care trece prin punctul A. Deoarece acest plan este normal dreptei
BC directia normalei planului va fi directia dreptei BC si anume

BC = (2,-2,2)
Obtinem deci ecuatia planului 7, A € w, 7 1L BC:
(m):2-(x-1)—-2-(y—1)+2-(2—2)=0
(20) (m): 2z —2y+22z—4=0

(c) Gasim coordonatele proiectiei punctului A pe latura BC' intersectand dreapta BC' cu planul 7.

r =2t

y=2-2t 2 42 4
21 A'=7NBC: s>t=C-=4"(2,2,2).
(21) ™ L — 9t 3 <3’3’3

20 —2y+22—-4=0

(d) Obtinem diretia inaltimii din varful A pe latura BC

AN =4 —a= (L 12
373 3



(3) Scriem ecuatia mediatoarei laturii BC":
—
m= M + [AA"]
r—1 y—1 =z-1
1 = = .

m:

W=
win

3
5. EXERCITII
Cadrul de lucru: Un spatiu afin euclidian trei dimensional, raportat la un reper cartezian ortonormat pozitiv.
Ezercitiul 5. Fie subspatiile afine euclidiene:
r+3 y—2 z-1

d:

4 2 5
si planul 7 : ¢ 4+ 3y — 22 + 15 = 0.
e Sa se determine pozitia relativa a lui d fata de planul 7.
e S4 se scrie ecuatia planului ce contine d si este paralel cu planul 7.

Ezercitiul 6. Ce conditii trebuie s# satisfaca numerele reale a si b astfel incat planul 7w : az! + bz? + 623 — 7 = 0 s fie
zt—2 _ 172+5 _ fc3+17
2 — =1 — T3 ¢

normal dreptei d :

r+y—2z=0

i planul :
2t —y+2—-1=0 si planul ()

Ezercitiul 7. Se dau punctele A (1,—4,2),B(-2,1,—-4),C (1,2,3), dreapta (d) : {

2z — 3y + 5z + 8 = 0. Sa se determine:
(a) trei puncte de pe (d) si dreapta care trece prin A gi este paraleld cu (d);

(b) ecuatia planului care trece prin A, B si C;

(¢) ecuatia planului care trece prin A si este perpendicular pe (d) si apoi a dreptei care trece prin A si este perpendiculara
pe (d);

(d) dreapta prin B perpendiculara pe planul (7) si apoi simetricul lui B fata de ().

Ezercitiul 8. S& se scrie ecuatia planului care trece prin punctul My (1,2, —3) si este perpendicular pe segmentul orientat
My My, unde M; (1,-2,3) si Ms (—3,2,5).

Ezercitiul 9. S se scrie ecuatia planului care trece prin punctul My (1,2, —3) si este paralel cu planul 2z —y + 5 = 0.

—
Ezercitiul 10. Sa se scrie ecuatia planului care este perpendicular pe segmentul orientat M; M, prin mijlocul lui (se
numeste plan mediator al segmentului orientat), unde M; (1,—2,3) si M3 (3,4,5).

Ezercitiul 11. Sa se scrie ecuatia planului care trece prin punctele A; (3,—1,0), A2 (4,1,1), A3(2,0,1).
Ezercifiul 12. Sa se scrie ecuatia planului care trece prin punctul My (1, —2, —3) si este paralel cu planul zOy.

Ezercitiul 13. Sa se scrie ecuatia planelor care trec prin punctul My(2,4, —3) si sunt paralele cu planele (Py) : 3z—2y+1 =10
respectiv cu planul (P;) : 2z + 2z —3=0.

Ezercitiul 14. S& se scrie ecuatia planului care trece prin punctele My(1,0,—2), M;(4,5,1) si este paralel cu vectorul
©(0,6,—1).

Ezercitiul 15. S& se scrie ecuatia planului care trece prin punctele My(1,2,1), M;(2,3,4) si este perpendicular pe planul
(P):z—y+32+5=0.

Exercitiul 16. Sa se scrie ecuatia planului:

(1) Paralel cu planul (xOz) si care trece prin punctul My(—2, —5, 3);
(2) Perpendicular prin axa Oz gi prin punctul My(—3,1,2).
(3) Paralel cu axa Oz si care trece prin punctele My(4,0,2) si M1(5,1,7).

Exercitiul 17. Sa se scrie ecuatia planului care trece prin punctul My(2, —7,3) si este perpendicular pe vectorul N (4,5, —1).
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Ezercitiul 18. Sa se scrie ecuatia planului care trece prin punctul My(1, 3, —2) si este perpendicular pe dreapta (MoM)
cu M;(7,—4,4).

Ezercitiul 19. Sa se scrie ecuatia planului care trece prin punctul My(—2, 7, 3) si este paralel cu planul (P) : 2z —y+52+3 =
0.

Ezercifiul 20. Sa se scrie ecuatia planului care trece prin punctele My(1,—3,2), M1(5,1,—4), M(2,0,2).

Ezercitiul 21. S& se giseasci ecuatiile dreptei care trece prin punctul My(—1,2,1) si este paraleld cu dreapta

r+y—2z—1=0
(d) : _
r+2y—2z+1=0

Ezercitiul 22. Sa se giseasca ecuatiile dreptei care trece prin punctul My(1,1,—2) si este perpendiculard pe dreapta:

r—y—3z2+2=0
(d) : _
2z —y+22—-3=0.

Exercitiul 23. S& se scrie ecuatia planului care trece prin punctul My(2,4,3) si este perpendicular pe vectorul N =
(2,3,-1).

Exercitiul 24. Sa se scrie diferitele tipuri de ecuatii pentru planul unic determinat de conditiile urmatoare:
(1) trece prin P(1,2,3) si este normal dreptei ds : “”13_1 = % = ””3;‘1;
(2) trece prin punctele A(1,0,1), B(1,—1,2), C(2,0,1) (verificati ca punctele sunt necoliniare);

(3) trece prin P si este paralel cu planul 7 : 2 + 2% +22% — 1 = 0.

Ezercitiul 25. Scrieti diferitele tipuri de ecuatii pentru dreapta unic determinata de urmatoarele conditii:
(1) trece prin A(1,2,1) si este normala planului 7 : 2! + 222 — 23 + 1 = 0;
(2) trece prin punctele A si B(3,3,2);
(3) trece prin B si este paraleld cu dreapta de intersectie a planelor 7 : #' +222 —23+1 =0gi 7' : dr' +322—23+5 =10
(motivati de ce planele au ca intersectie o dreapta).

Ezercitiul 26. Scrieti ecuatia planului determinat de normalele coboréte din punctul A(—3,2,5) respectiv pe planele

a4t 422 -3224+13=0, B: ' — 222 + 23 —11=0.

- .. .. . .. . 11 o . .
Ezercitiul 27. Scrieti ecuatiile perpendicularei din A(3,1,2) pe dreapta d : = = %5 = %=

Ezercitiul 28. Se dau varfurile unui triunghi A(4,1,—-2), B(2,0,0),C(-2,3,—5). Sa se scrie ecuatiile inaltimii din B a
triunghiului.

Ezercitiul 29. Care din urmatoarele plane sunt perpendiculare?
(@): 22 4322 =2 +5=0, (B): 22" + 22+ 72> —1=0, (7): 4z’ —22% +22° —3=0.

Ezercitiul 30. Scrieti ecuatiile perpendicularei comune a dreptelor

xt =142t z! =4+s,
(dy): 2% =3+1t, (do) : {2? =—2—4s,
3 =2+t x> =9+ 2s;

Exercitiul 31. Sa se giseascd proiectia (ortogonald a) punctului A pe planul 7 pentru cazul: A(4,—3,1) si 7: o' + 222 —
3
z° —3=0.

Exercitiul 32. Aflati coordonatele simetricelor punctului A fatda de planul 7, respectiv dreapta d, in cazurile urmatoare:

(1) A(=1,2,0), 7: ' + 222 — 23 = 0;
~1.2 0) di :1:1+2 _ z2+1 _ w371,

1 0 —1
X 1 2 3
,1,2)sid: 2 =2 — o Fl,

)

1 3~ 2~ 1
,2,3)sim: 2et + a2+ 2% —1=0.
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