Seminar 4
Geometrie euclidiana
Georgeta Cretu

1 Ecuatiile perpendicularei comune a doui drepte necoplanare &3
Fie d; = A; + [a1] si do = Ay + [a2] doud drepte necoplanare din spatiul afin euclidian trei dimensional £3.

Perpendiculara comuné celor doué drepte este intersectia planelor de mai jos. Deci, dacd A; are vectorul de pozitie 71
si Ao are vectorul de pozitie 75 (in raport cu un reper cartezian ortonormat fixat), ecuatiile vectoriale ale perpendicularei
comune sunt

<F—71,a1 X (@1 X ag) > =0,
<7_’772,(_12X(61XC_LQ)> =0.

O metoda alternativa pentru a scrie ecuatia perpendicularei comune a doua drepte necoplanare
Consideram urmaétoarele drepte necoplanare:

x—x} LL‘—{L‘% x—x?
dli = =
a1 ag as
x—x% .T—l‘% J}—.%‘g
dQZ = =

b1 ba b3

Pasii pe care trebuie sa ii parcurgem pentru a determina perpendiculara comuna a celor doua drepte sunt urmatorii:

1. Consideram cate un punct de pe cele doua drepte. Cele doua puncte vor constitui intersectia dintre perpendiculara
comuna si cele doud drepte. Spre exemplu fie A(z} + tal, 23 + ta?, 23 + ta®) si B(al + sbl, 23 + sb?, 23 + sb?).

2. Determinam vectorul director al dreptei AB. Prin urmare avem
AB = Fp—7a = (x5 + sb' — (2] +tal), 3 + sb® — (22 + ta®), x5 + sb® — (23 + ta®)).

3. IdentificAim vectorii directori ai dreptelor d; si ds. In cazul nostru, dreptele fiind date sub form& canonica avem
urmatorii vectori directori
a = (a1, as,a3) vectorul director pentru dreapta d;

b = (by, by, b3) vectorul director pentru dreapta d

4. Gasim valoarea parametrilor s si ¢ impunand conditia ca vectorul ﬁ s& fie perpendicular pe vectorii @ si b

(@,d) =0
(AB,B) =0

5. Gasim coordonatele punctelor A si B.

6. Dreapta unic determinatd de punctele A si B gasite anterior va fi perpendiculara comuna dreptelor d; si ds.

1.1 Exercitii rezolvate
Exercitiul 1 Scriefi ecuatiile perpendicularei comune a dreptelor (vom nota perpendiculara comund cu p).

$1777$2*3 1173*9

- -1 ~1
_ (dQ):xl 3:£E2 :1173 .

(d1) :

1 2 N 7 92 3 )
z1 :1+2t, T :4+$’

(di): Q2 =341, (do): { 2o = —2—4s,
x3 =—-2+1, r3 =9+ 2s;

Fie A1(7,3,9) € dy si A3(3,1,1) € do. Fie ag, = (1,2,—1) i ag, = (-7,2,3).
A oo o . o . . 7 -
Mai intai s verificam daca dreptele d; si do sunt coplanare. Calculdm produsul mixt al vectorilor Ay As, Gq,, Ga,:

. -4 1 =7 4 -3 -11 3 11
(A1 Az, aq,,04,) = |—2 2 2|1=—=12 0 0 |=-2 ‘9 5 ’ = —168 # 0 = d1, d2 necoplanare.
-8 -1 3 8§ -9 -5
Calculam produsul vectorial al vectorilor aq,, @d,:
i 1 =7
g, X gy, = |j 2 2| =(8,4,16) = 4(2,1,4).
k-1 3



Calculam:

) 1 2
N, = ag, X (@g, X agq,) =4 i 2 1= 4(9,—-6,-3) = 12(3, -2, -1).
E -1 4
Calculam: B
i =7 2
N, = ag, X (@g, X ag,) =4 i 2 1= 4(5,34,—11).
E 3 4

Obtinem ecuatia perpendicularei comune p ca intersectie de hiperplane:

{<rp—rA,N1>=0, {((x’{—7,x§—3,x§—9),(3,—2,—1)>:o, . {le 2 — 2% — 6 =0,
(Fp —TB,N2) =0 (2 = 3,28 — 1,28 —1),(5,34,-11)) =0 5z + 34ah — 1125 — 38 =0
{3333’1’ — 2205 — 1af —66=0, _ {2&#{ — 5625 —28=0, _ {z’; —220 —1=0,

Saf + 34xh — 1125 — 38 =0 3 —22h —af —6=0 3 —22h —af —6=0

oy =2t +1,
Obtinem ecuatiile parametrice: ¢ 28 =
zh = 4t -3, teR
Metoda a II-a: Alternativ, fie P, =pNdi, P, =pNds.
Dot 47,
Deoarece P; € di = Jt1 € R astfel incat xfl = 2t1 + 3,
it = —t; + 9.
331 = —Tta + 3, N
Analog, P, € dy = Tty € R astfel incat 2 =2ty +1, Obtinem P Py = (—4 — t1 — Tto, —2 — 2t; + 2to, —8 + t1 + 3t2).
22 =3ty + 1.

Impunem conditiile

=1t =0, 1,=0

<P1P2,El1> =0 N t1 +t2=0
3t1 + 31t =0

Obtinem punctele P;(7,3,9), P»(3,1,1). Scriem ecuatiile canonice ale perpendicularei comune a dreptelor dy si do.Aceasta
dreapta este determinata in mod unic de punctele Py si P, determinate anterior p := (P1Ps) : 7 = 2 3 = i 9.

2 Unghiuri. Distante . Volume

2.1 Unghiul unei drepte cu un subspatiu afin

Fie dreapta d si subspatiul afin euclidian ¥ C E de dimensiune 1 < p < n — 1, considerate neorientate. Fie @ un vector
director al dreptei d. Unghiul dintre dreapta d gi subspatiul Y este unghiul neorientat dintre @ si subspatiul liniar euclidian

, adica numarul 6 € [0, 5] definit prin:
lpry-all

@l

os(f) = , (1)

unde prya este proiectia ortogonala a vectorului @ pe subspatiul liniar ?

1. Unghiul a doua drepte

Definitia 1 Fie d; si do doud drepte afine neorientate in E™. Unghiul dreptelor neorientate dy si dy este numarul
6 € [0, 5] unic determinat de formula
|< ai,as >|

lax Il a2 I

(2)

cosf =
_ - _ - . - . . . . o
unde a1 € dy, as € do sunt doi vectori directori nenuli arbitrari ai celor douda drepte.

Amintim ca a orienta un (sub)spatiu afin Inseamna a orienta spatiul sau liniar director.

5 — —
In cazul in care cele doua drepte sunt orientate, considerand a; € d; si ae € do orientati pozitiv, unghiul (neorientat)
dintre dreptele orientate dy si ds este numéarul 6 € [0, 7] dat de

< ap,az >
cosf = — ="
| ax |[]l az ||

Daca ne situam intr-un plan afin euclidian orientat £2, unghiul orientat al dreptelor orientate d; si do (in

aceasta ordine) este numarul 6 € [—m, 7], unic determinat de relatiile
< ap,az > . a; N\ az
cosf = ————"— sinfl = ————,

@y [l a2 | @ [l @ |



. Unghiul dintre o dreapta si un hiperplan: Fie dreapta d = A + [a], a # 0 si hiperplanul H = B + ﬁ de directie

1L
normala (ﬁ) = [N], ambele neorientate. Observam ca unghiul € dintre dreapta d si hiperplanul H poate fi exprimat

in fungtie de unghiul ¢ € [0, 7] dintre d si normala la hiperplan: 6 = § — . Putem calcula acest unghi folosind formula

|<a, N >|

sinf = —————
lalll N

3)

si astfel nu mai determinam proiectia lui a pe ﬁ

. Unghiul a doua hiperplane: Unghiul a doua hiperplane (neorientate) este unghiul dintre normalele la cele doua
hiperplane.

Deci dacia H; e hiperplanul de directie normald [N;] si Hz e hiperplanul de directie normald [Ns], atunci unghiul
dintre H; si Hy este unghiul dintre normalele la cele doua hiperplane, duse dintr-un punct arbitrar. Deci este numarul

0 € [0, 5] definit de
|< Nl,NQ >|

cosf) = ————=——.
[l N1V |l

. Distanta de la un punct la un hiperplan: Fie A € F un punct de coordonate A(z}, 22, --2%) si H un hiperplan
de ecuatie

H: a1zt +z02® + - +apz™ + a9 =0, Y, (a;)* > 0. Atunci

| arxg + xgaf 4 -+ anay +ag |

d(A, H
(4, H) Va2 +a2+--+a2

(4)

. Distanta dintre doua drepte: Fie §; = Ay + [a1] si 62 = Ay + [a2] doua drepte afine in €™, necoplanare, cu ap, as
nenuli. Atunci

G (m,@h@)
G (a1, a9)

d(d1,92) =

. Distanta de la un punct la o dreapta: Observam ca daca spatiul afin euclidian ambiant este trei dimensional,
putem sa ne folosim de produsul vectorial si cel mixt pe E' . Vom folosi urmatoarele identitati studiate:

G =l al. G@b)=|axb|? Gabe)=(abe)
Atunci distanta de la A € E la dreapta § = Ay + [a] este

G(AAg,a) | Adgxa |

WAD=V"¢@w = Tal

Distanta dintre dreptele necoplanare §; = A; + [G1] si 2 = Ag + [a2] devine

G (4143,a1.a) B ’(m,@hfm)’

G(@l,fbg) a || a1 X ag ||

d(61,09) =

Daca dreptele d; si dy sunt paralele, se alege un punct arbitrar A pe una dintre ele, dy si d(d1,d2) = d(A4, ).

— —
. Distanta dintre doua sgbspg}i afine Fie 1 = A; + F; si Fo = Ay + Es doua subspatii afine ale lui €™ si
{@1,a2, - ,a,} o bazain E; + E3, 1 <r <n. Atunci

¢ (A4aa, - a)

d(Ey, By) = - . 5
(B, E3) G o) ()
<01,01 > <U1,U2> - <U1,Up >
unde G(0y,--- ,0p) = SUULZ S VU2 S U U > e determinantul Gramm al sistemului de vectori {D1, ,Up}-
< Tpy 01 > < Tp,la > oo < p,Up >
. Volumul unui simplex:
Definitia 2 Volumul p-simplexului < Ag; 1, Ua, - -+ ,Up > este dat de formula V = LGy, - L Up).

p!
Pentru un 2-paralelipiped in £3, volumul devine aria paralelogramului construit pe cei doi vectori, si anume A =

VG(U1,02) =| 41 X Gz |

Pentru volumul unui 3-paralelipiped in £ se obtine formula cunoscutd V = \/G(ty, Ug, u3) =| (1, Uz, U3) |



Exercitii
Exercitiul 2 Scriefi ecuatiile perpendicularei comune a dreptelor (vom nota perpendiculara comund cu p).

x+4 y—3 z-1

z—3 y+1 2z—-1
0 2 0’ n B

(d) 1 2 3

(da) :

Exercitiul 3 Calculati:

a) unghiul dreptelor

xt 2 +1
2 -3 4

b) unghiul dintre dreapta d si (hiper)planul 7, pentru

1_2 2 1 3
z _ Tt =L izl a2 +1=0.

di — 1 2

c) unghiul dintre planele 71 : 20t + 2% — 23 =0 simy: o' — 2% + 323 — 1 =0;
distanta de la punctul A(1,2,0) la planul 7, respectiv la dreapta d date la (b);
e) distanta dintre dreptele di si dy de la (a);

distanta dintre dreapta d si planul w de la (b);

9)
h) volumul 3-simplexului ABCD.

volumul 2-simplezului BCD, cu B(1,0,0), C(1,2,3), D(2,—1,1);

Exercitiul 4 1. unghiul dreptelor dy : % = # = f—?’l = z41_1, ds : ””114'1 = 122_1 = z—f’ = f41 ;
b =244,
2 1
_ ' ¢ =1-—t A 1 2 3 4
2. unghiul dintre dreapta d : 3 ; st hiperplanul H : x* +3z* — x> +2* +1=0;
€T =
rt = —1+2t

3. unghiul dintre hiperplanele H :

2t 4222 323+ 2t —1=0siHy: al +22+23—-1=0.

Exercitiul 5 Calculati unghiul dintre dreapta d si 2-planul m pentru:

g

at—z?+ 223+t —1

et -3 —2t+1 =0

207

2l =—t+s+1,
Rk Rl S IR N

r® =2t— 542,

2t =s—1.

Solutie: Observam cd m = m N7, cu Ny, = (1,—1,2,1) si N, = (1,1,—1,—1). Deoarece N, nu este coliniar cu N,
rezulta ca sistemul analizat este un sistem neomogen compatibil dublu nedeterminat cu solutia

’ t, se€R.

(m);

Ecuatia vectoriala a 2-planului 7 este:

T=Ta+ta + sao,
unde A(0,0,0,1), @ = (1,0,—2,3) si @ = (0,1,0,1).
Deoarece baza directoare B = {@;, @2} nu este ortogonala in cele ce urmeaza o vom ortogonaliza folosind procedeul din
primul seminar. Vom construi B’ = {b1, by} ortogonala:

(7)

1. Consideram b; = a; = (1,0, -2, 3).

2. Al doilea vector din B’ este:

B: — =
2T ® <51,52>a1

_ (an,a9)_ <_



Vom determina proiectia vectorul director al dreptei d: @ = (1,—1,1, —1) pe 2-planul :

_ {a,b)) - (@ bo)- 2
P’f’ﬂ—a = — bl + —= b2 = 7(17 8, 2, 11) (9)
[1b1]1? [[b2] 2 19

Putem aplica acum formula (1) si obtinem:

_— || Pryal| 1
d.m) = T4 _ ) 10
cos(d, m) Iall 5 (10)

Exercitiul 6 InR™ cu structura afina euclidiand canonicd, se considerd hiperplanul H : ' +224---+2" —2 = 0 si dreapta
3
X
0

d: % = %2 =L —=...= ““’no_l = % Determinati n stiind ca masura unghiului dintre dreapta d si hiperplanul H este 7.

Solutie: Vom utiliza formula de calcul (3). Identificim vectorul director al dreptei @ = (1,0,0,...,0,1) si vectorul normal
la hiperplan N4 = (1,1,1,...,1,1). Unghiul neorientat dintre dreapta d si planul H este dat de:

@ Ny) (1,0,0,...,0,1)(1,1,1,...,1,1) 2 2

sin(£d,H) = M _ _ | o
EH) = N~ VT 0P 01 1P PV D s 7 Vayn v Y
. . T . ) ) NG
Din ipoteza problemei avem ({£d, H) = 1 Din (11) obtinem Vo inirainde 4.

Exercitiul 7 Calculafi:

1. distanta intre dreptele

1 2
+z¢+1 =0,
al.131—1_a02—2_333+1_:r:‘1 o - .;1583 4 —0
1: 1 = 1 = B -1 2 ¢ T+ x° + =Y,
x1+xs—1 = 0;

2. distanta de la punctul A(1,—1,0,1) la hiperplanul H : ' + 2% + 223 — 2% — 1 =0;
Solutie:

1. Dat fiind faptul ca nu ne mai aflim in cazul 3-dimensional vom aplica formula de calcul (5). Pentru aplicarea acesteia
este necesara identificarea vectorilor directori ai dreptelor prezentate. Coordonatele vectorului director pentru dreapta

1
Tt =1
:1:3 = —x}l -1, ’
2 2 2 _
oo N 3 .. . 3 1 Ty, = —t—1,
ds vor fi furnizati de coeficientii parametrului din ecuatiile parametrice do: { x 6, = 31y, —4, = 3 3t 4
xd = =3t —
.’L’4 — _xcliz +1 da 5

@h =—t+1, teR
Obtinem a4, = (1,1,2,1), a4, = (1,—1,-3,—1) 51 41(1,2,—1,0) € d1, A2(0,1,4,—1) € ds. In cele ce urmeazi calculim
coordonatele vectorului A; 45 = (—1,-1,5,—1).

Distanta dintre cele doua drepte este data de:

—
d(dy, dy) = \/Q(AlAQ’“dl’“dz) (12)
7 g(ad17ad2) ’
unde
- —
(A1Ag, A1Ag)  (A1Az, (a)a,) (A1A2,Ta,)
—_— =
G(A1A2,a4,,04,) = | (Gg,, A1 A3) (@, ,aq,) (Qd, > Ta,) (13)
<A1A27 [ > <ad2 , Qd,y > <Ed2 ; A,y >
si

<ad1 ) Qdy > <ad1 5 ad2>

—21= 112 — 2
_ _ = ||a a — (g, ,a . 14
i) B A Y (14)

G(aq,,a4,) =
Vom calcula acum produsele care intervin in formula anterioara:
| AT A2 = (=1)2 + (~1)* + 52 + (~1)* = 28, (
g, > =12 +12 +22 +12 =7, (
@a,|I? = 12 + (=1)* + (=3)* + (-1)* = 12, (17
(@aqy,@q,) =1-14+1-(=1)+2-(=3)+1-(-1) = -7, (
(A Ag,dg) = (—1) -1+ (=1) 145-24 (~1)-1="1, (
(Ai A3, Tg,) = (1) 1+ (=1) - (~1) + 5+ (=3) + (~1) - (~1) = ~14, (



2.

Obtinem:
G(@q,,aq,) = 7-12 — 7> = 35. (21)

28 7T —14 14 -7 -14

% f—
G(A1A2,Tq,,a4,) = | 7 T =T = 0 0 —7 =7 )ié 57‘ =756 = 392. (22)
—14 -7 12 —
392
In concluzie distantta dintre cele dou& drepte este: d(dy,ds2) = 35
Pentru calcularea distantei vom utiliza formula (4). Identificim N3 = (1,1,2,—1). Distanta de la punctul B la

hiperplanul H este data de:
HI—14+0—-1-1 2 27
d(A,H) = =_ =" 23
( ) VI+1+4+1 V7 7 (23)

Exercitiul 8 Fie punctele A(2,2,1), B(4,1,3), C(—4,0,1), P mijlocul segmentului [AC] ¢i V situat deasupra planului
0y, (z > 0) astfel incat VP 1 (ABC) si VP = 2v/65.

1. Aflati ecuatia inaltimii din A a triunghiului ABC' i coordonatele punctului D pentru care ABCD este paralelogram.
2. Calculati produsul vectorial /@ X ﬁ si determinati ecuatia planului (ABC).
3. Aflati ecuatiile parametrice ale dreptei VP gi volumul piramidei VABCD.
4. Determinati coordonatele punctului V.
5. Calculati sm(m)
6. Aflati distanta dintre dreptele VA si BC.
7. Scriefi ecuatia simetricei dreptei AB fatd de dreapta BC.
Solutie:
1. Ecuatia inaltimii din A este dreapta unic determinatd de punctul A si de proiectia acestuia pe latura BC. Fie
A" =prgcA=BCNm,unde 7 L BC, A € .
Deoarece: B
7L BC N, || BC= (-8 —1,-2). (24)
Deci ecuatia genenerala a planului este
(r) : —8x—y—22+d=0 (25)
Deoarece A € m = d = 20. Obtinem:
r=4—8t,
y=1-t, 19
A'=BCNm: —t= 26
z =3 —2t, 69 (26)
—8r—y—22+20=0
124 50 169
Obtinem A’ . Ecuatia inalatimii este:
69769 69
-2 y—-2 z-1
ANy T2 = : 27
( ) 7 44 50 (27)
Pentru a determina coordonatele punctului D putem utiliza faptul ca diagonalele paralelogramului se injumatatesc.
Fie M = ACNBD. Daca M este mijlocul lui [AC] obtinem M (—1,1,1). Prin urmare M reprezintd mijlocul si pentru
[BD]:
rp +Ip
IM:T*)ID:ZIM*.TB:*G,
ZyB%yD—H/DZQyM—yBZL (28)
ZM:%—)ZD:2ZM—ZB:—1
Am obtinut D(—6,—1,1).
2. Pentru a calcula produsul vectorial vom determina mai intai coordonatele vectorilor implicati:

AB = (2,-1,2), AC = (—6,-2,0) (29)

Deci: _
i 2 -6 -
ABxAC =] —1 —2|=4i—12j — 10k || (2,—6,5) (30)
kK o2 0



Vom folosi faptul ca (ﬁ X 1@) 1 (ABC) = N apc = (2,—6,—5). Prin urmare ecuatia planului are forma:
2r —6y —524+d=0 (31)
Impunem conditia ca A € (ABC) — d = 13. Se obtine ecuatia generala a planului (ABC) : 22 — 6y — 5z + +13 = 0.

. Pentru a scrie ecuatiile parametrice ale dreptei este suficient sa identificim vectorul director. Identificarea acestuia este
posibilit datoriti faptului ci VP L (ABC) — VP || Napc = (2,6, —5).
Deci VP =P + [ﬁ] unde P(—1,1,1) deoarece este mijlocul segmenului [AC]. Obtinem:

r=-142¢t
(VP):qy=1-6t ,teR. (32)
z=1-5t
Calcularea volumului se face dupa formula:
A aza * h
Vpiramida = bT (33)

Observam ca aria bazei reprezinta aria paralelogramului ABC' D care poate fi calculata cu ajutorul produsului vectorial

1@ X ﬁ astfel:
Aupep = ||AB x AC|| = /16 + 144 + 100 = 2v/65. (34)

Deoarece VP | (ABC) inseamna cd V P reprezinta indl{imea piramidei ABC'D. Prin urmare:

260
VWapcp = —.

3

. Pentru determinarea coordonatelor punctului V(zy,yy,2zy) vom utiliza faptul cd se afli deasupra planului 2Oy la
distanta de 2v/65 fatd de planul (ABC). Mai mult punctul V' apartine si dreptei V P. Din primul set de informatii
avem:

VP 1 (ABC) — d(V, (ABC)) = 2v/65 (35)
Pe de alta parte:

o |21‘V — b6yy — 52y + 13‘ . |2JCV — byy — dz2y + 13|

d(V,(ABC 36
(V2 (4BC) VA+36+25 V65 (36)

Din (35) si (36) obtinem:
|22y — 6yy — bzy + 13] = 130. (37)

Am mentionat anterior c& V € VP, deci 3t € R astfel incat V(—1+ 2t 1 —6t, 1 — 5¢). Cu aceastd informatie relatia
precedenta devine:

|2(—1 + 2¢t) — 6(1 — 6t) — 5(1 — 5¢t) + 13| = 130 — |65¢| = 130 — 65t = £130 — ¢t = £2. (38)
Reamintim ca V este situat deasupra planului zOy, z > 0 deci vom alege varianta t = —2 care ne conduce catre
V(-5,13,11).
. Vom utiliza formula
—
AV x VE|
|AV][ - [[VB]
Avem:
AV = (=7,11,10), VB = (9, ~12, -8). (40)
Deci: _
N i =7 9
AV xVB=|7 11 —12|=(32,—34,—15). (41)
kE 10 -8
In concluzie:
— V24
sin(AVB) = 05 =0.17 (42)
V80920

_ |(4B,V4, BO)|
d(VA, BC) = T (43)
(AB,VA,BC) = —210, VA x BC = (~32,94, -95). (44)

In final, dupi efectuarea calculelor se obtine:
d(VA,BC)=1.52



