Seminarul 5 - Geometrie euclidiana
Izometrii
Georgeta Cretu

1. DEFINITIA SI LEGATURA CU MORFISMELE AFINE
Definitia 1. Fie & — (EI,EI , @1) 5 & = (EQ, B, cDQ) doud spatji afine euclidiene si d; : By x By — R, dy : Eyx Ey — R
functiile distante corespunzatoare. O aplicatie f : E; — FEs se numeste izometrie daca
dy (A, B) =ds (f(A),f(B)) , VA, B € Ej.
Consecintal Orice izometrie intre doua spatii afine euclidiene este o aplicatie injectiva.
Consecinta2 Urma ? : 1771) — E; a oricirei izometrii pastreazi normele vectorilor: || 2 ||;=|| ?(ﬂ) |2, Vu € E}

Ultima consecinta ne sugereaza sa studiem legatura intre izometrii si morfismele afine cu aplicatia liniara asociata
ortogonala.

Teorema 1. O aplicatie f : E1 — Es intre doud spatii afine euclidiene este izometrie dacd si numai daca f este morfism
afin cu aplicatia liniara asociatd f : E1 — Eo ortogonald.
Propozitia 1. Orice izometrie transforma subspatii afine in subspatii afine de aceeasi dimensiune finitd.

Corolar O izometrie pastreaza relatia “a fi intre” si raportul simplu a trei puncte. Prin urmare orice izometrie transforma
drepte afine in drepte afine, semidrepte in semidrepte, segmente in segmente, plane in plane, semiplane in semiplane, semispatii in
semispatii.

Definitia 2. Numim figurd a unui spatiu afin orice submultime nevidd F C E. Doua figuri F1,F2 C E se numesc congruente
dacd existd o izometrie f: E — E cu proprietatea f(F1) = f(F2). Notam F; = Fo.

Relatia de congruenta pe multimea figurilor unui spatiu afin este o relatie de echivalenta.

2. EXEMPLE

Teorema de caracterizare a izometriilor ne ofera o serie de exemple, pornind de la aplicatiile ortogonale cunoscute.

Propozitia 2. Orice translatie t; : E — E este o izometrie, deoarece este morfism afin cu urma aplicatia identitate
Id4 care evident este aplicatie ortogonala. Translatiile nu au puncte fize.

_)
Definitia 3. Fie £" = (E, B, <I>) un spatiu afin euclidian si & = (El, Eq, Q‘Elel) un subspatiu a.e. al sau. Simetria

_>
lui E fata de Eq, paralela cu (El) se numeste simetria ortogonala a lui £ fata de &;.

Simetria ortogonald a lui €™ fata de & are ca urma simetria ortogonala a spatiului liniar ﬁ fata de E) . Stim ca
SEI : E_>‘1 — E; este o aplicatie ortogonala, deci obtinem o izometrie.

Notam simetria ortogonala a spatiului a.e. £ fata de & prin Sg, : E — E. Ea asociaza fiecarui punct P € E punctul
P’, simetricul lui P fata de Fy, obtinut astfel. Se considerd Fy subspatiul afin normal prin P la E; si {Q} = E2 N E;. Q
se numegte proiectia ortogonala a lui P pe Ej.

Punctul P’ € E5 este unic determinat de conditia ca punctul @ sd fie mijlocul segmentului [PP].

In cazul in care E; este un hiperplan observam c& E; este hiperplanul mediator al segmentului [PP’].

Aplicatia Prp, : B — E; C E ce asociaza fiecarui P proiectia sa ortogonald pe Fj se numeste proiectia ortogonala a
lui £ pe &;.

Observam ca Sg, = 2Prg, — Idg si ca toate punctele lui F; sunt fixe pentru Sg, .
Fie A € F; fixat arbitrar. Atunci

Sey(P) = A+ S (AP), VP € E & Sg, (P)Sg, (R) = S5 (PR), VP, R € E.
Fie planul afin euclidian orientat £2,  un punct din E si o € (—7, 7.

Definitia 4. Se numeste rotatie de centru € si unghi « aplicatia Ro, : E — E definita astfel: Rg o (€2) = Q si pentru orice punct

d(Q, P) =d(Q, P'),
PcE, P#Q, Roo(P)= P, unde P’ este unic determinat de conditiile /. (ﬁ, (ﬁ .
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Observam ca urma lui Rq o este rotatia geometrica de unghi « in planul vectorial E, R, : E — ﬁ si aceasta este o aplicatie
ortogonala.
Singurul punct fix al unei rotatii este centrul sau (atunci cind « # 0).

Ra.a(P) = Q + Ra(QP), VP € E < Ro.o(P)Ra.a(S) = Ra(PS), VP, S € E.

Intr-un spatiu a.e. trei dimensional orientat £ se considerd o dreaptd afind orientatd d si o € (—m,7]. Considerim a € 7
orientat pozitiv, nenul. Definim rotatia in jurul dreptei d de unghi « aplicatia R4, : E — E definita prin

Raa(A)=A,VA€d, Ryo(P)=P, P¢d,

unde P’ e unic determinat astfel: se considerd 7 planul prin P normal dreptei d si {Q} = d N 7; fie b= Sﬁ en sic=axbe ?;
se orienteaza planul 7 astfel incat {b,c} este o bazi pozitiva in ?; in 7 se aplica lui P rotatia de centru 2 si unghi orientat «,
obtinandu-se astfel punctul P’.

Urma rotatiei Rq o este rotatia geometrica a lui ﬁ in jurul lui @, de unghi orientat ¢, studiata in primul semestru Rz q : E — ﬁ

Ra.a(P) = Q+ Raa(QP), VP € E © Ra.a(P)Raw(S) = Ra.a(PS), VP, S € E.

Se observa ca toate punctele fixe ale acestei izometrii sunt punctele dreptei d, numita si axa de rotatie.

3. GRUPUL IZOMETRIILOR SI SUBGRUPURILE SALE IMPORTANTE
Propozitia 3. O izometrie intre doud spatii afine de aceeasi dimensiune finitd este o bijectie.

Deoarece multimea morfismelor afine bijective ale unui spatiu afin are structurd de grup, numit grupul afin GA(E), si multimea

aplicatiilor ortogonale ale spatiului liniar director are tot structura de grup, O(E'), se obtine:

Teorema 2. Mulfimea izometriilor unui spativ afin euclidian finit dimensional E™ are structura de grup in raport cu compunerea
functitlor. Notam acest grup cu GZ(E™) sau Lzo(E™).

Reformuland, am obtinut ca multimea izometriilor unui spatiu afin euclidian finit dimensional £™ este un subgrup al grupului
afin GA(E™).

Putem enunta un rezultat mai general, cAnd nu impunem c& dimensiunea spatiului afin sa fie finitd. Multimea izometriilor
bijective ale unui spatiu afin este un subgrup al grupului afin.

Amintim ca multimea aplicatiilor liniare ortogonale ale unui spatiu liniar de dimensiune n, de exemplu E, formeaza un grup in
raport cu compunerea functiilor, grup pe care il vom nota O(E).

Acest grup este izomorf cu grupul matricilor ortogonale de ordin n, cu elemente reale, numit grupul ortogonal de ordin n.

O(n) = {A € Mo(R) | AA" = A'A = In} .

Izomorfismul este functia ce asociaza fiecarei aplicatii ortogonale matricea sa in raport cu o baza ortonormata fixata in E
Grupul O(E) are ca subgrup multimea rotatiilor SO(E) (a aplicatiilor ortogonale de specia I), subgrup izomorf cu grupul
ortogonal special SO(n), unde

SO(n)={A€O(n) | detA=1}.

Definitia 5. O izometrie f : E — FE ce admite un punct fix Q € E ( f(Q) = Q) se numeste centro-izometrie de centru Q. Multimea
centro-izometriilor cu centrul Q se noteazd cu GZ(E™, Q).

De exemplu rotatia in plan este o centro-izometrie.
Propozitia 4. Mulfimea centro-izometriilor GZ(E™, Q) este un subgrup al lui GZ(E™), grup izomorf cu O(n).

Izomorfismul cautat este £ : GZ(E™, Q) — (’)(E)7 &f) = ?7 deci functia ce asociaza fiecarei izometrii urma sa.

——
Aceasta fungtie ne oferd un morfism de grupuri intre GZ(E™) si O( E'), mai exact, pentru orice izometrii f, g are loc f o g = ?07.
In plus compunerea a doua aplicatii ortogonale este ortogonald. Daca dorim sa obtinem un izomorfism de grupuri, avem nevoie de
conditia suplimentara f(Q2) = Q.

Propozitia 5. Pentru fiecare Q) € E, orice izometrie a lui £ se descompune tn mod unic in produsul dintre o centro-izometrie de
centru € si o translatie.

Definitia 6. Se numeste deplasare (miscare) o izometrie cu aplicatia liniard asociatd o aplicatie ortogonald de specia I: ? € SO(E).
Se numeste antideplasare o izometrie cu aplicatia liniara asociata o aplicatie ortogonald de specia a II-a.
Notam multimea deplasérilor cu D(E™).

Translatiile si rotatiile (in planul £2 si spatiul £2) sunt deplasari, cit gi simetria ortogonald fatd de o dreaptd afind in £°. Simetria
ortogonala fata de un hiperplan este o antideplasare.

Propozitia 6. Multimea deplasarilor unui spatiu afin este un subgrup al grupului izometriilor.
Multimea deplasarilor cu un punct fiz este un subgrup al lui D(E™), izomorf cu SO(E).



Teorema 3. Fie £" un spafiu afin euclidian n dimensional si o aplicatie f: E — E. O conditie necesard si suficientd pentru ca

f sd fie o izometrie este existenta unui reper ortonormat R = {O;&1, &z, ,8n} astfel incat pentru un punct P cu coordonatele
(', 22,- - ,z™) in reperul R, coordonatele (y*,y>%,--- ,y™) ale lui f(P) in acelasi reper sd fie de forma:

n n
(1) yi:Zaémj+bi, icl,n, si Zafa?:&j.

j=1 k=1

Reformuldm (1) in scriere matriciala:
Y = AX + B, AcO(n),

2! Yt bl
2 2 2
unde X = :v , Y = y , B= .b” ,A:(aé)GO(n).

3.1. Translatii. Fie A = (X, ?, ®) un K-spatiu afin si 4 € Y Translatia de vector 4 este aplicatia definita prin:
ta: X — X, ta(P) = P +a,¥P € X.

Are loc: t3(P) =Q +— F@ = a.

Teorema 4. Orice translatie a spativlui afin A = (X, ?, D) este un morfism afin cu urma egald cu aplicatia identitate.
Reciproc, orice morfism afin cu urma egald cu aplicatia identitate pe este o translatie.

3.2. Simetrii. Fie spatiul afin A = (X, )_(> ®) peste K g1 Y # 0 un subspatiu afin al lui A. Fie V C ? astfel Incat )_(> ? eV.

Deci V este suplementul lui ? in )_g Atunci, VA € X 'Y subspatiu afin al lui X ce trece prin X si are spatiul liniar director V:
Ya = A+ V. Deoarece |Y NYa)| =1, definim proiectia afina a spatiului afin X pe subspatiul afin Y, paraleld cu V, prin:

p: X =Y C X,p(A) = punctul dat de Y NY4,VA € X.
Teorema 5. Proiectia afindp: X — X a lui X pe Y, paraleld cu V', este un morfism afin idempotent (p*> = pop = Idx), urma
acestuia fiind proiectia vectoriald a spatiului liniar X pe Y paraleld cu V.
Orice morfism afin idempotent f : X — X este proiectia afing a lui X pe Imgf, paraleld cu ker 7
Fie spatiul afin A = (X, )_(>, ®) peste K si Y # () un subspatiu afin al lui A. Fie V C ? astfel incat Y = 7 eV.

Pentru fiecare A € X, considerdm p(A) € Y proiectia afina a lui A pe Y, paralela cu V. Deoarece Ap(A; ceVgiAeYa=A+V,
rezultd cd existd un unic punct notat s(A) € Ya astfel incat

Ap(A) = p(A)s(A).
Simetria spatiului afin X fata de subspatiul afin Y, paraleld cu V este aplicatia s : X — X care asociaza fiecarui punct A € X
punctul s(A) unic determinat ca mai sus (s = 2p — Idx).

Teorema 6. Simetria afind a lui X fatd de Y, paraleld cu V este un morfism afin involutiv (s> = Idx), avind urma egalua cu

simetria vectoriala a lui X fatd de 7 paraleld cu V.
Reciproc, orice morfism afin involutiv f : X — X este simetria afind a lui X fata de subspatiul afin format din toate punctele fize
ale lui f, paraleld cu ker( f + Ids).

Fie &™ = (E, E, ®) un spatiu afin euclidian si & = (B, El; ®| g, x B, ) un subspatiu a.e. al sau.
Simetria lui € fata de &1, paralela cu (ﬁl)l se numeste simetria ortogonala a lui £ fata de &;. Simetria ortogonala a lui £"
fata de £ are ca urma simetria ortogonala a spatiului liniar ﬁ fata de g
Dacs {b1,...,b,} este o bazd ortogonald a lui F1, atunci
° (5,5
l16:]|

2) Sg, (1) =2Pr— (1) — 0

i=1

3.3. Rotatii. Fie planul afin euclidian orientat £2, Q un punct din E gi o € (-, 7).
Se numeste rotatie de centru Q si unghi orientat « aplicatia Ro,« : E — E definitd astfel: Ro () = Qi VP € E, P # Q,
Rq.o(P) = P, unde P’ este unic determinat de conditiile

d(Q, P) = d(Q, P'),

—

£,(QP,QP') =

Observam ca urma lui Rg,. este rotatia geometrica de unghi a in planul vectorial E, R, : ﬁ — E sl aceasta este o aplicatie

ortogonala.
Singurul punct fix al unei rotatii este centrul sdu (atunci cand « # 0).

Ro.a(P) = Q+ Ra(QP),¥Y € E <= Ra.a(P)Raa(S) = Ra(PS),VP,5 € E.
Daci {é1,e2} este o bazi ortonormata pozitiva in ﬁ siu= uter + u2ég, atunci

Ro (@) =7 =v'é +v°és,



unde
v'\  [cosa —sina) (u'
v2] " \sina cosa u?
4. EXERCITII

Ezercitiul 1. In &2 se considerd un reper ortonormat pozitiv R = {O;f,j} si in raport cu acesta se dau punctele A(1,3), Q(2,-1),

vectorul @ = 27 + j, dreapta 6 : = — 2y + 1 = 0. Scrieti ecuatiile urmatoarelor izometrii: RQ,,%, Ss, RQ% otg, Ssota.

Solutie:
(1) Rotatia de centru Q: Vom introduce urmaitoarele notatii:
’
(3) X = (m) , cu P(z,y) coordonatele unui punct oarecare, ¥ = (g,) , cu P(z',%’) coordonatele punctului rotit

Determinarea coordonatelor punctului rotit se realizeaza dupa formula:

f —sin@ . . o Oy e e .
= (COS sm > (X — Xo0) + Xo, unde matricea X¢ este o matrice coloans alcituitd din coordonatele centrului £

(4) sinf  cos@
Cu alte cuvinte:
(5) Ra.o(P) = Q + Ro(QP)
Pentru cazul de fata se obtine:
cos (—?) — sin (—,3) r—2 2
Y=|(". 3 .
(6) (sm (-%) cos (—g) ) <y—|— 1) Tl
Dupa inlocuirea valorilor functiilor trigonometrice se obtine:
™ '\ : ? (-2 n 2
v )\ - L y+1 -1
Obtinem:
z’ lx + ﬁy + 14+ @
(8) R, = 2 2 2
3 ! ,@x + l + \[ _ 1
2 T oY 2

Simetria ortogonald: Considerim 6 : az + by + ¢ = 0, a® + b*> > 0. Dorim s& scriem ecuatiile simetriei ortogonale pe
aceastd dreaptd. Pentru aceasta considerdm P(x,y) si dorim sd identificim coordonatele simetricului sdu fatd de dreapta

5. Fie deci P'(2,y') = s5P.

Dorim s# determinim coordonatele simetricului in raport cu dreapta §. Pentru aceasta observim cd N L 7, N = (a,b).

Mai mult,
(9) PP'1§< PPN
’ /
Obtinem ecuatia canonici a dreptei PP’ : ror_ % Egaland aceste ecuatii cu t € R obtinem ecuatiile parametrice:
a
/ — t

(PP {5 I er
Yy =y+bt

(10)
Se observa ca Py este mijlocul segmenului ce are drept extremitati punctul P si simetricul acestuia. Mai mult de atat

punctul Py se afla pe dreapta §, deci verifica ecuatiile dreptei.



! /
Din Py mijlocul segmentului [PP'] obtinem: Py (m —; L, %) . Folosind informatia c& Py € § obtinem:
(11) %(2w+at)+g(2y+bt)+c:0(:> (a® +b*)t +2ax +2by +2c=0=t = —%W(aw—&-by—i-c).
Inlocuim ¢ in (10) si obtinem ecuatiile simetriei ortogonale:
, 2a
¥ =r— 5 (ax + by +¢)
(12) Ssiq gt
y =y — m(am—l—by—!—c)
In cazul problemei noastre: a =1, b= —-2gic=1. Inlocuind aceste valori in (12) obtinem:
4
=z — g(:U—Zy—i—l) x’:§g;+,y_g
(13) Ss 2 = 1 21
YV =y+z(@-2y+1) v=zr-yt:
5 5 5 5

(3) Compunerea dintre o rotatie si o translatie

Rg = 77 7 "
Pla,y) & P/ ) — Py,

Vom incepe cu ecuatiei translatiei de vector u:
2 =x+2,
(14) tg: ,
y=y+1

Prin analogie cu primul punct obtinem ecuatiile rotatiei de centru €2 si unghi 7.

) z’ (2 cos T —sin% ' —2
(15) Ra 7 <y”> - (—1) + <sinz cos ) <y' +1
Se obtine:
x//:ﬁx’_ﬁy/—?)ﬁ 9
4 //:Q.ﬁvl‘f’ﬁl—@_l
Y =73 2 ¥ 7
Din compunerea celor doua izometrii obtinem
" 2 2 32 "2 2 2
an R , fg(x+2)—g(y+l)—7f+2 N x%m——y—7+2
Q, %= Olg
1" 2 1 2 2
y = Y2 +2)+£(+1)—§—1 y :%x % +V2 1
(4) Compunerea dintre simetria ortogonald si o translatie:
P(a,y) " P'(a',y) =5 P ),
Amintim ecuatiile celor doua izometrii:
/ 9 z’ 31’/ + 4y’ 2
T =x+ 2, ) =% Y T F
(18) ta: ’_ » S 1 2, g, 2
y =y+1L y =-x' — -y + -
5 5 5
Obtinem:
S84 8
(19) Ssota:q , 1 8 3
R S LA

Ezercitiul 2. In €2 se considerd un reper ortonormat pozitiv R = {0;7,3} si in raport cu acesta se dau punctele A(1,2), B(3,—1),
C(0,4), A'(2,-3), B' (32 +2,—¥2 —3) 5i C'(— 22 + 2,2 —3). Verificati ci d(A, B) = d(A', B), d(A,C) = d(A',C"), d(B,C) =
d(B’,C"). Determinati izometria f : E — E cu proprietatea f(A) = A’, f(B) = B’, f(C) =C".

Solutie: Vom incepe prin verificarea egalitatilor intre distantele mentionate.

1) AB = H—(‘r’f ‘[> AC = AC’—(B\[,>, 5), B'O' = (—4v/2,1/32).

(2) d(A,B) =d(A",B") = /13, d(A,C) = d(A’,C") = /5, d(B,C) = d(B',C") = V/34.



In continuare dorim si determinim izometria pentru care f(A) = A’, f(B) = B, f(C) = C".

5v2
P . - o o . . 2 -1 . T
Mai Intéai trebuie sa stabilim daca lucram cu o deplasare sau cu o antideplasare. Consideram S; = < 3 9 ) si S = 7%/5

2
Matricele S; respectiv S2 reprezintd matricele de schimbare de baza de la baza canonica la bazele B = {@,ﬁ} respec-

g
2

2

tiv B = {A'B’,A'C"}. ( se observi ci aceste baze sunt alcituite din vectori ce au drept componente coordonatele pentru

AB, A'B', AC, A'C")

Dac# determinantul matricei schimbérii de bazi de la B la B’ va fi pozitiv vom obtine informatia c& B si B’ sunt la fel orientate

deci f va fi o deplasare. In caz contrar vom lucra cu o antideplasare.

51_1 Sa ’
(20) B—— B.— B
Matricea schimbarii de baza de la B la B’ este:

S:SfloSQAdetSzdet(Sfl~Sz>:1~1:1>0—> f deplasare .

Vom cauta expresia acestei deplasari de forma:
(2" _ [cos® —sinb T by
(21) I <y'> o (sin9 cos 0 ) ’ <y) + <b2> :
Obtinem urmatoarele seturi de relatii:
Y, 2\ [cosf® —sind 1 b1
(22) fA) =4 — <—3> o (sin@ cos 0 > ' (2) + (bg)
5v2 .
== 42 cosf —sinf 3 by
Y 2 - .
(23) f(B)=5 - <_\f — 3) N (sin@ cos ) (—1) + (b2>
3v2 .
—2¥E2 42 cosf —sinf 0 by
— ' 2 - .
(24) fO)y=¢— ( @ -3 ) o (sin@ cos ) <4> + <bg)

Din cele gase relatii obtinem urmatorul sistem neomogen cu sase ecuatii si 4 necunoscute:

»

cosf —2sinf 4+ by =2
2cosf +sinf + by = —3
3cos€+sin9+b1:¥+2
(25) 3Sin9—COS€+b2:—§—\/§
—4sin9+b1:—¥+2
4c0s0+b2:§+3
Matricea extinsa a acestui sistem este:
1 -2 1 0 2
1 0 1 -3
3 1 1 0 %—!—2
(26) A=l3 -1 01 fgﬂ/é
-4 0 1 0 —37\/54—2
0 4 0 1 ?4’3

Dorim sa calculam rangul acestei matrici. Vom alege urmatorul minor de ordin 4 pentru a verifica compatibilitatea sistemului:

3 1

10 Lo,
3 -1 0 1|l————1[3 -5 00

(27) e P 7y ey 7 0__34 —05 (1)—7387é0
0 4 0 1 0 4 0 1



Obtinem rangA = rangA=4=numarul de decunoscute, deci sistemul este compatibil unic determinat. Ecuatiile principale sunt:

3cosf +sinf + by = # +2
3sinf — cosO + by = —Q -3
(28) 3v3 2
—4Sin6+b1 = —T +2
4cos + b2 = g—FS

Din ultimele doua relatii obtinem:

_3V3 2_}
sin@z—#@sjnozg’iﬂ_l_kﬁ
(29) . —4 8 2
cosfo 2z =3=b2 o V2 3 b
N 4 T8 4 4

Inlocuim aceste valori in primele doua ecuatii principale i obtinem:

(20) 5b1 — 3by = Tv/2 + 19,
3by + 5by = —6v/2 — 9

Solutiile sistemului precedent sunt:

blzg—‘rz
(81 3v2
b2:7773
In final, din (??) obtinem:
SIHQIﬂ—l—‘y—@—Fl:Q
(32) 8 2 8 2 2
C0507Q,§+%+§7Q
4 2 4 2

Se verifica ca solutiile prezentate sunt solutii si pentru primele doua ecuatii din sistemul initial. Obtinem solutia

g» sin@:ﬁ, 61:Q+2a 52:_¥_3

(33) cosf = - 3

Rezulta 6 = 27 de unde:

! V2 V2 V2
(03 9 6(37)

In cele ce urmeaza dorim sa vedem daca izometria studiata este o rotatie. Vom folosi pentru aceasta ipoteza ca rotatia are un singur
punct fix. Verificam daca urmatorul sistem are solutii:

x V22 x £+2
oon (-3 ) 0 (5

In cazul in care sistemul anterior are solutii izometria prezentata este o rotatie. In caz contrar va fi compunerea dintre o rotatie si
o translatie care urmeaza sa fie identificate.

Ezercitiul 3. In €2 se considerd un reper ortonormat pozitiv R = {O;g,j} si in raport cu acesta se dau punctele A(1,—1), B(2,0),
C(—1,3), A'(—1,-1), B'(—2,0) si C'(1,3). Verificati cd d(A, B) = d(A’, B'), d(A,C) = d(A’,C"), d(B,C) = d(B’,C"). Determinati
izometria f : E — E cu proprietatea f(A) = A’, f(B) = B’, f(C) =",

Solutie: tema

Ezercitiul 4. Fie R = {O;E,j} un reper ortonormat pozitiv in £2 si punctul Q(1,2). Scrieti, in raport cu R, ecuatiile rotatiei de
centru 2 si unghi orientat « = %. Determinati ecuatiile imaginii dreptei d : « + y — 2 prin aceasta rotatie. Determinati translatia

_ o _ 3
dreptei d de vector @ = 2¢ + j.

Solutie: Vom incepe cu ecuatiile rotatiei de centru €2 si unghi §:

1 V3 o1
@ cos(Z) —sin(Z T — ¥'=-x—-y+-+V3

(36) ngg : < ,> = (Sin (g) cos gr3)> X ( - 1> + <1> 2 2 2
Yy (3) (3) y—2 2 /:\f:JZJr%yf\éngl

In cele ce urmeaza dorim sa determinam ecuatia imaginii dreptei d prin rotatia scrisad anterior. Vom prezenta trei metode pentru
realizarea cerintei:



(1) Metoda I: Vom alege doud puncte de pe dreapta d si vom determina imaginile acestora prim rotatia de centru € si unghi
% Fie A(1,1) si B(2,0) doud puncte de pe d.

Obtinem:
, =1+ ﬁ,
(37) A=Rog(4):{" 2
Y73
) =< +/3,
(39) B=Roz3):{ s
y =5 +1
2
Dreapta pe care o cautam este
-1 @ y’ _ §
(39) d=(AB): 2 2

V3+1  VB-1
(2) Metoda II: De aceasta data vom identifica vectorul director al dreptei si un punct de pe aceasta. Asadar fie A(l,1) ed
sSiN(L,L1) Ld—a=(1,-1), d= A+ [a.

Obtinem:
(40) d' = R,z (A) + [R%(a)] = A +[d),
unde
’ ' =1 + ﬁ»
(41) A'=Rog(A):{" 2
Y=3
si

Dreapta pe care o cautam este

43 d =: = .
(43) V3+1 V3-1

Metoda III: Vom porni de la ecuatiile rotatiei de centru (2 si unghi % si vom incerca sa scoatem coordonatele punctului

initiale in functie de coordonatele punctului rotit. Dupa obtinerea acestora vom inlocui in ecuatia dreptei d. Pornim de la:

,_ 1 V31
(2" _ [cos(3) —sin(F) x—1 1 o= x-Syt 5+ V3
" R“"?f‘(y’)(sin(z) cos<;:>>'(y—2>*<2>§ I

<

= —z+ 1,3 +1
L T
inmult_;im prima relatie cu —/3 si le adumim. Se obtine:
V3, 1, V3
=Y Sy X4
(45) Y 5 T + 7Y + 5 +
Analog, vom inmulti a doua relatie cu v/3 si le vom aduna. Se obtine:
1 3 1
(46) e=te By lovs

Noi vrem si determindm imaginea dreptei d :  +y — 2 = 0 prin aceasi rotiatie. Vom inlocui rezultatele din (37) si (38) in
ecuatie dreptei si obtinem:

(47) (d): V32 +y +V3-2=0

Ezercitiul 5. Fie R = {O;EJ} un reper ortonormat pozitiv in £2 si dreapta d:  +y — 2 = 0. Scrieti ecuatiile simetriei ortogonale
fatd de dreapta d si ecuatiile simetricei dreptei § : * —y = 0 fata de dreapta d. Aceeasi problema pentru d : 2o — 3y — 1 = 0 si
§: 4z — 6y + 1 = 0. Reprezentati dreptele d, 6,8 = S4(8) intr-un sistem de axe ortogonale corespunzator reperului dat.

Solutie: tema

Ezercitiul 6. Fie R = {O;Z,j} un reper ortonormat pozitiv in £2 , dreapta d : x + 2y — 1 = 0 si vectorul @ = —2i + j. Scrieti
ecuatiile compunerii dintre simetria ortogonala fata de dreapta d si translatia de vector @, Sq o tz. Determinati imaginile punctelor
A(1,1), B(1,0), C(—1,2) prin aceastid izometrie si reprezentati-le grafic intr-un sistem de axe ortogonale.

Solutie: tema
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