Seminar 6
Izometrii

Rezumat izometriile planului Fie (E, E, ®) un plan euclidian orientat. Ne propunem si alcatuim o clasificare a izometriilor
acestuia. Vom incepe deci cu amintirea definitiei unei izometrii:

Definitia 1. Se numeste izometrie un morfism afin f : £ — E pentru care aplicatia liniara asociata este ortogonala. ? € (’)(ﬁ)

In cele ce urmeaza voi reaminti clasificarea aplicatiilor ortogonale pentru EQ.

Observatia 1. Valorile proprii ale oricarei aplicatii ortogonale ale unui spatiu liniar euclidian V' sunt +1.

1 Transformari ortogonale

Fie B = {i,j} o bazi ortonormata pozitivi in ﬁ Dat fiind faptul ca 7 este ortogonala, rezulta ca ea pastreaza norma vectorilor
si unghiul dintre vectori, deci {?(5), 7(5)} este tot o bazd ortonormata in E.
1.1 Transformari ortogonale de specia intai

Daca B' = {7(5), ?(5)} este o bazd ortonormatd pozitiva atunci matricea lui ? in raport cu baza B este

- (COS@ _Sin9> € S0(2), 0 = (2/?75) (1)

sinf  cos6

1.2 Transformari ortogonale de specia a doua

Dacd B’ = {?(E), ?(E)} este o bazd ortonormati negativd atunci matricea lui ? in raport cu baza B este

A= (COSH sin ) € 50(2), 6= (z/7\(l) )

sinf —cos6

2 Clasificarea izometriilor unui spatiu euclidian

Fie f : E —E o izometrie a planului euclidian orientat E si R = {O, 1,7} un reper cartezian ortonormat pozitiv in E. Amintim
ca In raport cu R ecuatiile izometriei f se scriu matricial:

X' = AX + B, (3)

/
unde X = (;) sunt coordonatele unui punct arbitrar in raport cu R, X' = (gy:/) sunt coordonatele lui f(P) in raport cu

R, AcO(2)siB— (b1> .
bo

2.1 Translatii

Vom incepe cu deplasarile, adica cu acele izometrii pentru care ? este aplcatie ortogonala de specia I. Daca ? =ldg & A=1,
atunci f este translatia de vector b = (by, by).
Ecuatiile translatiei in raport cu R sunt:

{x’:x+b1, 4)

Yy =y+bo

Observatia 2. Translatia t; are punte fixe daca si numai daci b =0 < f = Idg.




2.2 Rotatii de centru () si unghi orientat ¢

Daca ? = Ry este rotatia lui ﬁ de unghi orientat 6 # 0 atunci matricea lui 7 in raport cu baza {i,j} este:

= <cos9 —Sin9>7 (5)

sinf)  cos®

deci ecuatiile lui f sunt
{m’zmcos@—ysinH—i—bl, (6)
Yy = xsinf + ycosf + bs.
In cele ce urmeazi studiem punctele fixe ale acestei aplicatii. Puntem conditiile ca 2’ = z si ' = y. Prin impunearea acestor
conditii obtinem:
(1 —cos@)x +sinfy = by, —sinfz + (1 — cosf)y = by (7)

Determinantul matricii sistemului scris anterior este 2(1 —cos @) # 0 pentru 6 # 0. Deci sistemul este combatibil unic determinat
avand solutia unica (zg, yo).
Rezulta

(8)

(1 —cos)zg + sinbyy = by
—sinf + (1 — cos@)yo = by

Deci ecuatiile lui f sunt:

9)

/

' = (x —xp)cost — (y — yo)sin @ + xg
Yy = (z —x0)sind + (y — yo) cos 0 + yo

sau matricial

X' = A(X — Xo) + Xo, (10)

unde X este matricea coloana a coordonatelor punctului fix. Vom nota acest punct cu 2. Izometria obtinuta astfel se numegte
rotatia de centru 2 si unghi 6.

2.3 Simetria centrala

Observam ca rotatia de centru €2 si unghi 7 coincide cu simetria fatd de punctul :
Sa = Ra.x.

Daca Q(xg,yo) In raport cu reperul R rezultd ecuatiile simetriei centrale:

/
— 97 —
{x o — X, (11)

Yy =2y —vy

2.4 Simetria ortogonala

Daca ? = S; este simetria ortogonala a lui E fata de @ cu 7(@) = @ atunci este mai simplu s& lucrdm cu baza {@, s} unde
1

?(1’)) = —0. Prin urmare matricea lui ? in raport cu baza {u,v} este A’ = (0

01> . In raport cu reperul R’ = {0, u,v}
obtinut printr-o rotatie de unghi g ecuatiile izometriei sunt:

2 =x+b,y =—y+by (12)



Studiem acum punctele fixe ale izometriei. Observam c& 2’ = x, ¥’ = y daca si numai daci

blZO,
by (13)

2

e Daca by = 0 atunci izometria f’ are in raport cu R’ ecuatiile:

{x/ - (14)

Y =—y+ b

- b
In acest caz dreapta d de ecuatie y = 52 (in raport cu R’) este fixd punct cu punct. Deci f = S, este simetria ortogonald

a planului £2 fata de dreapta d.

A
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e Daca by # 0 izometria nu are puncte fixe. Observam ca in acest caz f = t 0S5, este compunearea dintre simetria ortogonala

fatd de dreapta d si translatia de vector w = biu € (o vom numi simetrie alunecatd):

(@, ) 2% (2, —y + bo) % (2 + by, —y + bs) (15)

2.5 Simetria ortogonala axiala in raport cu R

De obicei vom dori s scriem ecuatiile simetriei ortogonale a planului £2 fata de o drepta d de ecuatie generala:

ar +by+c=0, a* +b* > 0. (16)

Po

Se observi ci vectorul normal acestei drepte are coordonatele N = (a,b). Considerfm P(z, %) un punct arbitrar gi P = (2/,y/) =

$qP. Impunem conditia ca PP’ | N si Py(zo,y0) = praP € d. Prin urmare Py va fi mijlocul segmentului ce are drept extremititi

punctul initial si simetricul sau: Py = §P + 5Pl.

!/ / /

_ _ = at

ror_ Yoy t— {x at+o Deoarece Py € d obtinem:
a

Obtinem urmatoarea ecuatie pentru dreapta PP’ : = ,
y =bt+y

b
s@ta)+Sy+y)+e=0 (17)

Inlocuim in (2.5) si obtinem:
2a(ax + by + ¢)

a® + b2
2b(ax + by + ¢) (18)

a? + b2



Clasificarea izometriilor planului

Izometriile planului sunt clasificate astfel:
i) Deplasari detA =1

e Translatia de vector @

e Rotatia de centru Q si unghi orientat 6 (un unic punct fix care este solutia sistemului f(2) = Q si este centrul rotatiei)
'l c 0
c
A 4 7
it A [+
A B
B
B o

e Simetria ortogonala fatd de o dreapta d. (avem o infinitate de puncte fixe, acestea formand dreapta d)

ii) Antideplasari detA = —1

e Compunerea dintre simetria ortogonala fata de o dreapta d si o translatie de vector cu aceeagi directie cu dreapta d
(Nu existd puncte fixe. Pentru determinarea simetriei si translatiei vom proceda astfel: Vom considera Py, P, € E
i vom calcula imaginile acestora prin izometrie: P = f(Py), Pj = f(P2). Dreapta d va fi determinatd in mod unic
de mijloacele segmentelor [Py P{], [Py, P3]. Vectorul cu care efectuim translatia este obtinut utilizind un punct de pe

dreapta identificata anterior gi imaginea obtinuta prin izometria studiata: P € d, P’ = f(d), u = PP'.)
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3 Exercitii rezolvate

Exercitiul 1. Fie R = {O;4,7} un reper ortonormat pozitiv in £% si punctul Q = (—@; %) Scrieti, in raport cu R, ecuatiile
rotatiei de centru §) si unghi orientat ¢ = %. Determinafi ecuatiile imaginii dreptei d : %1 = nyAL prin aceastd rotatie.
Reprezentati ambele drepte si punctul Q intr-un sistem de coordonate.

Solutie: Fie P(x,y) € E. Au loc:
Ro,z(P) = Q+ Rz (QD)

V3 5 V3 5
- <_2’2> s <m+2’y_2>

n cos§ —sin% 4+ V3
sing  cos ¥ _é

Metoda I Am oblinut:



In cele ce urmeaza dorim si obtinem exprimarea coordonatelor punctului initial in functie de punctul rotit pentru a inlocui in
ecuatia dreptei d. Inmultim prima relatie cu —/3 si le adundm. Apoi inmultim a doua relatia cu /3 si adundm. Obtinem:

y= —i ' +y - %
Inlocuim in ecuatiile dreptei d si ob{inem imaginea acesteia prin rotatia analizata:
, T4y 3 —@xw—%—%—ll . 3H2V, 3VBH2  9V3
d: 5 = 3 = (d'): 5 5 Y~ +6=0 (21)

Metoda II Fie A(1,4),B(3,7) € d. Deoarece rotatia este morfism afin, rezultd ca d' = Rq 4(d) este determinata de punctele
Ro,¢(A) si Ras(B).

RQT(A):<1_4\[ \f£+ +2> (1 \/3,\/5+4>,

'3 2 2 2 2
Ro,3(B) = %’M *[3\[ ;”)(25\2[3\2[ 2)'

¥ — = +V3 Yy - —4 g —-+V3 oy -4
@): 3 5\/32 1 EWE ) 3 23¢§ N 3 (22)
55 atV3 o *3*7*4 == Vit3

Metoda III Fiea = (2,3) un vector director al dreptei d. Dreapta d' este determinata de punctul Ro = (A) si vectorul director
R= (5) .
3

T _p®@ 1 _V3 sxf V3 3
iy (€O 3 sin % 2\ é 5 2\ _3 3
R3(a)<sing cosg)<3)<\é§ L )(3 N \/§+§ - Deci g (@)= | 1 2 7\/?;—'—2 '

Obtinem ecuatiile canonice ale dreptei d':

x’—l—%\/g y’—ﬁ—ﬁl
(d) : R,z (A) + [Ra(@)] = =—2 (23)

3
1—73\[ \/§+§

Exercitiul 2. Fie R = {O;Z,j} un reper ortonormat pozitiv in 2 si dreapta d : x +y — 2 = 0. Scrieti ecuatiile simetries
ortogonale fata de dreapta d si ecuatiile simetricei dreptei d : x—y = 0 fafa de dreapta d. Aceeasi problema pentru d : 2x—3y—1 =
0 sid: 4x —6y+1=0. Reprezentati dreptele d, 0,0" = S4(0) intr-un sistem de azxe ortogonale corespunzator reperului dat.

Solutie:
e Metoda I
Fie @ = (1, —1) vectorul director al dreptei d. Fie P(x,y) si A(l 1) E d. Are loc:
SA(P) = A+ S:(AP) = A+ 2Pra(AP) — AP = (1,1) 4 2 H ”2 _ AP = +2T(1 ) (@ —1y—1) =
l+z—yl—z+y) —(z—1Ly—1)=(-y+2,—z+2). /
Dacd P € § rezultd cd x = y. Obtinem So(P) = (—x + 2, —z + 2). Obtinem ecuatiile simetricei ¢’ : {;, i z’ , deci

dreapta ¢ este dreapta 4.

Metoda II Mai intai determindm daca cele doud drepte sunt ortogonale. Fie @ = (1,1) vectorul director al dreptei d.
Deoarece (a,@) =0=d L 4. In acest caz, &' = 4.

Metoda III Vom considera ecuatiile simetriei ortogonale fatd de dreapta d, (18). (De fiecare data va trebui sa reluati
rationametul, nu incurajez inviatarea pe de rost a acestor formule) In acest caz a = b = 1, c=-2.

Ecuatiile devin:

2 —2
; I (1‘+2y ):_y+2 (24)
d: 2z +7y—2
y/:y,%:f‘%+2

Observam cd A(1,1) si B(2,2) sunt doud puncte ale dreptei 0. Vom determina imaginile acestora prin simetria ortogonala:

{A’ = Sa(4) = (1,1) (25)
B = = (0,0



Dreapta pe care o cautam este determinatd in mod unic de punctele A’ si B’

-1 -1
d’:x1 :yl =2 -y =0 (26)

adica ecuatia dreptei 6.
Metoda IV Vom porni de la ecuatiile simetriei ortogonale si folosind aceeasi metoda ca la prima problema vom incerca
sa eliminam coordonatele vechiului reper. Avem:

2 -2
x,:x_%:_ym o
Sd : 27
2 -2
gy 2Ty
2
Dorim sa idendificam simetrica dreptei 0 : x — y = 0 fata de dreapta d. Mai intéai:
/ = — 2 - 2 —
YRR S RN b Y (28)
y =—x+2 y=2—-1

Inlocuim in ecuatia dreptei d si obtinem:
32—y —24+2'=0—42"—y' =0,

adica ecuatia dreptei 6.

e Metoda I Fie a = (3,2) vectorul director al dreptei d. Fie P(x,y) si A(—1,—1) € d. Are loc:

<ﬁ76> 3r+2y+5
[l 13
(-1 (18x+12y—|—30’ 12x+8y—|—20> (ny) = (535—!—12y—i—47 12x—5y—6>
13 13 13 13

SA(P) = A+ Sz(AP) = A+ 2Pra(AP) — AP = A+ 2 T AP=(-1,-1)+2 (3,2) — (z+ 1,y +1)




4r+1

120 — 5 6
13 6 13 6 52x —41
Dacii P € § rezultil ci 4z + 1 = 6y. Obtinem So(P) = "’i 3+ : 5 = ( ”17 ; , x78 ) . Obtinem
, 6
r=t+—,
ecuatiile parametrice ale simetricei ¢’ : 9 1?211
!
= —t— —
’ 4 s 4178 65 2 5
Putem obtine ecuatia generala: gx’ —y = 3 + s = gx’ —y - 6= 0.

Metoda II Observam ci cele doud drepte sunt paralele. Agadar, vectorul director al dreptei ¢’ este o/ = (3,2). Este
suficient s& determindm un punct. Fie A(0,y4) € d, B(0,yg) € . Atunci C(0,2y4 — yp) € §'. Determindm coordonatele
punctelor: A(0, —%), B (O, é), C (O7 —%). Obtinem ecuatia canonica a dreptei:

‘v
32
si ecuatia generald: 22/ —y' — 2 = 0.
Metoda III Pornim din nou de la ecuatiile simetriei ortogonale (18). De aceasta datd a = 2, b= —3, ¢ = —1. Se obtine:
o 2(2x flgy -1
Saiq 6(2 — 3y — 1) (29)
Veut Ty
Fie A (07 %) , B (—i, 0) € 4. Calculam imaginile acestor puncte prin simetria ortogonala
3 41
A =5,4)=—=,—=
137 78
/ 1 9 (30)
B =8yB)=(-—,——
Sa(B) < 52’ 13)
Obtinem ecuatia:
P )
13 _ Y75 (31)
13 3
52 78
Y4
5
4
3
l
!
9 o
1




Exercitiul 3. 1. Fie Q un punct din plan si o, 8 € (—m,w|. Demonstrafi cd:
RagoRoa=Raats-
2. Fie Q # Q' doud puncte din plan si o, 8 € (—m,w]. Studiati:
Ro/ g o Raa-

Solutie:

1. Fie P(z,y) un punct oarecare din plan. Fie (2',y') = Ra.o(P) si (¢”,y") = Ra,s(Ra.«(P)). Au loc:
'\  f(cosa —sina) (z—zq n T
y')  \sina cosa Y — Yo ya
" cosB —sinfB\ (2’ —zq Ta cosfB —sinfB\ [cosa —sina) (T — zq To
n| = . ’ + = . . +
Y sinf8  cosf v — ya Yo sinf8  cosf sina  cosa Y — Yo Yo
~ (cos(B+a) —sin(B+4+a)) (x—zq L (e
C\sin(B+a)  cos(B+a) ) \y—ya ya )’
2. Fie P(z,y) un punct oarecare din plan. Pentru unghiul v € (—m, 7], fie A, = (2?5:; —Cslsnly’y)' Fie (¢/,y') = Ro,o(P) si
(IE”, y”) = RQ/7ﬁ(RQ7a(P)). Au loc:
/ —
() -%G=m) - Ge)
Y Y —Ya Yya
2 2 !L‘Q/) <CL'Q/>
<y”) g (y’ — Yo Yo
(o) = (o) = G =G
“\y—ya Yo Yer Yo
r —IQ T — T/ Qo
=Agta +A +
ot (y—yn) b (m—zm) (m)

Exercitiul 4. In raport cu un reper ortonormat pozitiv in £? se dau ecuatiile unei aplicatii f : E — E. Demonstrati ca f este
o izometrie, precizand specia ei. Determinali dacd f are puncte fize, apoi precizafi natura lui f, in cazurile:

L =Py -1+,
v =3+ Syt

y = Fo+ Py+2- 42
' =—y—1,
y =—x
_ 3 4 12
RS Al
y=37-3y—3
s 1T =—Rrtgy—g,
y =2z+3y+ 2.
g |7 =B+ gy
. y,:7%x+§y+5—g\/§.

!/
1. Se observa cd f este morfism afin don forma ecuac tiilor sale. Scriem f matriceal X' = AX + B & ( ,) =A (m) + B,

() - (“f —5) (%) (—13“5) . @)

obtinem:

W



f este morfism afin. Verificam daca aplicatia liniard asociata 7 este ortogonald, adica daca matricea A este ortogonala.
Pentru aceasta calculam

V3 _1\ [¥3 1
AA" = i é _21 é =L = 7 este ortogonala. (33)
2 2 2 2
Din (61) si (62), rezulta ca f izometrie.
Deoarece:
V31
detA = i é =1>0— fdeplasare (34)
2 2

Observam ca ? = Ry, unde deoarece cosf = @ si sinf = % —0=7F € (—m,m7.
Q este singurul punct fix al izometriei. Vom determina coordonatele acestui din rezolvarea sistemului

=z
fo)=0s {y - (35)
(lfcosﬁ)x+sin9y:fl+§, (36)
—sinfz + (1 — cos )y = 3.
Obtinem
. (*H?Q)((IFCOS:))*%QHO _ (71+§)(1}%§)*%-% _ 71+§+§;f%*% -1
~cos 20—F) 20—4) ’
_ 3ot (P sing ooy —efefogos
2(1—cos0) 2(1-43) 2(1—-3) ’

Deci f este rotatia de unghi € si centru Q = (—1,0). Obtinem
x) 3 _;> (x+ 1) <_1)
;)= + (37)
0-(1 HerG
/
. Din nou, faptul cd f este morfism este asigurat de forma ecuatiilor sale. Scriem f matriceal X’ = AX + B = <§,) =

@) ) ( F ) @ i (21 ! ?»?5) = (38)

2
f este morfism afin. Verificam daca aplicatia liniara asociata ? este ortogonala, adica daca matricea A este ortogonala:

(ﬂ e
At =2 T2

w

A (5) + B, obtinem:

ol

V2o V2
2 2

~
/l_\
TN

N

%) =hL= 7 este ortogonala. (39)
2

Din (61) si (62), rezulta ca f izometrie.
Mai mult deoarece:

V2 V2
detA = ﬁ é =1>0— f deplasare . (40)
2 2

Rezulta ca ? = Ry. Deoarece cosf =sinf — 0 = 7 € (—m, 7).
Rotatia are un unic punct fix care este solutie a sistemului:

7 =z,
f()=0— { , (41)
y =y
Sistemul devine vz
i - V2
{(1'—0089)33—|—51n9y—1+ 23,\/5 (42)
—sinfz + (1 —cosf)y =2 — =¥=.
Obtinem
_ (F)acoso)-(2-22)sin0 (14 2)a-2) (-2 L _ 1-1-vEH] _ 2 y3 _ g
T = 2(1—cos 6) - 2(1—42) - 2(1-42) T 2—v2

V2 ) N
_ (2P) 0oty (14 F)sine _ -30- P) (4R _ 222 VErdefat | a4
v 2(1=cos?) N 20-F) 20-4) T T



In concluzie f este rotatia de unghi € si centru Q = (1,2). Ecuatiile rotatiei sunt:

()=(2 2)62)-0 3

. Scriem f matriceal X' = AX + B — <§,> < ) + B, obtinem:
x! —1\ [z -1
()= )6+ ()= @

In cele ce urmeazi verificim daci aplicatia liniara asociata ? este ortogonald, adica dacd matricea A este ortogonala:

s

o

f este morfism afin.

AA = 0 - 0 —1)_ Iy = 7 este ortogonala. (45)
-1 0 -1 0
Din (61) si (62), rezulta ca f izometrie.
Deoarece
detA = ‘_01 01‘ = —1< 0 — f antideplasare. (46)
Observam cé ? = Sz — f = Sgsau f = Syoty, unde © este determinat de ?(ﬂ) =, deci w = %(1 —1). Fie®
determinat de ?(E) =-T=7= %(17 1). Trecem in sistemul {@, 7} si obtinem ecuatia
!/ — b/
xl T+ 07 / ( 47)
Y =—y+b

i\ 1 (1 =1\ (b . iy 4 (1 -1 —170 ,
unde (b’) ﬁ<1 1>(b2 . Obtinem W)= vall o1 1) = _ﬁ . Deoarece b} = 0 rezulta ca f = Sy

unde dreapta d este y = —,2 in noul reper, adica %(m +y) = —% — x +y + 1 =0 1n vechiul reper.
Punctele fixe sunt punctele dreptei d.
Analog putem cauta solutiile sistemului f(2) = Q. Se obtine cd avem o infinitate de puncte fixe.

=—y—1
{x Y ) —x+y+1=0— toate punctele fixe apartin dreptei x+y+1=0. (48)
y=—a—

!/
. Scriem f matriceal (‘;,) =A (5) + B, obtinem:

/ 4 12
() W (0)+(21) - (19)
Y 5 Y 5
Verificam daca aplicatia liniara asociata ? este ortogonald, adica dacd matricea A este ortogonalé:

)

Din (61) si (62), rezultd ca f izometrie.

Deoarece det(A) < 0 rezulta ca avem o antideplasare.

Metoda I: Dorim s vedem daci exista puncte fixe. ( daci exista, acestea vor fi o infinitate deci avem o simetrie ortogonala,
in caz contrar vom avea compunerea dintre o simetrie ortogonald si o translatie de vector coliniar cu vectorul dat).

Deci:

_ _ 3 4 12 4, 12

33/_.13 N Tr = 5x—|— — 5> - +g = 5> (51)
v =y y=jsx—3y— T

Sistemul de mai sus este un sistem neomogen. Pentru a studla compatibilitatea sa trebuie sa calculam rangul matricii
sistemului si s& il comparam cu rangul matricei extinse. Avem:

I
RS

f este morfism afin.

IS
(SIS

(SN
e
SUFSSIN
e

) =0 = 7 este ortogonal. (50)

SIS
=

—2 1 —2 4
A=11 S].4=11 X% 1 (52)
5 5 5 5 5



Se observa ca detA = 0 — rang(A) = 1 in timp ce rang(A) = 2. Obtinem ca sistemul este incompatibil deci ne aflam in
cazul compunerii dintre o simetrie ortogonala si o translatie de vector coliniar cu vectorul director al dreptei: f =Sy o t7.

Pentru a determina ecuatia dreptei vom considera doua puncte oarecare pentru care vom calcula imaginea prin izometrie.

Fie A(0,0), B(1,1).

ro Ay = (221
A_f<A)_<_5’ 5) (53)
f(B) = (=1,0)

Dreapta d va fi determinatd in mod unic de mijloacele segmentelor [AA’] si [BB'].

%
I

M mijlocul lui [AA"] = M (6, 1)
5 10

; (54)
N mijlocul lui [BB'] = N (0, 2)
Drepta pe care o cautam este:
1
T y= 2
d:(MN):63<ﬁ>2<y >x<—>(d):x2y+10 (55)
5 5
Identificim vectorul astfel: considerim B’(—1,0) € d. Calculim B” = f(B') = (-3, —1).
—
u= BB =(-2,-1)] (2,1), deci coliniar cu vectorul director al dreptei d. (56)
Metodall: Observam ca ? = Sz, unde U este determinat de ?(ﬂ) = u, deci u = %5(2, 1). Fie v determinat de
?(ﬁ) =-T=>0= %(1, —2). Trecem in sistemul {@, 7} si obtinem ecuatia
/ — b/
1'/ T+ 1 / (57)
Y =-y+0b
b, 2 1) (b . b 2 1)\ (-2 < s
unde <bé> = % (1 _2> (b;) Obtinem <bé> = % (1 _2> <_§> = (—%,—%>. Deoarece b} # 0 rezulta ca
f = Sq otz unde dreapta d este y = % in noul reper, i.e. %(m —2y) = —% < x—2y+1 =0 in vechiul reper si
w=buie W= f%%(z 1) = (-2,—1).

Nu exista puncte fixe.

5. Scriem f matriceal si obtinem:

N
@\ &\
~~__
I
/N
cue |
[S3[5H
SIESIES

> (1) (—gé‘) s morfism (55)

Verificam daca aplicatia liniara asociata ? este ortogonala, adica daca matricea A este ortogonala:

_3 _3
AAt = K
5

Din (61) si (62), rezulta cd f izometrie.
Deoarece det(A) < 0 rezulta ca avem o antideplasare. Studiem existenta punctelor fixe:

Ul
[STIESIES
[SIIESIES

) =L = ? este ortogonala. (59)

3 4 4 8 4 4
v=—So+iy-4, ~Se+dy-t=o, . - .
20 35y T 25y . — o infinitate de puncte fixe apartinand dreptei d : 2z —y + 1 = 0.

(60)
Deci izometria este simetria ortogonala fata de dreapta d.

!/
6. Scriem f matriceal (‘;,) =A (5) + B, obtinem:

(y/>— L A (y)+ s_sg | = (61)
2 2 2




f este morfism afin. Verificam daca aplicatia liniara asociata 7 este ortogonala, adica daca matricea A este ortogonala:

L (B 1) (8
Ad=14 &1
2 2 2

Din (61) si (62), rezulta ca f izometrie.
Observam ca f = Ry, unde 0 = —% € (—7, 7.
Pentru a determina punctele fixe, rezolvam sistemul:

ool
Who|—

> =1, = ? este ortogonala. (62)

(1 —cosf)x +sinby = By,
—sinfz + (1 — cos @)y = Bs.

Obtinem & = Bi(1-cos®)—Bysing _ —(AE)a-F)45=8¥5.4 3

2(1—cos 0) 207?) 2

_ Bs(l1—cos@)+Bisinf __ 5*—2‘/§(1—§)+(%‘/§)% _
y= 2(1—cos ) - 2(1,§) -

ol

Obtinem ca f este rotatia de unghi 0 si centru Q = (—%2, g) Obtinem

x! v3 _1 T 4 V3 _ V3
(=07 4)(9) (4 ®
2 2 2" 2
Exercitiul 5. In €2 se considerd un reper ortonormat pozitiv R = {O;z,j} si in raport cu acesta se dau vectorul u = 2i + j si
dreapta 6 © x© — 2y + 1= 0. Scrieti ecuatiile translatiei tz $i ecuatiile dreptei 6’ = tw(J). Aceeasi problemd pentru v :x —y = 0.

Solutie: Fie P(z,y) € E un punct oarecare i P’'(z,y’) coordonatele punctului translat:
! — 2
taid " T (65)
y=y+1
Consideram A(—1,0), B(1,1) € d. Calculam:

A = ta(A) : {; B i (66)

B = t4(B): {; : ;3 (67)

Atunci: 1 -
g LT _ Yy —
0 = tn(6) - — : (68)

Pentru 4’ = tz() consideram:

C(1,1)ed — O =tz(C) = (3,2) (69)
D(2,2) € d - D' =tz(D) = (4,3)
Obtinem: ) )
W’Zta(v)ixl_gzyl_z (70)

Alternativ obsevam ca putem scrie coordonatele punctului initial in functie de coordonatele punctului translat astfel:
=1 —2,
/ (71)
y=y -1
Inlocuim in ecuatia dreptei § si obtinem:
Y=tz(y) 2 —2=y -1 =2 -y —1=0. (72)

Exercitiul 6. Fie R = {O;EJ} un reper ortonormat pozitiv in £2 si punctul Q(1,2). Scrieti, in raport cu R, ecuatiile rotatiei

de centru 0 si unghi orientat o = §. Determinati ecuatiile imaginii dreptei d : x +y = 0 prin aceasta rotatie. Aceeasi problema
pentru Q(—1,1), a = =5 sid: v —y+2=0.

Tema:
Exercitiul 7. Tema obligatorie: In &2 se _considerda un reper ortonormat pozitiv R = {0;5,3} $t in raport cu acesta se
dau punctele A(1,1), Q(1,0), vectorul & = 3i + 2j, dreapta 6 : x —y + 2 = 0. Scriefi ecuatiile urmdtoarelor izometrii:

RQ7_%, Ss, RQ,% oty, Ssotg.
Determinati imaginea punctului A prin Ss o tg.
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