Seminarul 7
Izometriile spatiului afin euclidian &£3
Fie f : E — F o izometrie a spatiului euclidian orientat F gi R = {O; 7, ];J} un reper cartezian ortonormat pozitiv in FE.
Amintim ca in raport cu R ecuatiile izometriei f se scriu matricial

Y = AX + B,
x x!
unde X = Y sunt coordonatele unui punct arbitrar P in raport cu R, Y = y sunt coordonatele lui f(P) in
z Z
b1
raport cu R, A€ O3)si B=| by
b3

(A) Daca ? =ldy & A= I3 rezultd ca f = {3, unde b = byi + byj + bsk. Ecuatiile translatiei in raport cu R sunt:

' =z 4 b,
Yy =y+be,
2z = z+ bs.

Translatia t; are puncte fixe daca si numai daca b = 0.

(B) Daca exista o bazd ortonormata {7, @1, U} in raport cu care matricea aplicatiei liniare asociate sa fie

-1 0 0
A= o0 10],
0 0 1

atunci ? este simetria ortogonald in raport cu U = [ty, T2] si ecuatiile lui f in raport cu R’ = {O; v, 4y, U2} sunt

z’ -1 0 0 T by ¥ =—x+0b,
y | = 0 10 y |+ b2 | &<y =y+bo,
2 0 0 1 2 bs o =2+ bs.

Punctul P(z,y, z) este punct fix al lui f daca si numai daca

o
(i

x
by =
by =

v

o o

(B1) Daca bs = b3 = 0, atunci toate punctele planului 7 ce are in raport cu R’ ecuatia x = %1 sunt fixe pentru f. In

acest caz f este simetria ortogonala fata de 7 si are in raport cu R’ ecuatiile

' =—x+b,
=Y,

Z =z

Observiim ci 7 este subspatiul vectorilor proprii ai lui A’ corespunzatori valorii proprii +1.

Daca dorim sa scriem ecuatiile simetriei ortogonale S in raport cu un reper ortonormat arbitrar R, atunci cand se da

ecuatia generala a lui 7, procedam astfel.
Presupunem c& planul are ecuatia 7 : ax + by +cz +d = 0, a® + b> + ¢ > 0 . Rezultd ca un vector normal lui 7 este

_ —
N(a,b,c). Dacd P(z,y,z2) si Sz(P) = P'(2,y/,2'), impunand conditiile PP’ | N si P + 1P’ € m, obtinem

g(erx’)+f(y+y')+%(z+z')+d20.



Din aceste conditii rezulta

r _ .. 2a(axz+by+cz+d)
. azx cz
Sei QY =y e
o = 2¢c(az+by+cz+d)
a2+b2+02
De exemplu, ecuatiile simetriilor ortogonale fatd de planele de coordonate (zOy) = O +[i, j], (yOz) = O +[j, k], (xOz) =
O + [i, k] sunt:
2 =, al =, o =,
S(mOy) : Z/ =Y, S(yOz) : Z/ =Y, S(mOz) : y/ =Y,
Z -2z, Z =z, Z =z

(B2) Dacé ba # 0 sau by # 0, atunci izometria f este compunerea dintre simetria ortogonala fata de un plan 7 si o

translatie de vector @ € 7. Mai exact f = tz 0 Sy = Sy o tz, unde planul 7 are ecuatia = =

' =—x+b,
Szt Yy =y,
2 =z,

b1

3 sia= bQ’l_Ll + b37._L2Z

7 [

'’ =,
ta : 1 — y/ +b2’
2" =2 +bs.

In acest caz f nu are puncte fixe. Putem sa numim aceasta izometrie simetrie ortogonala alunecata.

(C) Daca exista o bazd ortonormata {u, 91,02} in raport cu care matricea aplicatiei liniare asociate si fie

1 0
A= 0 cosb
0 siné

0
—sin@
cos

L 0#£0,

atunci ecuatiile izometriei f in raport cu R’ = {O; 4, v1, 02} sunt

/

Y

Punctul P(z,y, z) este fix pentru f daca gi numai daca

by

ycosf — zsinf + by
ysinf + zcosf + b3

' =z + b,
=ycosf — zsinf + bo,
Z =wysinf + zcosf + bs.

=Y,
= Zz.

Sistemul format din ultimele doua ecuatii are solutie unica, fie aceasta (yo, z0) (sunt coordonatele centrului unei rotatii de

unghi 6 din planul O + [0y, 92]).

(C1) Daca by = 0 observam ci orice punct care in raport cu R’ are coordonatele P(x,yo, 20) este fix pentru f. Deci f
are o dreaptd de puncte fixe, avand directia 4, care este un vector propriu al lui A’ corespunzator valorii proprii +1.
Izometria f este in acest caz rotatia in jurul dreptei d de unghi orientat ¢, notata Ry . Ecuatiile lui d in raport

Y
z

= Yo,
= 20-
Ecuatiile rotatiei g9 sunt

cu R’ sunt

/ =z,

/

Y

=ycosf — zsinf + by,

Z =ysinf + zcosf + bs.

Observam ca rotatia in jurul dreptei d de unghi orientat
ea are ecuatiile

=X

7 este simetria ortogonala fata de dreapta d. In raport cu R’

)

=~y + by,

_Z+b37



1 0 0
matricea aplicatiei liniare asociate in raport cu baza {@, 01,02} fiind [ 0 —1 0
0o 0 -1

De exemplu, vom scrie ecuatiile rotatiilor in jurul axelor reperului ortonormat considerat. Pentru R = {O;E,j, E}7
notam Oz = O + [i], Oy = O + [j], Oz = O + [k].

x! 1 0 0 x 1 0 0 x
Rog=: | v | = 0 cosf —sind yl=10 g —g y |,
2 0 sinf cosf z 0 g g z
x! cosf 0 sind x @ 0 f% x
Roy-=: | ¥ | = 0 1 0 y| = 0 1 0 y |,
2 —sinf® 0 cosf z 10 @ z
! cosf —sinf 0 x 0 -1 0 x
Ro.,z y | = sinf cosf O yl=11 0 0 y |-
2 0 0 1 z 0 0 1 z
Simetriile ortogonale fata de axele reperului au ecuatiile:
"=, ' =-—ux, ' =-—ux,
Sox=Roax: Yy =-y, Soy: (¥ =-y, So:: ¥ =-v,
7 =z, 2 =z, 7 =z

(C2) Daca by # 0 izometria f nu are puncte fixe. Ea se poate scrie sub forma t; o Ry = Ry 0 tgz, cu a = b1t € 7,
deci este compunerea intre o rotatie in jurul unei drepte d, de unghi 6 si o translatie de vector paralel cu d:

! =z, x” :.’I/‘/—f—bl,
Rap: qy =ycosh—zsinf + by, t5: T
Z/ =wysinf + zcosf + b3, S =

Numim o astfel de izometrie rototranslatie sau deplasare elicoidala.
De exemplu, ecuatiile izometriei ¢33 0 Rog,z sunt

x’ 1 0 0 x 3
y | =10 § — % y |+1 0
2! 0 ? g z 0

(D) Dacd existd o bazd ortonormata {7, w;, ws} in raport cu care matricea aplicatiei liniare asociate s& fie

-1 0 0
A = 0 cosf —sinf |,0+#0,
0 sinf cosé

atunci ecuatiile lui f in raport cu R’ = {O; v, w;, Wy} sunt

¥ =—-z+0b,
y  =ycosh — zsinf + ba,
Z =wysinf + zcosf + bs.
Aceasta izometrie are un singur punct fix, care are in raport cu R’ coordonatele P (%, Yo, 20), cu (Yo, 20) centrul rotatiei
din planul O + [@1, W3] datd de ultimele doud ecuatii ale sistemului de mai sus.
Aceasta izometrie este f = Rs9 0 Sz = Sg o Rsg deci compunerea dintre o simetrie ortogonala fatd de un plan 8 de

ecuatie x = %1 in raport cu R’ ([ = [wy,ws]) si o rotatie in jurul unei drepte J, (? = [0]) de unghi 6, cu § L S:
r =—x+ by, - .%‘/,
Sg: Sy =y, Rso: <y’ =19y cosf — 2 sinf + by,

Z =z, 2" =y sinf + 2’ cos 0 + bs.



Numim aceasta izometrie o rotosimetrie.

Obtinem simetria centrald fata de punctul {2} = § N B in cazul particular § = m: Sq = Rs 0 S;.

= 2-uz,
De exemplu, simetria centrald fatd de Q(1,2,3) are ecuatiile: ¢ ¢/ =4 —y,
2! =6—z.

In concluzie, am obtinut urmatoarele izometrii ale lui £3:

e deplasari:
— translatia

— rotatia in jurul unei drepte d, de unghi orientat 6, cu cazul particular § = 7 cand obtinem simetria ortogonala
fata de dreapta d

— rototranslatia (miscare elicoidala): ¢tz o Rqg, G € 7
e antideplasari:
— simetria ortogonala fata de un plan S;

— simetria “alunecati” tz 0 Sy, a€ @, a#0

— rotosimetria Rsg 0 Sg, § L B (cu cazul particular al simetriei centrale)

EXERCIIII REZOLVATE

Ezercitiul 1. In spatiul afin euclidian orientat £3 se dau, in raport cu un reper ortonormat pozitiv R = {O;E,j,l}},
X Y-1 Z X—-1 Y+1

drepteled: — = ——==",§: — = ——
1 2 3 2 1

(1) Scrieti ecuatiile simetriei ortogonale S, fata de dreapta d si ecuatiile simetriei ortogonale S, fata de planul a.

Z
:Tgiplanula:XJrYfZJrl:O.

(2) Verificati ca cele doud simetrii ortogonale sunt aplicatii involutive.

(3) Apoi determinati ecuatiile lui Sy(9) si So(0).

X—l_Y_Z(S'
2 1 37

X Y
-1 2

e N

(4) Aceeagi probleméa pentru d : sia: X —-2Y+1=0.

(1) Solutie: Pentru a determina ecuatiile simetriei ortogonale fatid de dreapta d vom considera P(z,y,z) € E un
punct arbitrar. Vom fi interesati de gasirea coordonatelor simetricului punctului fata de dreapta d: P’ = s4P:




Este cunoscut faptul c& pentru a determina simetricul unui punct fata de o dreapta trebuie sa determinam mai
intai proiectia punctului pe dreapta. Deoarece ne aflam in spatiul 3-dimensional aceasta proiectie va fi intersectia
dintre dreapta gi planul perpendicular pe aceasta care trece prin punct.

Avem urmatoarele:

P(x,y,z) € E, Pp=prqyP =mNd, unde 7w L d, P € 7.
deoarece m 1. d — N, || @, unde a € d.

Se observa cd vectorul director al dreptei d este a = (1,2, 3) deci planul 7 va avea acelagi vector normal. Scriem
acum ecuatia planului 7 gtiind ¢ trece prin P(z,y, 2) si are directia normald datd de a.

(M):1(X-—2)+2 —y)+3(Z—-2)=0

Determinam acum coordonatele proiectiei punctului P pe dreapta d rezolvand urmatorul sistem:

X =+,
Y =142 2 )
nm: 3: ’ ét—x+2+#—2y+%—32:0%t:£i¥%%¥——

1(X—2)+2(Y —-y)+3(Z—-2)=0
Inlocuim in ecuatiile parametrice ale dreptei d si obtinem coordonatele proiectiei:

X:x+2y+3z—2

1 )
x+121y+3272 2+ 2y+62+10

Po=dnm:dy—1_
0 i 11

3x+6y+97z—6
14

7 =

Vom considera Py mijlocul segmentului ce are drept extremitati punctul P gi simetricul acestuia: P = 2P, — P.
Obtinem astfel ecuatiile simetriei ortogonale fata de dreapta d:

x,_m+2y+32—27x_ —6x + 2y + 32 — 2

_ 217+2y7—|—62+10_ _ 2x—35+6z—|—10

Sd : y'

!’

7
3z 46y +92z—6 333+6y+72,z—6
= — 2z =
7 7

In cele ce urmeazi ne propunem si determindm ecuatiile simetriei ortogonale fata de planul «. Fie P(x,y,z) € E.
Dorim sa determindm coordonatele simetricului punctului P fata de planului a: P’ = s, P, P'(2,vy/,2').

-

Avem urmatoarele:
Py=proP =PP Na
H _
deoarece PP’ 1. a — PP || N,
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Din ecuatia generald a planului se observa ca directia vectorului normal la plan are coordonatele N, = (1,1, —1).
Deci ecuatia dreptei PP’ este:

-z -y -z z=tta,
(7) (PP") =—1 =3 =y =t+y ,teR
Z=—t+z

204+t 2y+t 2z—1
2 7 2 7 2
valoarea parametrului ¢t. Pentru determinarea aceastuia vom folosi faptul ca Py € a:

1 1
Punctul Py este mijlocul segmentului [PP’] deci Py = §P + §P’ = < ) Ne intereseazé

204+t  2y+t 2z-—1t
+ ¥

2
(8) 5 5 5 +1—0—>t——§(x+y—z+1)

Inlocuim in ecuatiile parametrice ale dreptei PP’ si gasim ecuatiile simetriei ortogonale fata de planul a:

r—2y+2z—2

2
¥=x—-(z+y—2+1)

72x+3+2272
(9) So y/:y—*(l‘-l-y—z—kl)— Y

3
20+ 2y + 2+ 2

z’:z+3(x+y—z+ 1) = 3

(2) Trebuie sa verificam daca Sg0.Sq = Id si Sy 0 S, = Id

(10)
6 —6x+2y+32—-2 49 2z — 3y + 62+ 10 43 3z +6y+22—6 _9
, 7 7 7
' = =x
9 —6x +2y +32z—2 2x—3y+6z—|—10 3x+6y+2z 6 10
Sg08y: , 7 + — S, aplicatie involutiva.
v = =y
3(—6x+2y+3z— ) <2x—3y+6z+10> <3m+6y+22—6)_6
2= T =z
Analog;:
(11)
-2 2z — 2 -2 2z — 2 2 2 2
T — 2y + 22 _9 T+y+2 P T+ 2y +z+ _9
, 3 3 3
2 = 3 =z
5 T—2y+2z—-2 —2rx+y—+22—-2 5 20+ 2y + 2+ 2 9
Sa0Sa 13 - 3 + 3 + 3 - — S, aplicatie involutiva.
Yy = 3 =Y
2<m—2y+22—2>+2<—2m+y+22—2>+<2w+2y+z+2>+2
o 3 3 3 .
3

(3) Dorim s& determindm S;d. Se observa cd d gi 6 nu sunt perpendiculare sau paralele. Prin urmare consideram doud
puncte de pe dreapta 6 : A(1,—1,0), B(3,0,—1). Determindm imaginile acestor puncte prin legea de definire a
simetriei ortogonale fata de dreapta d:

10 1
A = Sd(A) — _£7£7§
(12) TOTT
, 23 10 1
B=sB) =777

Dreapta pe care o cautam este determinatd in mod unic de punctele A’ si B'.

X+¥% y-1 z42
_ AR . 7T 7T _ 7
(13) Sab= A'B s = = —— T = T




Pentru a determina S,d vom vedea mai intai daca dreapta intersecteaza planul:

X=2t+1
Y=t—1 1
(14) bnaie D2t ltt—ltt+l=0t=—2

X+Y-Z+1=0

1 41

Obtinem 6 Na=C, C <3,—3, 3

) . Deci dreapta intersecteaza planul dar nu este pependiculara pe acesta. Mai

avem nevoie de Inca un punct de pe ¢ pe care sa il simetrizam fata de planul a. 11 vom alege tot pe A(1,—1,0).

A =s,A= 1,—32.
3733

Dreapta pe care o cautam este:

1 1
(15) AC: 8 = = 3.

(4) Tema:
Exercitiul 2. Determinati ecuatiile urmitoarelor izometrii in £3:
(1) miscarea elicoidala Ro,,— = oty, U = 2i;

(2) rotosimetria Sy o Roy,z, m: y—2=0;

(3) alunecarea t; 0 Sy, a=—-2i+j,a: x+2y—2z+1=0.

Solutie:
(1)
Rog,—z

P(z,y,2) &% Py, 2") —— P (2", y", 2")

Scriem mai intai ecuatiile translatiei:

o =x+2,
(16) ta(P)=P+u:{y =y,
2=z
Apoi:
P ’ P 7
(17) P=0+O0P — Roz0(P') = Roz,0(0) + R; g(OP") = R; y(OP").
Matricea lui R; 4 In raport cu {i,j, k} este:
1 O O b 1"— 1" — " —
(18) Ag= |0 cosf —sinf|, R;y(OP )=z i+y j+2z k.
0 sinf coséd
Deci:
z x z 1 0 0 a!
(19) vy | =4yl =y | =[0 cos®d —sing|- [y
P z P 0 sinf cosf z
Dupa inlocuirea lui ¢ cu —% obtinem:
1.// — ‘rl
o3, 1,
(20) ROw,—% Yy = Ty



(27)

(28)

(29)

In final:

r =x+1
V3,1
Roz,—z otz : QY 29 %;
1" 1 3
Pyt

Consideram:

R 1 _7‘ . 1"
P(a,y,2) =5 P'(',y, ') 5 Pl(x
incepem cu ecuatiile rotatiei:

P'=0+0F = Royy(P') = -9(OP) = R;
= 0y,6(P") = Roy,0(0) + R;j o(OF") = R;

7,0
Matricea lui R; 4 in raport cu {i, j, k} este:

cosf 0 sind L

Ay = 0 1 0 |, Rip(OP)=zi+yj+zk.

—sinf 0 cosf

Deci:
x’ T x’ cosf§ 0 sinf x
y|=4y|=|v]=( 0 1 0 ]|y
2 z 2 —sinf® 0 cosf z

/ , 1 +\/§
' =zcos§ +zsing 55—25” 22
Royz : ¢y =y =y =y
2/ = —wsin§ +zcos § z’:—ﬁx—f—lz

Mai avem de determinat ecuatiile simetriei ortogonale fatd de planul 7. Pentru aceasta consideram P” (x',y’,2') €

" "

Esi P'(z",y",2") = s, P'. Observam urmitoarele:

PP 1 " —
T PP |oy— PP ]
Oy L«

Putem scrie ecuatiile dreptei P’ P

"

:x/
:yl+t

:Z’

"

x
PP :qy
z

"

1"

Determindm valoarea parametrului ¢ folosind faptul c este mijlocul segmentului [P’ P | i se afld in planul 7. Din

. ’ " 1 " ’ 1" 2 ’ t
Py mijlocul lui [P'P"] obtinem P, (x —12—:10 ,y —;y ,Z —;Z > = (:C/, y2—|— ,z')

2y 4+t

Din Py e — —2=0—-2y+t=4—-t=4-2y".
Ecuatiile simetriei devin:

"

z =2a
1"
. /
Sriqy =4—y
17 /
z =2z

In final compunerea dintre cele doua izometrii are ecuatia:

.1 V3

fE”:ifL“f’ 72’
SroRoyz:qy =-y+4

% 3 1

z :—ix—i—fz

2 2



(3) Consideram:
(31) P(z,y,z2) ELN Py, ) s Py, ).
incepem cu ecuatia simetriei ortogonale fata de planul «. Pentru aceasta observam ca

/ SO0 o
PP 1L a— PP || N, =(1,2,-1).

Scriem ecuatia dreptei PP’ :

' —x I — 2=z V=24
(32) (PP): — :y2y: =ty =2%+y tcR
Z=—t+z
" 1 1 )
Punem conditia ca Py = §P + §P’ € a. Obtinem:
' +x y+y 24z —r—2y+z2-—1
2 — 1= St = — .
(33) 5 + 5 5 + 0 3
Ecuatiile simetriei ortogonale sunt:
o 20 —2y+z—1
3
(39 Sui{y o THoiE2C?
o r+2y+22+2z+1
B 3
Ecuatiile translatiei sunt:
2 =2 =2
(35) taiqy =y +1
Z// — Z/
In final:
" 2.13 — 2y +z — 7
S T
no —2xr — 2 1
(36) taoSu:dy = T y3+ z+
no x4+2y+2z+224+1
z =

3

Ezercitiul 3. In raport cu un reper ortonormat pozitiv R = {O;E,j, l_f} in £3 se considera aplicatia f : E — F data prin
ecuatiile

= $7
’ V3 1
2y +f527
/ 1 3
o PLAEC IS

Sa se verifice ca f este o izometrie si determinati izometria.

Solutie: Incepem cu observatia ca ecuatiile aplicatiei pot fi scrise sub forma

o 1 0 0 .
X' =AX+B- |y | =0 2 L ||y
4 0o 1 _§ z

Se observa ca B = O3 ;1 — nu avem termeni liberi. Am obtinut ca f este morfism. Verificam daca aplicatia asociata este
ortogonala:

1 0 0 1 0 0
(37) A-At=1o0 @ z -10 ? z =13 — 7 ortogonald, deci f este izometrie.
o b -2) bl
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Calculam valoarea determinantului pentru a stabili daca avem o deplasare sau o antideplasare:

1 0
(38) detA = |0 § 3 | =—-1<0— f antideplasare
o L1 _
2 2
Determinam multimea punctelor fixe:
(39)
T =z, T =ux, 0=0
f)=0—<y= \/5 +1iz, — y<1—73>+%2’:07 — y(\/§—2)+220
z—%y 3z by+ (- -1)z=0 —y+ (V3+2)2=06y(Vi-2)+2=0

Deci obtinem o infinitate de puncte fixe toate apartinand planului « : y <\/§ — 2) + 2z = 0. Izometria obtinuta este simetria

ortogonala fata de planul a: S,,.

-1
Ezercitiul 4. Fie dreapta d : % _Yy_z 0 Scrieti ecuatiile rotatiei in jurul lui d de unghi orientat il

=l

Solutie: Observam ca A(0,0,1) edsia = (1,1,0) € 7 Fie P(x,y,z) € E. Dorim s identificim coordonatele rotatiei
Rap, 7qg = A+ta, t € R. Este evident ca A reprezinta un punct fix pentru rotatie.

d
Pra(AP)
Jay® X 1
M — Raa(P)
Atunci:
(40) P' = Rug(P) — AP’ = Rag(AP) — P' = A + Rag(AD)

i

lal]

() oo~ AP~ o = 7P - AL,

Prin urmare

a
a. Consideram

Amintim ca Praﬁ 5

(42) Ry (1) = cosBuvy + Sﬁnﬁ( v1).



In final se obtine:

11

AP,a)_ sind
(43) Rag(AP) = ProAP + Ro(t1) — Rag(P) = A+ cos AP + (1 — cos@)<|||’|2a>d n %(a x AP)
a a
Vom inlocui in formula scrisa anterior. Avem:
lla|l = v2,
ﬁ:(a%yvzil)a
ﬁ,a =x+y
(44) PR a =ty
T k
axAP=1 1 0 =(z-1L1-—zy—x)
r y z—1
Deci:
’ 0 x 1 z—1
2 — 2 1
(45) R (] = (o] 2 4 )+ @ty (1] +2|1-2
4 / 2 4 2
z 1 z—1 0 Y-

Ezercitiul 5. In raport cu un reper ortonormat pozitiv R = {O; 7, l_f} in £3 se considera aplicatia f : E — E centro-afini

de centru O si a carei aplicatie liniara indusa 7 : B — ﬁ are in raport cu baza reperului matricea

A:

no D= D=
e

Sa se arate ca f este o rotatie.

V2 1
2 2
V21
Y
0 %5

Solutie: Demonstram mai intai ca aplicatia prezentata este un morfism. Este suficient sa rescriem ecuatiile sub forma

matriceala:
1
x’ 5
rl = | 1
(46) y1=1 3
Z V2
2
Verificam daca matricea asociata este ortogonala:
1 _v2 1
S R A
(47) Ad =15 % -3
V2 0 V2
2 2

V2 1
_\/? -1 T
2 1
HE TN
0 5 z
1 1 V2
2 2 2
% ? 0 | = I3 — f izometrie
_1 1 2
2 2 2

Calculam valoarea determinantului matricii pentru a ne asigura ca lucram cu o deplasare:

(48)

U
)
~
b
|

_V2
2
V2
2
0

m‘%w\»—- N[

o

M‘% [
DO o=

Studiem multimea punctelor fixe ale acestei deplsari:
(49) AX:X—>(A—13)X203—>

Obtinem urmatorul sistem omogen:

—_

o

(50)

N =
M‘§ 8 |
8 4+ =8

+

1 1
=3 + 5= 1> 0 — fdeplasare.
V2
-3 a7 -3 x 0
1 2 1 —
LN VAT
T 0 g1\
Va1
2 V2%
-1 1
y—52=0
-1
z=0
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Deoarece det(A — I3) = 0 rezulta ca sistemul este compatibil nedeterminat. Alegem:

(51) 5=

2
(?1) #0—rang(A—1I3) =2<3

Avem y, z necunoscute principale gi x = ¢t necunoscuta secundara. Sistemul devine:

V2-1 1 1
y

——z=—=t
(52) 2 2 2
v2a-1 ﬁt—) V2 ¢
7= —— z =
2 2 1—+2

Inlocuim in prima relatie si obtinem:

V2 -1 1 V2 2v2 -1
(53) y = <1ﬁ1>t%y(1\@)2t

2 72
Am obtinut o infinitate de puncte fixe toate apartinind dreptei de ecuatie:

=1,

2v2 -1
(54) d: YT T 1R teR
V2
-7

z t

2v/2 — 1

Mai avem de determinat unghiul rotatiei. Consideram o schimbare ortonormata de baze astfel incata = | 1, —

vectorul director al lui d, sa devina primul vector al noii baze si cele doua baze sa fie la fel orientate. Urma lui f are in
raport cu noua baza matricea

1 0 0
(55) A'=10 cosf —sind
0 sinf cosé

Cele doua matrici sunt asemenea deci au acelasi polinom caracterisic:
(56) par(\) = det(A" — M3) = (1 — A)(A\? — 2\ cos 6 + 1),

deci avem valorile proprii 1, cosf + isinf.
Determinam polinomul caracteristic pentru A. Acesta va avea valorile proprii 1, a 4 ib. Determinam valoarea unghiului
din conditiile:

(57) C'OSQ =a
sinf = b

In cazul de fata

>

SEN
=

(SIS
w‘ﬁw\»—t |
>

(58) det(A — N3) = = (A= 1)(=2\ + (-1 +2V2)) - 2).

| ol

>

Se obtine valoarea proprie 1 gi inca doua valori proprii care ne ajuta sa determinam unghiul.

Ezercitiul 6. In raport cu un reper ortonormat pozitiv R = {O; 7, /_s} in £3 se considera aplicatia f : E — E centro-afini

de centru O si a carei aplicatie liniara indusa ? : ﬁ — ﬁ are in raport cu baza reperului matricea

1 1-v3 1+v3
3 3 3
1+v3 1 1-v3
A= 3 3 3
1-V3 1+ \/g 1
3 3 3

Sa se arate ca f este o rotatie.

L A-v2P -2

)
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Solutie: Observam ca f se poate scrie matriceal sub forma:

/ 1 1-v3  14+V3
L 3 3 3 T
(59) X' =AX = |4 | = 1‘*‘3‘/3 3 1—3‘/5 y | — f morfosm
z 1-v3 143 1 z
3 3 3
Mai avem de verificat dacd matricea A ete ortogonala:
1 1-v3 143 1 1+v3  1-v3
3 3 3 3 3 3
(60) AAT = 1+3‘/§ 3 1*3‘/§ 1*3\/5 3 1+3‘6 = I3 — [ izometrie.
1-v3 143 1 1+v3 1-V3 1
3 3 3 3 3 3
Studiem multimea punctelor fixe asociate izometriei:
2 1-V3 1+V3
—3 3 3 z 0
(61) Fay2) = (ry2) » (A—L)X =05 — | 18 2 12v8 | [y) — [g
1-v3  1+v3 2 z 0
3 3 3

Se observa ca det(A — I3) = 0 deci sistemul este compatibil nedeterminat. Alegem

_2 1-V3 2
(62) 0= 1+\% _32 :§#O—>rang(A—Ig):2<3
3 3

Avem z, y necunoscute principale gi z = ¢ ne cunocuta secundara. Sistemul devine:

(63) {—5“1_:/51/——”5515
14+v/3 2, — _1=v3
3T gy=-—3t
Se obtine x = y =t deci o infiniate de solutii toate apartindnd drepteide ecuatie:
=t,
z2=1

Mai avem de determinat unghiul rotatiei. Considerdm o schimbare ortonormatéa de baze astfel incat a = (1,1, 1), vectorul
director al lui d, sd devina primul vector al noii baze si cele doua baze sa fie la fel orientate. Urma lui f are in raport cu
noua baza matricea
1 0 0
(65) A =10 cos) —sind
0 sinf cosf
Cele doua matrici sunt asemenea deci au acelasi polinom caracterisic:
(66) par(\) = det(A — \3) = (1 — \)(\* — 2\ cos 6 + 1),
deci avem valorile proprii 1, cosf =+ isin 6.

Determinam polinomul caracteristic pentru A. Acesta va avea valorile proprii 1, a 4 ib. Determinam valoarea unghiului
din conditiile:

(67) {cosﬁ =a

sinf =b
Avem:
%_ A 1—3\/5 1+3\/§
(68) det(A— M) = [ 118 L\ 1281 — (A—1)(\* +1)
1-v3  14+v8 1y
3 3 3
Obtinem valorile proprii Ay =1, Ay 3 = %i. Deci:
cos =0 7r
69 0=
(69) {sin@ =1 2

Exercitiul 7. Determinati ecuatia generala a planului

(70) 7' = Roy,z(m), m:x+y+22+1=0.
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Solutie:
Metoda I Se obseva ci P(0,—1,0) € 7 §i N = (1,1,2). Prin urmare planul 7’ va trece prin P’ = Roy, = (P) ( observim
ci P apartine axei de rotatie) si va avea directia normald data de N = R: = (N).

Iz
! cosf 0 sinéd x g 0 @ 0
(1) Roy=(P): | v | = o 1 0 |-fyl= 0 1 0 —1| = P'(0,-1,0).
2 —sinf 0 cosé z _g 0 % 0
Analog;:
V2o 2 1
_ 2 2 _ 2 2
(72) Riz(No={ 0 1 0 |-(1 aNﬁ/:<f+¢§,1,—f+\/§>.
I 5 2 2

Scriem ecuatia generald a planului 7 determinat de P si directia normald N :

(73) (77'):(?—&—\@)x—l—y—i—(—\f—k\/ﬁ)z—l—l:o.

Metoda II: Din ecuatia generala a planului 7 scoatem ecuatiile parametrice:

=1
(74) miey=—t—2s—1 ,t,seR
Z2=35
Deci vectorii @ = (1,—1,0), v = (0,—2,1) si P(0,—1,0) € Oy determina planul 7. Calculdm:
2 2 V2
20 g 1 2 20 P 0 2
(75) @' = Rjz(a)= 0 1 0 1= -1 |,7=R;=(0) = 0 1 0 -2 =1-2
V2 g &2 0 _V2 V2 g &2 1 V2
2 2 2 2 2 2

Obtinem ecuatiile parametrice ale planului (7”)
/ 2 t"’ D) S

xr =
(76) (): Ry =—t—25s—1 ,t,s€R.
_ V2 V2

Ezercitiul 8. In raport cu un reper ortonormat pozitiv R = {O;i,7,k} In £3, scrieti ecuatiile urmétoarelor rotatii:

(1) rotatia in jurul axei Oz, de unghi orientat o = Z,

(2) rotatia in jurul axei Oy de unghi orientat § = —7,

(3) rotatia in jurul axei Oz de unghi orientat v = 7.

Tema:

Exercitiul 9. Determinati ecuatiile urmitoarelor izometrii in £3:

(1) miscarea elicoidala Roy, =z o tg, @ = 4j;

(2) rotosimetria Sy 0 Rog,z, m: © —4=0;

(3) alunecarea tz0 Sy, a=—i+j,a: z+y+1=0.

Tema:

Ezercitiul 10. In spatiul afin euclidian orientat £3 se dau, in raport cu un reper ortonormat pozitiv R = {04, 5.k},

dreptele
X _Y-2 Z 6'5—}/_1— Z

d2 2 47 4 1 -1

giplanul «: X +2Y —22+1=0.
(1) Scrieti ecuatiile simetriei ortogonale S, fata de dreapta d si ecuatiile simetriei ortogonale S, fata de planul a.

(2) Verificati ca cele doud simetrii ortogonale sunt aplicatii involutive.

(3) Apoi determinati ecuatiile lui Sy(9) si So(0).
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