Seminarul 8
Izometriile planului si izometriile spatiului afin euclidian £ - Recapitulare

Ezercitiul 1. Se considera dreptele d : x +y = 0sgi 0 : x —y + 2 = 0. S& se studieze ce se obtine prin compunerea
urmatoarelor izometrii: Sy 0S5 g1 Ss 0 Sy.

Solutie: Vom incepe cu studierea compunerii dintre Sy o S5. Pentru aceasta consideram urméatoarea schema:
(1) P(z,y) =% P2 y) 5 PP (27, y7)

Mai intai vom scrie ecuatiile simetriei ortogonale fatd de dreapta §. Deci vom considera P’ = ssP. In cele ce urmeaza
suntem interesati de coordonatele punctului P’.

Pentru a identifica aceste coordonate vom proiecta mai intai punctul pe dreaptd si vom obtine punctul Py apoi vom
considera acest punct mijlocul segmentului ce are drept extremitati punctul si simetricul lui P.

Se observa cd dreapta PP’ este perpendiculard pe dreapta 4, intersectia celor doud fiind chiar proiectia punctului P.
Avem:

— _
(2) PP 16— PP | Ny=(1,-1).
Deci:

/ — t
(3) pp T T R

y=-t+ty
Urmatorul pas este identificarea parametrului ¢ € R. Pentru aceasta observam ca Py € ¢ si Py mijloc pentru [PP’]. Deci:
! ! 2 t 2y —t
(4) Py (T2 YY) gy (2
2 2 2 2

Din

2c+t 2y—t
2

Inlocuim valoarea parametrului in (3) si obtinem ecuatiile simetriei ortogonale fata de dreapta 9 :
=y—-2
(6) S(; . { , Yy

Intr-o maniers asem#ndtoare vom proceda pentru a determina ecuatiile aimetriei ortogonale fata de dreapta d. Pornim
cu P'(z',y') pe care dorim si il simetrizdm fata de dreapta d pentru a obtine P* = s4P’. Fie P} = prqyP’ = P"P' Nd.
Deoarece P'P” 1. d — P'P” :

”:t /
(7) {x T eRr

(5) P0€(5—>

+2=0—=t=—-x+y—2.

y77:t+y/

Vom obtine valoarea parametrului ¢ utilizand informatiile referitoare la Pj. Mai exact, deoarece P} este mijlocul segmenului
[P'P”] otinem:

Jj”"’x/ y”_|_y/ 2$/+t 2y/+t
8 P — P!
(8) 0( 2 9 0 2 72
Fiindca
20+t 2y +t
(9) Pled— 20y W g o oy

2 2
1



Inlocuind valoarea parametrului ¢ in (7) obtinem ecuatiile simetriei ortogonale fata de dreapta d:

. = _y/
(10) Sd : { 9 /

Yy =-z

. L. = —x—2
Sa analizdm acum compunerea Sy o Sy : .
Yy =-y+2

Verificam mai intai daca aplicatia obtinuta este o izometrie. Pentru aceasta:

(1) SgoSs: f(X)=AX+B <& (z:) = (_01 01) (x) + (_22> = S, 085 morfism.

Y
-1 0 -1 0 10
. () v t _ . — . .
(2) Verificam dacd AA" = I, < ( 0 _1) ( 0 _1) (0 1) = S4 055 izometrie.
Mai departe dorim sa determinam tipul izometriei. Calculam:
-1 0
detA = 0 _1:1>0HS,10S5
deplasare.
Identificam punctele fixe prin rezolvarea sistemului:
=z —r—2==x r=-—1
(11) . — —
Yy =y —y+2=y y=1

Am obtinut un unic punct fix deci izometria Sy o0 S este rotatia de centru Q(—1, 1). In continuarea vom determina unghiul
din relatiile:

=1
(12) cosd S0=n.
sinf =0

Am obtinut ca S40 55 = Ro.x.
Sa analizam centrul acestei rotatii. Mai precis sa observam cad d N d =  deci centrul este chiar punctul de intersetie a

celor doua drepte perpendiculare.
Sa analizam acum compunerea Ss o Sy:

Sa S RN PRI x/:_y z” :y/_2
(13) P(x,y) =% P'(a',y) == P7 (27, y7), 84, R AR S
Y =-—x Yy = +2
Deci:
Y — 9
(14) s;sosd:{; 77;2 — 85084 = Ror.

Ezercitiul 2. Fie dreptele d: z =151 6 : v/3z 4+ y = 0. Si se studieze compunerea dintre simetriile ortogonale fati de cele
doua drepte adica: Sz o Ss, S50.5;.

Solutie: Vom incepe cu studierea compunerii dintre Sy o S5. Pentru aceasta:
(15) P(a,y) % P'(a/,y) 24 PP(2",y").

Pentru a scrie ecuatiile simetriei ortogonale fata de dreapta ¢ vom identifica coordonatele simetricului punctului P fata
de dreapta 6 : P/ = ss5P.

— _
Avem PP’ L § — PP || N5 = (v/3,1)

(16)

/I
PP’:{”” =V3ite |, _p

Yy =t+y

Consideram Py = prsgP = PP’ N§. Deci Py este mijlocul segmenului [PP’]. Avem:

/ / 2 2
an Po(x+x y+y)_>P0( z+ /3t y—i—t).

2 72 2 72
Din

1 3 1
20%2\/§I+3t+2y+t20%t:71 (2\/§x+2y) :fgxffy

2x + /3t 20+t
* 2

(18) Pyed—+3 5 5




Inlocuim valoarea parametrului in (16) si obtiem ecuatiile simetriei ortogonale fata de dreapta o:

13

T=—cr——/—y

1 . 2 2

(9) 56 /__@x_i_l
Yy = 9 2y

Ne indreptam atentia asupra ecuatiilor simetriei ortogonale fatd de dreapta d. Pentru aceasta pornim de la P’'(z’,y’) si

— _
dorim sd determindm coordonatele simetricului fatd de dreapta d: P” = s4P’. Deoarece P'P” L d — P'P” || Ng = (1,0).
Deci:

b)) i t /
(20) ppr Yt TR
y =y
Stim cd Py = prqP’ = P'P” Nd. Deci:
2 / W / 2 / t
(21) B(T ) s r (B )

Din Pled—2r+t=2—1t=2-2a".
Inlocuim in (20) si obtinem ecuatiile simetriei ortogonale fata de dreapta d:

@ =2—1,
w !
y =y

(22) Sd . {

1
2=+ —y+2
Determinam acum compunerea dintre Sg o Ss : 2 3 2

Yy =—5rtgy
Sa studiem daca Sy o Ss este o izometrie. Avem de verificat urmatoarele:

x” 1 V3 T 2
(1) fX)=AX+B< v )= 2 2 Y +lo) ™ Sgq 0S5 morfism.
2

S

2
(2) Verificaim dacd A este ortogonala:

N|—=
o
[\D\b—‘[\.’)‘%
w

2

1 V3
(23) AAY = ( ) (fg 2 ) = Iy — S40Ss izometrie.
VAR

2
Sa determinam tipul izometriei. Pentru aceasta calculam valoarea determinantului matricei A:
V3
2
1
2

(24) detA = =1>0— S;50.5;s deplasare

1\3‘ N
=

Analizam multimea punctelor fixe pentru a ne putea pronunta asupra naturii izometriei.

1 V3

=z —sr+ 5y =-2 r=1
25 — 2 2 —
gy =0

Deci izometria are un unic punct fix Q(1, —v/3) prin urmare discutim despre o rotatie de centru €2 si unghi 6. Mai avem
de identificat unghiul rotatiei. Pentru aceasta vom utiliza matricea A

1
cosf = -

(26) 2 Sy —
L 3
sinf = —

| S

Am obtinut Sz 0S5 = RQ)%.

< .y S, s
S4 analiz&m acum compunerea Ss o Sy : P =% P 2% P” cu:

=2—-x T =—5%
2 : ’ : 2
27 > {y’=y SR TG
2



De aceasta data obtinem:

9 1 \/§
x

=—zrz——y—1
(28) S5 08q: %/3 21
yi=getgyV3

Verificam daca aplicatia obtinuta este o izometrie. Avem de strabatut urmatoarele etape:

o\ (L - (e[ 1
(1) f(X):AX-I-B@(y,,): é 12 <y)+ 3 — S5 084 morfism.

2 2
(2) Mai avem de verificat dacd matricea A este ortogonald, deci:
1 3 13
(29) Ax Al = 7 2 %5 1 | =12— 550854 izometrie.
2 2 2 2
Observam ca:
L3
detA = \% 12 =1>0— S5 0.5, deplasare.
2 2

Studiem multimea punctelor fixe prin rezolvarea sistemului:

=z —5r——y=1 r=1
30 — 2 2 —
( ) {y”:y \/g 1 {y:—\/g
2

Se observi din nou existenta unui unic punct fix Q(1, —v/3) cu © = § N d. Prin urmare vorbim despre o rotatie de centru
Q si unghi 0 : Rqp.
Mai avem de identificat unghiul. Pentru aceasta cu ajutorul matricei A obtinem valorile pentru sin gi cos :

cosf = 5 -
sinf = —
2
Exercitiul 3. Fie dreptele d: x +y =081 6 : x +y+ 2 = 0. Sa se studieze compunerea dintre Sy o S5 si Ss 0 Sy.
Solutie: Vom incepe cu compunerea Sy o S5. Pentru aceasta consideram:
(32) P& pra, pr

Prin urmare dorim mai intai si scriem ecuatiile simetriei ortogonale fatd de dreapta §. Pentru aceasta pornim de la
punctul P(x,y) si il simetrizam fata de dreapta 0. Pentru a obtine simetricul acestuia mai intai il vom proiecta pe dreapta
d si vom gasi Py = PP’ N6, Py = pryP. Avem toate informatiile necesare pentru scrierea ecuatiilor dreptei PP’. Deci:

g
(33) pp T T er
Yy =y+t

Py este mijlocul segmentului [PP’] prin urmare Py (%”’/, %y,) — B (@, @) . Valoarea lui ¢t va fi obtinutd din
faptul ca Py € d:

(34) e +t+2y+y+2=0—-t=—-x—y—2
Inlocuim in (33) si obtinem ecuatiile simetriei ortogonalre fata de dreapta 0 :

¥ =—-y—2
(35) S { !

Yy =—x—2

Continudm cu ecuatiile simetriei ortogonale fata de dreapta d. De aceastd datd pornim cu P’(z’,y") Sy pr (2”,y”). De
aceastd datd P = d N P'P” = pryP’. Putem scrie ecuatiile dreptei P'P” :

2 =t+a
(36) PP ., , HteER
y =t+y
Deoarece P} € d rezulta t = —2’ — 3. Asadar ecuatiile simetriei ortogonale fatd de dreapta d sunt:

. = _y/
(37) Sd : { » _ /



Putem scrie acum ecuatiile compunerii celor doua simetrii:

77: 2 ”: 2
(38) SioS5:d” TITY gog, T T
Y =y+2 Yy =y+2

Prin urmare de aceasta data vorbim despre o translatie. A se observa ca spre deosebire de celelalte exemple in cazul de
fata dreptele propuse sunt paralele, motiv pentru care compunerea celor doua simetrii a condus catre o translatie.

Ezercitiul 4. Sa se studieze compunerea dintre Rg = si Ro, = pentru €(1,0).

Solutie: Dorim sa studiem compunerea dintre RQ’% o Rgg. Deci avem:

Ra,ZT R,
(39) P(x,y) AL T P2 y) —> > P”( 7y,

Vom incepe cu ecuatiile rotatiei de centru € i unghi 7 :
! V2o y2 x—1 1
(10) RQ,Z.(y,):@ )(y - (1
Analog obtinem:
9 \/g 1 /
x X2 —3 ' =1 1
2 2

Din compunerea celor doua rotatii se obtine:
(42) RQ7% o RQ_% .

Sa analizam tipul aplicatiei de mai sus:
z’ V6 _ V2 V6 V2
(1) Observam cd f(X) = AX + B < (y”) = | % % A \/T%

Rq, = morfism.
(2) Verificdm dacd matricea A este ortogonala:

. V6 _ V2 V6 _ V2 V6 _ V2 V6 V2 _ )
(43) AA* = é—i—é j_é _3_472 E_é = I = R,z o Rg = izometrie.
1 1 1 1 1 1 1 1

Observam ca:

(44) detA =

4 4

VR AR
. o = 1 1 —1|z— <4 + — 1 y+T+1—O o1
) V= V6 ﬁ) _(x/é_ﬂ_ v B, =0

Prin urmare am obtinut o rotatie care are acelasi centru ca cele doua rotatii propuse spre analiza: Rg 9. Componentele
matricei A ne furnizeaza urmatoarele informatii referitoarel la unghiul noii rotatii:

VB V3

cos&—— —
4 4
1o sinf = @-i-@
4 4
Observam urmaétoarele:
V6 V2 V3V2 142 T T LT T <7T 7r) T
— =~ —c0oS—COS— —sin—sin— =cos | = + — | =cos —
(47) 4 4 2 2 2 2 3 4 3 4 3 4 12 -
V6 V2 VY2 LV2 T s T T ™
1 1= 9 3 575 cosgsm4 s1n30054_s1n 3t 1 _s,m12

unghiul rotatiei este suma unghiurilor celor doua rotatii—+ Roq © Ro.g = Ro,a+3-



X Y Z-1 X -1 Y Z -1
Exercitiul 5. Sa se studieze ce se obtine prin compunerea S40.Ss pentru d : T=1° 1 sid: 0o -1 1
Solutie: Vom utiliza urmétoarea schema:
(48) P(z,y,z2) N P'(z',y,2") Sy pr (x7,y7,27).

Vom incepe cu ecuatiile simetriei fata de dreapta §: Ss. Dorim si identificim coordonatele simetricului punctului P(z, y, 2)
fatd de dreapta §: P(2',y’,2') = ssP. Mai intéi trebuie sd obtinem proiectia punctului P pe dreapta . Aceastd proiectie
va fi intersetia dintre dreapta si planul care contine punctul si este perpendicular pe dreapta.

Deci Py =prsP=6Nn, 7 L§, Pem. Dinm L J— N, | (0,-1,1)

(49) 7 (X—-2)-1- Y —-y)+1-(Z-2)=0
Avem:
X=1
(50) 5N =t teR—t+t+1+ 0o t=2(y+z-1)
VI y —zZ= =5\ = :
Z=t+1 Y 2\

y—2+1 —y+z+1
2 ’ 2
Se obtin astfel coordonatele:

Obtinem P, (1, ) . Mai mult Py este mijlocul segmenului [PP’], deci P+ P’ = 2Py — P' =2P,— P’

=2-x
(51) Ss:y =—z+1
Z=—-y+1
In cele ce urmeazi vom determina coordonatele simetricului punctului P’ fata de dreapta d : P” = SyP’. Pentru aceasta

consideram P}, = prqP’ = dN7', n' 1. d, P’ € d. Decarece 7’ | d — N || d = (1,1,1). Deci (7') : X +Y +Z—a' —y/ —2' =
0. Sa calculam acum intersectia dintre dreapta si plan:

X =t

Y=t Tty +2 -1
(52) dnx - Ht:w

Z=t+1 3

X+Y+Z—a —y —2'=0

1 1 1 11 1 1 1 2
Avem urmatoarele coordonate pentru P} <3$’ + §y/ + gz' -3 gx' + §y/ + gz’ — 3 gx’ + §yl + 32’ + 3> Obtinem:
x”_*ECﬂ/‘F /+gz/7g
- 2 3 1 Sy 2 3 2 3
(53) Sq: sy =2’ — =y +=2' — =
g b 4 g
P—— + 7y/ _ lzl 4+ =
3 3 3 3
In final:
L 1 2 2 2
=-r—-y—-z— <
3, 3, 3, 3
(54) Sq0Ss y”:_gx_§y+§z+]_
» _ - _ _ 3
TR L L
Sa verificam daca aplicatia obtinuta este o izometrie. Observam urmatoarele:
z” % 7% —% T 0
1 [y | = 73 - 3 y|+ 1] — SqoSs morfism.
) 1 2
z -5 3 3] \# 3
1 _2 _2 1 _2 _2
3 3 3 3
(2) Verificaim dacid A este ortogonala AA! = —% —g 1 —% —g % = I3 — S50 Ss izometrie.
1 2 1 2
3 3 3 3 3 3



Calculam valoarea determinantului matricei A pentru a ne putea pronunta asupra naturii izometriei.

(55) detA = |— = |=1>0— S308s deplasare.

1 2 2 2 2 2
x x x 5 —5 —3 T 0 -z -5 —3 T 0
56 | LU B 1 382 Y
(56) vil=tvl v =3 5 o5 lY) T 173 3 allv)=
2" z z -3 % f% z 3 -3 % f% z -3

Sa studiem compatibilitatea sistemului prezentat anterior. Se observa ci det(A — I3) = 0 dar rangA = 3 deci sistemul

este incompatibil, nu avem puncte fixe. Ne aflam in cazul compunerii dintre o rotatie si o translatie:Rgp o tz, @ € d.
Deoarece rotatia are aceeasi urméa cu compunerea prezentata anterior vom determina vectorul director al dreptei in jurul
careia se efectueaza rotatia prin rezolvarea sistemului:

0 2 _2 _% x T =2t
(57) 0] = —% —1§ 15 y| = Sy=t ,teR.
0 -5 3 —3) \# z=t

Prin urmare avem
f(X)=X+t(-2,1,1), teR.

Vom dori sa identificam valoarea scalarului ¢ din egalarea urmatorului determinant cu 0.

_2 _2 2% 9

(58) B N | P
3 t—3 3
3

Deci vectorul cu care efectuam translatia este @ = (%, —%, —%) . Identificam acum dreapta din rezolvarea sistemului:
(59) = (d):Sy=t-1 teR.

{ r=—-2t+3
z=1

—2r—-5y=—-t—-1

Pentru a finaliza mai avem nevoie de unghiul de rotatie 6. Acesta se identifica cu ajutorul valorilor proprii asociate
matricei izometriei. Vom avea valori proprii 1, a & bi. Deci cosf = a, sinf = b.

1y 2 _2 o_ 1
3 3 3 - _
(60) det(A—Nz)=| -2 —2°x L J=o-nA+1)25{" S0=r.
3 1 —2_ sinf =0
3 3 3
A se observa ci dreptele propuse spre analiza sunt perpendiculare (d,§) = 0.
X Y Z-1 X-1 'Y Z
Exercitiul 6. Sa se studieze compunerea dintre Sy o S5 pentru 9 : T3~ 3 sid: — =3 3
Solutie: Vom proceda ca in cazul problemei precedente:
(61) P(z,y,z2) LN P'(z',y,2") Sy pr (x7,y7,27).

incepem cu ecuatiile simetriei ortogonale fata de dreapta §. Pentru aceasta consideram Py = prsP =7nN4J, # L §, P € m.
Obtinem:

(62) 7: X+2Y+3Z—2—2y—32=0.

Determinam acum coordonatele proiectiei punctului pe dreapta prin intersectarea acesteia cu planul perpendicular pe
dreapta care trece prin punctul P.

X=t

Y =2¢ 2y+3z -3
(63) SNx: _)t:_u

Z=3t+1 14

X+2Y+3Z—-2—2y—32=0.



Deci:

(64) P, (

T+2y+32—3 z+2y+32—3 3x+6y+92+5
14 ’ 7 ’ 14

Consideram P, mijlocul segmentului ce are drept extremitati punctul P si simetricul acestuia fatd de dreapta P': P’ =
2P() — P:

o —6z + 2y +32—3
B 7
(65) Ss : y,:23:—3y—|—6z—6
o 3x+6y7—i—22+5
a 7

Continudm cu determinarea simetriei ortogonale fatd de dreapta d. Fie Py = prgP' =7'Nd, n’ L d, P’ € 7’. Avem:

X=t+1,
Y =2t '+ 2y +32 -1
(66) 7 _ 3 14

X+2Y+3Z—a2' -2/ —32 =0

Deci

(67) P, <x'+2y’+3z’—1 ' +2y +32 -1 3m’+6y’+92’—3>

14 ’ 7 ’ 14
Deoarece P este mijlcul segmentului [P’ P”] obtinem P” = 2Pj — P’ deci:

—62' + 2y’ + 32+ 13

9

7
27" — 3y + 62 —2

(68) Sq: y’ = -
. 3z +6y +22' -3
z =
7
Putem finaliza acum compunerea celor doua simetrii:
o\ (-8 r 8 ey (%
w | | 28 3 6 / 2
yaa N g 67 Z y/ * g
z 7T 7 7 z -7
_6 2 3 [ _6 2 3 T _3 13
T, G T, Z 7
_| 2 3 2 3 2
I R B O SO 4 A A Ul
T 7 7 707 1) \*F 7 -7
(69) -
3 13
= 1 0 yl+1 % |+ —Z
5
1 0 0\ [z 2
4
=10 1 O y |+ >
0 0 1 z —%

Este evident ca In cazul de fatd am obtinut o translatie. De observat faptul ca dreptele d si § sunt paralele deci prin
compunerea simetriilor ortogonale fata de cele doua drepte sa obtinut o translatie de vector @ = (%, %, —%) . Deoarece
d =6 = (1,2,3) observam ca (d,u) = 0 deci vectorul cu care se efectueaza translatia este perpendicular pe vectorii
directori ai celor doua drepte. Mai mult s& calculam distanta dintre cele doua drepte. Fiind paralele este suficient sa

alegem un punct de pe dreapta 0 si si calculdm distanta de la acesta la dreapta d. Fie A(0,0,1) € 6, B(1,0,0) € d.

] 3 1(2,-4,2)|| _ [24
70 dA,d - = = = ? ? = _—
" W= S vEreE S v 7




Sa observam ca:

V256 + 16 + 24 24 _
YEREEE — 0[S ol = 20

(71) |all = (d; ).

Ezercitiul 7. Sa se analizeze Sy, 0 Sg pentrua:z+y+22+1=0, f:z—y+2=0.
Solutie: Vom considera:
s
(72) P(a,y,2) = P,y #) &5 PP (2 y", )

incepem cu simetria ortogonald fata de planul 8. Deci vom porni cu P(z,y,2) si vom cauta simetricul acestuia fata de
planul 8 : P’ = sgP. Mai intai vom proiecta punctul pe plan obtinand astfel: Py = prgP = PP’ N j. Deci:

=x+t
(73) (PP): Sy =y—t

2=z teR
Deoarece Py mijlocul segmentului [PP’]:

z+x y+y z+2 2r+t 2y —t

74 P — P, - .
(74) 0(2’2’2 "\T2 T2 7
Vom determina valoarea parametrului ¢ impunéand conditia ca Py € 5. Deci:
(75) 2e4+t—2y+t+4=0—-t=—x+y—2
Putem scrie acum ecuatiile simetriei ortogonale fata de planul S :

=y—2
(76) Sgiy =x+2

2=z
Continudm cu ecuatiile simetriei ortogonale fatd de planul . Vom considera P” = s, P’. Din nou este necesara determi-

narea proiectiei punctului P’ pe planul @ Avem P} = pr, P’ = P'P” N a. Obtinem

=o'+t
(77) PP v =y +t t e R.
27 =z +2t

Mai mult, P} este mijlocul segmentului [P’ P”] deci:

P 2 +x Yy +y 2+2 P 2" +t 2y +t 22/ + 2t
0 2 2 72 0 2 2 72

—x' -y -2 -1

3

Stimcd Plea—t= . Putem scrie acum ecuatiile simetriei ortogonale fata de planul a:

20—y 22— 1

xﬂ

3
—x' +2y 22 —1

(78) Sa : y” = 3
—2x' — 2y — 2/ -2
3

9




10

Finalizam cu ecuatiile compunerii celor doua simetrii ortogonale:

9 2 1 2 1
: AN AN O
9 — 4 & __ 4 / 4
y77 B % 32 % yl + %
z 3 T3 T3] \* -3
2 1 2\ [ 1
2z -1 -2 0 1 0\ (= —2 -1
I L _i
=13 3 -3 L0 o) {y)+(2|+|-3
2
(79) 1 2 2 )
-1 2 _2 x _9 _1
2t 3 i
=35 -3 —5|ly|+|2]|+]|—3
PR 0 3
3 T3 T3] \* ~3
1 2 2 7
B8 T3 (° 3
2 1 5
= = — = —= —|— =
BCT B Z )
3 3 3 3

(1) Este evident ca rezultatul obtinut este un morfism potrivit scrierii matriceale.
(2) S& vedem acum dacd matricea asociaté este ortogonala:

2
3

S
|
|

—
wWIn

W=
|

W=
—
|

(80) AA = = I3 — S, 0 Sp izometrie .

[~}

wl

winowl
OJ\IHOJ\MOJ\M
wlN

witowl
OJ\IHOJ\I\JOJ\M

In cele ce urmeaza vom calcula valoarea determinatului matricei A pentru a stabili daca lucram cu o deplasare sau cu o
antideplasare.

COI—00| Do b

(81) detA =

=1>0— S, 0 Sp deplasare.

Vom analiza multimea punctelor fixe pentru a ne putea pronunta asupra tipului izometriei identificate:

_a2 2\ /g 7
3 3 3 3
82 2 4 2 — | -5
(82) T R | 3 2°
3 3 3 3
Se obtine det(A — I3) = 0 — rang(A — I3) < 3 Mai mult:
_4 2 7
3 3 3
83 2 _4 _5l_9
(59 R B
3 3 3
_4 2
Deci sistemul este compatibil nedeterminat. Alegem § = | 33 34| # 0 — rang(A — I3) = 2 — x, y necunoscute
3 3
principale si z =t € R necunoscuta secundara. Sistemul devine:
7 —_4_3
—2x+y=t+ = = 2
(84) 52 —Sqy=-t+i, teR
r—2y=t-— 5 b=t
Avem infinitate de puncte fixe toate apartinand dreptei de ecuatie:
rT=—t— %
(85) d:qy=—t+3%, teR
z=1t

Mai avem de identificat unghiul cu care se efectueaza rotatia. Consideram o schimbare ortonormata de baze astfel incat
a = (1,1,1), vectorul director al lui d, s devind primul vector al noii baze si cele doua baze si fie la fel orientate. Urma
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lui f are in raport cu noua baza matricea

1 0 0
(86) A =10 cos —sind
0 sinf cos@

Cele doua matrici sunt asemenea deci au acelasi polinom caracterisic:
(87) par(\) = det(A — \3) = (1 — \)(\* =2\ cosf + 1),

deci avem valorile proprii 1, cosf =+ isinf.
Determinam polinomul caracteristic pentru A. Acesta va avea valorile proprii 1, a 4 ib. Determinam valoarea unghiului
din conditiile:

(88) {costa

sinf =b
Avem:
_1_y 2 _2
3y 13 3 2
(89) det(A — \5) = 5 —3—A -5 [=A=-DA+1)
2 2 17y
3 3 3
Deci cosf = —1 si sinf = 0 rezulta 8 = 7. Mai mult se observa ca planele « gi 8 sunt doua plane perpendiculare care se
intersecteaza dupa dreapta in jurul careia se efectueaza rotatia.
+y+2:41=0 r=—t-3
(90) anp: QT TYTET TR L aily =1+l teRr
z—y+2=0 i
z =

FEzercitiul 8. Sa se studieze Sq 0 Sg pentrua:z+y+22=0, f:x+y+2z+1=0.
Solutie: Avem:
Sp 10 o0 Sa 9 () 0 M
(91) P(z,y,z) — P'(2',y,2") = P (2", y",2").

Vom incepe cu ecuatiile simetriei ortogonale fatd de planul 8. Pentru aceasta P’ = sgP. Identificdim mai intdi Py =
prgP = PP'N 3. Avem:

r=t+z
(92) PP :{y =t+y
2 =2t+z

Deoarece Py mijlocul lui [PP’] obtinem:

Po(x+x/ v+ Z+Z/>*>P0 <2x+t 2y +t 22+2t>.

2 7 2 7 2 2 7 27 2
. —r—y—2z—1 e .. o
Din Bhe—t= — 5 Ecuatiile simetriei ortogonale fata de planul £ sunt:
, 2 1 2 1
¥d=-x—zcy—-z—<=
31 32 32 31
(93) Sy =—sx+sy—sz—=
, 3 8 1 3
Z=——r—-—-y—-z—<
377377373

Continudm cu ecuatiile simetriei ortogonale fatd de planul «. Pentru aceasta vom considera P” = s, P’. Sa scriem ecuatiile
dreptei P'P” :

2 =t+a
(94) PP y =t+y
27 =2t+ 2
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o — 9
Consideram Pj = pro P’ = PP’ N «a. Din P} mijlocul segmentului [P’ P”] obtinem ¢ = I

3
9 2 / 1 / 2 /
R
(95) Sy yn — _gxl + gy/ _ §Z/
o= g 7y/ oy
3 3 3
Sa analizam acum compunerea celor doua simetrii:
» 2 1 2 2 1 2 1
S AT (R e A 1 e A W G O
* » I BT 33 i _3
z 3 3 3 3 3 3 z 3
(96)
10 T %
=10 1 0 y |+ 3
00 1/ \z 2
Am obtinut o translatie de vector @ = (%, %, %) Se obseva ci « || B, u || N4. Deoarece cele doui plane sunt paralele

pentru a determina distanta dintre cele doua este suficient s& alegem un punct din planul « si sa calculam distanta de la

punctul ales la planul 8. Fie A4(0,0,0) € o, d(A,B) = %. Dar ||a|| = g = 2d(a, B).
Ezxercitiul 9. Sa se analizeze ce se obtine prin Rox.% o ROL%.

Solutie: Pornim cu:

R z, T R z, T
(97) P(z,y,2) MR T P2y, 2") e pr (z”,y”,27)
Vom scrie mai intéi ecuatiile celor doua rotatii si apoi vom analiza compunerea celro doua rotatii:
I 1 0 0 x
(98) Rosz: |y | =[0 2 2]y
z' 0 X2 2 z
2 2
z’ 1 0 0 ZC/
(99) Rogz: |y ) =10 @ 5|1y
” 0 1 @ Z/
2 2
Prin compunerea celor doua rotatii se obtine:
ol 1 0 0 x
(100) RosgoRonz: |y | = [0 -2 B2 [y
z" 0 M6 v2 V6_ V2 z
1 4 1 4
(1) Rezultatul anterior este morfism potrivit scrierii de mai sus.
(2) Verificam dac& matricea asociata este ortogonalé:
1 0 0 1 0 0
(101) AA = |0 @ — % 7@ - ? 0 ? — ? ? + % = I3 = Rogz,= 0 Rog, = izometrie.
0 M6, v2 V6_ V2 0 _¥6_ vz 6  v2
1 1 1 1 1 1 1 1

Calculam detA = 1 > 0 — Ropg,z o Roy,z deplasare. Vom analiza mulfimea punctelor fixe asociate, adicd solutiile
sistemului:

0 0 0 x 0 x=t
(102) 0 *{ff— %f—l ;§}§ yl=(0] ={y=0 teRr
2 2
0 F+% K- F-1\V 0 z=0

Rezulta ca avem o infinitate de puncte fixe toate apartinand axei Oz. Unghiul de rotatie se identificid cu ajutorul matricei
A care este o matrice de rotatie in jurul axei Ozx.

g— V6 _ V2
(103) csl=" =% T
sm@z@—}—% 12

Ezercitiul 10. Sa se determine izometria f pentru care fo S, =tgz, m:z+y+2+1=0, u=(1,1,1).
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Solutie: Am demonstrat in seminarul precedent ci S, este o aplictie involutiva deci Sm o S; = Id. Prin urmare
f = ta [0} Sﬂ-.
(104) P(a,y.2) == P'(a'y,2) 5 P (a7, y",27)

S& determindm ecuatiile simetriei ortogonale fata de planul 7. Avem P’ = s, P. Mai intai avem nevoie de proiectia
punctului pe plan: Py = pr.P = PP’ N~.

=x+t
(105) PP :{y =y+t ,teR.
Z=z+1

! ! ! 20+t 2y+t 22+t
Deoarece Py este mijlocul segmentului [PP’] obtinem P, <x T oyty s > - B ( T v+ s > .

2 7 2 7 2 2 7 2 7 2
Identificam valoarea lui t utilizand faptul ca Py € 7 :
—2x —2y —2z—2

(106) QWA t+2y+t+22+t4+2=0—1t= a
Obtinem ecuatiile simetriei ortogonale:
o T—2y—2z—2
3
(107) g y,272x+y—2272
" 3
o —2x—-2y+2—-2
3
Amintim si ecuatiile translatiei:
=2 +1
(108) ta(P): qy" =y +1
27 =241
Prin compunerea celor doua izometrii se obtine:
, xT—2y—2z+1
S T
(109) taoSy: 4y = —2z + y3— 2z2+1
, —2rx—-2y+z+1
z =
3
Sa analizam rezultatul obtinut:
(1)
) 1 2 2 1
N s AN AT
fX)=AX+B& |y | = “3 3, 3 y |+ 3 — ty 0 S; morfism.
9 2 1
3 T3 3 z 3
(2) AA! = I3 — t5 0 S, izometrie.
Sa calculam valoarea determinantului pentru a determina tipul izometriei:
12 _2
10 3 ,
(110) detA = —3 5, 5T —1 — tz o S, antideplasare.
2
3 73 3

Studiem multimea punctelor fixe. Acestea sunt solutiile sistemului:

(111)

|
SISV )
|
(SIS
|

SIS HINJIN
N ey
I
|
CO[HC0 |0 |

Sistemul precedent are o infinitate de solutii, toate apartindnd planului de ecuatie generala:
(112) mix+y+z—1=0.
Ne agteptam la acest rezultat deoarece vectorul este coliniar cu normala la planul propus spre analiza.

X Y Z-1

Ezercitiul 11. Sa se determine izometria f pentru care f o S; =tg, d: T 5 3
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Solutie: Avem:

(113) P(z,y,2) LN P2y, 2") L, pr (27, y7,27).
Determinam mai intdi P’ = s4P, prP =dNm, # L d, P €.
X=t
Y =2t 2 3z—3
(114) Py:=nNd: %t:u
Z=3t+1 14

X+2Y+3Z—-2—-2y—32=0
Deci

P T+2y+32z2—3 2+2y+32—-3 3x+6y+92+5
0 14 ’ 7 ’ 14 '

Din P’ = 2Py — P obtinem:
—6z+2y+32—-3

al =
7
(115) Sy y,:2x—3y7+6z—6
L 3x + 6y + 22+ 5
7
Continuam cu ecuatiile translatiei:
2’ =a"+1
(116) ta(P) 19y =y +1
27 =241
Deci:
e —6x + 2y +3z+4
B 7
, dr+6y+2z+12
z =
7
A\ (48N
(1) Deoarece f(X)=AX+B+ |y | = % -3 1 y|+1| = | — f morfism.
” 6 12
o 77 1) \F T
(2) Observam ca
_6 2 3 _6 2 3
77 77
an—| 2 § : fﬁ % — I1 > f izometrie.
7 7 7 7 T T
(3) Calculam determinantul matricei A, detA = -1 — f antldeplasare
_13 2 3\ /[y _4
7 7
(4) Studiem multimea punctelor fixe, adica solutiile sistemului: % — 61—0 % yl =1 - 1%
7 7 TT7) \* -7
_13 2 3
7 7
Deoarece det % —10 é =0 — rang(A — I5) < 3 sistemul este incompatibil deci nu avem puncte fixe. Vorbim
6 5
7 7 7

despre compunerea dintre o simetrie ortogonala fata de o dreapta si o translatie.
Pentru a identifica dreapta vom alege doua puncte pentru care vom calcula imaginile acestora prin izometrie. Dreapta va
fi determinata In mod unic de mijloacele segmentelor determinate de punctele alese si imaginile acestora.
Fie A(1,1,1) si B(0,0,0). Atunci A" = f(A) = (3,%,%) si B' = f(B) = (7, 1. %) -

In continuare Ay este mijlocul segmentului [AA], Ao (12, 33,29) si By este mijlocul segmentului [BB'], By (75, 45, ) -
12 12
_a T _a R Y
Dreapta pe care o cautdm este determinatd de Ag si By : d : “52 = L1 = — M g 201 = 501 = 3 14
14 14 =2
14
Alegem acum By (1 T 114, I 4) € d si calculam f(By) pentru a determina vectorul cu care se efectueaza translatia. Obtinem

B’ = f(Bo) = (2,13, %) . Deci vectorul cu care transldm este: ByB” = (2,%,2) || d = (1,2,3).



