Seminarul 9
Sfera si cercul

1. ECUATIILE HIPERSFEREI

Fie &" = <E, (E,(,)) ,<I>) un spatiu afin euclidian n-dimensional, d : E x F — R functia distanta gsi R =
{O;é1,- -+ ,&,} un reper ortonormat.

Definitia 1. Fie 2 € E si R > 0. Hipersfera de centru {2 si raza R este multimea punctelor P ale spatiului a.e. E cu
proprietatea ca d(Q2, P) = R.

SN (Q,R)={P€eE|dQ,P)=R}
Exteriorul hipersferei se defineste prin €2t S (Q, R) = {P € E | d(, P) > R}, iar interiorul hipersferei prin Znt S (€, R) =
{PeE|d,P)<R}.

Fie P € E de vector de pozitie 7 in raport cu R. Ecuatia vectoriala a hipersferei cu centrul in (2, de raza R:

PeSOLR) = QP =R & |F— o> = R? &

(1) 171 = 2(7, 7o) + (IFel® — R?) = 0.
n . n .
Presupunem ca 7 = Y z'¢;, Tq = >, w'é;. Ecuatia generald a hipersferei:
i=1 i=1

n

Z(mi—wi)z =Re

i=1
i(mi)2—2iwixi+a:07 7a:i(wi)2—R2.
=1 i=1 =1

O hipersfera intr-un plan afin euclidian £2 este un cerc, iar intr-un spatiu a.e. 3-dimensional £ este o sferi.
In dimensiune micd vom nota coordonatele unui punct arbitrar cu (x, y), respectiv (z,y, z), iar bazele reperelor ortonormate

cu {i,7}, respectiv {7, 7, k}.
Ecuatia generald a cercului S*(, R) in £2, cu Q(xg,yo) este

(x =20’ +(y—w)’ =R &
22+ y? — 2o — 2yoy + 72 + Y2 — R? = 0.
Ecuatia generald a sferei S?(2, R) in 2, cu Q(zo, yo, 20) este
(x—20)?+(y—w)*+(z—2)? =R <
a? +y? + 2% — 2wox — 2yoy — 2202 + % + Y3 + 22 — R* = 0.

Reciproc, ne intereseaza conditiile pe care trebuie sa le verifice numerele reale \;, a;, i € 1, n pentru ca ecuatia

n

(2) Z(xi)erZ)\ixiJra:O, AL N aeR,

i=1 i=1
sa reprezinte ecuatia generala a unei hipersfere.
Ecuatia (2) este echivalenta cu
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Daca
i

1

siraza R =1 (A\)? — 4o

o

=1

n
Daca > (\;)? = 4a, multimea anterioara se reduce la punctul

i=1
obtine multimea vida.
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2
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e
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(A\i)? > 4a rezulta cd multimea punctelor ale ciror coordonate verificd (2) este hipersfera de centru Q(—2

)}

A2

AL
2

n
, iar in cazul 3 (A\;)? < 4a se
i=1

1.1. Ecuatiile parametrice ale sferei (facultativ). In &3 inzestrat cu reperul ortonormat R = {O, 1,7, l;:}, se considera
sfera de centru Q(xg, Yo, 20) si raza R. Vom determina mai intai ecuatiile parametrice ale sferei cu centrul in origine, de

raza R, obtinuta din sfera initiala prin translatia de vector @ Fie P(z,y, z) un punct arbitrar al acestei sfere. Notam
cu Py proiectia ortogonald a lui P pe planul (zOy) = O + [i, j] si cu P, proiectia ortogonald a lui P pe axa Oz = O + [k].

Fie ¢ = (i,0P)) i 6 = (k,OP), ¢ € [0,27], € [0, 7]. Putem numi ¢ longitudinea si  co-latitudinea punctului P.
Ya

Ecuatiile parametrice ale sferei S(2, R):

x = Rsinfcos ¢ + o,

y = Rsin @ sin p + yo,

z = RcosO+ z.

1.2. Ecuatia unei hipersfere circumscrise unui n-simplex in £"(facultativ). Amintim ca un n-simplex in £” este
; Ap), unde Aj(a%),j = 0,n,i=1,n.
Pentru orice n-simplex existd o unici hipersferd circumscrisd acestuia (care trece prin toate varfurile simplexului) si sa

infagurdtoarea convexd a unui sistem de n + 1 puncte afin independente (Ag, 41, - -

determinam ecuatia ei, de ecuatie:

3)
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2. INTERSECTIA DINTRE O DREAPTA SI O HIPERSFERA. HIPERPLANUL TANGENT UNEI HIPERSFERE INTR-UN PUNCT AL

EI.

2.1. Pozitia relativd a unei drepte fata de o hipersferd. Fie hipersfera S(2, R) de ecuatie vectoriala

(4)

si dreapta § = Py + [u], u # 0 si Py(7o), de ecuatie vectoriald

(5)

Vrem s& studiem multimea 6 N S(Q, R).

F =7y +ti, t €R.

H(P) = ||QP|> —~R* =0 & |[F —fal> ~ R2=0

SR

Nt



0P — oﬁn2 R2 =0,

P(f)ecmS(Q,R)@{? :>|\Q—P(>)+tﬂ||2—R2:0<:>

= OPO +tu
—
(6) a2t + 2(QPy, a)t + H(Py) = 0.
Ecuatia (6) este o ecuatie de gradul II in necunoscuta ¢, al crei discriminant este
A —
(7) 7 = (R, a)” = |[al*H (P).
G(aP.a

Dar G (Q_Pgu) — |QB)|2)a]? — (QF), @) si d(Q,8) = % deci

A a(p2_ 2
(8) 7 = lal? (R? - a?(2,9))

(1) Daca d(€,9) < R, ecuatia (6) are doud solutii reale distincte t; si ta, deci 6 N S(Q, R) = {Py1, P2}, P = Py + t1a
si Po = Py + tau. In acest caz spunem c& dreapta J este secanta hipersferei.

(2) Dacd d(£2,0) = R, ecuatia (6) are doud solutii reale egale ¢; = t2, deci 6 N S(, R) este formatd dintr-un punct
dublu. In acest caz dreapta 0 este tangenta hipersferei.

(3) Dacd d(Q,d) > R, ecuatia (6) nu are solutii reale si § N1 S(Q, R) = . Spunem c& dreapta § este exterioard
hipersferei.

2.2. Hiperplanul tangent hipersferei intr-un punct al ei.

Teorema 1. Fie Py un punct al hipersferei S(Q, R). Consideram mu_l;g’mea M a tuturor tangentelor la hipersferd in
punctul Py. Atunci M este un hiperplan H prin Py, de vector normal QP,. In plus ecuatia hiperplanului H se obtine din
ecuatia hipersferei prin dedublare in Py(7o):

(9) (r —rq, T — ) — R* = 0.

2.3. Ecuatia hiperplanelor tangente la hipersferad, de directie normala data. Fie hipersfera S (Q, R) si hiper-
planul fixat H ce trece prin Py, de directie normald [N]. Dorim si aflam ecuatiile hiperplanelor paralele cu H, care sunt
tangente hipersferei.

Fie § normala prin centrul hipersferei Q) la hiperplanul dat H, deci § = Q+[N]. Fie P € § & Sﬁ =tN, tcR. Atunci
P e S(Q,R) < QP2 = R2 o= 2

doua puncte, P, = Q+ T N” LN P,=Q— T N” —£_N. Ecuatiile hiperplanelor tangente hipersferei, paralele cu #, se obtin din

ecuatia hipersferei prin dedublare in P;, respectiv Ps:
(H1)(@P, N) + R|N|| =0,
(#2)(@P, N) — R|N|| = 0.
1

Dacd N(ag, a2, - ,ay) si Qw, -+ ,w"), ecuatiile anterioare devin:

Ob@lnem deci ca normala prin €2 la hiperplanul A intersecteaza hipersfera in

(H1) Zai(:ﬁi ~w)+R

i=1




Teorema 2. Fie hipersfera S(Q, R) si un hiperplan H. Fie Qo proiectia ortogonald a centrului sferei Q0 pe hiperplanul H.

(1) Dacd d(2,H) > R, atunci H C Ext S(, R). Spunem cd H este exterior hipersferei.
(2) Daca d(Q,H) = R, atunci H e hiperplanul tangent hipersferei in Q.
(8) Dacd d(Q,H) < R, atunci S(, R) NH este hipersfera de centru Qo si razd r = \/R% — d(Q, H)? din hiperplanul

H. In acest caz hiperplanul este secant hipersferei.

Ne punem acum problema reciproca: dat un cerc de centru €y si raza = situat intr-un plan dat in £3, cum pot determina
o sfera ce intersecteaza planul dat dupa cercul dat? Centrul unei astfel de sfere se gaseste pe normala la plan prin centrul
cercului g. Odata fixat un centru €2, raza sferei este R = 1/d(2, Q)2 + 72, unde r este raza cercului. Observam ci exista
o infinitate de sfere ce satisfac conditiile problemei.

4. PUTEREA UNUI PUNCT FATA DE O HIPERSFERA. HIPERPLANUL RADICAL A DOUA HIPERSFERE. (FACULTATIV)

Fie hipersfera S(£2, R) si punctul A € E. Se considera o dreapta arbitrard § prin A care intersecteaza hipersfera in
punctele Aq, Ao, posibil confundate.

Definitia 2. Se numeste puterea punctului A fatad de hipersfera S(€2, R) numérul real

— =
Ps(A) = (AA;, AA,).

Aceasta definitie este corectd, adica (AA;, AAs) nu depinde de dreapta d, ci numai de punctul A si de hipersfera.

A
A

Propozitia 1. Fie hipersfera de ecuatie H(P) := ||Sﬁ||2 — R? = 0. Atunci puterea punctului A fatd de hipersferd este
Ps(A) = H(A).
Observatia 1. A € IntS(Q, R) & Ps(A) <0, A€ ExtS(Q, R) & Ps(A) >0s1 A€ S(, R) & Ps(A) =0.
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Hiperplanul radical a doua hipersfere. Fie S(Q1, R1) si S(Q2, R2) doua hipersfere de centre distincte. Se poate
demonstra ca locul geometric al punctelor ce au puteri egale fata de cele doua hipersfere este un hiperplan de directie
normald €1s.

(z%)% + 2 Aozl + g = 0.

=1

NE!

Intr-adevar, fie S(Qy, Ry) : ()2 + > Nzl +ap =051 S(Qa, Ra) :

=1 =1 7

= I

Punctul P(z!,--- , 2") are aceeasi putere fata de cele doud hipersfere < >~ (21)2+ Y Mot +aq = Y. (292 + 3 Abat +
i=1 i=1 i=1 i=1

n
ag < Y (AL = Az 4 (o — az) = 0. Deoarece hipersferele au centre distincte, rezultd cd ecuatia anterioard reprezinta
i=1

= —
un hiperplan de directie normald N(A — AL, -+ AT — AD) || Q1.
Acest hiperplan se numeste hiperplanul radical al celor doua hipersfere.
Exemplu In cazul unui plan afin euclidian, date doud cercuri neconciclice, locul geometric al punctelor din plan ce

au aceeagi putere fata de cele doua cercuri va fi o dreapta perpendiculara pe linia centrelor, dreapta numita axa radicala
celor doua cercuri.

De exemplu, date cercurile S; : z? +y?> —4=0si Sy : 2% +y? — 2z — 4y = 0, axa lor radicald se obtine astfel:
—_——
Hy (w,y) HQ(ivvy)
Hl(wvy) = H2(:L'>y) =T+ 2y -2=0.

Intersectia a doud cercuri in £2? Date doud cercuri S(Q, R1) si S(Q2, Rz2), Q1 # Q2, Ry < Ry intr-un plan euclidian,
relatiile anterioare se pot rescrie intr-un mod analog si obtinem:
(1) daca 0 < d(Ql,Qg) < Ry — RQ, pentru Ry < Rl, avem S(Q1,R1) mS(QQ,RQ) =0 §i S(QQ,RQ) C Int S(Ql,Rl):
un cerc este situat in interiorul celuilalt;
(2) daca d(1,9Q2) = Ry — Ra, avem S(Qq, R1) NS(2, R2) = {P} si S(Q, R2)\{P} C Int S(Q1, R1): cele doua
cercuri sunt tangente interioare;
(3) dacd Ry — Ry < d(21,92) < Ry + Ra, avem S(Q1, R1) NS(Qa, Ra) = {P1, Pa}: cele doud cercuri sunt secante;
(4) daca d(Ql, QQ) = Rl + RQ, avem 8(91, Rl) n S(QQ, Rg) = {P}, S(QQ,RQ)\ {P} C Euxt 8(91, Rl),
S(Qq, R\ {P} C Ext §(Q2, Ra): cele doud cercuri sunt tangente exterioare;
(5) daca d(1,Q2) > Ri+Rs, avem S(Q, R1)NS(Q2, R2) = 0 si fiecare cerc este inclus in exteriorul celuilalt: cercurile
sunt exterioare.

5. EXERCITII
Pentru exercitiile urmatoare cadrul de lucru este un spatiu afin euclidian £2 raportat la un reper cartezian ortonormat
R ={0:i.j}.

Exercitiul 1. In €2 se di cercul de ecuatie C : 232 + 29?2 —8x + 3y — 72 = 0.

(1) Sa se determine centrul si raza cercului.
Solutie: Ecuatia prezentatd se rescrie sub forma:

2
3 3 649
(10) 2ty et Sy —36=0— (@27 + (y+ ) =-n
2 4 16
3 649
Este vorba despre un cerc de centru ) (2, —) st razar = 0
(2) Scrieti ecuatiile parametrice si ecuatiile explicite ale cercului.
Solutie::
(a) Ecuatiile parametrice:
649
T=2+ n cost )
(11) C: __§+ 649Sint ,t €1[0,2m)
YT

(b) Ecuatiile explicite: Avem:

3\? 649 ) 649 649
12 2) =2 r—2 S i) I
(12) <y+4> % (x—2)"—zxe€ RTINS



Obtinem

3 649 -3
y=—+y\ e - @-2% =
__3_ 6479_(30 2)2 <;3
y= 1 16 » Y

Exercitiul 2. Scrieti ecuatia cercului cu centrul in

—~

1,2) care este tangent dreptei § : x +y+ 1 =0.

Solutie: Raza cercului

R:d(Q75):mj;1:j§:2ﬂ.

Ecuatia generala este:
(14) C:(z—1P2+(y-2)7°=8.
Exercitiul 3. Demonstrati cd dreapta d: x — 2y — 1 =0 este tangentd cercului de ecuatie C : 2% 4+ y? + 4o — 2y = 0.

Solutie: Trebuie sa demonstram ca d N C = punct dublu:

r=2y+1 9
15 dnc: -y +2y+1=0—-A=0—T(-1,1) punct dublu.
(15) {x2+y2+4x2y0 y© +2y (-L1)p
Exercitiul 4. Fie cercul de ecuatie generald C : x? + y? — 25 = 0.
(1) Scrieti ecuatia tangentei la cerc in punctul M(3,4).
Solutie: Verificim mai intdi dacd punctul M se afld pe cerc. Se observd cd x5, + y3, = 25 — M € C. In acest
caz ecualia tangentei se va scrie prin dedublare in ecuatia cercului. Obtinem:
(16) (d):zxp +yypr =25 — (d) :3x+4y—25=0

d se scrie ecuatia tangentelor la cerc paralele cu dreapta 6 : 3z — 4y — 1 = 0.
2) Sa ' tia t telor 1 lel dreapta 6 : 3z —4y —1=0
Solutie: Vom prezenta doud variante:
(a) Metoda I: Conform teoriei ecuatia pantelor la cercul C (Q(a:o,yg), R) de panta data m este:

(17) y—yo=m(z—x9) £ RVm?+1
3 ; o .
Pentru exemplul prezent ©(0,0), R =5, m = 5. Se obtin urmadtoarele tangente:
3 25

18 =242
(18) y= et

3
(b) Metoda II: Vom cdauta dreptele de pantd m = 1 °ore intersecteaza cercul dat tntr-un punct dublu:

3
d:y:zx—i—n.

Il vom determina pen € R pundnd conditia ca dNC = punct dublu.

2?4y =25 26 , 3
(19) 3 — 2?4 San+n? — 25 =0 — 14422 + 24zn + 16n% = 400
y="z+n 16 2
4
Obtinem
(20) A = —256n + 25 - 400

25
Impunem conditia ca A =0 — n = +—. Se obtin astfel cele doua tangente prezentate anterior.

(¢) Ecuatiile tangentelor la cerc duse din punctul P(7,1).
Solutie: Se verifica ca P € Ext(C). Ecuatia unei drepte oarecare prin punctul P este:

(21) 0:y—1l=m(z—7).
Vom determina valoarea lui m din conditia ca 6 NC sd fie punct dublu.
—-1= -7 —-1= -7
(22) snc: Jy-tzmle=T - Jy=1=me=T) , ,
? +y? =25 (14 m?) 2? + (2m — 14m?)z + 45m? — 14m — 24 =0

Calculam discriminantul pentru a doua ecuatie $i impunem conditia ca acesta sa se anuleze:

(23) A=-12m*+Tm+12=0



(25)

Solutiile ecuatiei precedente sunt

Obtinem astfel cele doua tangente:

(51:y—1=—%(y—7)
(SQZy—l:%

Exercitiul 5. Sa se scrie ecuatia cercului circumseris triunghiului de varfuri Ag(1,—1), A1(1,2), A(2,-3).

Solutie: Potrivit teoriei se obtine:

(26)

??+y? oz oy 1
(=12 1 -1 1] 13\ 1\? 130
12422 1 2 10%<x2)+<y2) Y
224 (=32 2 -3 1

Pentru exercitiile urmatoare cadrul de lucru este un spatiu afin euclidian £2 raportat la un reper cartezian ortonormat
R=1{0:i.]. k).

Exercitiul 6. Scriefi ecuatiile sferei determinate de conditiile:

(1)
(2)
(3)
(4)

(1)

are centrul 2(2,—1,3) si raza R = 6;

are centrul in origine si trece prin B(6,—2,3);

are centrul (1,4, —7) si este tangentd planului (7) @ 6x + 6y — 7z + 42 = 0;
are centrul (6, —8,3) si este tangentd axei Oz.

Obtinem ecuatia vectoriala:

|7 — 7l = R —

17— (2,-1,3)] = 6.
Explicitand, obtinem ecuatia generala:

(z -2+ (y+1)?+(2-3)* =36 <
2?24y 4+ 2% —dr+ 2y —62—22=0.
Obtinem ecuatia vectoriala:
|7 7ol = |OB|
7]l = /6% + (=2)2 432 =T.

2?2497+ 22 —49=0.

. < ; g . < _ [6:146-4—7-(=7)+42] _ 121 _
Daca sfera este tangentd planului, rezultd ca raza sferei R este egala cu d(Q2, ) = o e Vial 11.

Obtinem ecuatia vectoriala:
IF —7fql| = R —
7 —(1,4,-7)] = 11.
Explicitand, obtinem ecuatia generala:
(=12 + @y —4)>+(z+7)?2 =121 <
22 +y? + 22 — 22 — 8y + 142 — 55 = 0.
Evident O € Oz si un vector director al dreptei Oz este k = (0,0,1). Daca sfera este tangenta axei Oz, rezulta

it 7 k
det| =6 8 =3
% 0 0 1
ca raza sferei R este egald cu d(Q2,0z2) = G(%k)) = T = ||(8,6, 0)|| = 10. Obtinem ecuatia

vectoriala:
||777 fg)” =R <
||F - (67 _87 3)” = 10.
Explicitand, obtinem ecuatia generala:
(x —6)*+ (y+8)% + (2 — 3)2 = 100 +—=
2?4 y% + 22 — 122+ 16y — 62+ 9 = 0.

Exercitiul 7. Determinati centrul si raza urmdtoarelor sfere:



(1) 22 +y? + 22 —4dx + 2y — 62 + 10 = 0;
(2) > +y?+22+2 -3y +52+8=0;
(3) 202 +2y?> + 222 —x +y—22=0.

(1) Obtinem (z —2)2+ (y + 1)? + (2 — 3)? = 4, i.e. sfera are centru (2, —1,3) si razd R = 2.
(2) Obtinem (:E + %)2 + (y - %)2 + (z + %)2 = %7 i.e. sfera are centru 2 (—%, %, —%) siraza R = §
(3) Obtinem 2?+y?+22—do+iy—2=0 < (z— %)2+ (y+ %)2+(z -1 - %, i.e. sfera are centru Q2 (1, -1 1)

irazi R = Y3
§1razaR—2\/§.

Exercitiul 8. Determinati raza sferei tangente simultan planelor (m1) 3z +2y — 6z — 15 =0 gi (m2) 3x + 2y — 62+ 55 = 0.

Sa observam ci 7y || mo.
Fie A1(5,0,0) € m. Daca sfera este simultan tangenta celor doud plane, rezultd ca raza sferei este egala cu jumitatea
. .. o . 1 1 _13-5420—6-04+55|
distantei dintre cele doua plane: R = 3d(my,m2) = 5d(A, ma) = EW oy 5
Alternativ, fie N = (3,2, —6) directia normald a celor doud plane. Ecuatia planelor tangente, de directie normald N sunt:
(72)(@P, N) + RIN| =0,
(m)(@P, N) — R|N|| = 0.
Scizand cele doua ecuatii, obtinem: 2R||N|| = 55 — (=15) =70 = R = 5.
Exercitiul 9. Fie sfera (S)2? +y? + 2% — 22 — 4y — 62 + 5 = 0 si punctele A(2,4,5), B(3,1,1), C(—1,0,2) pe sferd.
Scrieti ecuatiile planelor tangente sferei in aceste puncte.
Obtinem:
a2 x4+4-y+5-2—(24+2)—2(y+4) —3(z+5)+5=0 < z+2y+2z—20=0.
mg: 3-x+1-y+1-z—(x+3)—2y+1)—3(z4+1)4+5=0 < 2z —y—22—-3=0.
e (=1)-24+0-y+2-2—(x—1)—2(y+0)—3(2+2)+5=0 <= —2r—-2y—2=0.
Exercitiul 10. (facultativ) Fie sfera (S)(z —2)? + (y + 1)2 + (2 — 4)?> — 25 = 0 si planele (m1)2z — 2y + z = 0,
(m2) 3x + 4y — 12z = 0. Scrieti ecuatiile planelor tangente sferei, paralele respectiv cu 1, Ta.
Fie N; = (2,—2,1) normala la planul 71, No = (3,4, —12) normala la planul 75),Q = (2, —1,4) centrul sferei , R = 5
raza ei. Ecuatiile planelor tangente sferei paralele cu m; sunt:
(HD2(x —2)+ (=2)(y+ 1)+ (2—4)+5-3=0 < 20 —2y+2+5=0,T1(-4/3,7/3,7/3).
(HD2(x —2)+ (—2)(y+ 1)+ (2 —4) —=5-3=0 < 22 —2y+ 2 —25=0, T»(16/3,—13/3,17/3).
Ecuatiile planelor tangente sferei paralele cu 7o sunt:
(H2)3(x —2) +4(y+ 1)+ (—12) (2 —4) +5-13 =0 < 3z +4y — 12z + 111 = 0, T3(11/13,—-33/3,112/3).
(H2)3(z —2) +4(y+ 1)+ (—12)(2 —4) —5-13 =0 <= 3a+4y — 12z — 19 =0, T4(41/3,7/3,—-8/3).
Exercitiul 11. Fie sfera (S) 2% +y? + 22 — 62 +2y — 22 — 5 =0 i planul (7)2x +y — 2z —2=0.

(1) Demonstrali ca intersectia dintre planul 7 si sfera (S) este un cerc.
(2) Scrieti ecuatiile acestui cerc gi aflati coordonatele centrului si raza cercului.

Observam ci centrul sferei este Q(3,—1,1), iar raza sferei este R = 4. Distanta de la centrul sferei la plan este

d(Q,m) = % = % < 4, deci intersectia dintre sfera si plan este un cerc (C).

Ecuatia acestui cerc este
224y 42262 +2y—22-5=0,
20 +y—22z—-2=0.
Centrul cercului, notat cu €, este proiectia ortogonala a lui 2 pe planul 7. Fie p normala prin Q la
o rx—-3 y+1 =2-1
) —5—="7"=—

Intersectia dintre p si 7 este Qo(%, —1—90, %) Raza cercului (C) este r = /R? — d(Q, )2 = —V??’.

(z =42+ (y—7>+ (2 +1)* =36,

Exercitiul 12. Determinati centrul si raza cercului
3z+y—2—-9=0.
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Observam ca centrul sferei este (4,7, —1), iar raza sferei este R = 6. Distanta de la centrul sferei la plan este

d(Q,m) = m%\/%;g‘ = /11 < 6, deci intersectia dintre sferd si plan este un cerc (C).

Ecuatia acestui cerc este

3xr+y—2—9=0.
Centrul cercului, notat cu ), este proiectia ortogonala a lui 2 pe planul 7. Fie p normala prin Q la 7:

().x—4_y—7_z+1
S T

Intersectia dintre p si w (t = —1) este Qo(1,6,0). Raza cercului (C) este r = \/R? —d(Q,7)? =

{x2+y2+z2—8x—14y+22—|—30:0,

Exercitiul 13. Fie sfera (S)z? +y? + 22 — 8x — 2y — 62 + 1 = 0. Determinati ecuatiile sectiunilor facute de planele de
coordonate in sfera, apoi aflati centrele si razele acestor sectiuni.

242 —8r—2y+1=0 —4)? —1)2 =42
Planul 2Oy : z = 0: Obtinem C, : . +Oy v y+ — C,: {(x O) +( ) = C, are
z = z =
centrul (4,1,0) si raza R, = 4.
2 2_2 _ 1= _12 _ 2 _ 92
Planul yOz : £ = 0: Obtinem C, : yotz y-6z+ 0 — C;: (v 4 (=3) 3 = C, are
centrul (0,1, 3) gi raza R, = 3.
2 2_8x—6 1=0 — 4)2 —3)2 =2
Planul 20z : y = 0: Obtinem C,, : {x +Oz robEt = Cy: {(x 0) +=-3) = C, are
Yy = Yy =

centrul (4,0,3) si raza R, = v/24.
Exercitiul 14. Scrieti ecuatia unei sfere stiind cd ea trece prin A(0,3,1) si intersecteazd planul (xOy) dupd cercul

22 + 9% = 16,

z=0.

Fie ecuatia sferei: S : (z—a)?+(y—b)?+(2—c)? = R2. Intersectand cu planul z = 0, obtinem cercul: (z—a)?+(y—b)? =
R?—c? decia=b=0g R?—-c>=16. Dinfaptulca A€ S=32+(c-1)2=R’=9-2c+1=16=c=-3=R=
5=38: 2?4+ y*+ (2 +3) =5%

Exercitiul 15. (facultativ) Determinati locul geometric al punctelor care au aceeasi putere fatd de sferele: (S1) (x —5)2 +
(Y—32%+(z+1)2=09, (S2)(z -7 +y*>+ (2 —2)? = 16.

Cele doua sfere nu sunt conciclice, deci locul geometric cerut este planul radical al celor dous sfere dat de (z—5)%+ (y —
324+ (2+1)2-9=(2-7)?+1?+(2—2)2-16 < —100—6y+22+26 = —142 —42+37 <= 4r—6y+62z—11 = 0.
Exercitiul 16. In £2 se considerd dreapta 6 : x —y+1=0

a) Sa se gaseascd un cerc C care trece prin A(3,0) si care determind pe dreapta 6 un segment de lungime 2v/2 al
carui mijloc este B(2,3).

b) Sa se gaseascd tangentele la cercul C paralele cu dreapta 0.

Rezolvare:
a) Incepem prin a reaminti ecuatia generali a cercului de centru Q(xo,y0) sl razd R
(27) C: (z—20)% + (y — y0)* = R2.

Acum vom folosi ipotezele prezentate pentru a determina cele trei neunoscute, anume coordonatele centrului si
raza cercului C'. In primul rand din faptul cd A € C avem

(28) (3—x0)* +y5 = R
Ne indreptam atentia asupra celorlalte ipoteze. Sa consideram M si N punctele de intersetie dintre dreapta ¢ si
cercul C.
Deoarece B este mijlocul segmentului determinat de intersectia dintre dreapta gi cerc avem urmatoarele relatii
zy+axy =4
(29) M N
ym +yn =6

Mai mult cele doud puncte se afla pe dreapta §, lucru care se rescrie sub forma

ym =zpm +1
ynv =N + 1.



(36)

(37)

(38)
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O alta informatie utild pentru determinarea coordonatelor celor doua puncte este faptul ca distanta dintre ele este
de 2\/5, prin urmare

V(ew —an)?+ (yy —yn)? =2vV2 = |zy —an| =2.
Din (29), (30) si (31) obtinem
M(1,2), N(3,4) € C.
In final avem de rezolvat sistemul
(1 —0)* + (2 — yo)* = R?
(3—x0)?+ (4 —yo)? = R?
(3 —m0)? +vy3 = R%.
Rezolvand sistemul precedent obtinem centrul ©(3,2) si raza R = 2. Prin urmare ecuatia generala a cercului este
C:(x=3)>2+(y—27°=4
Observatie: Alternativ, puteam observa ca triunghiul AM N este un triunghi isoscel. Calculam mai intai distanta

de la punctul A(3,0) la dreapta §

3-0+1
(A, 6) = u% —2V2.

Ipotenuza acestui triunghi este AM = 4. Avem MN = (-2, -2), AN = (—2,2) si (m,ﬁ) = 0, deci triunghiul
AMN este dreptunghic isoscel. Cercul cautat de noi este cercul circumscris triunghiului AMN. Amintim ca
pentru un triunghi dreptunghi centrul cercului circumscris este mijlocul ipotenuzei. Vom obtine astfel aceleasi
rezultate ca mai sus.

Dorim sa scriem ecuatiile tangentelor la cerc paralele cu dreapta 6. Consideram dreapta

d:y=2x+n,

o dreapta cu aceeasi panta ca dreapta d. Dreapta d este tangenta cercului C' daca intersectia dintre cerc si dreapta
este un punct dublu.

ne {(m3)2+(y2)24
y=x+n
Obtinem urmatoarea ecuatie de gradul II
222 4+ (2n —10)z +n? —4n +9 =0
Dreapta este tangenta la cerc daca discriminantul ecuatiei enterioare este nul. Se obtine
A=n?>+2n-1.
Deci A=0&n12=-1% 2v/2. In concluzie cele doui tangente sunt

toiy=x—1+2V2

Exercitiul 17. In €2 se considerd dreptele di : y = 3x i do : © = 3y. Sa se determine cercurile care trec prin punctul
P(4,2) si sunt tangente dreptelor dy $i da.

Solutie: Observam urmatoarea reprezentare grafica:

24
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Este evident ca d; Ndy = O(0,0). Prin urmare centrul cercului se va afla pe bisectoarea unghiului format de cele doua
drepte. Fie decid; € d sids € d . Se observaca d; = (1,3), da = (3,1). Sa presupunem ca b este bisectoarea unghiului
format de cele doua drepte. Atunci:

dy N dy 4
ldal| ~ [ld2l]  +/10

(39) b= (LI, 1)

Deoarece
b:O+[b] =b:ax=y.
Deci centrul cercului nostru va fi situat pe dreapta b. Ecuatia generald a cercului este:
(40) C:(x—m0)* + (y — o) = R?, Qzo, o).
Din

(1) PGC‘)(4*$0)2+(2*ZJ0)2:R2.
(2) Qeb—=C:(4—20)%+ (2—20)? = R? = 223 — 1239 + 20 = R2.

Mai mult d(2,d1) = d(€,d2) = r. Se obtine:

(41) _ |mo—3mo| _ 20
V10 V10
Deci:
2 223 2 ;0
(42) 2z0—12x0+202?%2m0—15x0+2520%x0:5, To =5

Avem astfel cele doua raze:
V10
r = \/E, Tro = .

Ecuatiile generale pentru cele doua cercuri sunt:

(43) C:(z—5)%+(y—5)° =10, Cl:(x—5>2—|—<y—5>2:5.

c1

. 1
Exercitiul 18. In £? se considerd dreptele dy : y = 4x,dy : y = Zm, ds:x+y—6=0.Sa se determine cercurile care
sunt tangente simultan dreptelor dy, ds si ds.
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Solutie:

Se poate observa din reprezentarea grafica ca este vorbe despre 4 cercuri tangente simnultan celor 3 drepte. Primul cerc
pe care 1l cautam este cercul inscris in triunghiul ce are drept varfuri punctele de intersectie dintre cele trei drepte. Sa
determinam mai intai punctele de intersectie mentionate anterior.

(44) diNdy: 1 — — A(0,0)
Y= y=0
4
1 y L 1 !
=1 4 =~ =% 24
z+y—6=0 x+1x—6:O S5z =24 y=: 55
- 6
=4 =4 == 24
(46) dinds: Y= L Jy=a . 54 %0(6,>
r+y—6=0 T+ 4 = y=— 5 5
5

Deci cercul pe care il cautam este cercul inscris in triunghiul ABC Ecuatia generala a acestuia este:
(47) C:(z—x0)*+ (y —w)* = R?, Qx0,%0)

Centrul cercului nscris in triunghi se afla la intersectia bisectoarelor.

Vom scrie ecuatiile pentru bisectoarele [AA’ so [BB’. Apoi vom determina coordonatele centrului. Reamintim ci vectorul
director al bisectoarei poate fi obtinut cu ajutorul teoremei bisectoarei. Vom obtine astfel raportul in care imparte punctul
de intersetia dintre dreaptd gi bisectoarea latura pe care o intersecteaza. Pentru bisectoarea [AA" avem:

BA" BA - —2 1 K
4 — === BA" = g A’ AA" = AB AC
(48) ac-ca "7 e i
Analog pentru bisectoarea [BB’ avem:

CB _CB_ o= oo zm 1 oma
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Sa calculdm cantitatile prezente in relatiile de mai sus:

y - (2.9). ABszﬁnf£
) A= (3%, AC = |jac) = 7

ﬁ ( 18718>7 BC:H@H:BQ@
V2
4) k=1,
(4) = p= ﬁ
Deci:
(50) AA — fA_B>+ﬁ (3,3) | (1,1)
si
— V1T 18 18 3V2 24 6
51 5 = U (R ) (LR ) (v ava v - v
(51) \/ﬁ+3\/§( 5 5) VIT+3v2\ 57 5 ”( )
Putem scrie acum ecuatiile celor doua bisectoare:
(52) AA’::E_O:L_O—HU—y—O
1 1
24 6
53) BB b "5 (v 4\/5)( ) (V7 - f)( 24)
( i Rl v o5

Sa determinam coordonatele centrului inscris in triunghi:

I i
I v (5 ) — - (o= 2) 7TV T e

Alternativ observam ca triunghiul ABC' este isoscel si

55) v AB  AC = BC Efx
77 7 7 11BA|

Pentru a determina raza amintim ca

A
(56) r = —, A aria triunghiului gi p semiperimetrul.
p

b-h
Pentru determinarea ariei vom folosi formula A = ——. Triunghiul este isoscel deci liniile importante din varful triunghi-

ului vor coincide. Alegem in&ltimea din varful A. Obtinem A’(3,3). Deci:

18+/2
V2 T\[ 54
(57) AN = VPP =3V A= —— 5 =%
Valoarea semiperimetrului este:
12V/17  18V2
- 2 B 2 s 5
Se obtine:
(59) OIT 6T ) 18
2V17 +3v2  2V17 4 3v2 217 + 32

Alternativ pentru determinarea razei cercului puteam folosi ca aceasta este egald cu distanta de la 2 la una dintre cele
trei drepte tangente la cer.

1817
2/17+3v2 1817

(60) A(Q,dy) = e aumiawe st
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-

-

Pentru identificarea ecuatiilor celorlalte cercuri vom utiliza definitia unei drepte tangente la cerc. Prin urmare sa con-
sideram
C:(z—20)®+ (y—v0)® = R*

ecuatia cercurilor pe care le ciutam. Vom dori ca acestea sa fie tangente celor trei drepte ( vom considera y = max +n
apoi vom inlocui valorile pentru fiecare dreapta).
(61) (x —20)* + (y —y0)* = R’y = mz +n
Obtinem

(¢ = 20)* + (ma +n—y)* = R
Dupa efectuarea calculelor:
(62) (1+m?)z? +2(mn — zo — myo)r +n* + 22 +y2 —2nyo — R* =0
Cercul considerat este tangent dreptei daca discriminantul ecuatiei scrise anterios este zero. Asadar:

(63) A = 4(mn —xo —my)? — 4(1 +m?)(n® + 23 + y5 — 2nyo — R*) = 0 = (mxo — yo +n)?> = R(m? + 1)

Obtinem
n=mxy— Yo+ RVm?+1

Pentru a idendifica coordonatele centrelor si ale razelor vom inlocui pe rand valorile pentru m si n din ecuatiile celor trei
drepte.

(1) y=4dz, m=4, n=0 — 4z — yo = £RV17 — 1623 + y3 — 8zoyo = 17TR?

1 1 1 17

(2) y= o, m=7, n=0— 20—y =j:R,/E — 22 + 16y2 — 8xyo = 17TR2.

(B) 24+y—6=0,m=—1, n=6— —x¢ —yo = £RV2 — 6 — 2R? = 36 + 22 + y2 — 1220 — 12y0 + 22090
Din primele doua relatii scrise anterior obtinem

2 _ 2
To = Yo
Distingem de aici doua cazuri:
e 1o = —yp. Folosind aceasta informatie in a treia relatie avem:

R*=18 - R=3V2.
Folosind valoarea razei in a doua relatie avem

v/ 306 /306

25x2 = 18R? — o 5 sau e 5
0 /306 /306
Yo=—"5— Yo = —%—
e 1y = yo. Din a doua relatie obtinem
R2 %
17

Apoi a treia relatie ne conduce catre ecuatia:

xoz%(34+3\/371) 2o =

sau 235

2525 —20420+306 = 0 —
y0:2—5(34+3J371> o =

acestea sunt coordonatele cercului Inscris.
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Exercitiul 19. In &, fie sfera
S:(x—1+(y—1)*+2*=5
. r y+3 =z
dreapta § : — = =—— = —.
$i dreapta 1 5 1
a) Sa se determine intersectia sferei S cu dreapta 6.

b) Sa se scrie ecuatia planului tangent la S care trece prin A(2,1,2).

. . , . . 18
c¢) Sa se determine un plan w care confine 0 si care determind pe S un cerc C de razd r = =
d) Care este valoarea minimd pe care o poate lua v de la punctul ¢)?
Rezolvare:
a) Pentru de gési intersetia dintre sferd si dreaptd vom scrie mai Intai ecuatiile dreptei 6 sub forma parametrica
astfel:
T =1,
(0):y=2t-3, tekR
z=t.

Deci vom avea de rezolvat urmatorul sistem

(x—1)24+(@y—-12+22=5

=1

sne: 7o
y =2t —3,

z=1.

Obtinem pentru ¢ valorile ¢; = 1 si t; = 2, prin urmare cele doua puncte de intersectia vor fi
M(2,1,2), N(1,-1,1).
b) Observam ca punctul A € S, prin urmare ecuatia planului tangent se va scrie prin dedublare astfel
Ta:(z—1)(za—1)+@y—-—Dya—1)+2za=5x+22—6=0
¢) Ne propunem si determindm ecuatia planului ce contine dreapta § gi care formeazi pe sferd un cerc de razi
r= \/? . S& analizam informatiile pe care le detinem. In primul rand, deoarece § este continuta in plan rezulta

ca punctele de intersectie de la punctul a) verificd ecuatia planului. Mai mult cunoagtem raza cercului pe care in
formeaza planul cautat pe sfera. Centrul cercului format este proiectia cercului sferei pe planul pe care in cautam.
Fie deci 7 : ax + by + cz + d = 0 ecuatia generala a planului pe care il cautam.

e Din faptul ca M € 7 obtinem 2a + b+ 2c+ d = 0,

e Din faptul ca N € 7w obtinem a —b+c+d =0,



(64)

(65)

(69)
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e In final avem ca

r?=R*—d*(Q,7) = d(Q,7) = \/Zé _latbtd _ g

a? + b2 + 2
Prin urmare avem trei ecuatii si patru necunoscute cu ajutorul carora formam urméatorul sistem

2a+b+2c+d=0,
a—b+c+d=0,
la+b+d |7
Varrsa Vs
Pentru usurinta vom considera mai intai primele doa ecuatii, ulterior vom inlocui in a treia pentru a determina
solutia finala. Consideram matricea asociata sistemului format din primele trei ecuatii

2 1 21
A= (1 -1 1 1>
RangA = 2, prin urmare avem un sistem compatibil dublu nedeterminat. Fie ¢ = «,d = 8 necunoscutele
secundare. Sistemul devine

20 +b=—-2a+p
a—b=—-a-0

Solutia sistemului precedent este

a=—-a— % b= é
3’ 3
Momentan ecuatia planului are forma
2
m: (—a—6>x+ﬁy+az+620.
3 3
Rescriem formula pentru distanta de la centrul sferei la plan astfel
26 B
R 7

s 4 V5
2 2 2, 22
\/ R R
Obtinem urmatoarea ecuatie de gradul doi in «
270° + 48aB + 56° = 0

Discriminantul este:

A = (428)°
Obtinem
L0
9 )
_ 98
Qo = 3 .

Inlocuind cele doui valori gasite anterior in ecuatia (68) obtinem doud plane care satisfac conditile impuse:
mihr—3y+z2—9=0,
my:3x+y—952+3=0

d) Reamintim cd r = y/R? — d?(Q, 7). Prin urmare r este minima atunci cand d(€2, 7) este maxima, planul 7 fiind

planul ce contine dreapta d. Distanta mentionata anterior este distanta de la centrul sferei la proiectia centrului pe
planul ce contine dreapta. Maximul acestei distante se atinge atunci cand centrul cercului este chiar pe dreapta.

V6

1
Prin urmare centrul cercului va fi chiar mijlocul segmentului M N, iar raza cercului r = §M N = -

Exercitiul 20. In &3 se considerd o sferd cu centrul Q2 pe axa Oz care este tangentd planului w : 3x + 4y — 25 = 0.

(1) Sd se scrie ecuatia sferei S stiind ca distanta de la Q la A(3,4,3) este 5.

(2) Ezista Py € S cu proprietatea cd normala la S in Py trece prin origine? In caz afirmativ sa se gdseascd acest
punct.

(3) Sa se descrie intersectia sferei S cu planul (m1) : 3x + 4y — 15 = 0.

Solutie:
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(1) Deoarece © € Oz rezulta ca (0,0, zp). Vom identifica valoarea lui zo folosind faptul c& este situat la 5 unitati
distantia de punctul A:

(70) d(A,Q) = /32 +42+ (3—2)2=5— 20 =3 — Q(0,0,3).

(2) S&a scriem mai intai ecuatia generald a sferei. Pentru a finaliza mai avem nevoie de razi. Vom utiliza faptul c&
sfera este tangenta planului m, deci:

125]
71 R=d(Q,7n)= ——= =5
) @m0 =T
Avem:
(72) S a4+ y*+ (2 —3)* = 25.

Este cunoscut faptul ca directia normalei la sferd intr-un punct este coliniara cu directia normalei la plan in punct.
Fie Py(wo, Yo, 20)-
Ecuatia planului tangent la sfera in .S este:

(73) T:xxo+yyo+ (2 —3)(20 —3) =9 = N = (0, Y0, 20 — 3)-

Mai intai de toate sd observam ca originea sistemului de axe de coordonate se afla pe sfera noastra. Se observa
din desen ca daca ar exista o normald care s& treaca prin origine singura variantd ar fi si fie chiar axa Oz.(este
cunoscut faptul ca normala trece prin centrul sferei) S& determindm punctele de intersectie dintre axa si sfera:
20 = 8

(74) Smoz—>(zo—3)2:25—>{,

Deci existd o normald care trece prin origine aceasta fiind axa Oz care intersecteazi sfera in Py(0,0,8) si
P}(0,0,-2).
(3) Avem de analizat:

24 y? —3)2=25
(75) Sam: ¥ Ty HE=3)
3r+4y—15=0
| — 15 . o - .
Avem d(Q,7) = =3 <5 —= SN un cerc cu centrul aflat in planul 7. Dorim sa determinam centrul si

B

raza cercului: Co(Qo, 7).

Qo=pr,Q=mNd, dLn, Qed.

z =3t

y =4t 3 9 12
76 Qo : t==—-0 (=, =.3).
(76) 0°Y, _3 = o<5,5,

3z+4y—15=0

Mai mult

r=4/25—-d2(Q, ) =+25-9=4.
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6. EXERCITII PROPUSE SPRE REZOLVARE

Exercitiul 21. Cadrul de lucru: un plan afin euclidian £ raportat la un reper cartezian ortonormat R = {O;E,j} .

(1) Scrieti toate tipurile de ecuatii ale cercurilor de centru {2 si razd R pentru
(a) 9(170)7 R = 17
(b) ©(2.3), R=5;
(c) Q(-1,-1), R=2.
(2) Se dau ecuatiile unor cercuri. Determinati centrul gi raza lor:
(a) 22 +y? =22 —4y+1=0;
(b) 22 +y? —6x — 2y — 15 =0;
(c) 22 +y* — 10z + 16 = 0;
(d) 2%+ y* —8y =0.
(3) S& se scrie ecuatia cercului determinat prin:
(a) centrul £2(0,1) si un punct al sdu A(2,1);
(b) extremitétile unui diametru A(1,1), B(3,5);
(¢) centrul Q(1,1) si tangenta la cerc (d)x + 2y +3 = 0.
(4) Fiind dat cercul 2% + y? — 62 + 4y + 12 = 0 si punctul M(7,1), verificati cd M este exterior cercului si calculati
lungimea segmentului [MT], unde MT este tangenta cercului gi T este punctul de contact.
(5) Verificati daca dreptele urmitoare sunt tangente cercului o2 + y* + 22 — 2y — 2 = 0 si aflati punctele de contact:

(di) 2z2—-y—-1 =0,
(d2) y—-3 =0,
(d3) r+3 =0.
(6) Se da cercul 22 4+ y* — 16 = 0.
(a) Scrieti ecuatia tangentei in punctul M (2,2+/3).
(b) Determinati ecuatiile tangentelor la cerc paralele cu dreapta (§) z — 2y + 1 = 0.
(¢) Scrieti ecuatiile tangentelor duse din punctul exterior P(4,2) la cerc.
(7) Se da cercul 22 + 32 + 2z — 6y + 5 = 0. Scrieti ecuatiile tangentelor la cerc care
(a) trec prin A(1,3);
(b) trec prin B(5,4);
(c) sunt paralele cu dreapta (d)x —y+1=0.

Pentru exercitiile urmatoare cadrul de lucru este un spatiu afin euclidian &3 raportat la un reper cartezian

ortonormat R = {O;i,j, k}
Exercitiul 22. Scrieti ecuatiile sferei determinate de conditiile:

(a) are centrul (2,0,1) si raza R =5;

(b) are centrul in origine si trece prin B(2,1,3);

(c) are centrul Q(1,2,3) si este tangentd planului (7) : v+ 2y —72+5=0;

(d) are centrul Q(2,3,5) si este tangentd axei Oy.
Exercitiul 23. Determinati centrul si raza urmadtoarelor sfere:

(a) 22 +y?> + 2% =22+ 2y — 62 +8=0;

(b) 2% +y? + 22+ 42 — 6y + 102 + 15 = 0;
Exercitiul 24. Determinafi ecuatia unei sfere de razd R = 2 tangentd planului (v) v+ 2y —2+5 =0 in
A(—1,-2,0).
Exercitiul 25. Determinati raza sferei tangente simultan planelor

(m): 24+2y—32—3=0gi(m): z+2y—32+10=0.

Exercitiul 26. Fie sfera (S)x? + y? + 22 — 2z — 4y — 62 + 10 = 0 $i punctele A(1,4,3), B(3,2,3), C(1,2,1) pe
sfera. Scrieti ecuatiile planelor tangente sferei in aceste puncte.
Exercitiul 27. Fie sfera (S)(z)? + (y+ 1) + (2 — 2)2 — 4 = 0 si planul (m)x —y + 2 = 0. Scrieti ecuatiile
planelor tangente sferei, paralele cu .
Exercitiul 28. Fie sfera (S) 2% +y* + 22 +2y — 22 — 11 = 0 si planul (7)x +y — 2z = 0.

(a) Demonstrati cd intersectia dintre planul 7 si sfera (S) este un cerc.

(b) Scrieti ecuatiile acestui cerc si aflali coordonatele centrului gi raza cercului.

(z—1P2+ -1+ (z+1)*=9,

Exercitiul 29. Determinati centrul si raza cercului
r+y+z2=0.
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