Seminar 31.03.2020

A

Ex 1. Fie Q un punct in plan, ¢ o dreapta si o € (—m, 7], @ # 0 (un unghi orientat). In
ce conditil Ro o(0) =6 7

iB—ﬁo:y—yo
a b

Solutie: Fie Q(zq,yq) s 0 :

Fie P(at + xo, bt + o) € 9.

!/ oo _
Scriem P’ = Rgo(P): (x x“) = (COSO‘ S O‘) (x x”) si deci

v — ya sina  cos o Y — Yo

¥ =xq+ cosa(r —xq) — sina(y — yq)

Yy = yq +sina(z — xq) + cosa(y — yq)
Punctul P’ € ¢, prin urmare,

blrg + cosa(xg — xq + at) — sin a(yg — yao + bt)] — bxg )

= a[yq + sina(zg — o + at) + cos a(yo — yo + bt)] — ayy, Vt € R.
Relatia de mai sus reprezinta un polinom de grad I (aparent) in ¢, identic nul. Prin
urmare, coeficientii sunt zero.
Astfel,

t: bacosa — b sina = a’sina + abeosa = (a® + b?)sina = 0 = sina = 0 =
a=m

Inlocuind in (1), se obtine
blrg — wo + 7] — bro = alya — Yo + ya] — ayo = bra — bro = ayq — ayo = QL € 4.

Deci, conditiile pentru ca Rg ,(0) =0 sunt v = 7 si Q € 4.

~

Ex 2. Fie u,v € R*\ {0} ai. u # ¥ i fie § o dreaptd in plan. Ce conditie trebuie s fie
indeplinita astfel incat t(d) = t5(9) ?

Solutie: Fie § : 7 =74 +ta, t € R, a # 0 (ecuatia vectoriald).



Notam §; = t5(9) si 62 = t5(9).

Avem urmatoarele ecuatii vectoriale pentru cele doua drepte:

unde 74, =Ta+ U sl g, =74+ 0.

Pentru ca d; = 0, trebuie ca 74, — 74, sa fie coliniar cu a. Prin urmare, rezulta ca u — v
si @ sunt proportionali.

Ex 3. Sa se studieze compunerea Sy, o Sy, unde d; este axa Oz, iar dy este prima
bisectoare.

Solutie. Ecuatiile celor doua drepte sunt: dy : y=0sidy: y=x.

/ /

L y : 7 =ux : =y
Ecuatiile simetriilor corespunzatoare se scriu: Sy, : si Sy, :
y =y y =

Calculam

(4, 0 5ay) (2,y) = S (2, —y) = (=, @),

Sa studiem acum izometria obtinuta: f: &2 — &%, f(z,y) = (—y, z).

. . [ x 0 -1\ . 0
Matricial putem scrie (y’) =A (y> + B, unde A = (1 0 ) si B= (0)

Evident A € O(2) si det A = 1, deci f este o deplasare.

Cum A # I, deducem ca f este o rotatie de unghi o pentru care cosa = 0 si sina = 1
(din forma matricii A). Rezultd ca oo = 5

Pentru a gasi centrul rotatiei, rezolvam ecuatia f(z,y) = (z,y).

Deducem {x ~ Y de unde avem ci (z,y) = (0,0).
y=2,

Asgadar avem o rotatie de centru O si unghi g Remarcam ca {O} = dy N ds.



Ex 4. (a) Fie u = (1,2) i d = Ox.
Sa se determine o izometrie f : €2 — £2 ad. foS;=t,.
(b) Acelasi exercitiu pentru @ = (0, 2).

Solutie.

a) Din relatia data obtinem imediat f = ¢z o Sd_l. Stim ca Sy este involutiva, adica
Sy 0 Sy =1d, astfel ca Sd_l = S4. Deci f =tz 05;. Rezulta ca

f(x7y) =ty (Sd(x7y)) = tﬁ(xv _y) = (QZ + 17 —y+ 2)

/
Scriind matricial, obtinem ca x/ —A(")+B ,unde A = I~y si B = ! .
Y Y 0 —1 2

Matricea A este ortogonala gi det A = —1, deci f este o antideplasare.

r=x+1

Sa verificam daca f are puncte fixe, adica sa rezolvam sistemul de ecuatii { 5
y=-—y+2

Evident, nu avem solutie, deci f este o alunecare (simetrie alunecata). Dreapta d (fata
de care facem simetria) este unic determinata de mijloacele segmentelor de forma [PP’],
unde P’ = f(P).

De exemplu,

pentru A(0,0), avem A" = f(A) = (1,2)
pentru B(1,1), avem B’ = f(B) = (2,1).

1 1 1 1 1 3
Mijloacele coresunzatoare sunt M = §A + §A’ = <§, 1) siN = §B + 53/ = (57 1)~

Dreapta d are ecuatia y = 1.

___) .
Vectorul @ (de alunecare) este dat de PP’, unde P € d i P' = f(P).

—
Evident 4 nu depinde de punctul ales P. Observam ca B € d, deci u = BB’ = (1,0).

b) Pentru celalalt vector u = (0, 2), izometria f se scrie f(x,y) = (x, —y +2). Din nou, f
este o antideplasare, insa de data aceasta f are puncte fixe. Acestea sunt de forma (x,1),
deci formeaza o dreapta d : y = 1. Astfel, f = 5.



Ex 5. Fie dreptele
di: x+2y—1=0 s do: x+2y+1=0.

Sa se arate ca Sy, 0 Sy, = ty, pentru un anumit vector @ care sa se determine.

Solutie: Ecuatiile simetriilor sunt urmatoarele:

w,:3x—4y+2 x,:3x—4y—2

Sq, - 5 si Sy, : >
! , 4o + 3y — 4 ? , 4o + 3y + 4
y=="%5 Yy =7 ~5 L .

Calculam

3xr—4y+2 4dx+3y—4
(St 51) () = S (S o) = S (202, AW

_ (—2+%(3x—4y+2)+§(4x+3y—4) —4—%(3x—4y+2)+§(4x+3y—4))
5 ’ 5

2bx — 20 25y — 40 4 8
= ) = (x7y) A== ]
25 25 5 5

4 8
Deciu=(—=,—<]).
eci u ( 1 5)

Se verificd imediat c& dy||ds, @ L d si ||a]| = 2d(dy, ds).

Ex 6. Fie u = (1,—2) gi dreapta d : y = g Sa se determine ¢ (daca exista), astfel incat
55 o Sd == tﬁ.

Solutie: Deoarece Sy este involutiva, Sy o Sy = Id, avem ca S5 = t; 0 Sy.

, dr+4y
Tr =
Scriem mai intai ecuatiile simetriei Sy, astfel: Sy : Ag E 3
J = y
5

3 dy+5 4z — 3y — 10
DeciS(;(:v,y):(x—i_ yro 2wy >

) ’ 5

4



In scriere matriciala, A =

§iB:<_é>,

Deoarece A € O(2) si det A = —1, rezulta ca izometria este o antideplasare.

Ut~ ot w
O] Lo Ot >

3r+4y+5=5
Cautam punctele fixe si obtinem sistemul Ty . , care are solutia
4xr — 3y — 10 = by

{(z,y) eR*: 2z —4y —5=0},
adica o dreapta.
Aceasta este dreapta ¢ fata de care se face simetria.
Ex 7. Fiedreptele d; : x = —1sidy: y= V/3 . Si se arate ci Sq, 0 Sg4, este o rotatie

Rq o si sa se determine €2 i . Ce se poate spune despre Sy, 0 Sg, ?

Solutie. Cele doua simetrii se scriu astfel:

, —r++3y

T ="<2=7x r= 2
Sya, : si Sy, :
2

Avem

(Sd2 ° Sdl) (l’,y) ~ Sd2<_2 - I,y) =

<x+\/§y+2 —\/§x+y—2\/§>

2 ’ 2

—r+V3y \/3_a:+y> B (—4+m—\/§y \/§x+y>
2 ’ 2 N 2 ’ 2 '

(Sdl © Sdz) (ZE,y) — Sdl (

/
In scriere matriciala, ( 'z, ) =A < z ) + B, avem:

e pentru Sy, 0.5y, A= (

ol
o of
N——

Sy

I
VR
| [
S
N——



L3 9
2 2 -
opentruSdloSdQ:A:<£ >7B:( 0 )

1
2 2

In ambele situatii A € O(2), det A = +1 si A # I, deci avem rotatii. Astfel:

—‘/75, deci v = =T, iar Q(—1, —/3).

e pentru Sy, 0 Sy,: cosa = %, sin «v T

‘/7?:, deci o = %, iar Q(—1, —V/3).

e pentru Sy, 0.Sg,: cosa = %, sin a

Sa remarcam ca {€2} = d; N dy, iar unghiul neorientat dintre d; si dy este .

Ex 8. Fiedrepteled; : y=xgidy: x+y—1=0. Sa se arate ca Sy, 0 Sy, este o rotatie
Rq o si sa se determine €2 si . Ce se poate spune despre Sy, 0 Sg, ?

Solutie. Ecuatiile celor doua simetrii sunt:

=y , ¥r=1—y
Sdlz{/ iS¢ :q
Yy =z y=1—z

Prin urmare,

(Sdz o Sdl) (xay) - Sdz (Sdl(x7y)) = Sd2<y7x) = (1 —x,1— y) (2)

! -1 0
Matricial, aceasta izometrie se scrie ( z, ) =A ( ;j ) + B, unde A = ( 0 ) ),

B = ( 1 ) Se verifica: A € O(2) si det A = 1. Agadar Sy, o Sy, este o rotatie de unghi

a =, deoarece cosa = —1 gi sina = 0 (din forma matricii A).

l—ax==z

Centrul rotatiei este dat de punctul fix al izometriei, adica de solutia sistemului { )
—Yy=Y
Rezultd (3, 1). Se observa ca {Q} = di Ndy si m = 2<(dy, do).

Cealalta compunere se scrie

(Sa © Sa,) (,9) = Say (94, (2, 9)) = S, (L =y, 1 = @) = (1 =2, 1 —y). (3)
Prin urmare, din (2) si (3) rezulta ca cele doua simetrii comuta.
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Ex 9. Fie dreapta d : 2r —y —3 =0 si a = 7. Sd se determine o dreaptd 4 astfel incat
S5 0S4 = R, unde (1, —1).

Solutie. Deoarece simetria ortogonala fata de o dreapta este involutiva, rezulta ca
Sd_l = S4. Asadar, trebuie sa avem S5 = Rq o © Sg.

Scriem ecuatiile izometriilor Sy §i R o, respectiv:

x,:—3x+4y+12 x’:x_y—i—l—\/ﬁ
S, - 5 R - V2
' , 4r+3y—6 ’ s Tty 4

y
5 V2

In urma compunerii Rq = 0 .Sy se ob{ine izometria f datd de ecuatiile:

—7 42

po Tty A2

Iy 5v/2 5
], Ty 3v/2

1422

Y 52 5

In notatiile uzuale din scrierea matriciala a lui f avem:

T 1 14+ 42
A= 5vV2  5v2 si B = 5
5V2 52 + 55
Matricea A este ortogonala si det A = —1, deci avem o antideplasare. Cautand punctele

fixe, obtinem simetria S5, unde ¢ : (5\/5 + 7Nz —y— 5v2 —8=0.
Ex 10. Fie izometriile fi, fo : £2 — &2, date prin:

V3 o1 1 V3
(Xt sy—1, —ca— Yoy r2-V3).
fal.y) <2x+2y Lyt Y23
(a) Sa se studieze tipul acestor izometrii.

(b) Sa se arate ca fy o fo si fo o fi reprezinta rotatii in plan, carora sa se stabileasca
elementele.



Solutie:

(a) Se arata ca f1 = Rq, = si fo = Rq, =, unde ©,(~1,0) si Q5(0,2).

(b) Rezalti (£ £1)(z.9) — (? EET L \/§> |

V3

1
In scriere matriciala, avem: A = % \/% si B = ( 3 __1\/3 > , notatiile fiind cele
5 2 A
uzuale. Se verifica imediat ca A € O(2) si det A = 1. Intrucat A # I, rezulta ca fy o f;
este o rotatie de unghi o, unde cosa = ‘/7§ si sina = %, adica o = § = § — ¢ (suma

unghiurilor celor doua rotatii, care este diferita de 0 mod 2m). Centrul acestei rotatii

1
este punctul fix, adica € (—2 — \/—g \/§) )

272
Lasam spre studiu cititorului cea de-a doua izometrie, adica f; o fo.

Propunem spre rezolvare urmatoarea problema.

Fie 0 dreapta determinata de 2; si €25. Descompunem cele doua izometrii astfel:
fi = Ss0 84 si fo = Sy, 0Ss, unde dy si dy sunt doud drepte ce vor fi determinate (vezi
exercitiile precedente). S3 se verifice ca dy N dy = {Q}.

Ex 11. Fie izometria f : £ — £2, data prin f(z,y) = (3 —y, 1+ z).

(a) Sa se arate ca f este o rotatie.
(b) S& se arate ca f? = f o f este o rotatie.
Solutie:

(a) Se verifica faptul ca f = R, unde ©(1,2) si o = 7.

(b) Calculdm f?(x,y) = (2—xz,4—y), care este o rotatie de acelasi centru Q(1,2) si unghi
2.



Ex 12. Fie izometriile fi, fo : £2 — £? date prin ecuatiile:

fl(x7y) = (S_yu 1 —|—CL’),
fg(-’lf,y) = (4+y7 2- JJ)

(a) Sa se determine tipul acestor izometrii.

(b) Sa se arate ca fy o fi si f1 0 fo sunt translatii.

Solutie: Scriind matricial (in notatiile obignuite) avem:

opentrufl:Alz((l) _01),31:(;>

opentrqu:AQZ(_Ol é),Blz(;L).

Deci fi = Rq,,z si fo = Ra,,—z, unde 21(1,2) 5 Q2(3, -1).
Cele doua compuneri se scriu
(f2 o fl)(xay) = ($+ 57y - 1)7 deci f2 o fl = tﬁv unde u = (57 _1>7

(fio fo)(z,y) = (1+x,5+7y), deci fi o fo =tz, unde v = (1,5).

Ex 13. In £3: Se considera dreapta

(i) Sa se scrie ecuatiile simetriei ortogonale Sy fata de dreapta .
(ii) S& se verifice ca Ss o S5 = Id (aplicatie involutiva).

(ili) Sa se determine Ss(d), unde




(iv) Sa se determine Ss(7), unde 7: x —y+2—1=0.

Solutie:

(i) Fie P(zp,yp,2p) un punct arbitrar din £3. Prin P ducem planul 7 normal la &,
intersectia dintre plan si dreapta fiind proiectia Fy a lui P pe 0. Planul 7 are directia
normald (2,1, —1) si prin urmare, ecuatia sa este:

7 2(x—zp)+ (y—yp)— (2 —2zp) =0.

r=2t+1
Pentru a afla Fy, scriem ecuatiile parametrice ale dreptei : ¢ y =t + 1
z=—-t—1.

Inlocuind, obtinem 22t +1—azp)+(t+1—yp)+(t+1+2p)=0.

2 — —4
Rezulta t = ] .

6
( 2ep+yp —z2p — 1
Ty = 3
. 2 N 2
Deci Py are coordonatele < yq = Tp ¥ Yp G ot
—2xp—yp+zp —2
20 = .
\ 6

Daca P’ este simetricul cautat, avem P’ = 2P, — P.

, TH+2y—22-2
N 3
Deducem ecuatiile simetriei S5 : ¢ ¢ = 20— 2y3— 2t
, 20ty + 2242
i 3 .

(i) Se arata, prin calcul direct, ca S5 (S5(z,y, 2)) = (x,y, 2).

(iii) Scriem d in forma parametrica ¢ y=t—1 , t€R.



(, Tt—4
r=—
3
2 s iy - : , 2t+4
Inlocuind in ecuatiile simetriei S5 obtinem ¢ 13/ = —5 teR.
g_t=1
\ 3

Eliminand ¢, obtinem ecuatiile canonice ale dreptei simetrice

! 4 / 4 ! 1
x+3:y—3_z+3

7 2 1

Ss(d) -

(iv) Fie P € w si P' = S5(P). Evident, P = Ss(F’).

Rezulta ca:
4+ —22—2 2 -2y — 2 4+2 22 +y 42 +2
3 3 3

1=0.

Obtinem ecuatia planului 7’ := Ss(mw) : 2/ —y' + 2/ +3=0.

Observatie: Remarcam ca dreapta o este paralela cu planul 7, prin urmare e firesc ca
|| 7.

Ex 14. In & Se considerd planul 7 : 224y — 22 +5 = 0.

(i) Sa se scrie ecuatiile simetriei ortogonale S fata de planul 7.

(ii) S& se verifice ca S, 0 S, = Id.

-1
(ili) Sa se determine S;(d) si Sr(c), unde 9 : % = % = 2_1 sia:z+y+z2=0.
-1 1
(iv) Sa se arate ca S;(d) = d, unde d : L g = % = % Justificare.
Solutie:
(i) Fie P(zp,yp, zp) un punct arbitrar in £3.
Prin P ducem dreapta dy normala la planul 7:
do - r—xp :y—?JP :Z—ZP
02 1 -2

11



Intersectia dintre 7 si dy este proiectia Fy a lui P pe w. Sa obtinem coordonatele lui F.

r=2t+zxp
Astfel, dy: Cy=t+yp teR
z=—=2t+ zp,

si2(2t +ap)+ (t+yp) —2(—2t +2p) +5=0.

21}P+yp—22p—|—5
9
( Srp — 2yp +4zp — 10
o = 9
 —2zp+8yp+2z2p—5
B 9
4$p—|—2yp + 5Zp + 10
\ZOI 9 .

Rezulta t = —

, de unde obtinem coordonatele cautate:

Py § vo

Deoarece S, (P) ™2 P’ = 2P, — P, obtinem ecuatiile simetriei:

'w’ x—4y + 82— 20

9
5. )y TlotTy+de—10

9
Z,_8x+4y+z+20
= 5 :
\

(ii) Se verifica, prin calcul direct, ca Sy (Sx(z,y, 2)) = (z,y, 2).

=1t
(iii) Scriem ecuatiile parametrice ale dreptei § : < y =t
z=—-1+1

si inlocuim in ecuatiile simetriei.

12



(L — —Tt — 16
9
Obtinem < ¢/ = _tg_ 6 , de unde putem scrie ecuatiile canonice:
, 1+ 21
* T T 9

Deoarece S este involutiva, obtinem imediat ecuatia planului

Se(a): b’ + 7y + 132" —10 = 0.

r=2t+1
(iv) Analog ca la (iii), avem ecuatiile parametrice ale dreptei d: ¢y =1t—1 pe care,
z = —2t,
(l'/ _ —6t—5
3
¢l o . - ) ,  —3t—=7
daca le inlocuim 1n ecuatiile simetriei, obtinem < ¢’ = —5 Asadar,
,  6t+8
S

-2 -1 2

Se observa ca d si S;(d) au aceeasi directie, iar A(1,—1,0) apartine ambelor drepte, prin
urmare coincid.

Observam ca dreapta d este perpendiculara pe planul 7.

Ex 15. Sa se scrie ecuatiile migcarii elicoidale (rototranslatie) Roy,z oty, unde u = 27.

—1 1
x2 :y—l— :—ill Sa se descrie

Ex 16. In &3 se considerii dreapta orientatd o :

rotatia Rs5p in jurul dreptei 6 de unghi 6 = 7.

13



Solutie: Vectorul a = (2,1, —1) da orientarea dreptei §. Consideram planul 7, printr-un
punct P(zp,yp, zp) normal dreptei J:

m: 2x—xp)+(y—yp)— (2 —2zp) =0.

Dorim sa aflam coordonatele proiectiei Py := Prs(P); facem deci intersectia dintre 0 si 7.

Ty = Zto +1
Punctul Fj are coordonatele ¢ yg =ty — 1 , toeR.
zZ0 — —to
A 2x —zp—1
Inlocuind in ecuatia planului, se obtine ¢ty = Ptyp P . In planul 7 (care

urmeaza a fi orientat) vom face rotatia de unghi ¢ = 7.

Orientarea: In 7 trebuie s& gasim o baza ortonormata {uy, us} a.l. U X Us sa aiba acelasi
sens cu @ .

FieﬂE?,a:(a,b,c),ﬁJ_d, deci 2a +b—c = 0.

Consideram, de exemplu, vectorul u; := <0, \%, \%)

Rezulta ca uy := i” X Uy = (\/Lg, —\/Lg, \%) Evident @y X 1y, =

a

Sl-
o

Daca exprimam vectorul

]703: (.TP_yP3+ZP_27—2$P+5y6P+Zp+7’2$P+ypg—5zp—1>

in baza {u;, U} obtinem P"O? = A\l + Aollg, unde

1
M =—yp+zp+1
1 \/i(yp Zp )
A :L(a: —yp+zp—2)
2= pl\op—yptzp :

. . C . —}; . o A
Deci, scrierea matriciala a lui Py P in baza {uy, us} este ( )\1 )
2

. . ) y 0 —sind A
In urma rotatiei, coordonatele punctului P’ se gasesc astfel: €8 St ).
® sinff cos6 Ao

14



Astfel,

V2 V2

/
POP = 7()\1 - )\2)121 + 7(/\1 + )\2)712

Obtinem
1

2 = [(4—2\/§+\/§)+(4+\/i)xp+(2—\/§+\/§)yp+(—2+\/§+\/§)zza]

y = % [(—14 FTV24+2V3) + 22— V2 - V3)zp + 2+ 5V2)yp + (=2 + V2 — 4\/§)zp]
1
12

—_

/
z =

[(2 —V2+6V3) +2(—2+ V2 = V3)ap + (=2 + V2 +4V3)yp + (2 + 5\/§)zP] .

Sa vizualizam aceasta rotatie:

2
1)
i
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Figura 1: Rotatia a trei puncte in jurul unei drepte; cele albastre sunt duse in cele magenta
(vizualizari din unghiuri diferite)

- -
Ex 17. In &3 se considera punctul Py(xo,yo,20), 20 > 0, 20 # 1, a. 1. [|OP,|| = 1. Sa se
scrie ecuatiile rotatiei de unghi v in jurul unei drepte ce trece prin origine si are orientarea
dati de vectorul k x OF,.

T

Caz particular: o € (0, 5) a.l. cosa = zp.

Obsevatie: In aceastd situatie particulara, rotatia duce axa Oz in semidreapta [OF; .

Solutie: Dreapta in jurul careia se face rotatia are ecuatia ¥ = O + ta, unde O(0,0,0)
este orginea reperului cartezian, iar @ = k x OP, este unitar.

Daca P este un punct arbitrar in €3 i P’ = R;,(P), atunci avem ecuatia vectoriald a lui

P’ o
O ,a>(1 — cos)a + cos « O?Jr S« OP.

lalf? lall

Avem: 7o = (0,0,0), O—}>7 = (zp,yp, 2p), @ = (—yo, 70, 0), ||a||* = 22 + v,

Tpr=To+

—Y% ITp i
(O?, a) = —rpYo + Ypo, @ X O? =|zo yp J|=(To2p,Yo2P, —YoYpP — ToTp).
0 zZp k



Rezulta coordonatele lui P':

/

' = (1 —cosa)(ydrp — Toyoyp) + cosa Tp + sina z2p
v = (1 — cosa)(z2yp — zoyoyp) + cosa yp + sina yozp
Z=c

osa zp —sina (zorp + Yoyp)-

In cazul particular avem sina = /22 + 42 si cos o = zy. Astfel, P’ are coordonatele:
v = Y (Yoxp — Toyp) + 20Tp + Tozp
1+ 20
/ Lo
Yy (Zoyp — yoxp) + 2oyr + Yozp

- ]. + 20
7' = zzp — (ToxTp + Yoyp).

Figura 2: Rotatia unei figuri (un cerc) in jurul unei drepte; diferite unghiuri de rotatie

Ex 18. Fie dreapta § orientata care trece prin A(1,1,1) si are directia (pozitiva) data de

a=(1,0,1).

T
(i) Sa se scrie rotatia Rs, In jurul dreptei 6 de unghi av = "

(ii) Sa se calculeze R;,(d) unde oo = % sid: % = =_.
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