Exercitiul 1 In spatiul euclidian 3-dimensional se considerd punctul A(1,1,0) si planul 7 : x +4y + z + 6 = 0.
1. Sa se scrie ecuatia generald a sferei care trece prin A are centrul pe Oz si este tangenta planului .
2. Scrieti ecuatia generald a planului tangent si ecuatia normalei la sfera S’ : (x — 2)2 + (y— 2)2 +(z— 1)2 =31in A.

3. Sd se demonstreze cd intersectia dintre sferd S’ si planul paralel cu w care trece prin M(0,2,1) este un cerc pentru
care sa se identifice centrul si raza acestuia.

Solutie:

1. Deoarece Q € Oz — 3t € R astfel incat 2(0,0,t). Vom identifica valoarea parametrului tinand cont de faptul ca
sfera trece prin A si este tangenta planului 7:

d(Q, A) = d(Q, )

Vom scrie cele doua distante:

A, A) = V2 +1t2 t1=0 0(0,0,0),
_Jt+6 — 18(2+1%) =2 + 12t + 36 — 17t — 12t =0 — 12 — 12
d(Qm) = 7S tr=1- 20,0,

Razele asociate sunt:
R, = \/5
/ 144 /722
Ro=4/24+ — = ——.
289 17

Si:ia? 4y +22=2
12)2 722

512 2 _ = [
2x+y+<z 17 289

Sferele obtinute sunt:

2. Ecuatia planului tangent in A:
A (a—2)(x—2)+(ya—2)(y—2)+(2z4a—1)(2—-1)=3
ma:(1=2)(x—2)+(1-2)(y—2)+(0—-1)(2—1)=3
TA:T+Yy+2—2=0
Ecuatia normalei la sfera in A
x—1 y-—1

z
Ny —J_ - _Z
AT 1 1

3. Vom studia intersectia sferei cu planul 7’ : x + 4y + 2 — 9 = 0. Se observa ca

24+8+1-9 2 2
=|+ + |= :£<\/§—>ﬂ'/ﬂ5= cerc .
V18 3v2 3

Pentru a identifica centrul cercului obtinut trebuie s& determinam proiectia centrului sferei pe planul ©’. Fie {Q'} =
r+4y+2—-9=0

d(Q, ")

=t+2 1

ond,d Lx, Qed: o + —t+2+16t+8+t+1-9=0—18t= -2 =t = —= —
y=4t+ 2 9
z=t+1

o (17148
99’9/

Raza cercului este



r=t
Exercitiul 2 In spatiul euclidian 3-dimensional se considerd punctul A(1,2,3) ¢i dreaptad:{y=t+1 teR.
z=1+2

1. Scrieti ecuatia generald a sferei de raza v/11 care trece prin A si care are centrul situat pe dreapta Oy.

2. Determinati punctele de intersectie dintre dreapta d si sfera S': 2% +y? + (2 — 1)2 = 6.
. . . o . , . 11
3. Sa se determine un plan care contine dreapta d a carui intersetie cu sfera S’ este un cerc de raza r = CR
Solutie:

1. Deoarece centrul Q € Oy — 3t € R astfel incat 2 (0,¢,0). Rezulta

dA) =Vl =12+ (-2 +3> =11 > t*—4t+3=0

Obtinem:
A:4_>{t1:1 _){91(0,1,0) _}{Sl:x2—|—(y—1)2—|—22:11
ty =3 05(0,3,0) Sy:a?+ (y—3)2+22=11
2. Se obtine:
242+ (z-1)° =12
Z:Hl S+ (E+1)P+(t+1)° =63t +4-4=0— A =64 (1)
z=t+2
Deci:
t 2 A1(-2,-1,0)

7; — 25 8
= — A —_—, =, —
ta 3 2<37333>

3. Fie 7 : ax + by 4+ cz + d = 0 planul pe care 1l ciutam. Deoarece d C m — A, A3 € w. Obtinem:
—2a—-b+d=0
2a4+5b+8c+3d=0
Fiec=a, d= 4.
—2a—-b=-0 . a=oa+p
—2a 4 5b = —8a — 35 b=—-2a—-p
. 11 , 1
Raza cercului cautat este r = 5 = d(Q,7') = 5
Ecuatia generala pentru planul cautat este:
7 (a+B)r— 2a+B)y+az+B=0

Observam

o+ B _ la+ B
Ve+B8)2+2a+8)2+a2  /6a2+2B%+6a8

Avem de rezolvat urmatoarea ecuatie de gradul I1.

d(Q, ') =

1
N \/; — 2(a’+2a4+6%) = 60°+26%+6a — 4a’+2a5 = 0

20 +af=0— 3

Se obtin doua plane care satisfac conditiile cerute si anume:

mfr —By+ =0 _){Wi:x—y—i-lzo

wézéx—éz—&—ﬁzo mhix—z+2=0

2 2



Exercitiul 3 In spatiul euclidian 3-dimensional se considerd sfera S cu centrul Q@ pe Ox care este tangentd planului
m:x+y—2=0.

1. Sad se scrie ecuatia generald a sferei S stiind cd distanta de la centrul sferei la originea O(0,0,0) este de 3 unitats.
2. Sd se scrie ecuatia normalei la sfera S": x? +y? + (2 — 3)2 = 9 in punctele de intersectie dintre arxa Oz si sfera S'.

3. Sd se studieze intersectia dintre sfera S’ si planul ' : x +y + z = 0. Determinali toate elementele necesare pentru
descrierea completa a intersectie.

Solutie:

1. Deoarece 2 € Ox — 3t € R astfel incat Q(¢,0,0). Avem d(Q2,0) =3 — [t| =3 =t = £3.
Se obtin doua centre:

24(3,0,0)
02(-3,0,0)

Stim ca sfera este tangenta planului prin urmare distanta de la centrul sferei la plan va fi lungimea razei sferei:

_B-2_ V2

Ry =d(,7m) = —
V=) = B = Y .
|—3-2] 5v2
Ry =d(Qe,m) = =
s =d(@m) = =
Rezulta: )
Sy (x—3)2+y2+22:g
5
So:(x+3)2+y?+22 = 5
2.
2,2 2 _
ity +(2—-3)"=9 N T z—3
=0 t1=0 T1(0,0,0 1'5 =0~
N0z : 4" 5 (t-3)2=9—|t-3| =3¢ " - i ) - o 0 3
y=0 ty =6 T5(0,0,6) Ny: Y _
_ 0 0 -3
z=t
Prin urmare, in ambele situatii, normala este axa Oz.
3. Observam ci centrul sferei S’ este (0, 0, 3).
Verificam daca intersectia dintre sfera si plan este un cerc.
Pentru aceasta: 3
d(Q,7') = 7 V3 <3 8 N7’ = un cerc cu centrul in planul 7’
Determinam centrul cercului
z+y+2=0
=t
V= = nd,d L7, Qed sdna " St=—1Q = (-1-1,2).
y =
z=1t+4+3

Mai avem de determinat raza cercului:

r=yR?—dQ,7)=v9-3=6.




r=s
Exercitiul 4 In spatiul euclidian 3-dimensional se considerd punctul A(2,1,1) si dreaptad: S y=s ,s€R.
z=s
1. Sa se scrie ecuatia genenerald a sferei cu centrul pe Ox care trece prin A si este tangenta dreptei d.
2. 8d se scrie ecuatia normalei in A la sfera S : 22 +y? + 22 = 0.

3. Sa se studieze intersectia sferei S cu planul paralel cu xOy care trece prin punctul B(0,0,1). Determinati toate
elementele necesare pentru descrierea completa a intersectiei.

Solutie:
1. Deoacere 2 € Oz — 3t € R astfel incat Q(t,0,0). Mai mult deoarece sfera este tangentd dreptei obtinem
d(Q, A) =d(Q,d).

Sa calculam cele doua distante:

d(§2,d) = W 0(0,0,0) €d, a € d, a= (1,1,1),

d(QA) = /(s —20)? + (ya —ya)? + (22 — 2q)?

Q0 x a =

= (0, —t,t)

— e~ S
— O .l
— O

Deci

212
V3 %?:t274t+6%2t2:3t2712t+18%t2712t+18:0

=6—32 01(6 —3v/2
Obtinem A =72 — by =032 — 1(6-3v2,0,0) Deci razele sunt
ty =6+ 32 Q2(6 + 3v/2,0,0)
2
Ry = /36 — 2412 Slz(a:—6+3\/§) +y? 422 =36 — 24V/2

— 2
Ry = /36 + 242 Spt(2-6-3v2) +y°+ 2% =36+ 24v2

2. Observam ca €2(0,0,0) este centrul sferei S, deci:

—0A:22Y
Na=0A:5 =7

z
T
3. Ecuatia planului cautat este 7 : z — 1 = 0. Observam ca

d(Q,m)=1<3—= SNm= cerc cu centrul in 7.

Determinam centrul cercului:

z—1=0
=0
V=prQ=rn6dLlm Qed—mns:d " St=1-0(0,0,1).
y:
z2=1

Mai avem de identificat raza cercului:

r=ER - &(Q,71) =v/9—1=2V2.



Exercitiul 5 1. Sa se scrie ecuatia unui plan care trece prin punctele M(1,2,—1) si N(2,1,1) cu proprietatea ca
intersecteazd sfera S : (x — 3)% + (y — 6)% + (2 + 2)% = 36 dupd un cerc de razd 5.

2. Sa se scrie ecuatia unui plan tangent la S care trece prin P(5,10,2).

Solutie:
1. Fie 7 planul pe care il cautam. Ecuatia generala acestuia este:
miar+by+cz+d=0.

Stim ca punctele M i N sunt continute in 7 prin urmare:

a+2b—c+d=0
2a+b+c+d=0

Sistemul anterior este un sistem omogen cu doua ecuatii si patru necunoscute. Prin urmare este un sistem compatibil
dublu nedeterminat pentru care consideram:

a=a, b=g, o, €R.

Sistemul devine:

—a+ 3
a+2b=a—-p . c=
{2a+b:—a—5 d:73%a+6)
2

Ecuatia planului devine:
7w 20x + 20y + (—a+ F)z —3(a+ ) =0.

Pentru a finaliza trebuie sa gasim o relatie intre parametrii o gi 8. O vom obtine din faptul ca planul trebuie sa
intersecteze sfera de centru (3,6, —2) de razd R = 6 dupa un cerc de raza r = 5. Obtinem

d(Q,7) = VR? —r2 = /36 — 25 = V11

6+ 126 + 20 — 28 — 3a — 38| |ba + 78|
VA2 142 1 (a+ B2 /Ba? +58% — 20

d(Q,m)
Obtinem:
2502 + 7008 + 4982 = 11 <5a2 +56% - 2a5) 53002 — 9208 + 682 = 0 — 1502 — 4603 + 362 = 0

O privim ca pe o ecuatie de gradul I in necunoscuta 8. Se observa ca:

_ 468+ 448 _

o= 35
A = 2116582 — 1803? = 1936432 = (44)* — 4663—044ﬁ 1
=" "~ n’

Obtinem doua plane care satisface conditiile mentionate:

7r1:62ﬂx+26y—2611—12§8=0 {m:3x+y—z—6=0
%

L2 Ly 3= : 15y +72—24=0

To 156w+25y+152 156 0 mo i x + 15y + 72

2. Observam ca P € S, deci ecuatia planului tangent se obtine prin dedublare:

mp:i(xp—3)(x—3)+ (yp —6)(y — 6) + (zp + 2)(2 + 2) = 36.

mp:(5—-3)(x—3)+ (10 -6)(y —6) + (2 +2)(2 +2) =36
mpi2x+4y+42z—-58=0—=>7mp:x+2y+22z—-29=0.



