
Exerciţiul 1 În spaţiul afin euclidian 3-dimensional se consideră punctele A(1, 0, 1), B(a, a, 1) şi C(2, 0, 0), a ∈ R.

• Să se determine valoarea parametrului a ∈ R astfel ı̂ncât triunghiul ABC să fie dreptunghic ı̂n vârful A. În continuare
vom folosi a = 1.

• Să se scrie ecuaţiile canonice ale mediatoarei ipotenuzei BC.

• Să se determine un punct astfel ı̂ncât simetricul său faţă de ipotenuza BC să fie centrul de greutate al triunghiului
ABC.

• Să se scrie ecuaţia generală a planului ABC şi ecuaţiile parametrice ale normalei la planul ABC duse prin mijlocul
ipotenuzei.

• Determinaţi coordonatele unui punct aflat pe normala determinată anterior care se află la 2 unităţi distanţă de
planul ABC.

Soluţie:

1. Triunghiul ABC este dreptunghic dacă 〈
−−→
AB,

−→
AC〉 = 0. Obţinem

〈(a− 1, a, 0) , (1, 0,−1)〉 = 0⇒ a− 1 = 0⇒ a = 1. (1)

În continuare vom lucra cu
A(1, 0, 1), B(1, 1, 1), C(2, 0, 0).

2. Mediatoarea segmentului [BC] este perpendiculara dusă prin mijlocul segmentului. Prin urmare fie M mijlocul

segmentului [BC]. Coordonatele acestuia sunt M

(
3

2
,

1

2
,

1

2

)
. Mai avem nevoie de un vector director. Pentru aceasta

vom utiliza informaţia că mediatoarea unei laturi dintr-un triunghi este paralelă cu ı̂nălţimea dusă din vârful opus.
În cele ce urmează vom fi interesaţi de direcţia ı̂nălţimii duse din vârful A. Mai ı̂ntâi considerăm

A′ = prBCA = BC ∩ π, π ⊥ BC, A ∈ π.

Din
π ⊥ BC → N̄π ‖

−−→
BC = (1,−1,−1). (2)

Momentan
(π) : x− y − z + d = 0.

Dar
A ∈ π → d = 0.

Se obţine:

π ∩BC :


x = t+ 1

y = −t+ 1

z = −t+ 1

x− y − z = 0

→ t+ 1 + t− 1 + t− 1 = 0→ t =
1

3
. (3)

Deci

A′
(

4

3
,

2

3
,

2

3

)
.

Vectorul director al ı̂nălţimii, deci şi al mediatoarei căutate este

−−→
AA′ =

(
1

3
,

2

3
,−1

3

)
‖ (1, 2,−1).

În final mediatoarea va fi determinată de punctul M şi vectorul determinat anterior:

m = M + [
−−→
AA′] :

x− 3
2

1
=
y − 1

2

2
=
z − 1

2

−1
.

Alternativ mediatoarea este dată de intersecţia planului normal dreptei BC care trece prin M cu planul ABC. Fie

π′ ⊥ BC, M ∈ π′ → π′ :

(
x− 3

2

)
−
(
y − 1

2

)
−
(
z − 1

2

)
− 0→ π′ : x− y − z − 1

2
= 0.



m :

{
2x− 2y − 2z − 1 = 0

−x− z + 2 = 0
→


x = −t+ 2

y = −2t+
3

2
z = t

t ∈ R→ m :
x− 2

−1
=
y − 3

2
−2

=
z

1
. (4)

3. Amintim mai ı̂ntâi coordonatele centrului de greutate al triunghiului ABC:

G

(
4

3
,

1

3
,

2

3

)
.

Deci acest centru de greutate este simetricul punctului căutat faţă de ipotenuza BC. Să determinăm proieţia acestui
punct pe ipotenuza BC.

G′ = prBCG = BC ∩ π′, π′ ⊥ BC, G ∈ π′. (5)

Din π′ ⊥ BC → N̄π′ ‖
−−→
BC = (1,−1,−1)

π′ : x− y − z + d = 0.

Din

G ∈ π′ → 4

3
− 1

3
− 2

3
+ d = 0→ d = −1

3
→ x− y − z − 1

3
= 0.

Determinăm:

G′ = π′ ∩BC :


x = t+ 1

y = −t+ 1

z = −t+ 1

x− y − z − 1

3
= 0

→ 3t =
4

3
→ t =

4

9
→ G′

(
13

9
,

5

9
,

5

9

)
(6)

Deci G′ este mijlocul segmentului [GG”], G” = sBCG. Se obţine:
xG” = 2xG′ − xG
yG” = 2yG′ − yG
zG” = 2zG′ − zG

→


xG” =

14

9

yG” =
7

9

zG” =
4

9

(7)

4.

N̄ABC ‖
(−−→
AB ×

−→
AC
)

=

∣∣∣∣∣∣
ī j̄ k̄
0 1 0
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = (−1, 0,−1).

Momentan
(ABC) : −x− z + d = 0.

Impunem condiţia ca A ∈ (ABC)→ d = 2→ (ABC) : −x− z + 2 = 0.

Normala pe care o căutăm este determinată de punctul M şi vectorul director N̄(BC):

n : M + [N̄(BC)] :


x = −t+

3

2

y =
1

2

z = −t+
1

2

(8)

5. Fie P ∈ n. Deci ∃t ∈ R astfel ı̂ncât P

(
−t+

3

2
,

1

2
, −t+

1

2

)
. Ştim că d(P,ABC) = 2→

∣∣∣∣t− 3

2
+ t− 1

2
+ 2

∣∣∣∣
√

1 + 1
= 2.

Prin urmare
|2t| = 2

√
2→ t = ±

√
2.

Obţinem două puncte care satisfac condiţiile menţionate şi anume:
P1

(
−
√

2 +
3

2
,

1

2
, −
√

2 +
1

2

)
P2

(√
2 +

3

2
,

1

2
,
√

2 +
1

2

) (9)

2



Exerciţiul 2 În spaţiul afin euclidian 3-dimensional se consideră dreapta d :
x

1
=
y − 2

1
=
z

4
şi planul π : 4x− 2y+ 1 = 0

• Să se studieze poziţia relativă a dreptei d faţă de planul π.

• Să se determine 2 puncte A şi B astfel ı̂ncât A ∈ d şi M ∈ π unde M este mijlocul segmentului [AB].

• Determinaţi unghiul format de dreapta d şi planul π.

• Scrieţi ecuaţia planului normal dreptei d care conţine originea sistemului de coodonate.

• Determinaţi coordonatele punctelor aflate pe axa Ox la distanţa de 4 unităţi faţă de planul π.

Soluţie:

1. Scriem ecuaţiile parametrice ale dreptei d astfel:

d :


x = t

y = t+ 2

z = 4t

t ∈ R.

Studiem acum poziţia dreptei faţă de plan:

d ∩ π :


x = t

y = t+ 2

z = 4t

4x− 2y + 1 = 0

→ 4t− 2t− 4 + 1 = 0→ t =
3

2
→ d ∩ π = R

(
3

2
,

7

2
, 6

)
. (10)

2. Dorim să determinăm cele două puncte. Vom ı̂ncepe de la informaţia că A ∈ d→ ∃t ∈ R astfel ı̂ncât A(t, t+ 2, 4t).
Mai mult M ∈ π → 4xM − 2yM + 1 = 0.
Este evident că vorbim despre o infinitate de solutţii. Spre exemplu putem alege:

A(0, 2, 0),M

(
−1

4
, 0, 2

)
→


xB = 2xM − xA = −1

2
yB = 2yM − yA = −2

zB = 2zM − zA = 4.

(11)

3. Pentru planul π avem direcţia normală acestuia N̄π ∈ [−→π ]⊥, N̄π = (4,−2, 0). Pentru dreapta
−→
d = [ā], ā = (1, 1, 4).

Calculăm unghiul θ dintre d şi π folosind formula

sin θ =
|〈N̄π, ā〉|
||N̄π|| · ||ā||

=
2√

20 ·
√

18
=

2

6
√

10
=

1

3
√

10
→ θ = arcsin

(
1

3
√

10

)
∈
(

0,
π

2

)
. (12)

4. Deoarece π′ ⊥ d→ N̄π′ ‖ ā. Momentan
π′ : x+ y + 4z + d = 0.

Dar
O ∈ π′ → d = 0.

Obţinem π′ : x+ y + 4z = 0.

5. Fie P ∈ Ox→ P (λ, 0, 0). Ştim că d(P, π) = 4. Deci

d(P, π) =
|4λ+ 1|

2
√

5
= 4→ |4λ+ 1| = 8

√
5→ 4λ+ 1 = ±8

√
5→ λ =

−1± 8
√

5

4
(13)

Se obţin punctele: 
P1

(
−1 + 8

√
5

4
, 0, 0

)

P2

(
−1− 8

√
5

4
, 0, 0

) (14)

3



Exerciţiul 3 În spaţiul afin euclidian 3-dimensional se consideră punctul A(1, 0, 1) şi dreapta d :
x

1
=
y

2
=
z

3
.

• Determinaţi coordonatele proiecţiei punctului A pe dreapta d.

• Determinaţi coordonatele punctelor B şi C de pe dreapta d astfel ı̂ncât triunghiul ABC să fie isoscel ı̂n vârful A.

• Calculaţi măsura unghiului B̂AC.

• Scrieţi ecuaţia planului paralel cu xOy care conţine punctul A.

• Care este poziţia relativă a planului determinat anterior faţă de dreapta d.

Soluţie:

1. Fie A′ = prdA = d ∩ π, π ⊥ d, A ∈ π. Din π ⊥ d→ N̄π = (1, 2, 3). Deci:

π : x+ 2y + 3z + d = 0.

Din A ∈ π → d = −4. Se obţine
π : x+ 2y + 3z − 4 = 0.

Determinăm proiecţia punctului A:

d ∩ π :


x = t

y = 2t

z = 3t

x+ 2y + 3z − 4 = 0

→ t =
2

7
(15)

Avem:

A′
(

2

7
,

4

7
,

6

7

)
2. Dorim să găsim B şi C de pe dreapta d astfel ı̂ncât triunghiul ABC să fie isoscel. Rezultă că [AA′] este mediană şi

ı̂nlăţime din vârful A. Fie B ∈ d, C ∈ d→ ∃t′ ∈ R astfel ı̂ncât B(t′, 2t′, 3t′) şi C(s, 2s, 3s).

Triunghiul ABC este isoscel dacă:

{
AB = AC

A′este mijlocul lui BC.

Să scriem normele care intervin: {
AB = ||

−−→
AB|| =

√
(t′ − 1)2 + 4t′2 + (3t′ − 1)2

AC = ||
−→
AC|| =

√
(s− 1)2 + 4s2 + (3s− 1)2

(16)

Alegem spre exemplu t′ = 1→ B(1, 2, 3) ∈ d Folosim informaţia că A′ mijlocul lui [BC] şi obţinem:
xC = 2xA′ − xB = −3

7

yC = 2yA′ − yB = −6

7

zC = 2zA′ − zB = −9

7

(17)

Avem: 
−−→
AB = (0, 2, 2)
−→
AC =

(
−10

7
,−6

7
,−16

7

)
(18)

În final: 
AB =

√
8 = 2

√
2

AC =

√
100 + 36 + 256

7
= 2
√

2
(19)

La modul general B(t, 2t, 3t) iar simetricul său faţă de AA′, adică C are coordonatele:
xC = 2xA′ − xB =

4

7
− t

yC = 2yA′ − yB =
8

7
− 2t

zC = 2zA′ − zB =
12

7
− 3t

t ∈ R.

4



3.

cos
(
B̂AC

)
=
|〈
−−→
AB,

−→
AC〉|

||
−−→
AB|| · ||

−→
AC||

=

∣∣∣∣−12

7
− 32

7

∣∣∣∣
8

=
44

56
=

11

14
→ B̂AC = arccos

(
11

14

)
. (20)

4. Fie π′ ‖ xOy → N̄π′ = (0, 0, 1). Obţinem:
(π′) : z + d = 0.

Din
A ∈ π′ → d = −1→ π′ : z − 1 = 0.

5. Scriem ecuaţiile parametrice al dreptei d apoi vom studia poziţia acesteia faţă de planul π′:

d ∩ π′ :


x = t

y = 2t

z = 3t

z − 1 = 0

→ t =
1

3
→ d ∩ π′ = S

(
1

3
,

2

3
, 1

)
. (21)

Exerciţiul 4 În spaţiul afin euclidian 3-dimensional se consideră dreptele:

d1 :
x

1
=
y

0
=
z

2
, d2 :

x

1
=
y

1
=
z − 1

3

• Scrieţi ecuaţiile parametrice ale perpendicularei comune a dreptelor d1 şi d2.

• Scrieţi ecuaţia planului normal dreptei d1 care trece prin A(1, 1, 1).

• Scrieţi ecuaţiile canonice ale proiecţiei dreptei d1 pe planul x+ y + z − 1 = 0.

• Determinaţi unghiul neorientat dintre dreptele d1 şi d2.

• Calculaţi d(d1, d2).

Soluţie:

1. Să verificăm mai ı̂ntâi dacă cele două drepte sunt necoplanare. Pentru aceasta considerăm: A1 ∈ d1, A1(0, 0, 0), A2 ∈
d2, A2(0, 0, 1), ā1 ∈

−→
d 1, ā2 ∈

−→
d 2.

d1 şi d2 necoplanare⇔
(−−−→
A1A2, ā1, ā2

)
6= 0. (22)

Se obţine: (−−−→
A1A2, ā1, ā2

)
=

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 0 2
1 1 3

∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0→ d1, d2 necoplanare. (23)

Fie P1 ∈ d1, P1(t, 0, 2t) şi P2 ∈ d2, P2(s, s, 3s + 1). Dreapta P1P2 este perpendiculara comună pentru cele două
drepte dacă şi numai dacă:{
〈
−−−→
P1P2, ā1〉 = 0

〈
−−−→
P1P2, ā2〉 = 0

→

{
〈(s− t, s, 3s− 2t+ 1), (1, 0, 2)〉 = 0

〈(s− t, s, 3s− 2t+ 1), (1, 1, 3)〉 = 0
→

{
s− t+ 6s− 4t+ 2 = 0

s− t+ 10s− 6t+ 3 = 0
→

{
7s− 5t+ 2 = 0

11s− 7t+ 3 = 0

(24)
Obţinem

t =
1

6
, s = −1

6
→
−−−→
P1P2 =

(
−1

3
,−1

6
,

1

6

)
‖ (−2,−1, 1).

Ecuaţiile parametrice sunt:

P1P2 :


x =

1

6
− 2t

y = −t

z =
1

3
+ t

t ∈ R. (25)

5



2. Fie π ⊥ d1 → N̄π = (1, 0, 2). Obţinem:
π : x+ 2z + d = 0

Din A ∈ π → 3 + d = 0→ d = −3→ π : x+ 2z − 3 = 0.

3. Studiem mai ı̂ntâi poziţia relativă a dreptei faţă de plan:

d1 ∩ π :


x = t

y = 0

z = 2t

x+ y + z − 1 = 0

→ t =
1

3
→ d1 ∩ π = R

(
1

3
, 0,

2

3

)
. (26)

Deci prπR = R. Observăm că O ∈ d1. Dorim să determinăm O′ = prπO = π ∩ d, d ⊥ π,O ∈ d, d :
x

1
=
y

1
=
z

1
.

π ∩ d :


x = t

y = t

z = t

x+ y + z − 1 = 0

→ t =
1

3
. (27)

Deci O′
(

1

3
,

1

3
,

1

3

)
. Finalizăm cu:

O′R = prπd1 :
x− 1

3
0

=
y

−1

3

=
z − 2

3
1

3

. (28)

4. Unghiul dintre cele două drepte este:

cos θ =
|〈ā1, ā2〉|
||ā1|| · ||ā2||

=
7√
55
→ θ = arccos

(
7√
55

)
. (29)

5.

d(d1, d2) =
|
(−−−→
A1A2, ā1, ā2

)
|

||ā1 × ā2||
.

Determinăm mai ı̂ntâi:

ā1 × ā2 =

∣∣∣∣∣∣
ī j̄ k̄
1 0 2
1 1 3

∣∣∣∣∣∣ = (−2,−1, 1) (30)

Obţinem:

d(d1, d2) =
1√
6
.

Exerciţiul 5 În spaţiul afin euclidian 3-dimensional se consideră punctele A(λ, 1 + λ, 0), B(1, 0, 1) şi C(2, 3, 0), λ ∈ R.

• Determinaţi valoarea parametrului λ ∈ R astfel ı̂ncât triunghiul ABC să fie isoscel (AB = AC).

• Pentru λ = 1 scrieţi ecuaţia planului ABC.

• Scrieţi ecuaţiile parametrice ale bisectoarei unghiului B̂AC. (λ = 1)

• Determinaţi distanţa d(A,BC) şi simetricul punctului A faţă de dreapta BC. (λ = 1)

• Identificaţi coordonatele unui punct P ∈ Oy pentru care d(P,ABC) = 4.

Soluţie:

1. Obţinem {−−→
AB = (1− λ,−1− λ, 1)
−→
AC = (2− λ, 2− λ, 0)

(31)

6



ABC este isoscel dacă şi numai dacă:

(1−λ)2+(−1−λ)2+1 = (2−λ)2+(2−λ)2 → λ2−2λ+1+λ2+2λ+1+1 = λ2−4λ+4+λ2−4λ+4→ 8λ = 5→ λ =
5

8
.

2. În continuare
A(1, 2, 0), B(1, 0, 1), C(2, 3, 0).

N̄ABC ‖ (
−−→
AB ×

−→
AC) =

∣∣∣∣∣∣
ī j̄ k̄
0 −2 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = (−1, 1, 2)

Deci (ABC) : −x+ y + 2z + d = 0. Din A ∈ (ABC)→ d = −1. Obţinem:

(ABC) : −x+ y + 2z − 1 = 0.

3. Fie (AD bisectoarea unghiului B̂AC. Avem

−−→
AD =

−−→
AB

||
−−→
AB||

+

−→
AC

||
−→
AC||

=
1√
5

(0,−2, 1) +
1√
2

(1, 1, 0) =

(
1√
2
,
−2√

5
+

1√
2
,

1√
5

)
Rezultă:

b+A+ [
−−→
AD] :



x = 1 +
1√
2
t

y = 2 +

(
−2√

5
+

1√
2

)
t

z =
1√
5
t

, t ∈ R.

4.

d(A,BC) =
||
−−→
AB ×

−−→
BC||

||
−−→
BC||

=

√
6√
11
. (32)

Fie A” = sBCA. Vom determina mai ı̂ntâi

A′ = prBCA = BC ∩ π, π ⊥ BC, A ∈ π.

(π) : x+ 3y − z + d = 0.

Din A ∈ π → π : d = −7→ π : x+ 3y − z − 7 = 0. Găsim:

BC ∩ π :


x = 1 + t

y = 3t

z = 1− t
x+ 3y − z − 7 = 0

→ 1 + t+ 9t− 1 + t− 7 = 0→ t =
7

11
→ A′

(
18

11
,

21

11
,

4

11

)
. (33)

Fie A′ mijlocul segmentului [AA”]→


xA” = 2xA′ − xA =

25

11

yA” = 2yA′ − yA =
20

11

zA” = 2zA′ − zA =
8

11

5. P ∈ Oy → P (0, y0, 0).

d(P,ABC) =
|y0 − 1|√

6
= 4→ |y0 − 1| = 4

√
6→ λ = 1± 4

√
6.

Obţinem două puncte care satisfac condiţiile impuse:P1

(
0, 1 + 4

√
6, 0
)

P2

(
0, 1− 4

√
6, 0
) (34)

7



Exerciţiul 6 În spaţiul afin euclidian 3-dimensional se consideră dreapta

d :

{
x+ y + z − 3 = 0

x− y = 0

şi planul π : 6x− 2y + 7 = 0.

• Daţi exemple de 2 puncte A şi B de pe dreapta d pentru care mijlocul segmentului [AB] este M(1, 1, 1).

• Scrieţi ecuaţia unui plan care trece prin origine şi este normal dreptei d.

• Determinaţi măsura unghiului neorientat dintre dreapta d şi planul π.

• Determinaţi coordonatele unui punct P ∈ Oz pentru care d(P, d) = 2.

• Calculaţi distanţa dintre d(d, δ), unde δ : x = y = 2z.

Soluţie:

1. Scriem mai ı̂ntâi ecuaţiile parametrice:

{
x+ y + z − 3 = 0

x− y = 0
→


x =

3

2
− 1

2
t

y =
3

2
− 1

2
t

z = t

, t ∈ R. (35)

Observăm că pentru t = 1 obţinem punctul M →M ∈ d. Considerăm

t = 0→ A

(
3

2
,

3

2
, 0

)
.

Deoarece M mijlocul segmentului [AB] obţinem:
xB = 2xM − xA =

1

2

yB = 2yM − yA =
1

2
zB = 2zM − zA = 2

→ B

(
1

2
,

1

2
, 2

)
∈ d. (36)

2. Obţinem:
π′ : x+ y − 2z = 0.

3. Avem N̄π = (6,−2, 0), ā =

(
−1

2
,−1

2
, 1

)
.

sin θ =
|〈N̄π, ā〉|
||N̄π|| · ||ā||

=
2√

40 · 3

2

=
2

2
√

15
=

1√
15
→ θ = arcsin

(
1√
15

)
. (37)

4. P ∈ Oz → P (0, 0, z0). Avem:

d(P, d) =
||
−−→
PM × ā||
||ā||

,
−−→
PM = (1, 1, 1− z0) (38)

−−→
PM × ā =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ī j̄ k̄
1 1 1− z0

−1

2
−1

2
1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

(
3

2
− 1

2
z0,−

3

2
+

1

2
z0, 0

)
(39)

Deci:

d(P, d) =

√
2

(
9

4
− 3

2
z0 +

1

4
z2

0

)
√

3

2

= 2→ 9

2
− 3z0 +

1

2
z2

0 = 6→ z2
0 − 6z0 − 3 = 0 (40)
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Deci
∆ = 36 + 12 = 48.

Soluţiile sunt: P1

(
0, 0, 3 + 2

√
3
)

P1

(
0, 0, 3− 2

√
3
) (41)

5. Verificăm dacă dreptele sunt necoplanare. Fie O(0, 0, 0) ∈ δ. Atunci d şi δ sunt necoplanare dacă şi numai dacă:

(
−−→
OM, ā, δ̄) 6= 0, δ̄ =

(
1, 1,

1

2

)
.

Obţinem:

(
−−→
OM, ā, δ̄) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

−1

2
−1

2
1

1 1
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0→ d şi δ sunt coplanare → d(d, δ) = 0 dreptele nu sunt paralele (42)
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Exerciţiul 7 1. Se consideră d : 2x + y = 0, δ : 2x + y + 2 = 0. Să se demonstreze că prin compunerea simetriilor
ortogonale Sd ◦ Sδ se obţine o izometrie care să fie determinată ulterior.

2. Să se scrie ecuaţiile rotaţiei ROy,−π4 ◦ tū, ū = (0, 4, 0).

Soluţie:

1. Vom ı̂ncepe cu compunerea Sd ◦ Sδ. Pentru aceasta considerăm:

P
Sδ7−→ P ′

Sd7−→ P” (43)

Prin urmare dorim mai ı̂ntâi să scriem ecuaţiile simetriei ortogonale faţă de dreapta δ. Pentru aceasta pornim de la
punctul P (x, y) şi ı̂l simetrizăm faţă de dreapta δ. Pentru a obţine simetricul acestuia mai ı̂ntâi ı̂l vom proiecta pe
dreapta δ şi vom găsi P0 = PP ′ ∩ δ, P0 = prdP. Avem toate informaţiile necesare pentru scrierea ecuaţiilor dreptei
PP ′. Deci:

PP ′ :

{
x′ = x+ 2t

y′ = y + t
, t ∈ R. (44)

P0 este mijlocul segmentului [PP ′] prin urmare P0

(
x+x′

2 , y+y′

2

)
→ P0

(
2x+2t

2 , 2y+t
2

)
. Valoarea lui t va fi obţinută

din faptul că P0 ∈ δ:
4x+ 4t+ 2y + t+ 4 = 0→ t = −1

5
(4x+ 2y + 4) . (45)

Înlocuim ı̂n (44) şi obţinem ecuaţiile simetriei ortogonalre faţă de dreapta δ :

Sδ :


x′ = −3

5
x− 4

5
y − 8

5

y′ = −4

5
x+

3

5
y − 4

5

(46)

Continuăm cu ecuaţiile simetriei ortogonale faţă de dreapta d. De această dată pornim cu P ′(x′, y′)
Sd7−→ P”(x”, y”).

De această dată P ′0 = d ∩ P ′P” = prdP
′. Putem scrie ecuaţiile dreptei P ′P” :

P ′P” :

{
x” = 2t+ x′

y” = t+ y′
, t ∈ R. (47)

Deoarece P ′0 ∈ d rezultă t = −1

5
(4x′ + 2y′). Aşadar ecuaţiile simetriei ortogonale faţă de dreapta d sunt:

Sd :


x” = −3

5
x′ − 4

5
y′

y” = −4

5
x′ +

3

5
y′

(48)

Putem scrie acum ecuaţiile compunerii celor două simetrii:

Sd ◦ Sδ :

(
x”
y”

)
=

(
− 3

5 − 4
5

− 4
5

3
5

)(
x′

y′

)
=

(
− 3

5 − 4
5

− 4
5

3
5

)(− 3
5 − 4

5
− 4

5
3
5

)(
x
y

)
+

(
− 8

5
− 4

5

) =

(
1 0
0 1

)(
x
y

)
+

(
8
5
4
5

)
(49)

Prin urmare de această dată vorbim despre o translaţie. A se observa că ı̂n cazul de faţă dreptele propuse sunt
paralele, motiv pentru care compunerea celor două simetrii a condus către o translaţie de vector ū =

(
8
5 ,

4
5

)
.

Mai mult

d(d, δ) = d(O, δ) =
2√
5

=
2
√

5

5
, ||ū|| = 1

5

√
64 + 16 =

4
√

5

5
→ ||ū|| = 2d(d, δ). (50)

2. Avem:

P (x, y, z)
tū7−→ P ′(x, y′, z′)

ROy, π
47−−−−→ P”(x”, y”, z”). (51)

Avem:

tū :


x′ = x

y′ = y + 4

z′ = z

(52)
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P” = O +
−−→
OP”→ ROy,θ(P”) = ROy,θ(O) +Rj̄,θ(

−−→
OP”) = Rj̄,θ(

−−→
OP”). (53)

Matricea lui Rj̄,θ ı̂n raport cu {̄i, j̄, k̄} este:

Aθ =

 cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 , (54)

Deci: x”
y”
z”

 = Aθ

x′y′
z′

→
x′y′
z′

 =

 cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 ·
xy
z

 (55)

După efectuarea calculelor obţinem:

ROy,π4 :


x” = x′ cos π4 + z′ sin π

4

y” = y′

z” = −x′ sin π
4 + z′ cos π4

→


x” =

√
2

2
x′ +

√
2

2
z′

y” = y′

z” = −
√

2

2
x′ +

√
2

2
z′

(56)

Deci:

ROy,π4 ◦ tū :


x” =

√
2

2
x+

√
2

2
z

y” = y + 4

z” = −
√

2

2
x+

√
2

2
z

(57)

Exerciţiul 8 1. În raport cu un reper ortonormat pozitiv ı̂n E2 se dau ecuaţiile aplicaţiei

f : E → E, f :

{
x′ = −y + 2

y′ = −x+ 2

Demonstraţi că f este o izometrie, precizând specia ei. Determinaţi dacă f are puncte fixe, apoi precizaţi natura lui
f .

2. Să se studieze ce se obţine prin compunerea:
ROx,π4 ◦ROx,π2 .

Soluţie:

1. Scriem f matriceal X ′ = f(X) = AX +B →
(
x′

y′

)
= A

(
x
y

)
+B, obţinem:

(
x′

y′

)
=

(
0 −1
−1 0

)(
x
y

)
+

(
2
2

)
⇒ (58)

f este morfism afin.

În cele ce urmează verificăm dacă aplicaţia liniară asociată
−→
f este ortogonală, adică dacă matricea A este ortogonală:

AAt =

(
0 −1
−1 0

)(
0 −1
−1 0

)
= I2 ⇒

−→
f este ortogonală. (59)

Din (69) şi (70), rezultă că f izometrie.
Deoarece

detA =

∣∣∣∣ 0 −1
−1 0

∣∣∣∣ = −1 < 0→ f antideplasare. (60)

Studiem punctele fixe, adică soluţiile sistemului f(Ω) = Ω. Se obţine că avem o infinitate de puncte fixe.{
x = −y + 2

y = −x+ 2
→ x+y−2 = 0→ toate punctele fixe aparţin dreptei d : x+y−2 = 0→ izometria este Sd. (61)
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2. Pornim cu:

P (x, y, z)
ROx, π

27−−−−→ P ′(x′, y′, z′)
ROx, π

47−−−−→ P”(x”, y”, z”) (62)

Vom scrie mai ı̂ntâi ecuaţiile celor două rotaţii şi apoi vom analiza compunerea celro două rotaţii:

ROx,π2 :

x′y′
z′

 =

1 0 0
0 0 −1
0 1 0

xy
z

 (63)

ROx,π4 :

x”
y”
z”

 =

1 0 0

0
√

2
2 −

√
2

2

0
√

2
2

√
2

2


x′y′
z′

 (64)

Prin compunerea celor două rotaţii se obţine:

ROx,π4 ◦ROx,π2 :

x”
y”
z”

 =

1 0 0

0 −
√

2
2 −

√
2

2

0
√

2
2 −

√
2

2


xy
z

 (65)

(a) Aplicaţia anterioară este morfism potrivit scrierii matriceale.

(b) Verificăm dacă matricea asociată este ortogonală:

AAt =

1 0 0

0 −
√

2
2 −

√
2

2

0
√

2
2 −

√
2

2


xy
z


1 0 0

0 −
√

2
2 −

√
2

2

0
√

2
2 −

√
2

2


xy
z

 = I3 → ROx,π4 ◦ROx,π2 izometrie. (66)

Calculăm detA = 1 > 0 → ROx,π4 ◦ ROx,π2 deplasare. Vom analiza mulţimea punctelor fixe asociate, adică soluţiile
sistemului: 0 0 0

0 −
√

2
2 − 1 −

√
2

2

0
√

2
2 −

√
2

2 − 1


xy
z

 =

0
0
0

→

x = t

y = 0

z = 0

t ∈ R (67)

Rezultă că avem o infinitate de puncte fixe toate aparţinând axei Ox. Unghiul de rotaţie se identifică cu ajutorul
matricei A care este o matrice de rotaţie ı̂n jurul axei Ox.

cos θ = −
√

2

2

sin θ =

√
2

2

→ θ =
3π

4
. (68)

Exerciţiul 9 1. În raport cu un reper ortonormat pozitiv ı̂n E2 se dau ecuaţiile aplicaţiei

f : E → E, f :

{
x′ =

√
3

2 x+ 1
2y − 2,

y′ = − 1
2x+

√
3

2 y.

Demonstraţi că f este o izometrie, precizând specia ei. Determinaţi dacă f are puncte fixe, apoi precizaţi natura lui
f .

2. Să se determine izometria f pentru care f ◦ Sd = tū, d :
x

1
=
y − 2

1
=
z

0
, ū = (2, 2, 0).

Soluţie:

1. Se observă că f este morfism afin din forma ecuaţiilor sale. Scriem f matriceal X ′ = AX+B ⇔
(
x′

y′

)
= A

(
x
y

)
+B,

obţinem: (
x′

y′

)
=

(√
3

2
1
2

− 1
2

√
3

2

)(
x
y

)
+

(
−2
0

)
⇒ (69)
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f este morfism afin. Verificăm dacă aplicaţia liniară asociată
−→
f este ortogonală, adică dacă matricea A este ortogo-

nală. Pentru aceasta calculăm

AAt =

(√
3

2
1
2

− 1
2

√
3

2

)(√
3

2 − 1
2

1
2

√
3

2

)
= I2 ⇒

−→
f este ortogonală. (70)

Din (69) şi (70), rezultă că f izometrie.
Deoarece:

detA =

∣∣∣∣∣
√

3
2

1
2

− 1
2

√
3

2

∣∣∣∣∣ = 1 > 0→ f deplasare (71)

Observăm că
−→
f = Rθ, unde deoarece cos θ =

√
3

2 şi sin θ = − 1
2 → θ = −π

6 ∈ (−π, π].
Ω este singurul punct fix al izometriei. Vom determina coordonatele acestui din rezolvarea sistemului

f(Ω) = Ω⇔

{
x′ = x

y′ = y
(72)

{
(1− cos θ)x+ sin θy = 2,

− sin θx+ (1− cos θ)y = 0.
(73)

Obţinem 
x = −1

y = − 1

2−
√

3
.

Deci f este rotaţia de unghi θ şi centru Ω =

(
−1,− 1

2−
√

3

)
. Obţinem

(
x′

y′

)
=

(√
3

2 − 1
2

1
2

√
3

2

)(
x+ 1
y.

)
+

 −1

− 1

2−
√

3

 (74)

2. Deoarece Sd este involutivă avem
Sd ◦ Sd = Id→ f = tū ◦ Sd.

Prin urmare:
P (x, y, z)

Sd7−→ P ′(x′, y′, z′)
tū7−→ P”(x”, y”, z”) (75)

Vom ı̂ncepe cu ecuaţiile simetriei faţă de dreapta

d :
X

1
=
Y − 2

1
=
Z

0
.

Fie
P0 = prdP = d ∩ π, π ⊥ d, P ∈ π.

Obţinem:

P0 = d ∩ π :


X + Y − x− y = 0

X = t,

Y = t+ 2

Z = 0

→ t =
1

2
(x+ y − 2) (76)

Deci

P0

(
1

2
(x+ y − 2) ,

1

2
(x+ y + 2) , 0

)
Considerăm P0 mijlocul segmentului ce are drept extremtăţi punctul P şi simetricul lui faţă de dreaptă P ′.

xP ′ = 2xP0 − xP = y − 2

yP ′ = 2yP0
− yP = x+ 2

zP ′ = 2zP0
− zP = −z

(77)
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Scriem şi ecuţiile translţiei:

P” = tū(P ′)


x” = x′ + 2

y” = y′ + 2

z” = z′

Compunerea celor două izometrii este dată de:

tū ◦ Sd :


x” = y

y” = x+ 4

z” = −z
.

Să studiem aplicaţia obţinută:

• Avem:

f :

x”
y”
z”

 =

0 1 0
1 0 0
0 0 −1

 ·
xy
z

+

0
4
0

→ f morfism

•

AAt =

0 1 0
1 0 0
0 0 −1

 ·
0 1 0

1 0 0
0 0 −1

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

→ f izometrie .

Observăm că

det(A) =

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
1 0 0
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 1→ f deplasare.

Studiem mulţimea punctelor fixe:

f(x, y, z) = (x, y, z)→


y − x = 0

x− y = −4

−2z = 0

(78)

Observăm că det(A − I3) = 0 ı̂n timp ce rang(Ā) = 3 prin urmare sistemul este incompatibil. Vorbim despre
compunerea dintre o rotaţie şi o translaţie:

f = Rd,θ ◦ tū, ū ∈
−→
d

Deoarece rotaţia are aceeaşi urmă cu compunerea prezentată anterior vom determina vectorul director al dreptei ı̂n
jurul căreia se efectuează rotaţia prin rezolvarea sistemului:

y − x = 0

x− y = 0

−2z = 0

→


x = t

y = t,

z = 0

t ∈ R. (79)

Prin urmare:
f(X) = X − t(1, 1, 0), t ∈ R.

Obţinem valoarea parametrului din egalarea următorului determinant cu zero (asigurăm compatibilitatea sistemului)∣∣∣∣∣∣
−1 0 −t
1 0 4− t
0 −2 0

∣∣∣∣∣∣ = 2(4− 2t) = 0→ t = 2→ ū = (2, 2, 0).

Dreapta ı̂n jurul căreia ne rotim:

d :


x = t

y = t+ 2

z = 0

(80)

Unghiul de rotaţie va fi θ = π.
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Verificare:

Rd,π : A+ cosπ
−→
AP + (1− cosπ)

〈
−→
AP, ā〉
||ā||2

= (0, 2, 0)− (x, y − 2), z) + (x+ y − 2)(1, 1, 0) = (y − 2, x+ 2,−z) (81)

Rd,π ◦ tū :


x′ = y

y = x+ 4

z′ = −z.

Exerciţiul 10 1. Să se scrie ecuaţiile rotaţiei de centru Ω(1, 2) şi unghi θ =
π

4
. Determinaţi imaginea dreptei d :

x− y + 2 = 0 prin această izometrie şi reprezentaţi grafic.

2. Să se studieze ce se obţine din compunerea:

Sd ◦ Sδ, d :
x

1
=
y

0
=
z − 4

1
, δ :

x− 1

2
=
y + 1

0
=
z

2
.

Soluţie:

1. Fie P (x, y) ∈ E. Vom ı̂ncepe cu ecuaţiile rotaţiei de centru Ω şi unghi π
4

:

RΩ,π4
:

(
x′

y′

)
=

(√
2

2 −
√

2
2√

2
2

√
2

2

)
·
(
x− 1
y − 2

)
+

(
1
2

)
→

{
x′ =

√
2

2 (x− 1)−
√

2
2 (y − 2) + 1 =

√
2

2 x−
√

2
2 y +

√
2

2 + 1

y′ =
√

2
2 (x− 1) +

√
2

2 (y − 2) + 2 =
√

2
2 x+

√
2

2 y − 3
√

2
2 + 2

(82)
Dorim acum să determinăm imaginea dreptei d prin această rotaţie:

În cele ce urmează dorim să obţinem exprimarea coordonatelor punctului iniţial ı̂n funcţie de punctul rotit pentru
a ı̂nlocui ı̂n ecuaţia dreptei d. Prin adunarea, respectiv scue.rea celor două relaţii scrise anterior obţinem

x =
1√
2

(x′ + y′ +
√

2− 3)

y =
1√
2

(y′ − x′ + 2
√

2− 1)
(83)

Înlocuim ı̂n ecuaţiile dreptei d şi obţinem imaginea acesteia prin rotaţia analizată:

d′ :
1√
2

(
x′ + y′ +

√
2− 3− y′ + x′ − 2

√
2 + 1

)
+ 2 = 0→ 2x′ +

√
2− 2 = 0. (84)

2. Avem
P (x, y, z)

Sδ7−→ P ′(x′, y′, z′)
Sd7−→ P”(x”, y”, z”). (85)

Fie P0 = prδP = δ ∩ π, π ⊥ δ, P ∈ π. Obţinem:

δ ∩ π :


X + Z − x− z = 0

X = t

Y = 0

Z = t+ 4

→ t =
1

2
(x+ z − 4)→ P0

(
1

2
(x+ z − 4), 0,

1

2
(x+ z + 4)

)
. (86)

15



Considerăm P0 mijlocul segmentului [PP ′]→


XP ′ = z − 4

YP ′ = −y
ZP ′ = x+ 4

Analog, fie P ′0 = prdP
′ = d ∩ π′, π′ ⊥ d, P ′ ∈ π′. Avem:

d ∩ π′ :


X = 2t+ 1

Y = −1

Z = 2t

2X + 2Z − 2x′ − 2z′ = 0

→ t =
1

4
(x′ + z′ − 1)→ P ′0

(
1

2
(x′ + z′ + 1),−1,

1

2
(x′ + z′ − 1)

)
. (87)

Considerăm P ′0 mijlocul segmentului [P ′P”]→


XP” = z′ + 1

YP ′ = −2− y′

ZP ′ = x′ − 1

Studiem compunerea celor două izometrii:x”
y”
z”

 =

0 0 1
0 −1 0
1 0 0

x′y′
z′

 1
−2
−1

 =

0 0 1
0 −1 0
1 0 0



0 0 1

0 −1 0
1 0 0

xy
z

+

−4
0
4


+

 1
−2
−1

 =

xy
z

+

 5
−2
−5


Am obţinut o translaţie de vector ū = (5,−2, 5), ||ū|| =

√
54.

Mai mult deoarece d ‖ δ → d(d, δ) = d(A, δ), A ∈ δ.

d(A, δ) =
||
−−→
AB × δ̄||
||δ̄||

=

√
54

2
, A(0, 0, 4), B(1,−1, 0).

Deci
||ū|| = 2d(d, δ).

Exerciţiul 11 1. Să se studieze Sd ◦ Sδ, d : x+ 2y − 2 = 0, δ : 2x− y = 0.

2. Să se scrie ecuaţiile izometriei Sπ ◦ROy,π2 , π : y + 6 = 0.

Soluţie:

1.
P (x, y)

Sδ7−→ P ′(x′, y′)
Sd7−→ P ”(x”, y”) (88)

Mai ı̂ntâi vom scrie ecuaţiile simetriei ortogonale faţă de dreapta δ. Deci vom considera P ′ = sδP. În cele ce urmează
suntem interesaţi de coordonatele punctului P ′.

Pentru a identifica aceste coordonate vom proiecta mai ı̂ntâi punctul pe dreaptă şi vom obţine punctul P0 apoi vom
considera acest punct mijlocul segmentului ce are drept extremităţi punctul şi simetricul lui P .
Se observă că dreapta PP ′ este perpendiculară pe dreapta δ, intersecţia celor două fiind chiar proiecţia punctului
P . Avem:

PP ′ ⊥ δ →
−−→
PP ′ ‖ N̄d = (2,−1). (89)

Deci:

PP ′ :

{
x′ = 2t+ x

y′ = −t+ y
t ∈ R. (90)

Următorul pas este identificarea parametrului t ∈ R. Pentru aceasta observăm că P0 ∈ δ şi P0 mijloc pentru [PP ′].
Deci:

P0

(
x′ + x

2
,
y′ + y

2

)
→ P0

(
2x+ 2t

2
,

2y − t
2

)
(91)

Din

P0 ∈ δ → 2
2x+ 2t

2
− 2y − t

2
= 0→ t =

1

5
(−4x+ 2y) (92)
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Înlocuim valoarea parametrului ı̂n (90) şi obţinem ecuaţiile simetriei ortogonale faţă de dreapta δ :

Sδ :


x′ = −3

5
x+

4

5
y

y′ =
4

5
x+

3

5
y

(93)

Într-o manieră asemănătoare vom proceda pentru a determina ecuaţiile aimetriei ortogonale faţă de dreapta d.
Pornim cu P ′(x′, y′) pe care dorim să ı̂l simetrizăm faţă de dreapta d pentru a obţine P ” = sdP

′. Fie P ′0 = prdP
′ =

P”P ′ ∩ d.
Deoarece P ′P” ⊥ d→ P ′P” : {

x” = t+ x′

y” = 2t+ y′
t ∈ R. (94)

Vom obţine valoarea parametrului t utilizând informaţiile referitoare la P ′0. Mai exact, deoarece P ′0 este mijlocul
segmenului [P ′P”] oţinem:

P ′0

(
x” + x′

2
,
y” + y′

2

)
→ P ′0

(
2x′ + t

2
,

2y′ + 2t

2

)
(95)

Fiindcă

P ′0 ∈ d→
2x′ + t

2
+ 2

2y′ + 2t

2
− 2 = 0→ t =

1

5
(−2x′ − 4y′ + 4) (96)

Înlocuind valoarea parametrului t in (94) obţinem ecuaţiile simetriei ortogonale faţă de dreapta d:

Sd :


x” =

3

5
x′ − 4

5
y′ +

4

5

y” = −4

5
x− 3

5
y′ +

8

5

(97)

Să analizăm acum compunerea

Sd ◦ Sδ :

(
x”
y”

)
=

(
3
5

−4
5−4

5
−3
5

)(
x′

y′

)
+

(
4
5
8
5

)
=

(
3
5

−4
5−4

5
−3
5

)(−3
5

4
5

4
5

3
5

)(
x
y

)+

(
4
5
8
5

)
=

(
−1 0
0 −1

)(
x
y

)
+

(
4
5
8
5

)

Verificăm mai ı̂ntâi dacă aplicaţia obţinută este o izometrie. Pentru aceasta:

(a) Sd ◦ Sδ(X) = AX +B ⇔
(
x”
y”

)
=

(
−1 0
0 −1

)(
x
y

)
+

(
4
5
8
5

)
⇒ Sd ◦ Sδ morfism.

(b) Verificăm dacă AAt = I2 ⇔
(
−1 0
0 −1

)
·
(
−1 0
0 −1

)
=

(
1 0
0 1

)
⇒ Sd ◦ Sδ izometrie.

Mai departe dorim să determinăm tipul izometriei. Calculăm:

detA =

∣∣∣∣−1 0
0 −1

∣∣∣∣ = 1 > 0→ Sd ◦ Sδ

deplasare.
Identificăm punctele fixe prin rezolvarea sistemului:

{
x” = x

y” = y
→


−x+

4

5
= x

−y +
8

5
= y

→


x =

2

5

y =
4

5

(98)

Am obţinut un unic punct fix deci izometria Sd ◦ Sδ este rotaţia de centru Ω

(
2

5
,

4

5

)
= d ∩ δ. În continuarea vom

determina unghiul din relaţiile: {
cosθ = −1

sin θ = 0
→ θ = π. (99)

Am obţinut că Sd ◦ Sδ = RΩ,π.
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2. Considerăm:

P (x, y, z)
ROy,j̄7−−−−→ P ′(x′, y′, z′)

Sπ7−−→ P
′′
(x

′′
, y

′′
, z

′′
). (100)

Începem cu ecuaţiile rotaţiei:

P ′ = O +
−−→
OP ′ → ROy,θ(P

′) = ROy,θ(O) +Rj̄,θ(
−−→
OP ′) = Rj̄,θ(

−−→
OP ′). (101)

Matricea lui Rj̄,θ ı̂n raport cu {̄i, j̄, k̄} este:

Aθ =

 cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 , Rj̄,θ(
−−→
OP ′) = x

′
ī+ y

′
j̄ + z

′
k̄. (102)

Deci: x′y′
z′

 = Aθ

xy
z

→
x′y′
z′

 =

 cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 ·
xy
z

 (103)

După efectuarea calculelor obţinem:

ROy,π2 :


x′ = x cos π2 + z sin π

2

y′ = y

z′ = −x sin π
2 + z cos π2

→


x′ = z

y′ = y

z′ = −x
(104)

Mai avem de determinat ecuaţiile simetriei ortogonale faţă de planul π. Pentru aceasta considerăm P”(x′, y′, z′) ∈ E
şi P

′′
(x

′′
, y

′′
, z

′′
) = sπP

′. Observăm următoarele:{
P ′P

′′ ⊥ π
Oy ⊥ π

→ P ′P
′′
‖ Oy →

−−−→
P ′P

′′
‖ j̄ (105)

Putem scrie ecuaţiile dreptei P ′P
′′
:

P ′P
′′

:


x

′′
= x′

y
′′

= y′ + t

z
′′

= z′
(106)

Determinăm valoarea parametrului t folosind faptul că este mijlocul segmentului [P ′P
′′
] şi se află ı̂n planul π. Din

P0 mijlocul lui [P ′P
′′
] obţinem P0

(
x′ + x

′′

2
,
y′ + y

′′

2
,
z′ + z

′′

2

)
=

(
x′,

2y′ + t

2
, z′
)

Din P0 ∈ π →
2y′ + t

2
+ 6 = 0→ 2y′ + t = −12→ t = −12− 2y′.

Ecuaţiile simetriei devin:

Sπ :


x

′′
= x′

y
′′

= −12− y′

z
′′

= z′
(107)

În final compunerea dintre cele două izometrii are ecuaţia:

Sπ ◦ROy,π2 :


x

′′
= z

y
′′

= −12− y
z

′′
= −x

(108)
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