Exercitiul 1 In spatiul afin euclidian 3-dimensional se considerd punctele A(1,0,1), B(a,a,l) si C(2,0,0), a € R.

Sa se determine valoarea parametrului a € R astfel incat triunghiul ABC' sa fie dreptunghic in varful A. In continuare
vom folosi a = 1.

Sa se scrie ecuatiile canonice ale mediatoarei ipotenuzei BC'.

Sa se determine un punct astfel incat simetricul sau fata de ipotenuza BC' sa fie centrul de greutate al triunghiului

ABC.

Sa se scrie ecuatia generala a planului ABC' gi ecuatiile parametrice ale normalei la planul ABC' duse prin mijlocul
ipotenuzer.

Determinati coordonatele unui punct aflat pe normala determinatd anterior care se afla la 2 unitafi distantd de
planul ABC'.

Solutie:

1.

Triunghiul ABC este dreptunghic daca (E, @> = 0. Obtinem
((a—1,a,0),(1,0,-1))=0=a—-1=0=a=1. (1)

iIl continuare vom lucra cu
A(1,0,1), B(1,1,1), C(2,0,0).

Mediatoarea segmentului [BC] este perpendiculara dusd prin mijlocul segmentului. Prin urmare fie M mijlocul

311
segmentului [BC]. Coordonatele acestuia sunt M <2, ok 2> . Mai avem nevoie de un vector director. Pentru aceasta
vom utiliza informatia ca mediatoarea unei laturi dintr-un triunghi este paralela cu inaltimea dusd din varful opus.
In cele ce urmeaza vom fi interesati de directia inaltimii duse din varful A. Mai intai consideram

A =prgcA=BCnNx, = L BC, Acn.

Din
x L BC = N, || BC = (1,-1,-1). 2)
Momentan
(m):x—y—2+d=0.
Dar
Aerm—d=0.
Se obtine:
r=t+1
= —t+1 1
~nBc: YTt bl 14t —1=0t= . 3)
z=—-t+1 3
r—y—2=0
Deci

w(t22
3’33/
Vectorul director al inaltimii, deci si al mediatoarei cautate este
— 12 1
AAl: 9797 o || (1527_1)
3’3 3
In final mediatoarea va fi determinati de punctul M si vectorul determinat anterior:

3
2

— _
m =M+ [AA]: T

Alternativ mediatoarea este datd de intersectia planului normal dreptei BC' care trece prin M cu planul ABC. Fie

3 1 1 1
™ 1 B Mern = - =] = - =] = — | -0=s7:z—y—2—==0.
C, S (ac 2) (y 2) (z 2> 0 rT—Yy—z 5 0



r=—-t+4+2 v 3
20 —2y—22—-1=0 3 T —2 T 9 oz
m: — = -2t — teR—-m: — = —*~2 = —. 4
{—m—z+2:0 Y *3 1 1 4)
z=1

3. Amintim mai intai coordonatele centrului de greutate al triunghiului ABC"

4 1 2
G<3’3’3>-

Deci acest centru de greutate este simetricul punctului cautat fata de ipotenuza BC. S& determinam proietia acestui

punct pe ipotenuza BC.
G' =prgcG=BCnx', ' LBC, Genr' (5)

Din ' L BC — Ny || BC = (1, ~1, -1)

Din . )
Gen - -—-—= +d=0—>d:—f—>x—y—z—§:0
Determinam:
r=t+1
y=-t+1 4 4 1355
r . o o /
G'=mNBC:q, _ 4.4 1 %3t3%t9%G<9,9,9> (6)
Yy —z2—==0
xT—y—=z 3

rg» = 2.’EG/ Ayl
Yoo =2Yar — Yo Yo =
zZqr = 2ZG/ — ZG

e
I

Nage | (ﬁ X ﬁ) -

= O
O =

Momentan

(ABC): —z—z+d=0.
Impunem conditia ca A € (ABC) -d=2— (ABC): —x—2+2=0.

Normala pe care o cautam este determinata de punctul M si vectorul director ]\_/'( BC):

a:——t—l—§
_ _1 2

n:M+[Npo: y=3 (8)
szt+1
2

3
31 1 tmgtt-gt2
5. Fie P € n. Deci 3t € R astfel incat P <t+2, 3 t+2) . Stim ca d(P,ABC) =2 — NiEs =2.

Prin urmare

2t = 22 = t = £V/2.

Obtinem doua puncte care satisfac conditiile mentionate gi anume:
3 1 1
Pl —V24+—-, =, —vV2+ =
(V2 + 57 3 V2 + 2)
3 1 1
P. 24—, =, V2+ =
2 \/> + 2 ) 2 ) \/> + 2)



. -2
Exercitiul 2 In spatiul afin euclidian 3-dimensional se considera dreapta d : % . - Z st planul m: dx —2y+1=20

1
e Sa se studieze pozitia relativd a dreptei d fata de planul 7.

e Sa se determine 2 puncte A si B astfel incat A € d si M € m unde M este mijlocul segmentului [AB].

Determinati unghiul format de dreapta d si planul .

Scrieti ecuatia planului normal dreptei d care contine originea sistemului de coodonate.

Determinati coordonatele punctelor aflate pe axa Oz la distanta de 4 unitati fata de planul 7.

Solutie:

1. Scriem ecuatiile parametrice ale dreptei d astfel:

xr =
d:sy=t+2 tekR.
z =4t
Studiem acum pozitia dreptei fata de plan:
T=1
=t+2 3 37
dng: Y=t At —2A—d+1=0—t=2dnr=R(2,L6). (10)
z =4t 2 2'2

dr—2y+1=0

2. Dorim s& determindm cele doud puncte. Vom incepe de la informatia c& A € d — 3t € R astfel incat A(t,t + 2, 4¢).
Mai mult M € m — 4zp — 2y + 1 =0.
Este evident ca vorbim despre o infinitate de soluttii. Spre exemplu putem alege:

1
1 17312561\47:&4:*5
A(o,z,O),M(4,o,2) = yp = 2yns — ya = —2 (11)

ZB ZQZN[—ZA =4,

3. Pentru planul 7 avem directia normali acestuia Ny € [7]%, Ny = (4, —2,0). Pentru dreapta d = @], a=(1,1,4).
Calculam unghiul 6 dintre d si 7 folosind formula

sin @ = (Mm@ 2 2 ! 0 ﬂ)- (12)

1
Al = = = — @ =arcsin| ——= | € | 0,
NI -llall  v20-v18  6v10  3v10 <3\/10) ( 2
4. Deoarece ' L d — N, || a. Momentan
7 ix4+y+4z+d=0.

Dar
Oern’ -d=0.

Obtinem 7’ : x +y + 4z = 0.
5. Fie P € Ox — P(),0,0). Stim c& d(P,7) = 4. Deci

AN+1 ~1+8V5
d(P,7r)2| i |:4—>|4>\+1|:8\/5—>4)\+1:i8\/5—>>\:78\[ (13)
25 4
Se obtin punctele:
~1
P %8@0,0
(14)
_1—
P2 %\/55070



Exercitiul 3 In spatiul afin euclidian 3-dimensional se considerd punctul A(1,0,1) si dreapta d : % = % =

Determinati coordonatele proiectiei punctului A pe dreapta d.

Determinati coordonatele punctelor B si C' de pe dreapta d astfel incdt triunghiul ABC' sd fie isoscel in varful A.
Calculati masura unghiului BAC.

Scrieti ecuatia planului paralel cu xOy care confine punctul A.

Care este pozitia relativa a planului determinat anterior fata de dreapta d.

Solutie:

1.

Fie A’ =pryA=dnm, 7 L d, Ac 7. Din7 L d— N, =(1,2,3). Deci:
mix+2y+3z2+d=0.

Din A € 1 — d = —4. Se obtine
mir+2y+32—-4=0.

Determinam proiectia punctului A:

r=t
y =2t 2
dNm: —t== 15
m z =3t 7 (15)

rT+2y+3z2—4=0

(246
A(7’7’7

Dorim sa gasim B gi C' de pe dreapta d astfel incat triunghiul ABC' s fie isoscel. Rezultd ca [AA’] este mediand si
inldtime din varful A. Fie B € d, C € d — 3t' € R astfel incat B(t',2t',3t') si C(s,2s, 3s).

AB = AC

A’este mijlocul lui BC.

Avem:

Triunghiul ABC' este isoscel dacé:{

Sa scriem normele care intervin:

AB = ||AB|| = /(T —1)? + 47 + (3¢ — 1) (16)
AC = ||AC|| = /s —1)2 + 452 1 (35 — 1)?
Alegem spre exemplu ' = 1 — B(1,2,3) € d Folosim informatia cad A’ mijlocul lui [BC] si obtinem:
To =2xp —Tp = —63
Yo =2ya —yp = —g (17)
zZo = QZA/ — ZB = 7?
Avem:
AB = (0,2,2)
10 6 16 (18)
AC= (-2, —2,-2
(-7--7)
In final:

AB =+/8=2V2
/100 % 36 - 256 19
AC — 100—1—736—1—256:2\/5 (19)

La modul general B(t,2t, 3t) iar simetricul siu fatd de AA’, adicid C are coordonatele:

xC:2:EA/—xB=?—t
8

yCZQyA/—y32772t teR.

{2

ZcZQZA/—ZB=7—3t



4.

o.

12 32

(4B, AC)| _}7 7‘_44_11 e 1
||ﬁ|\|\ﬁ|\_ 5 —56—14—>BAC—arccos ) (20)

cos (W) =
Fie 7 || zOy — N, = (0,0, 1). Obtinem:
(') :2+d=0.
Din
Aerd wd=-1—-7":2-1=0.

Scriem ecuatiile parametrice al dreptei d apoi vom studia pozitia acesteia fata de planul 7':

=1

=2t 1 12
z =

z—1=0

Exercitiul 4 In spatiul afin euclidian 3-dimensional se considera dreptele:

vy z-—1

Scrieti ecuatiile parametrice ale perpendicularei comune a dreptelor di §i ds.
Scrieti ecuatia planului normal dreptei dy care trece prin A(1,1,1).

Scrieti ecuatiile canonice ale proiectiei dreptei di pe planul x +y+ 2z —1 = 0.
Determinati unghiul neorientat dintre dreptele di si ds.

Calculati d(dy, da).

Solutie:

1.

S& verificaim mai intai daca cele doud drepte sunt necoplanare. Pentru aceasta consideram: A; € dy, A1(0,0,0), Ay €
ds, AQ(0,0,l), a € 71, as € 72.

dy si ds necoplanare < (AlAg,c_Ll,dg) #£0. (22)
Se obtine:
0 0 1
(AlAg,dl,dg) =11 0 2/=1%#0—dy, d2 necoplanare. (23)
1 1 3

Fie P, € dy, Pi(t,0,2t) si P> € do, P»(s,s,3s + 1). Dreapta Py P este perpendiculara comund pentru cele doud
drepte daca gi numai daca:

(P1Py,a1) =0 ((s —t,8,3s—2t+1),(1,0,2)) =0 s—t+6s—4t+2=0 7Ts—5t+2=0
_o 0 —

(P Py, as) ((s—t,8,3s—2t+1),(1,1,3)) = s—t+10s—6t+3=0 1ls—7t+3=0
(24)
Obtinem
1 1 = 1 11
t=—, s=—— 2 P Ph= y T o ”(727*1a1)
6 6 37 66
Ecuatiile parametrice sunt:
1
=—-—2t
76
PP y=—t t e R. (25)
z=c+t



2. Fien L d; — N, = (1,0,2). Obtinem:
mix+22+d=0

DinAden—-3+d=0—-d=-3—>7m:2+22—-3=0.

3. Studiem mai intai pozitia relativa a dreptei fata de plan:

=1
y=0 1 12
: = - == by g . 2
diNmw P —t 3—>d1ﬁﬂ' R<3,0,3 (6)

r+y+2—-—1=0

Deci prrR = R. Observam c& O € d;. Dorim si determinam O’ = pr,O =7nNd, d L 7,0 €d, d: % = % = %

=t
y=t 1
Nnd: —t=-. 27
™ Ly 3 (27)
r+y+2z2—1=0
Deci O’ 1, 1, E . Finalizam cu:
3’33
1 2
T — = z— -
Y
O'R=prady : —; S -3 (28)
3 3
4. Unghiul dintre cele doua drepte este:
(@1, as)| 7 ( 7 )
cosf = — = — 0 = arccos . (29)
@]l - llazll - /55 V55
5.
| <A1A2,@1,d2) \
d(dy,d2) = —
a1 x as||
Determinam mai intai: -
i J k
ap xaz=\1 0 2|{=(-2,-1,1) (30)
11 3
Obtinem:
1
d(d17d2) == %

Exercitiul 5 In spatiul afin euclidian 3-dimensional se considerd punctele AN 1+ X0), B(1,0,1) si C(2,3,0), A€ R.

Determinati valoarea parametrului A € R astfel incdt triunghiul ABC' sd fie isoscel (AB = AC).

Pentru A = 1 scriefi ecuatia planului ABC'.

Scrieti ecuatiile parametrice ale bisectoarei unghiului BAC. (A=1)

Determinati distanta d(A, BC') si simetricul punctului A fatd de dreapta BC. (A =1)

Identificati coordonatele unui punct P € Oy pentru care d(P, ABC) = 4.

Solutie:

1. Obtinem
{ﬁ: (1-A—-1-X1)

AC = (2-A,2 - \,0) (31



ABC este isoscel daca si numai daca:

(1= +(=1-X)2+1 = (2=2)2+(2=2)% = N2 =22+ 1+ 242X +14+1 = N> —4A+4+X°—4A+4 58X =5 > A = g

2. In continuare

A(1,2,0), B(1,0,1),C(2,3,0).

Nape |(ABx AC) =0 2 1]|=(-1,1,2)
1 1 0

Deci (ABC): —z+y+22+d=0.Din A € (ABC) — d = —1. Obtinem:

(ABC): —z4+y+22—-1=0.

3. Fie (AD bisectoarea unghiului BAC. Avem

AR AC 1 1 1 2 1 1
B: —+ = 7(07_251)—’—7(17170) = <7+a)
|AB||  ||AC| V5 V2 V25 V2T V5
Rezulta: .
r=14+—7t
V2
-2 1
b+ A+ [AD] - y=2—|—<5+2>t , teR.
! t
O
V5
4.
IAB x BC|| V6
d(A,BC) = = . (32)
IBCY VI
Fie A” = sgcA. Vom determina mai intai
A =prgcA=BCnNx, = L BC, Acn.
(m):z+3y—2z+d=0.
DinAden—n:d=-T—-7m:2+4+3y—2—7=0. Gasim:
r=1+1¢
L)y =3t _ 7 , (18 21 4
BCNw: 1y —14+t+9t—-1+1¢ 7—0—>t—11—>A TETIATIA (33)
r+3y—z—7=0
25
.%‘A”ZQIL‘A/—xAzf
Fie A’ mijlocul segmentului [AA”] = { ya» = 2ya —ya = g
zZAY — 2ZA/ —ZA = ﬁ
5. P € Oy — P(0,y0,0).
-1
d(P,ABC):'yO |:4—>|y0—1|:4\/6—>>\:1ﬁ:4\/6.
V6
Obtinem doua puncte care satisfac conditiile impuse:
P (0,144v6,0
(34)
P, (0,1 —4v6,0



Exercitiul 6 In spatiul afin euclidian 3-dimensional se considerd dreapta

si planul 7 : 6x — 2y +7 = 0.

Dati exemple de 2 puncte A si B de pe dreapta d pentru care mijlocul segmentului [AB] este M(1,1,1).
Scrieti ecuatia unui plan care trece prin origine gi este normal dreptei d.

Determinati masura unghiului neorientat dintre dreapta d si planul .

Determinati coordonatele unui punct P € Oz pentru care d(P,d) = 2.

Calculati distanta dintre d(d,0), unde 6§ : x =y = 2z.

Solutie:

1.

2.

3.

4.

Scriem mai intai ecuatiile parametrice:

~

Tr =

,teR.

~~

I
Tl waol w

N o | —

r+y+2—-—3=0
_>
r—y=0 Yy
z

Observam ca pentru ¢t = 1 obtinem punctul M — M € d. Consideram

33
tO—>A<2,2,O>.

Deoarece M mijlocul segmentului [AB] obtinem:

Obtinem:

Avem Nﬂ' = (637270)7 a= <1 *1 1) .

N..a 2 2
sinf = ((Nr, @) _ = =

N[ flall ERRY

8-
ot

PeOz— P(0,0,2). Avem:

d(P,d) = Tl , PM = (1,1,1 — z)
i k
.- _ |1 1 1-z 3 1 3.1
PM xa= BT _(2 570, —5 T 570:0
2 2
Deci:
9 3 1
212 -2 2
\/(4 220+4Z°> 9 1
d(P,d) = - :2—>5—3zo+§z§:6—>z§—6zo—320
2

(36)

(37)

(40)



Deci
A =36+ 12 =48.

Solutiile sunt:
P (0,0,3+2V3

(41)
P (0,0,3—2V3

5. Verificim daca dreptele sunt necoplanare. Fie O(0,0,0) € 6. Atunci d si § sunt necoplanare daci gi numai daca:

- - 1
(OM,a,8) #0, § = (1,1,2).

Obtinem:

—

(OM,a,6) = |~ =0 — d si 6 sunt coplanare — d(d, ) = 0 dreptele nu sunt paralele (42)

N | =
N
N|— = =



Exercitiul 7 1. Se considera d : 2x +y =0, § : 2x+y+ 2 = 0. Sa se demonstreze cd prin compunerea simetriilor
ortogonale Sq 0 S5 se obtine o izometrie care sa fie determinatd ulterior.

2. Sa se scrie ecuatiile rotatiei Roy,— = oty, u=(0,4,0).

Solutie:
1. Vom incepe cu compunerea Sy o Ss. Pentru aceasta consideram:
P& prot pr (43)

Prin urmare dorim mai intai sa scriem ecuatiile simetriei ortogonale fata de dreapta J. Pentru aceasta pornim de la
punctul P(z,y) si il simetrizam fatd de dreapta . Pentru a obtine simetricul acestuia mai inti il vom proiecta pe
dreapta ¢ si vom gisi Py = PP’ NJ, Py = prqP. Avem toate informatiile necesare pentru scrierea ecuatiilor dreptei
PP’. Deci:

f— 40t
pp T TP e (44)
Yy =y+t

P, este mijlocul segmentului [PP’] prin urmare Py (%ﬂ, %) = Py (@7 @) . Valoarea lui ¢ va fi obtinuta
din faptul ca P € §:

1
4x+4t+2y+t+4:0—>t:—g(4m+2y+4). (45)

Inlocuim in (44) si obtinem ecuatiile simetriei ortogonalre fati de dreapta 0 :

IR R
DI A (46)
VTR

- iy - o ¢ 1 . S -
Continuéim cu ecuatiile simetriei ortogonale fati de dreapta d. De aceasti datd pornim cu P’'(2/,y') =% P (27, y”).
De aceasta data Pj = dN P'P” = prqyP’. Putem scrie ecuatiile dreptei P'P” :

R 2t /
PTW:{Z,:t%Zf tER. (47)
1
Deoarece Pj € d rezulta t = —3(453' + 2y'). Asadar ecuatiile simetriei ortogonale fati de dreapta d sunt:
N WA
Sd : ., 2 , g , (48)
Yy =T Ty

Putem scrie acum ecuatiile compunerii celor doua simetrii:

wose()-(1 A -E H]E D)6 90() w

Prin urmare de aceasta data vorbim despre o translatie. A se observa ca in cazul de fatd dreptele propuse sunt

paralele, motiv pentru care compunerea celor doua simetrii a condus catre o translatie de vector @ = (§ é) .

575
Mai mult
2 24/5 1 44/5
d(d,8) = d(0,8) = —= = i, l|a|| = V64 + 16 = 4v5 — ||a|| = 2d(d, 5). (50)
NG 5 5 5
2. Avem: n
P(z,y,2) ¥ P'(a,y,2') —s PP (27,97, 2"). (51)
Avem:
==z
ta:qy =y+4 (52)
7z =z

10



— s ——
= 0+ OP* = Roy4(P") = Roy(0) + R; o(OP*) = R; y(OP). (53)

Matricea lui Rj o in raport cu {i, j, k} este:

cos@ 0 sinf
A = o 1 0 |, (54)
—sinf® 0 cosf

Deci:
7 x/ ' cosf@ 0 sinf x
V=4 v | = |Y]= o 1 0 y (55)
” Z 2z —sinf® 0 cosf z

Dupa efectuarea calculelor obtinem:

. V2, V2,
2" =a2'cos§ +2'sin] r :7x+7z
Roy=: Sy =y =y =y (56)
27 = 71:/8111% + Z,COS% 27— 7@‘%' 4 @2/
2 2
Deci: \[ V2
) ve v =
T B x+ 9 z
Royz otz : Sy =y+4 (57)
oo V2 f
27 = —713 + —

Exercitiul 8 1. In raport cu un reper ortonormat pozitiv in £2 se dau ecuatiile aplicatiei

=-y+2

fE—=FE, f: {yz—x—i—?

Demonstrati ca f este o izometrie, precizand specia ei. Determinati daca f are puncte fixe, apoi precizati natura lui

f.

2. Sa se studieze ce se obtine prin compunerea:
Rog,z 0 Rog,z.

Solutie:

1. Scriem f matriceal X' = f(X) = AX + B — (?j:) =A (2) + B, obtinem:
x! 0 -1\ /(=x 2
()= (% ) 6)-6)- o

f este morfism afin.
In cele ce urmeaz verificim daci aplicatia liniara asociata ? este ortogonald, adica dacd matricea A este ortogonala:

AA! = 0 -1 0 —1)_ I, = ? este ortogonal. (59)
-1 0 -1 0
Din (69) si (70), rezultd ca f izometrie.
Deoarece
detA = ‘01 _01’ = —1< 0 — f antideplasare. (60)

Studiem punctele fixe, adica solutiile sistemului f(2) = €. Se obtine c& avem o infinitate de puncte fixe.

=—y+2
{x Y i 9 — x+y—2=0— toate punctele fixe apartin dreptei d : z+y—2 =0 — izometria este Sy. (61)
y=—x

11



2. Pornim cu:
RO‘T’% TSN R()m,% STt
P(m,y,z)b—>P(m,y,z)%P(m,y,z) (62)

Vom scrie mai intai ecuatiile celor doua rotatii si apoi vom analiza compunerea celro doua rotatii:

x’ 1 0 0 x
Rosz: |y | =10 0 -1 Yy (63)
2! 01 0 z
7 1 0 0 J?l
Rozz: |y | =10 @ fg y (64)
”» 0 @ ﬁ ZI
2 2
Prin compunerea celor doua rotatii se obtine:
z” 1 0 0 T
RoszoRosz: |y | =0 -2 2|y (65)
” 0 X _2) \z
2 2
(a) Aplicatia anterioara este morfism potrivit scrierii matriceale.
(b) Verificdm daci matricea asociatd este ortogonald:
1 0 0 x 1 0 0 x
AA' =10 —? —@ y 0 —g —g y | = I3 = Roz,= 0 Rog,z izometrie. (66)
0 Y2 _2 ) \og X2 _2 z
2 2 2 2

Calculam detA=1>0— Rox,g o Rom,g deplasare. Vom analiza multimea punctelor fixe asociate, adica solutiile

sistemului:
0 0 0 x 0 r=1
0 7%71 ,g y|=(0] =qy=0 teR (67)

Rezulta ca avem o infinitate de puncte fixe toate apartinand axei Ox. Unghiul de rotatie se identifica cu ajutorul
matricei A care este o matrice de rotatie in jurul axei Ox.

V2

cost) = —— 37

£2 = 0= (68)
2

sinf =
Exercitiul 9 1. In raport cu un reper ortonormat pozitiv in £2 se dau ecuatiile aplicatiei

r_ V3 1, 9
fiE=E, f:{" 21x+2f’§ ’
Yy =—3T+ 5y

Demonstrati ca f este o izometrie, precizand specia ei. Determinati daca f are puncte fize, apoi precizati natura lui

1.

x
2. Sd se determine izometria f pentru care fo Sy =1tgz, d: — = *—— =

Solutie:

!
1. Se observa ca f este morfism afin din forma ecuatiilor sale. Scriem f matriceal X' = AX +B & (‘;,) =A (Z) + B,

()= &) 0)+(D)- o

12
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f este morfism afin. Verificam daca aplicatia liniara asociata 7 este ortogonald, adicd dacd matricea A este ortogo-
nala. Pentru aceasta calculam

v3 1 V3 _1
AA = R P Al=k= 7 este ortogonala. (70)
2 2 2 2
Din (69) si (70), rezulta ca f izometrie.
Deoarece:
v3 1
detA = _21 é =1>0— fdeplasare (71)
2 2
Observam ca 7 = Ry, unde deoarece cosf = § $i sinf = —% — 0= € (—m,n]

Q este singurul punct fix al izometriei. Vom determina coordonatele acestui din rezolvarea sistemului

o =x

Yy =y

o -0 {

(1 —cosf@)x +sinfy = 2,
—sinfz + (1 — cosf)y = 0.

Obtinem

1
23

@:) = (ég ff) (“;;1) - _2_—%\@ (74)

SgoSg=1d— f=tzoSy,.

Deci f este rotatia de unghi 6 si centru Q = (—1, — ) Obtinem

w

. Deoarece S; este involutiva avem

Prin urmare: g
P(z,y,2) &% Py, #) ¥ PP (27,97, 27) (75)

Vom incepe cu ecuatiile simetriei fata de dreapta

dig_Y—Z_g
110
Fie
Py=prqP=dNmn, 7 Ld,Pem.
Obtinem:
X+Y —-z2-y=0
X=t 1
P:dm ’ —t=— —2 76
p=dnm 3 DT 5@ +y =2 (76)
Z =0
Deci

1 1
P (2<x+y2>,2<x+y+2>,0)
Consideram Py mijlocul segmentului ce are drept extremtati punctul P si simetricul lui fatd de dreaptd P’.

xp::2:vp0—atp:y—2
yp =2yp, —yp = +2 (77)
Zpr = 2ZP0 —Zp = —Z

13



Scriem si ecutiile transltiei:

2 =x +2
P = tﬂ(P/) yw — y/ + 2
277 — Zl
Compunerea celor doud izometrii este data de:
x?’ — y
tgoSqg:qy =x+4
2 =—z
Sa studiem aplicatia obtinuta:
e Avem:
7 0 1 0 x 0
f+ly’]=11 0 0 y|+ 4] — f morfism
2" 0 0 -1 z 0
[}
01 0 01 0 1 00
AA'=11 0 0o ]-[1 0 0 |=(0 1 0| — fizometrie .
00 -1 0 0 -1 0 0 1
Observam ca
01 0
det(A)=|1 0 0 |=1— f deplasare.
00 -1
Studiem multimea punctelor fixe:
y—xz=0
f(x,y,z):(x,y,z)% xfy:74 (78)
—22=0

Observam ci det(A — I3) = 0 in timp ce rang(A) = 3 prin urmare sistemul este incompatibil. Vorbim despre
compunerea dintre o rotatie si o translatie:

f=Rapota, aed

Deoarece rotatia are aceeagi urma cu compunerea prezentata anterior vom determina vectorul director al dreptei in
jurul careia se efectueaza rotatia prin rezolvarea sistemului:

y—x =20 x=t
z—y=0 —<qy=t, teR. (79)
—2z=0 z=0

Prin urmare:
f(X)=X—-1t(1,1,0), t e R.

Obtinem valoarea parametrului din egalarea urmatorului determinant cu zero (asiguram compatibilitatea sistemului)

-1 0 —t
1 0 4—t=24—-2)=0—t=2—u=(220).
0 -2 0

Dreapta in jurul careia ne rotim:

r=1
d:{y=t+2 (80)
z=0

Unghiul de rotatie va fi § = .

14



Verificare:

AP,a
Ryr: A+cos7rﬁ+(1cos7r)<|a|’2a> =(0,2,0) — (z,y —2),2) + (z+y—2)(1,1,0) = (y — 2,2 + 2,—2) (81)
=y
Rogrotg:qy=x+4
2 =z

Exercitiul 10 1. Sa se scrie ecuatiile rotatiei de centru Q(1,2) $i unghi 0 = % Determinati imaginea dreptei d :

x —y+ 2 =0 prin aceastd izometrie §i reprezentati grafic.

2. Sa se studieze ce se obtine din compunerea:

E:g: N = =
SdOS(;,d.l 0 1 ,(5.

Solutie:
1. Fie P(z,y) € E. Vom incepe cu ecuatiile rotatiei de centru € si unghi 7 :
Y % y-2 2 y = R@—1)+ Ly -2)+2=La+ Py —3%2 42
(82)

Dorim acum sa determinam imaginea dreptei d prin aceasta rotatie:

In cele ce urmeaza dorim sa obtinem exprimarea coordonatelor punctului initial in functie de punctul rotit pentru
a Inlocui in ecuatia dreptei d. Prin adunarea, respectiv scuerea celor doua relatii scrise anterior obtinem

1
r=—'+y +vV2-3
ﬁ( y ) )

Inlocuim in ecuatiile dreptei d si obtinem imaginea acesteia prin rotatia analizata:

d/:\/i(m’+y’+\/§—3—y/+x’—2\/§+l>+2=O—>2x’+\[—2:0. (84)
)
2. Avem s s
P(x,y,2) = P'(2',y,2') =% P (a7, y7, 27). (85)

Fie Pp=prsP=6Nm, m L §, P € w. Obtinem:
X+7Z—-2—2=0

X =t 1 1 1
dNm: v —o —>t—2(x+z—4)—>P0(2(x+z—4),0,2(m+z+4)>. (86)
Z =t+4

15



Xp/ =z2—-4
Consideram Py mijlocul segmentului [PP'] = { Ypr = —y
Zpr=x+4

Analog, fie P, = prqP' =dna’, #’ Ld, P' € n'. Avem:

X=2t+1
Y=-1 1 1 1
dnn’: 7o %t4(:r'+z'1)%P6(2(x'+z’+1),1,2(:17’+z'1)>. (87)

2X +27Z —22' -2 =0

Xpr =2'+1
Considerdm P§ mijlocul segmentului [P'P"] — < Ypr = =2 — ¢/
Zp/zx/—l
Studiem compunerea celor doud izometrii:
x” 0 0 1 a 1 0 0 1 0 0 1 x —4 1 x 5
yv|1=10 -1 0 y -2]1=10 -1 0 0 -1 0 y|l+1| 0 +1-2|=1y|+]|-2
” 1 0 O 2’ -1 1 0 O 1 0 0 z 4 -1 z -5

Am obtinut o translatie de vector @ = (5, —2,5), ||a|| = v/54.
Mai mult deoarece d || § — d(d,d) = d(A,d), A€ 4.

|AB = 8|| /54
[o]] 2

d(A, 5) = , A(0,0,4), B(1, ~1,0).

Deci
|[a]| = 2d(d, 0).

Exercitiul 11 1. Sa se studieze Sgo Ss, d:x+2y—2=0, §:2x —y=0.

2. Sa se scrie ecuatiile izometriei Sy o Roy,z, m:y+6=0.

Solutie:

1.

Pz, y) 5 P2 y) 2% P (a7, y7) (88)

Mai intai vom scrie ecuatiile simetriei ortogonale fatd de dreapta 6. Deci vom considera P’ = s5P. In cele ce urmeaza
suntem interesati de coordonatele punctului P’.

Pentru a identifica aceste coordonate vom proiecta mai intai punctul pe dreapta si vom obtine punctul Py apoi vom
considera acest punct mijlocul segmentului ce are drept extremitati punctul i simetricul lui P.

Se observa ca dreapta PP’ este perpendiculard pe dreapta ¢, intersectia celor doud fiind chiar proiectia punctului
P. Avem:

— _
PP' 16— PP | Ny=(2,-1). (89)
Deci:
T=2t
pp T THTE i eR (90)
y=-t+y
Urmaétorul pas este identificarea parametrului ¢ € R. Pentru aceasta observiam c& Py € § i Py mijloc pentru [PP’].
Deci:
r+x Yy +y 2+ 2t 2y —t
P —2 | = P - 91
0 ( 2 72 0 2 72 (91)
Din 20+ 2t 2 t 1
P066—>2x2 - y2 =0t = (~do+2y) (92)
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Inlocuim valoarea parametrului in (90) si obtinem ecuatiile simetriei ortogonale fati de dreapta § :

x’——ic—f—%y
S NI (93)
y—g$+gy

Intr-o manierd aseminitoare vom proceda pentru a determina ecuatiile aimetriei ortogonale fata de dreapta d.
Pornim cu P’(2’,y’) pe care dorim si il simetrizam fata de dreapta d pentru a obtine P* = s4P’. Fie P} = prqP’ =
P’P'Nd.

Deoarece P’P” L d— P'P”:

9 — t /
{m” Qt—:_x / teR. (94)
Yy = Y

Vom obtine valoarea parametrului ¢ utilizand informatiile referitoare la Pj. Mai exact, deoarece P} este mijlocul
segmenului [P’ P”] otinem:

Z'” + .’,UI yn + y/ 2.13/ 4 t 2y/ 4 2t
P Ny 95
0 ( 92 i 2 0 ) ) 2 ( )
Fiindca , .
2! +t 2 +2 1
Pled— x; +2y2+ —2=0—t=2(-20 — 4y +4) (96)

Inlocuind valoarea parametrului ¢ in (94) obtinem ecuatiile simetriei ortogonale fatd de dreapta d:

T
Sd . . Eéx 75§ /+5§ (97)
Y =757 5Y 75

Sa analizam acum compunerea

Sd"S‘S'(y”):(; ) (y')+<§>:<; ) (i

Verificam mai intai daca aplicatia obtinuta este o izometrie. Pentru aceasta:

” _ 4
(a) Sy0S85(X)=AX + B < (i) _ ( 01 _01> @) + (g) = S, 0 85 morfism.
5

[S[VSSIN

(b) Verificim daca AA! = I, < <_01 _01) . (_01 _01> = <(1) ?) = 54085 izometrie.

Mai departe dorim sa determinadm tipul izometriei. Calculam:

-1 0

detA = ‘ 0 —1

'1>0*>Sd055

deplasare.
Identificam punctele fixe prin rezolvarea sistemului:

2

aj”_—a'; —xr+-=x xr = -
— — 98
{yn_y g § ( )

2 4 .
Am obtinut un unic punct fix deci izometria Sy o Ss este rotatia de centru 2 (5, 5) = dNé. In continuarea vom

determina unghiul din relatiile:

{7039 =1 Ly_n (99)
sind =0

Am obtinut ca S40 S5 = Ro,x.
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2. Consideram:

R .3 1" 1" 1" 1"
P(x,y,z) —2L P'(2!y, 2") S, p (x ,y ,2 ). (100)
incepem cu ecuatiile rotatiei:
—
P =0+0P — Roy,g(Pl) = Roy’g(O) + RE’Q(OP/) = RE’Q(OP/). (101)

Matricea lui R; 4 in raport cu {i, j, k} este:

cosf 0 sinf _ -
Ag=| 0 1 0 |,Rj4OP)=zi+yj+zk. (102)
—sinf 0 cosf

Deci:
' x x/ cosf® 0 sinf T
y]l=4ly|l =y ] = 0 1 0 Ny (103)
z z 2 —sinf 0 cosf z
Dupa efectuarea calculelor obtinem:
' =xcosf 4 zsin g =z
Royz:qy' =y =9y =y (104)
2 = —xsin§ +zcos § Z =—x

Mai avem de determinat ecuatiile simetriei ortogonale fata de planul 7. Pentru aceasta consideram P”(a',y’,2') € E

" " " "

siP (z ,y ,z )=s;P. Observim urmatoarele:

{P'P LT P oy PP ] (105)
Oy L«
Putem scrie ecuatiile dreptei P’P":
¢ =a
PPy =y +t (106)
2 =2

Determinam valoarea parametrului ¢ folosind faptul ca este mijlocul segmentului [P’ P”] si se afla in planul 7. Din
I/+x// y/+y” Z/_i_z” l 2fy/_|_t /
= |z z
2 2 72 o2

P, mijlocul lui [P’P"] obtinem P, (
2 +t
Y+ +6=0—22+t=—12>t=—12—2y.

Ecuatiile simetriei devin:

Din Py e —

r =
Spily =-12—y (107)
Z// — Z/

r =
SroRoyz:qy =—-12—y (108)
z =
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