Seminar Elipsa

13 aprilie 2021

Partea I
Exercitii rezolvate

Exercitiul 1. Pentru urmdtoarele elipse, determinati coordonatele focarelor, varfurilor, excentricitatea, ecuatiile direc-
toarelor, apoi reprezentati-le grafic intr-un sistem de coordonate ales convenabil. De asemenea, scrieti celelalte tipuri de
ecuatit pentru elipsd.

L2 4% 1=0

2
2. L+ —1=0
3. 4a% + 5y> — 20 =0
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Demonstratie. 1. Elipsa
Semiaxele sunt a = 3,b =vV5=c=/]a2 - 12| = /]9 -5 =Vi=2=
Varfurile elipsei sunt A(a,0) = A(3,0), A’(—a,0) = A’(-3,0), B(0,b) = B(0,v/5), B'(0, —b) = B'(0, —/5).
a > b = axa focala este Ox = Focarele sunt F'(2,0), F'(-2,0).
c 2

Excentricitatea este e = = £,
max(a,b) 3

L p= max(@b)? e g
Ecuatiile directoarelor sunt m‘;x(a b)? 0
:—707 <:,>(5/3',':—§
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Aducand la acelati numitor, obtinem ecuatia generali 5z2 + 9y% — 45 = 0.
Izoland termenul y2, obtinem y? = 8(9—302) =y = i@\@ — 22,2 € [-3, 3], ceea ce reprezintd ecuatiile explicite.
x = 3cost,

Ecuatiile parametrice sunt date de
b P y = +/bsint, t€[0,2n).

2. Elipsa
Semiaxele sunt a = 4,b =5 = c = /[a2 — b = /|16 — 25| = /9 =3 =




Varfurile elipsei sunt A(a,0) = A(4,0), A(—a,0) = A(—4,0), B(0,b) = B(0,5), B(0, —b) = B(0,—5).
a < b= axa focala este Oy = Focarele sunt F'(0,3), F'(0,—3).
c 3

Excentricitatea este e = = 2.
max(a,b) 5

. max(a,b)? . 25

.. . Yy =" = frx =2
Ecuatiile directoarelor sunt m;x(a b)? 3 25
O iy= -1 = iy =2

&‘

Aducéand la acelati numitor, obtinem ecuatia generalid 2522 + 16y% — 400 = 0.

Izoland termenul 2, obtinem y? = %(16 —2?) =y = j:%\/ 16 — 22,2 € [—4,4], ceea ce reprezintd ecuatiile
explicite.

x = 4cost,

Ecuatiile parametrice sunt date de )
y =bsint, te€[0,2m).

. Elipsa

Pentru a putea reprezenta grafic elipsa, 1i determindm intai ecuatia canonica.

Ne propunem ca termenul liber sa fie 1 si obtinem ecuatia canonica %2 + % —-1=0.
Semiaxele sunt a = /5,b=2=c=/[a2 - 02| = /[F —4]=V/1=1=

Varfurile elipsei sunt A(a,0) = A(V/5,0), A'(—a,0) = A’'(—/5,0), B(0,b) = B(0,2), B'(0, —b) = B'(0,—2).




a > b= axa focald este Oz = Focarele sunt F(1,0), F'(—1,0).
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Izoland termenul y?, obtinem y? = %(5 —2) = y=+2 \/ — 22,2 € [—/5,V5], ceea ce reprezinti ecuatiile
explicite.

= +v/bcost
Ecuatiile parametrice sunt date de v \[_COS ’
y = 2sint, t € [0,2m).
. Elipsa
2
Pentru a o putea reprezenta grafic, ii deducem ecuatia canonica: % +4%&—-1=0.
2 4
Semiaxele sunt a = %,b: isce=]a2-0= /|t -%=,/3=1%=
Varfurile elipsei sunt A(a,0) = A(%,O),A’(—a, 0)=A'(- % 0), B(0,b) = B(0, %), B'(0, —b) = B'(0, —1).
a > b= axa focald este Oz = Focarele sunt F'(1,0), F'(—3,0).
1
Excentricitatea este e = m = -3 = g
’ V2
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Izoland termenul 2, obtinem y? = 2(3 —2%) = y = L (1 —2?),z € [f%, %}, ceea ce reprezinti ecuatiile explicite.
1
= t
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ﬁ COS
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Ecuatiile parametrice sunt date de i
y=gsint, te€l0,2m).

. Elipsa

Semiaxele sunt a = 5,b = 13 = ¢ = y/]a2 — b2| = /|25 — 169] = V144 = 12 =

Varfurile elipsei sunt A(a,0) = A(5,0), A(—a,0) = A(-5,0), B(0,b) = B(0, 13), B(0, —b) = B(0, —13).
a < b = axa focala este Oy = Focarele sunt F(0,12), F'(0,—12).

Excentricitatea este e = < =
max(a,b) 13

max(a,b)? 169
. . ==—""2 = =
Ecuatiile directoarelor sunt mas(a.)’ 12 166
R — RV



,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, E
B
F
Al 1) Al
F/
B/
”””””””””””’57

Aducand la acelati numitor, obtinem ecuatia generala 16922 + 2532 — 4225 = 0.
Izoland termenul 32, obtinem y? = 18(25 — 2?) = y = £33V/25 — 22,z € [-5,5], ceea ce reprezintd ecuatiile

explicite.
O
Exercitiul 2. Scriefi ecuatiile elipsei cu focarele F(3,0), F'(—3,0), ce trece prin M(4,1) si apoi reprezentati-o grafic:
Demonstratie. Fie £ elipsa cu focarele F, F' si M € £.
Ecuatia canonica: Fie ecuatia elipsei: %2 + % =1.
Deoarece F, F' € Ox = (a > b) Ac =3 = a®> — b> = 9. Ecuatia elipsei devine: 91% + g—j =1 M gﬁz, + b% =
1= 1602 +9+02 =9+ =b* -8 -9=0=0>=9=0b=3=a=3V2 Ecuatia devine: f—;—i—%“ =1

Alternativ
Deoarece F, F' € Ox = (a > b) Ac = 3. Elipsa este locul geometric al punctelor M astfel incat d(M, F)+d(M,F') =
20 = /(z—c)2+ 2+ (r+e)2+y2=2a=2a=/(4-3)2+ 12+ /(4 +3)2+12=a=3V/2=b=3.
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Exercitiul 3. Fie elipsa (£) { + 4 —1=0.
1. Determinati ecuatiile tangentei si normalei in punctul M(ls—ﬁ, 3) la elipsa.
2. Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsa, paralele cu dreapta y = 3z + 2.
3. Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsa duse din punctele exterioare Q(3,4), P(4,5).
Reprezentati elipsa si tangentele cerute.
. . .o . . . - y-3 _
Demonstratie. 1. Ecuatia tangentei dintr-un punct al elipsei se obtine prin dedublare: =2 + %2 —1 = 0 <

L4832 120 <= 50+3y—25=0 < y=2 -3

Normala este perpendiculara pe tangenta, deci are panta % = ecuatia ei este (n)y — 3 = %(m - 2).

2. Identificim semiaxele elipsei: a = 4,b = 5. Ecuatiile magice ale tangentelor de pantd m = 12.5 sunt (¢12) :
y =mx +vVm2a? + 1?2 < y=3xr+13.

3. Scriem ecuatiile tangentelor de panta datd sunt y = max + vm?a? + b2. Punem conditia ca P(xg,y0) € € =
(yo — mzo)? = m?a® + b = m?(a? — 22) + 2maxoyo + b* — y3 = 0.
In cazul de fatd, pentru Q, obtinem: m?(16 —9) 4+ 24m + (25— 16) =0 = Tm2 +24m+9=0= m; o = % =
#ﬂ =mi = —3,mg = —%.
Ecuatiile tangentelor devin y —4=-3(z —3) < 32 +y—13=0siy—4=-3(z—3) < Ty+32z-37=0.
Pentru P ecuatia devine una de gradul I cu radacina 0, deci aparent am obtinut o singurd tangenta. Cu toate
acestea, dintr-un punct exterior exista doua tangente.
Pentru a deduce cealalta panta, scriem dreapta contactelor: 100z + 80y — 400 = 0 <= bz +4y — 20 =0 <—

12

y=5(1-1x). Inlocuind in ecuatia elipsei, obtinem % +(1-42)=1 = L -2 =0=2=02=4=
Tl(oa 5)7 T2(47 0)
Cele doua tangente sunt asadar PT} : y =5, P15 1 x = 4.

O

Exercitiul 4. (Proprietatea opticd a elipsei) Tangenta i normala la elipsd, intr-un punct oarecare M al ei, sunt respectiv

—
bisectoarea exterioard si bisectoarea interioard a unghiului FMFE".



Demonstratie. Fie ecuatia canonica a elipsei 2—2 + z—j = 1l,a > b. Daca M € Oz, problema este evidenta. Altfel,

ecuatia normalei prin M (xg,yo) este y — yo = ‘;zz—gg(x — x0). Intersectim normala cu axa Oxz. Obtinem punctul M’:

—b?z0yo = a’yo(r—m0) = * = me®. Obtinem FM’' = c—e?xq si F'M' = e?xg+-c. Pe de altd parte, MF = \/(zo — ¢)2 + y2

si MF' = \/(zo + ¢)? + y¢. Au loc egalitatile:

FM  [(wo—¢?+y2  [(@o—0?+ 5 (a®—a3)  [a2a3 + a2c — 2a2cxo + b2a? — 022 | c2a? — 2a2cxq + a
F'M -\ (zo+0)2+1y2  \ (wo+¢)2+ b (a2 — 23) V) a2a? + a2c? + 2a2xgc + b2a? — 223 \| 2xd + 2a2cxo + at
FM'
T FPM
Gasiti si alte demonstratii. O

Exercitiul 5. Data o elipsa, se considera triunghiurile My Mo Ms inscrise in elipsa, astfel incat centrul lor de greutate sa
coincida cu centrul de simetrie O al elipsei. Demonstrafi ca normalele in varfurile triunghiului la elipsa sunt concurente

(T. Steiner).

Demonstratie. Fie elipsa £ de ecuatie 2—; + z—j =1 (a,b € RY) si My(z1,y1), Ma(w2,y2), M3(x3,y3) € £ astfel incat
Au loc egalitatile

2 2
2=

3 | Y2

;4‘*—1

2

s (1)
r1+x94+23=0

y1+y2+ys=0.

Inlocuind din ultimele 2 ecuatii coordonatele celui de-al treilea varf, obtinem:

2 2 2 2 1
(21 —|—2x2) + (v —;W) =1= 3512962 + :Ub12y2 = —1 = 2(costy costy +sinty sinty) = —1 = cos(ty —t2) = —=. (2)
a a

Ecuatiile normalelor in cele trei varfuri sunt date de:

2

Y-y = oz — 1) (y —y1)b%xy = a?yi(z — 1) a?yir — b2y + (b2 — a®)y121 =0
2

Y— Yo = 2 i’z (x — x9) = < (y — y2)b?x2 = a®ya(x — 72) = < a’ysr — Vraoy + (% — a®)yaz2 =0 (3)
2

Yy—ys = iz — x3) (y — ys)b*zs = ays(z — x3) a?ysz — b2x3y + (b* — a?)ysws = 0.



Pentru ca cele trei normale sa se intersecteze este suficient ca sistemul dat de ecuatiile celor trei drepte sa aiba solutie.
Stiind ca cele trei drepte nu sunt simultan paralele, este suficient s& verificim ca determinantul sistemului este egal cu
Z€ro.

Determinantul sistemului egal cu 0 este echivalent cu:

alyr b’z (b — a®)ya alyr b’z (0® — a®)ya Y1 T1 Y1T1
alys  —b%xy (V2 —aP)yors| =0 <= |aPys —b%z2 (V2 —aP)yora| =0 <= |y2 22 Yow2| =0 <=
a2y3 —b2x3 (b2 - 02)213963 a2y3 —b2x3 (b2 - az)yBxS Yz T3 Y3T3
Y1 z1 Y121 Y1 X1 Y11
Y2 T YoT2 =0 < |y2 @2 Y22 =0 <
Y1 +y2+ys x1+T2+T3 Yi1T1+ Y22 + Y33 0 0 w1+ Yoo + (y1 + yz)(CCl + xz)

2(y121 + yo2) + (x1Y2 + x2y1)]| (221 — 21Y2) =0
[2(sinty costy + sinty costa) + (costy sinte 4 costa sinty)](costa sint; — costy sinte) = 0.

Vrem sd demonstram c& 2(sint; costy + sints costy) + (costy sinty + costosinty)] =0 <= 2sin 2E8 . (2cos(ty — 1) +
1) cos % = 0, care este adevarat, din 2.
Alternativ, se poate demonstra cé inaltimile triunghiului sunt normalele la elipsa in varfuri. O

Partea 11
Teme

Exercitiul 6. Pentru urmdtoarele elipse, determinati coordonatele focarelor, varfurilor, excentricitatea, ecuatiile direc-
toarelor, apoi reprezentati-le grafic intr-un sistem de coordonate ales convenabil. De asemenea, scrieti celelalte tipuri de
ecuatit pentru elipsd.

12y 1=0;

=

2. T 4 _1=0;

4. 422 4+ 9y% — 36 = 0;
5. 922 + 2592 — 1 =0;

x = 8cost,
’ {y: 10sint, t € [0,2n)
Scrieti ecuatiile elipselor determinate prin conditiile urmatoare, apoi reprezentati-le grafic:
1. elipsa cu varfurile A(5,0), A’(=5,0), ce trece prin punctul M(3,2);
2. elipsa cu varfurile A(3,0), A’(—3,0), tangentd dreptei (d)x + 2y — 6 = 0;
3. elipsa de focare F'(2,0), F'(—2,0), tangenta dreptei (d) 22 + 3y — 9 = 0.

2 2

Exercitiul 7. Fie elipsa (£) % + % —1=0.
1. Determinati ecuatiile tangentei si normalei in punctul M (\/2, %) la elipsa.
2. Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsa, paralele cu dreapta y = 2x + 3.
3. Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsa duse din punctele exterioare P(3,1),Q(2,3).

Reprezentati elipsa si tangentele.

Exercitiul 8. Fie elipsa (£) 2% + 4y?> — 4 = 0.

1. Determinati ecuatiile tangentei i normalei in punctul M(1, ?) la elipsa.



2. Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsa, paralele cu normala in M la elipsd.
3. Scrieti ecuatiile tangentelor la elipsa duse din punctul exterior P(\/g, —1).
Reprezentati elipsa si tangentele.

Exercitiul 9. Demonstrati ca locul geometric al punctelor din care se pot duce tangente perpendiculare la o elipsa este
cercul circumscris dreptunghiului circumscris elipsei: x® + y? = a® + b? (cercul lui Monge al elipsei).
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