Seminar 10: Geometrie euclidiana

Hiperbole pe ecuatii reduse
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Partea I

Breviar teoretic

1 Definitie si constructie
1.1 Definitie

Cadrul de lucru este un plan afin euclidian orientat £2 = (E, (f, ( >> ,fb).

Definitia 1. Se considerd doud puncte distincte F, F’ € E cu d(F, F') = 2¢ > 0 si un numar real a astfel incat 0 < 2a < 2c¢.
Se numeste hiperbold locul geometric al punctelor planului F pentru care diferenta distantelor la punctele fixe F, F’ este

constanta si egala cu 2a:
H={PecE|dPF)+dPF)=2a}. (1)

Punctele F, F’ se numesc focarele hiperbolei, dreapta FF’ axa focala si 2c¢ distanta focala.

Pentru a ne convinge cd locul geometric definit anterior este o multime nevida, fie O mijlocul segmentului (F'F’), fie
A, A € FF’ astfel incat d(0,A) =d(0,A")=asiF' — A -O—-A—-F.
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Vrem sa demonstram ca A, A € H:

|d(A, F) —d(A, F)|=|(c—a) — (c+ a)| = | — 2a] = 2aq,

|d(A", F) —d(A", F")| = |(c+ a) — (c — a)| = |2a| = 2a.

Agadar A, A’ € H. Aceste doua puncte A, A’ se numesc varfurile hiperbolei.

1.2 Constructie

Pentru a construi hiperbola prin puncte, procedam astfel: alegem un punct arbitrar M pe axa focala, in afara segmentului
(FF"), apoi intersectdm cercul de centru F si razd AM cu cercul de centru F” gi raza A’M. Evident punctele obtinute
apartin hiperbolei.

Y

&V

Daca dorim sa construim mecanic o portiune din hiperbola, procedam astfel. Alegem doua fire inextensibile de lungimi
diferite, astfel incat diferenta lungimilor lor sa fie 2a. Fixam cate un capat al fiecarui fir in cate un focar, trecem ambele
fire printr-un inel fixat in varful P al unui creion, apoi innoddm capetele libere ale firelor. Intindem ambele fire, tinand
nodul N intr-o mana si creionul cu varful pe foaie In cealalta mana. Portiunile de fire intinse intre nodul N si inelul P
vor sta aldturate, iar celelalte portiuni din fire vor merge una de la inel la F', cealalta de la inel la F’. Miscand creionul,



vom trasa o portiune dintr-o ramura a hiperbolei, deoarece diferenta d(P, F’) — d(P, F) este aceeasi ca diferenta lungimilor
firelor intregi (din fiecare s-a scos aceeagi bucata PN). Dacd fixdm invers in cele doué focare extremitatile firelor, obtinem
o portiune din cealalta ramura a hiperbolei.

Link Tutorial constructie

2 Ecuatiile hiperbolei

Pentru a putea determina ecuatiile hiperbolei vom fixa un reper ortonormat, ca si in cazul elipsei:
e originea va fi O, mijlocul segmentului (FF"),

= 1 ﬁ . = = ~ A = = v el v
o= WF FsijLli, | jl=1 astfel incat {i,j} e o bazd pozitiva.

Notam cu (Oz) si (Oy) axele de coordonate.
In raport cu acest reper punctele construite pand acum au coordonatele F(c,0), F'(—c,0), A(a,0), A’'(—a,0).

Yy
0]
F’ A’ A F X
2.1 Ecuatia canonica
Fie P(z,y) un punct al hiperbolei. Atunci
V(e —e)2+y2 —/(x+ )2+ y2 = +2a.

Din calcule, obtinem ecuatia canonica a hiperbolei:

2?2

2 =1, (2)
unde

b=+vc*—a? (3)
Demonstratie. e Pastram un singur radical in membrul stang al egalitatii:

Vie—e)?+y?=22a++/(z+)?+y? =
e Ridicam ambii membri la patrat:
(x—c)?+19° =4a>+ (z+ ) +y> £ da/(z + )2 + 12 =

e Efectuam calculele:

22+ —2zc+y? =4a’ + 22 + P + 2zc+y* +4a (x+c)?+y? —


https://www.youtube.com/watch?v=XTUDZ-h56fc

e Reducem termenii asemeneas:
I2+02—2xc+y2 :4a2+x2+62+2xc—|—y2:|:4a (x4 )2 + 42 —
—2z¢ = 2zc + 4a? £ 4a (r+c)2+y? —

e Izolam din nou un radical gi obtinem:

+dar/(x + ¢)? +y? = dxc + 4a® =
+a/(x+c)2+y2=cr+a’=> 4)
e Ridicam din nou la patrat ambii membri ai egalitatii:
a*[(x +¢)® +y?] = (cx +a®)?
e Efectuam calculele:
a®(2% + 2 + 2zc + 9% = 2? + a* 4 2cxa® =
a?a? + a®? + 2dxc + a*y? = P2? + a* + 2cxa’®
e Reducem termenii asemenea:
a’z? + a®c? + a®y? = P2 + ot
e Izolam toti termenii intr-un membru:
(¢ —a®)z? — a®y? — a®(* —a®) = 0.
e Inlocuind in aceasti ecuatie ¢ — a? = b%: b%2? — a®y? — a?b? =0

. impér‘gind ambii membri la a?b?: i—; -4 -1=0

e Obtinem ecuatia canonica a hiperbolei:

LCQ y2
2wt ®

Reciproc, putem si ardtidm ci orice punct ale cirui coordonate verifici ecuatia (2) apartine hiperbolei.

Fie PO(x07y0)a cu
2 2
To Y _
@ 2t ©)

Notam |d(Py, F') — d(Py, F)| = 2a’. Repetand calculele anterioare, deducem

unde am notat b’ = 1/c2 — (a’)2.

Scazand relatiile (6) si (7), combinand convenabil termenii, obtinem 3 (a% - (J)?) -y} (biz — ﬁ) =0.
Dar (') + (a’)? = b* 4 a?, deci (a’)2 —a?=—((t))? = b?), de unde rezulta ((a')2 - a2) ((a,ggi‘zag + (b’%iéb?> =0.

Din (6) rezultd c&d xg si yo nu sunt simultan 0, deci (a')2 —a’=0=d =a=|d(Py, F')—d(Py, F)| = 2a, deci Py apartine
hiperbolei. 0

Numarul a se numeste semiaxa mare, iar b semiaxa mica. Observam ca nu avem neaparat a > b, denumirea
datorandu-se importantei lui a in definirea hiperbolei.
Din ecuatia canonica a hiperbolei rezulta:

e dacd Q(z,y) € H = Q1(—=z,y) € H, deci Oy este axd de simetrie pentru hiperbola;
e dacd Q(z,y) € H = Qa2(z,—y) € H, deci Oz este axa de simetrie pentru hiperbols;

e dacd Q(z,y) € H = Qs(—z,—y) € H, deci O este centru de simetrie pentru hiperbola.



Definim interiorul hiperbolei

|§_b2

2 2
Int?—l:{P(%y) z y—1>0}
si exteriorul hiperbolei

2 2
Ea:t’H:{P(x,y) | zz—zz—l<0}.

Din ecuatia canonica mai observam ca doar axa Ox taie hiperbola, nu si axa Oy. Deci, spre deosebire de elipsa, hiperbola
are doar doua varfuri.

Y

Int H Int H
Ql(_mvy) Q(may)

Ext

2.2 Ecuatiile explicite

Din (2) deducem c& y? = b> (z—j - 1).
Observam ci pentru ca un punct P(z,y) sa apartind hiperbolei de semiaxa mare a, este necesar ca x € (—oo, —a| U
a,+00). In aceste conditii, extrdgand radicalul in egalitatea de mai sus, obtinem
I t ditii, extrigand radicalul 1 litatea d i bti

b
lyl = ~\/a? — a2.
a

Astfel, pentru y > 0, avem y = g 22 — a2, iar pentru y < 0, avem y = —2v/x2 — a?.
Folosindu-ne de aceste ecuatii putem reprezenta grafic hiperbola. Observam ca dreptele

b b
(@)y =2, (a)y=—

b
a

sunt asimptote oblice pentru hiperbola.

Demonstratie. Considerdm f : (—oo, —a] U [a, +00) = R. fi(z) = 2Va® — 22
Calculam limita

ILm fl(x)—gx: lim é\/J:Q—aQ—éxz lim é(\/xQ—aQ—aL‘)z

r—00 a T—00 4
i LTy ba =0, deci ste asimptota oblica 1 ii superi hiperbolei
Jim gm = - lim m =0, deci (a1) este asimptotd oblicd la 400 a ramurii superioare a hiperbolei
la oo.
Analog, (a1) este asimptota oblica la —oo a ramurii inferioare a hiperbolei.
Similar (ag) este asimptota oblicd a hiperbolei la £oo. O



2.3 Ecuatiile parametrice

Reamintim definitia functiilor trigonometrice cosinus hiperbolic si sinus hiperbolic:

t ot
cosh : R — [1,00), cosh(t) = %7
o — ot
sinh : R — R, sinh(t) = —
4 3 _9 1 1 5 3 ;
11
_2,,
_3,,
flx) = sinh(x)

Deoarece cosh?(t) —sinh?(t) = 1, V¢ € R, rezulti ci putem parametriza ramura z < —a a hiperbolei prin

x = —acosh(t),
y = bsinh(t), t eR,

iar ramura x > a prin

2 = acosh(t),
y = bsinh(t), teR.

3 Directoarele hiperbolei

Sa revenim la ecuatia hiperbolei pe care o rescriem




d( F) = ed(P,5),

a2

unde P(z,y) e un punct arbitrar al hiperbolei, e = S§io =2

Orice punct P al elipsei are proprietatea ca raportul dintre dlstan‘ga de la P la punctul fix F’ si distanta de la P la
dreapta fixa 0’ este constant gi egal cu e.

Deci orice punct P al hiperbolei are proprietatea ca raportul dintre distanta de la P la punctul fix F' gi distanta de la
P la dreapta fixa  este constant si egal cu e.

Analog se poate obtine cd d(P, F') = ed(P,¢'), cud: = = —“—j. Numim e = £ € (0, 1) excentricitatea hiperbolei, iar
dreptele 4, &' directoarele hiperbolei.

4 Hiperbola conjugaté unei hiperbole date

Fie hiperbola (H) % 4y = 1. Atunci hiperbola (H’) %—5 - a—z = 1 se numeste hiperbola conjugata lui H. Observam ca
axa transversa a lul H' este Oy. Dorim sa reprezentam grafic pe H’'. Fie Sy simetria ortogonala fata de prima bisectoare
d: y=z. Ea are ecuatiile 2’ =y, v = x.

Atunci Sg(H') este o hiperbola de ecuatii f)—; - Z—z =1

Aceasta are focarele de coordonate (c,0), (—¢,0), unde ¢ = a®+b%. Atunci hiperbola H' are focarele F(0, c), F'(0, —c).
Varfurile lui #' sunt B(0,b), B'(0,—b). Analog ecuatiile asimptotelor lui Sy(H') sunt y = &%=, deci ecuatiile asimptotelor
lui H' sunt z = %y <y = j:gx.

Deci H si H' au aceleasi asimptote. Rationand analog determinam directoarele hiperbolei conjugate: y = :t% si
excentricitatea ei ¢’ = {.

&‘

5 Intersectia dintre o dreapta si o hiperbola

In continuare vom studia intersectia dintre hiperbola (H) Z—; - Z—z =1 si dreapta (d) y = mx + n.

2
z=

Pentru a gasi coordonatele eventualelor puncte comune rezolvam sistemul format din cele doua ecuatii: dNH { a
y=mx+n.

Eliminadnd necunoscuta y, obtinem ecuatia:

v’z? — a*(mx +n)? = a®b? =
va? — a?(m?2® + n? 4 2man) = a*b? =
(b? — a*m?)2? — 2a®mna — a®(n* + b*) = 0. (8)
Presupunem ca m # ig. In acest caz ecuatia de mai sus este o ecuatie de gradul II in .
Fie A discriminantul ecuatiei de mai sus.
A >0, dNH={Py,P:}. Spunem ci dreapta d este secanta hiperbolei.
Daca ¢ A <0, dN#H =(. Spunem c& dreapta d este exterioara hiperbolei.
A =0, dnNnH={T}(punct dublu). In acest caz, dreapta d este tangenti hiperbolei.



Precizare: In calculul de mai sus, am exclus dreptele de tipul 0 : x = k. Intersectand cu hiperbola, obtinem ecuatia:
V2E? — a2y? = a2b? = y? = %z(kQ —a?).
k? —a? >0, dNH ={P;,P;}. Spunem ci dreapta d este secantd hiperbolei.
Asadar, dacd ¢ k? —a? <0, dNH = 0. Spunem c# dreapta d este exterioara hiperbolei.
k = *a, dNH = {T(k,0)}(punct dublu). In acest caz, dreapta d este tangent3 hiperbolei.

5.1 Ecuatia magica a tangentelor de panta data la hiperbola

Obtinem A = 0 & n? = a?>m? — b2. Observim deci ci nu pentru orice pants m, dreapta d poate fi tangents hiperbolei.
O conditie necesara pentru ca d : y = max + n si fie tangenta hiperbolei este m € (—oo, —2) U (£, 00).

(d1)y = mx + v a?m? — b2, (9)

(do)y = mx — Va*m? — b2

Daca m = :I:g si n # 0, ecuatia (8) este o ecuatie de grad I in x.

Rezulta ca dreapta d taie hiperbola Iintr-un singur punct. Observam ca d este paraleld cu una din asimptotele hiperbolei.
Spunem ca dreapta d este secanta, de directie asimptotica.

Daca m = :I:g si n = 0 regasim asimptotele hiperbolei. Daca m = +oco dreptele x = a si © = —a sunt tangente.
In concluzie, data o hiperbola si o dreapta, dreapta poate fi exterioara hiperbolei, secanta, tangenta, secanta de directie
asimptotica sau asimptota.

y dreapta exterioara /

secanta, de directie asimptotica

asimptota

normala

5.2 Tangenta la hiperbola intr-un punct al ei

Daca Py(zo,y0) € H, ecuatia tangentei la hiperbola in punctul Py se obtine din ecuatia hiperbolei prin dedublare:

TZo  YYo
(do)?—bﬁ_lz . (10)
Pentru a demonstra cd dreapta de ecuatie (10) este tangenta hiperbolei, rezolvam sistemul format din ecuatia hiperbolei
2 2
si cea a dreptei dy. Folosind faptul ca 2—3 — Z—g = 1, rezulta ca intersectia dintre dreapta si hiperbola este un punct dublu

si anume Fjy.



5.3 Normala la hiperbola intr-un punct al ei

Fie Py(xo,y0) € H. Normala in P, la hiperbola este perpendiculard in Py pe tangenta la hiperbold in Fy.
b2I0

eI deci panta normalei la hiperbola in Py este

Din ecuatia (10) deducem ca panta tangentei la hiperbola in Py este

2
— 2252. Astfel, ecuatia normalei in Py la hiperbola este

2
a~Yyo

b2(EO

Y—Y = (x—on)-

5.4 Tangentele la hiperbola ce trec printr-un punct exterior acesteia

Fie acum P(xg,y0) € Ext H sa fie tangentd hiperbolei. Deci inlocuim y = yo + ma — mag in ecuatia hiperbolei obtinand
o ecuatie de gradul doi in x. Discriminantul acesteia trebuie sa fie zero, conditie echivalenta cu

m?(a® — x2) + 2maoyo — (B* +y3) = 0. (11)
2
Deoarece P este exterior hiperbolei < i—z — 43 —1> 0, rezulta ca ecuatia (11) are discriminant strict pozitiv, deci are
doua solutii reale distincte, m; gi mo.
Rezulta ca exista doua tangente duse din Py la hiperbola, de ecuatii

Yy —yo—mi(x—2x0) =0, y—yo—ma(x —x0) =0. (12)

Studiati ecuatiile din aceasta sectiune pentru hiperbola conjugata.

Partea 11
Exercitii rezolvate

Exercitiul 1. Pentru urmatoarele hiperbole, determinati coordonatele focarelor, varfurilor, excentricitatea, ecuatiile di-
rectoarelor, ecuatiile asimptotelor apoi reprezentati-le grafic intr-un sistem de coordonate ales convenabil. Scrieti toate
tipurile de ecuatii acestora.

1 (a) &= =% —-1=0;
0

4
) 5 -4 1=
2

(c) 2? —4y? — 1 =0;

2 (a) £ -2 _1=0;
2 2

() -5 -1=0;

(c) y* — 2% —1=0;

Solutie:

1. (a) Hiperbola
a=V5b=Vi=2=c=Va2+b02=/5+4=+9=3.
Din ecuatia hiperbolei, axa focald este Ozx.
Focarele sunt F(3,0), F'(-3,0).
Varfurile hiperbolei sunt A(a,0) = A(v/5,0), A’ (—a,0) = A’(—/5,0).

Excentricitatea este e = £ = 5.
a V5

Ecuatiile directoarelor sunt

Ecuatiile asimptotelor sunt {E



(c)

Ecuatia generala: 422 —5y2 —20 =0
Ecuatii explicite: y = i%\/mQ — 5,2 € (—o0, —V/5] U [V/5,00)

T = \/5cosht7 T = —chosht,
teR, |y=2sinht, teR,

Ecuatii parametrice: ]
y = 2sinht,

Hiperbola
a=Vi=2b=Vi=2=c=Va?2+02=/1+4=8=2/2
Din ecuatia hiperbolei, axa focala este Ozx.

Focarele sunt F(2v/2,0), F'(—2v/2,0).

Varfurile hiperbolei sunt A(a,0) = A(2,0), A’(—a,0) = A’'(-2,0).
¢ =22 _ /2,

a

Excentricitatea este e =

0:
Ecuatiile directoarelor sunt {5 .
Ecuatiile asimptotelor sunt {

Ecuatia generala: 22 —y?> —4=10
Ecuatii explicite: y = +v22 — 4,2 € (—o00, —2] U [V/5, 20)
T = \/5(:osht,

Ecuatii parametrice: ]
y = 2sinht, teR.

Hiperbola

d22

T

Obtinem ecuatia canonica:
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Din ecuatia hiperbolei, axa focala este Ozx.
Focarele sunt F(‘ﬁ 0), F'(— \/g ,0).

Varfurile hiperbolei sunt A(a,O) A(1,0), A’ (—a,0)

o

Excentricitatea este e = E = i = 75
5.1':“—; — d:x=
Ecuatiile directoarelor sunt , 2 ,
0ix=-% 0
Ecuatiile asimptotelor sunt (a)iy =g X
():iy=—2z <
Y,
5/\ T 5\
1 1 - (a)
\\\\ : - : ////
F/ A=~ [0s ANF T
e |
!
] (a')

|

|

|

|

:
Ecuatii explicite: y = +

. . = cosht,
Ecuatii parametrice: 1
y = 5sinht, te€R

(a) Hiperbola

a=VT7,b=V9=3=c=vVa2+02=/9+7=+16=4.

Din ecuatia hiperbolei, axa focala este Oy.
Focarele sunt F'(0,4), F'(0,—4).

Varfurile hiperbolei sunt B(0,b) = B(0,3), B’(0,—b

Excentricitatea este e = { = %
.. . o0:y= Yo 5 Y
Ecuatiile directoarelor sunt ¢ = €2
o (@) y=gu
Ecuatiile asimptotelor sunt , b
(a):iy=—22 <

Y

ecuatia generald: 7y? — 922 —63 =0
ecuatiile explicite: y = +-3 \/x +7,x€eR

Va2 =1,z € (oo, —1]U
T r = —cosht,

Yy = %sinht,

ecuatiile pa

(b) Hiperbola
=64 =8,

rametrice:
{z = \ﬁsinht,

y = 3cosht, y = —3cosht,
teR x:\ﬁsinht,

teR.

teR

b=136=6=c= a2+ b2 =36+ 64 =100 = 10.

11



Din ecuatia hiperbolei, axa focala este Oy.
Focarele sunt F(0,10), F'(0,—10).
Varfurile hiperbolei sunt B(0,b) = B(0,6), B’(0, —b) = B’(0, —6).

Excentricitatea este e = 7 = % = %
2
diy=Y «— §:y=36=18
Ecuatiile directoarelor sunt = 2 Y= 10 >
§ iy =1 5 — _36 _ _18
y=-7 = =710 5
b 8
a =2r <= (a =3z
Ecuatiile asimptotelor sunt (a) - (a) ,y 6 8
(a :—7a:<=>(a) y=—3z
a 6
Yy
\j/
. B 7 (a)
7777>\7\ 77777777777 :/7/777(5’
- O\ X
[ A S PN 72
/ (al
L

ecuatia generali: 64y? — 3622 — 2304 =0
ecuatiile explicite: y = ig\/x2 + 64,z € R
(c) Hiperbola
a=V1=1b=Vli=1=c=Va2+02=y1+1=2.
Din ecuatia hiperbolei, axa focala este Oy.
Focarele sunt F'(0,1/2), F'(0, —/2).
Varfurile hiperbolei sunt B(O b) = B(0,1), B'(0,—b) = B’(0,—1).
N3N}

Excentricitatea este ¢ = E =

0
Ecuatiile directoarelor sunt {5
Ecuatiile asimptotelor sunt {

Y,

Y

2
ecuatia canonica: 4- — 4 = 1.
ecuatiile explicite: y = +v22 + 1,2 € R

12



y = cosht, y = — cosht,
x =sinht, te€R, |2z =sinht, teR’

ecuatiile parametrice: {

Exercitiul 2. Scrieti ecuatiile hiperbolelor determinate prin conditiile urmadatoare, apoi reprezentati-le grafic:
1. hiperbola de varfuri A(4,0), A’(—4,0), ce trece prin M(2/5,1);
2. hiperbola ce trece prin M(1,3) si are asimptotele 2x —y =0 gi 2z +y = 0.

Solutie:

1. Fie H hiperbola cu A, A, M € H. Din faptul ca A, A’ € Ox = axa focala este Ozx.

. . v . . . . 2 2
Ecuatia canonica: Fie ecuatia hiperbolei: % — 4 = 1.
a b

o . . 2 2 MeH
Deoarece A € H = a = 4. Ecuatia hiperbolei devine: {z — % =1 —= % — b% =1=0b = % =b=2.
. . 2 2
Ecuatia devine: 7 — 47 = 1.

Ecuatiile explicite: Fie ecuatia |y| = 2\/:62 —a?. Deoarece A € H = a = 4. Ecuatia hiperbolei devine: |y| =

b/a? =16 255 1 = 2/20 — 16 = b = 2. Ecuatia devine: [y| = 2v/22 — 16.

. . .. . x = 4cosht, . ] *x =4cosht,
Ecuatiile parametrice: Ecuatiile devin: si .
teR y =2sinht, teR.

y = 2sinht,

2. Ecuatia canonica: Asimptotele trec prin origine gi sunt simetrice fatd de axele de coordonate, deci ecuatiile hiper-

bolei pot fi:
2?2

Asimptotele au ecuatii: y = :I:g = g = 2. Ecuatia hipebolei devine:
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Exercitiul 3. Fie hiperbola (H)x? —2y* — 2 =0.
1. Determinati ecuatiile tangentei si normalei in punctul M(2,1) la hiperbold.
2. Scriefi ecuatiile tangentelor la hiperbold, paralele cu dreptele (d1) 1y =3z —1, (d2) 1y = %x

3. Scrieti ecuatiile tangentelor la hiperbold duse din punctele exterioare P(0,1),Q(v/2,1).

Solutie: Ecuatia devine ”’2—2 —y?2—1=0.a=v2,b=1,c=+/3.
1. Sa observam ca M € H.
Ecuatia tangentei in punctul M este data de: t;; : ””72 —y-1-1=0 <= ty:z—-—y—1=0.
M e ; _
Normala in punctul M, njs, este data de: M :nM:Lf:% = ny:—r+2=y—1 <<= ny:
ny Lty
rz+y—3=0.

(t1) 1y = mz + Va*m?2 — b?

. In cazul
t-) iy =mx—vVa*m? —b?

2. Ecuatiile magice ale tangentelor la hiperbola de panta m sunt date de {

() y=3x++v2-9—1=3x+/17
(t3):y =3z — V1T

Pentru dreapta ds, panta nu verifica conditia de a fi panta unei tangente.

nostru, acestea devin: {

3. Metoda 1: Consideram o dreapta care trece prin P: y=ma+n=1=0m+n=n=1.

z2 2 —

T oy —1=0

Punem conditia ca aceasta dreapta sa fie tangenta elipsei, i.e. sistemul { sa aiba solutie unica,

sd aiba solutie unica, i.e. 4m? + 4(1 — 2m?) =

y=mx+1 y=mzx+1

{z2—2m2m2—4ma:—420 N {(1—2m2):ﬁ2—4m$—4=0
O=m?>=1=m =—-1,my=1.

Obtinem ecuatiile tangentelor ¢; : y =2 + 1,0 = —x + 1.
Metoda 2: Consideram ecuatia magica a tangentelor: y = ma + va?m? — b2. Ele trebuie s& treaca prin P(0,1),
deci 1 =+v2m2 —1=2m? —1=1=2m? =2 = m; o = £1 i se obtin cele doud tangente.

Metoda 3: Scriem dreapta contactelor prin dedublare: —y — 1 = 0. Intersectam aceasta dreapta cu H si obtinem
punctele de intersectie T7(2,—1), To(—2,—1).

Obtinem ecuatiile tangentelor: PT} :y=—x+1, Ply:y=x+ 1.

Ecuatia pantelor este m?(a? — z3) + 2mzoyo — (b + y2) = 0.

Obtinem: 2v/2m —2=0=m = %, care este panta asimptotei, deci nu se obtine tangenta in acest caz.
Pe de alta parte, am ignorat dreptele cu x = ct.

Punctul @ se afli pe dreapta x = v/2, care contine varful (\/5, 0), deci cealaltd tangentd este x = V2.

Exercitiul 4. Fie hiperbola (H) — “7—32 +4y2—-1=0.
1. Determinati ecuatiile tangentei si normalei in punctul M(3,2) la hiperbold.
2. Scrieti ecuatiile tangentelor la hiperbold, paralele cu dreapta y = %x

3. Scrieti ecuatiile tangentelor la hiperbold duse din punctul exterior Q(1,1).

Solutie:

1. Sa observam ca M € H.

Ecuatia tangentei in punctul M este data de: tp; : —z 42y — 1= 0.
. y M € ny, o
Normala in punctul M, nys, este data de: L4 Sy =45 = nyi2r—-06+y—2=0 <
ny Lty

2v+y—8=0.
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2. Fie dreapta Yy = 7x+n O intersectam cu hiperbola —x +3( r4n)2—3=0 <= —422+32%+12n2+122n—12 =
0 <= —x +12xn+(12n —12) = 0. Punem conditia ca ecuatia s& aiba solutie dubla: A =0 <= 36n%+12n%?—12 =
0 < 4n*=1 < n==44.

3. Consideram o dreapta care trece prin Q: y — 1 = m(x — 1).

z? 2
_z —1=
Punem conditia ca aceasta dreapta sa fie tangenta elipsei, i.e. sistemul gy sa aiba solutie unica,

y=m(z—1)+1

%"‘( m(z—1)+1)2%*-1=0 N —22 +3m22? —6mPc+3m2 +3+6mr—6m—3=0

=m(z—1)+1 y=m(z—-1)+1

— 1Dz -6 -1 3 —2) =
3m? ~ 1)z = 6m(m — L)z + 8m{m —2) sa aiba solutie unics, i.e.
m(z—1)+1
m?( )2 —3m(m—2)(3m? —1) =0=my =0,my = —1.

Ob‘gmem ecua‘gule tangentelor ¢1 :y = 1,t5 : —z 4+ 2y = 1.

Exercitiul 5. Se da hiperbola 32> — y? — 3 = 0. Calculati unghiul dintre asimptotele sale.

Solutie: Hiperbola are ecuatie x2 — % — 1 = 0. Tangentele celor doua asimptote sunt m; = g = /3 (unghiul Z) sl

me = —g = —/3 (unghiul 2%). Obtinem unghiul dintre cele doua este /3.

Exercitiul 6. Demonstrati ca punctul de contact T al unei tangente oarecare la o hiperbola este mijlocul segmentulusi
format de asimptote pe acea tangenta.

Solutie: Fie hlperbola — b2 = 1, punctul T'(xo, yo) cu tangenta (b2xg)x — (a®yo)y — a?b? = 0. Intersectia cu asimptotele
este data de Aj( a® ab® ) si Ao a’b ab® )siT = 3A; 4+ 54,

bxo—ayo bro—ayo bxo+ayo bro+ayo

Teorema 1. Fie o dreapta §, un punct F exterior acesteia gi e > 0. Atunci locul geometric al punctelor P din plan cu
proprietatea ca raportul (1;5)) = e este:

1. o hiperbola, daca e > 1;
2. o elipsa, daca e < 1;
3. o parabola, daca e =1.

Demonstratie. Consideram reperul cu axa absciselor perpendiculara din F' pe ¢, originea un punct deocamdata nefixat pe
aceastd perpendiculara, si Oy | Ox. Presupunem ci in raport cu acest reper F(c,0) ¢i § : x = d.
Atunci P este un punct al locului geometric daca si numai daca
(x—c)>+9° =e|z—d|
Ridicand aceasta relatie la patrat rezulta

(1—e*)a? +y? +2(de® —c)r +c —d*e* =0 (13)

Daci e # 1 alegem O astfel incat de? — ¢ = 0, deci ¢? — d%e? = e?d?(e? — 1) si ecuatia (13) devine
22 2

d2e? * d2e?(1 —e?) =1

Daca e € (0 1) rezultd ca P apartine unei elipse, iar dacid e > 1 rezulta ca P apartine unei hiperbole. Observam ca
a=eld = i
Daca e =1, ( 3) devine

y? +22(d—c)+c* —d*=0.

Alegem O astfel incat d = —c, deci ecuatia devine y? = 2pz, cu p = 2c. In cazul acesta P apartine unei parabole.

Reciproc, am demonstrat deja ca daca P apartine unei elipse, unei hiperbole ori unei parabole, el are proprietatea
‘fl((l;’?)) =e, cu e = ¢ in primele doua cazuri i e = 1 pentru parabola. O

Exercitiul 7. Demonstrati ca xy = 1 este hiperbola.
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Solutie: Consideram rotatia de centru O si unghi 7. Ecuatiile sale sunt:

x! x V22N x V2VZN z
<,>:f<>: 3 ();»(): 2 % <,);»(§5x+é§y)(—?x+§y):1<:>g—;:L
y y vzoov2 ) \y y —v2 2] \y

Partea 111
Teme

Exercitiul 8. Pentru urmdatoarele hiperbole, determinati coordonatele focarelor, varfurilor, excentricitatea, ecuatiile di-
rectoarelor, ecuatiile asimptotelor apoi reprezentati-le grafic intr-un sistem de coordonate ales convenabil. Scrieti toate
tipurile de ecuatii acestora.

1 (a) Z—% _1=0;
(b) 2% —y*> —1=0;
(c) 5% — 4y? — 20 = 0;

2. () £ -2 _1=0;
(b) y> — & —1=0;
(C) y2—x2—9:0;

Exercitiul 9. Fie hiperbola (H) 922 —y*> — 9 =0.
1. Determinati ecuatiile tangentei si normalei in punctul M(2,3\/§) la hiperbola.
2. Scrieti ecuatiile tangentelor la hiperbold, paralele cu dreptele (di) :y =4x —1, (d2) 1y = 2z
3. Scrieti ecuatiile tangentelor la hiperbold duse din punctele exterioare P(0,1),Q(1,1).
Exercitiul 10. Scieti ecuatiile hiperbolelor determinate de conditiile:
1. hiperbola de focare F(0,4), F'(0,—4), ce trece prin M(1,v/15);

2. hiperbola ce trece prin punctele M(Z\/i, 1), N(2\/5, 2), ce are ca aze de simetrie azele de coordonate gi aza transversd
/
xz';

3. hiperbola de focare F(3,0), F'(=3,0), tangenta dreptei (d)x —y —1=0.

Exercitiul 11. Determinati ecuatiile hiperbolei raportata la axele ei de simetrie, a carei tangentd in M(S\E7 2v/3) este

3v2x — 23y — 6 =0.

Exercitiul 12. Fie o hiperbold echilaterd cu axele de coordonate ca azxe de simetrie si un punct A arbitrar al hiperbolei.
Intersectia dintre normala in A la hiperbold si axa transversd este I. Demonstrati ca d(O, A) = d(A,I).

Exercitiul 13. (Proprietatea opticd a hiperbolei) Tangenta si normala la hiperbold, intr-un punct oarecare M al ei, sunt

—
respectiv bisectoarea interioard $i bisectoarea exterioard a unghiului FME".

Exercitiul 14. Fie Ty $i Ty punctele de contact ale tangentei duse din P(xg,yo) la o conicd nedegeneratd (considerati
ecuatii canonice). Atunci dreapta ThTs are ecuatia obtinutd din ecuatia conicii prin dedublare in P. Numim dreapta T1Ts
polara lui P in raport cu conica data.
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