Partea I

Seminar Parabola

Tipuri de parabole
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Partea 11
Exercitii
Exercitiul 1. Pentru urmdatoarele parabole, determinati coordonatele focarelor, varfurilor, excentricitatea, ecuatiile di-

rectoarelor apoi reprezentati-le grafic intr-un sistem de coordonate ales convenabil. Scrieti toate tipurile de ecuatii pentru
parabole.

1. (a) y? = 4x;
(b) y* = 20z;
(c) y* = —6a;
(d) y* = —;
2. (a) 2% = 4y;
(b) x* =5y;
(c) 2% = —16y;
(d) x* = —3y;
3. (a) y*> =8x —2;
(b) y? = 6x + 4.
Solutie:

1. (a) Parabola
Parabola este de tipul y? = 2px, deci parabola este situatd in semiplanul, > 0 si are ca ax# de simetrie Ox.
Parametrul este p = 2, deci focarul este F'(p/2,0) = F(1,0) si directoarea are ecuatia: § : # = —5 = —1. Punct
A(1,2) € P. Excentricitatea este 1.

Ecuatia canonici y? = 4z

Ecuatii explicite y = +2,/z,z > 0.
r =t

Ecuatii parametrice { 4

y=t, tek

(b) Parabola
Parabola este de tipul y? = 2px, deci parabola este situatd in semiplanul, > 0 si are ca ax# de simetrie Ox.
Parametrul este p = 10, deci focarul este F'(p/2,0) = F(5,0) si directoarea are ecuatia: § : x = —§ = —5.



Exc?fntricitatea este 1.
A

Ecuatia canonici y? = 20z
Ecuatii explicite y = +2v/5z,z > 0.

—
Ecuatii parametrice YT
y=t, teR.

(c) Parabola
Parabola este de tipul y? = —2pz, deci parabola este situati in semiplanul, z < 0 si are ca axa de simetrie Oy.
Parametrul este p = 3, deci focarul este F'(—%,0) = F(—1.5,0) si directoarea are ecuatia: § : y = § = 1.5.

Excentricitatea este 1. y

Ecuatia canonica y? = —6z
Ecuatii explicite y = £1/—6z,2 <0

t2
.s . r=—7
Ecuatii parametrice { 6

y =1, teR

(d) Parabola
Parabola este de tipul y? = —2pz, deci parabola este situati in semiplanul, z < 0 si are ca axa de simetrie Oy.
Parametrul este p = 3, deci focarul este F((—p/2,0) = F(—0.25,0) si directoarea are ecuatia: 6 : y = £ = 0.25.
Excentricitatea este 1.



Ecuatia canonica y? = —x
Ecuatii explicite y = +/—x,2 <0

T = —t?

Ecuatii parametrice
y=t, teR

2. (a) Parabola
Parabola este de tipul 22 = 2py, deci parabola este situatd in semiplanul, y > 0 si are ca axa de simetrie
Oz. Parametrul este p = 2, deci focarul este F(0,p/2) = F(0,1) si directoarea are ecuatia: 6 : @ = £ = —1.

2
Excentricitatea este 1.

Ecuatia canonica 2?2 = 4y

Ecuatii explicite y = %,:c eR.
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Ecuatii parametrice {

(b) Parabola
Parabola este de tipul 22 = 2py, deci parabola este situats in semiplanul, y > 0 si are ca axé de simetrie Oz.
Parametrul este p = 2.5, deci focarul este F'(0,p/2) = F(0,1.25) si directoarea are ecuatia: § : x = § = —1.25.
Excentricitatea este 1.
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Ecuatia canonica z2 = 5y
Ecuatii explicite y = %,x eR.

=t
Ecuatii parametrice 2
Parabola
Parabola este de tipul 2 = —2py, deci parabola este situatd in semiplanul, y < 0 si are ca axd de simetrie

Ox. Parametrul este p = 8, deci focarul este F'(0, —p/2) = F(0, —4) si directoarea are ecuatia: § : y = & = 4.
Excentricitatea este 1.
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Ecuatia canonica z? = —16y
. . . 2
Ecuatii explicite y = — 5,7 € R.
. . r=1t
Ecuatii parametrice .2
Parabola
Parabola este de tipul 22 = —2py, deci parabola este situati in semiplanul, y < 0 si are ca axi de simetrie Oz.

Parametrul este p = 1.5, deci focarul este F'(0, —p/2) = F(0,—0.75) si directoarea are ecuatia: 0 : y = & = 0.75.
Excentricitatea este 1.
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Ecuatia canonici z? = —3y
Ecuatii explicite y = %,x eR.
. . r=t
Ecuatii parametrice 2
r=z-1
Consideram schimbarea de reper ¢ 4
Yy =Y.

In noul reper, ecuatia devine y’2 = 82’/. Parabola este de tipul 2 = 2pz’, deci parabola este situati in

semiplanul, 2’ > 0 gi are ca axa de simetrie O’z’. Parametrul este p = 4, deci focarul este F(p/2,0) = F(2,0)

si directoarea are ecuatia: ¢ : 2’ = =8 = 2.

Revenind in reperul initial, parabola este situata in semiplanul, z > —0.25 si are ca axa de simetrie Ox. Varful

este 0’(0.25,0), focarul este F'(2 + 0.25,0) = F(2.25,0) si directoarea are ecuatia: ¢ : z = =2+ 0.25 = —1.75.
Y

¥=z+2

¥ =y.

In noul reper, ecuatia devine y’2 = 62’. Parabola este de tipul y’2 = 2pz’, deci parabola este situati in
semiplanul, ' > 0 gi are ca ax& de simetrie O’z’. Parametrul este p = 3, deci focarul este F'(p/2,0) = F(1.5,0)

Consideram schimbarea de reper {

si directoarea are ecuatia: § : y' = —§ = —1.5.
Revenind in reperul initial, parabola este situata in semiplanul, > —% si are ca axa de simetrie Oz. Varful
este O'(—2,0), focarul este F(3 — 2,0) = F(2,0) si directoarea are ecuatia: § : o = —3 — 2 = —13,



Exercitiul 2. Scrieti ecuatiile parabolelor determinate prin conditiile urmdatoare:
1. parabola cu focarul F(3,0) si directoarea (0) x = —3;
2. parabola cu focarul F(2,1) i directoarea (6) 3z + 4y — 1 = 0;

3. parabola cu axa Oz ca aza de simetrie, tangenta in varf axa Oy, stiind cd e tangenta dreptei y — 2x — 2 = 0.

Solutie:

1. Fie P parabola dats. Din faptul ca F focar si 6 directoare, rezulta ca parabola are ecuatia de forma y? = 2px cu
parametrul p = 6.

2. Din definitia parabolei, P € P daci d(P, F) = d(P,6). Obtinem: \/(z —2)2 + (y — 1) = % = 25(2% — 4z +
492 —2y+1) = 3z + 4y — 1)2 = (1622 + 9y62 + 24zy — 9da — 42y + 124 = 0.

3. Din faptul ci parabola are axa de simetrie, obtinem c& parabola poate fi de tipul y? = 2pz sau y? = —2px. Punem
conditia ca dreapta si fie tangents parabolei. Obtinem c& ecuatia (22 + 2)? = +2px trebuie si aiba solutie unicé:
202 +4r +2=dpr = 22>+ 4+ px+2=0= (4+p)?—-16=0=p; =8, ps =p3 = 0,py = —8.

Exercitiul 3. Fie parabola (P)y? — 8z = 0.
1. Scrieti ecuatiile tangentei gi normalei tn M(2,4) la parabold.
2. Determinati ecuatia tangentei la parabold paralela cu dreapta y = 2.

3. Scrieti ecuatiile tangentelor la parabolad duse din punctul exterior P(—1,1).



Y

Solutie:
Parametrul este p = 4.

1. Sa observam ca M € P.
Ecuatia tangentei in punctul M este datd de: tpr : y-4—4(z4+2) =0 < ty : —do+4y—-8=0 < —z+y—2=0.

N o M € nyy,
Normala in punctul M, nj;, este data de: M = ngy o E=2

TLMJ_tM -1

Y e oy ir—2=—y+4 <= ny:
r+y—6=0.

2. Ecuatia tangentei la parabola de panta m este (t,,) : y = mz + . In cazul nostru, aceasta devine: (ty) : y =
204 55 = y=2z+1.

3. Consideram o dreapta care trece prin P: y —yo = m(z —xo) =y — 1 =m(xz + 1).

2_
Obtinem ecuatia pantelor: 2m2zg — 2yom +p=0= —2m?*(—1) +2m+8 =0 = m; 2 = yoiv;{go 2pro _ 1i\/7;+8 =
my = —2,mg = 1. Obtinem ecuatiile tangentelor t; : y = —2x — 1,t5 1y = + 2.

Exercitiul 4. Fie parabola (P)z? + 4y = 0.
1. Scrieti ecuatiile tangentei gt normalei in M (2, —1) la parabold.
2. Determinati ecuatia tangentei la parabola paralela cu dreapta y = 2x.

3. Scrieti ecuatiile tangentelor la parabold duse din punctul exterior P(—1,2).

Solutie: Parametrul este p = 2.

1. Sa observam ca M € P.
Ecuatia tangentei in punctul M este datd de: tp: 22 +2(y—1)=0 < tyy:x4+y—1=.
M € ny,

Normala in punctul M, nys, este data de: e |t :>nM:”T_2:%1 <~ ny:x—y—3=0
M M

2. Ecuatia tangentei la parabold de pantd m este (t,,) : y = 22 + n. Punem conditia ca sistemul format de parabola si
dreapta si aiba ca solutie un punct dublu: 22 +4(2x +n) =0= 22+ 8z +4n=0=n = 4.

3. Consideram o dreapta care trece prin P: y —yo = m(z —xg) =y — 2 =m(xz + 1).
Intersectim dreapta cu parabola si punem conditia ca ecuatia absciselor si aiba ca solutie un punct dublu: z? +
dmz+1)+8=0 22 +4mr+4m+2)=0=>A =0« 4m?> —4m -8 =0 = m; = 2,my = —1. Obtinem
ecuatiile tangentelor t1 : y = 2x +4,t5 1y = —x + 1.



Y

Exercitiul 5. (Proprietatea opticd a a parabolei) Tangenta si normala la parabold, intr-un punct oarecare M al ei, sunt

respectiv bisectoarea interioara si bisectoarea exterioard a unghiului FMN ,cu MN L §, N € 4, § fiind directoarea
paraboles.

Solutie: Firi a restrange generalitatea, presupunem ci parabola are ecuatia: y? = 2px si M (xo,yo) are yo > 0. Direc-

toarea are ecuatie: 0 1y = —£.

Tangenta in M are ecuatia ty;yyo = p(x + x0). Fie {R} = tpr N 6. Obtinem coordonatele lui R: R(
Coordonatele lui N sunt: N(—%,90). Obtinem: MN = zo+%, NR = (IL Fie {S} = MFN¢. Obtinem coordonatele

p p(xo—% ))

Yo

. zo+5 (z0+%)*
lui S: S(-&, gpm) Obtinem RS = % RS = %.

2
Triunghiul M NS este dreptunghic, deci MS = VMN?2 4+ NS2 = ( ) . Observam ca % = RS’ deci din reciproca

teoremei bisectoarei rezultd concluzia. Avem urmatoarea figura:
Y

P(Io+%)-N

Yo

|

p(ro+3)”
yo(Io*pf2 >

Teorema 1. Fie o dreapta 0, un punct F exterior acesteia gi e > 0. Atunci locul geometric al punctelor P din plan cu
proprietatea ca raportul (P&)) = e este:

1. o hiperbola, daca e > 1;

2. o elipsa, daca e < 1;



3. o parabola, dacd e = 1.

Demonstratie. Consideram reperul cu axa absciselor perpendiculara din F' pe §, originea un punct deocamdata nefixat pe
aceastd perpendiculara, si Oy L Ox. Presupunem c& in raport cu acest reper F(c,0) g1 § : x = d.
Atunci P este un punct al locului geometric dacéa si numai daca

(x—c)* +9* =e|z —d|
Ridicand aceasta relatie la patrat rezulta

(1—e?)a? +y? +2(de* — )z + 2 —d%e* =0 (1)

Daci e # 1 alegem O astfel incat de? — ¢ = 0, deci ¢? — d%e? = e?d?(e? — 1) si ecuatia (8) devine

2 y?

Ze2 2e2(1—e?) L

Daca e € (0,1) rezultd ca P apartine unei elipse, iar dacd e > 1 rezultd cd P apartine unei hiperbole. Observam c&
a=eld = %
Daca e = 1, (8) devine

y?+2z(d—c)+c* —d*=0.

Alegem O astfel incat d = —c, deci ecuatia devine y? = 2px, cu p = 2c. In cazul acesta P apartine unei parabole.

Reciproc, am demonstrat deja ca daca P apartine unei elipse, unei hiperbole ori unei parabole, el are proprietatea
Z((I;’?)) =e, cu e = ¢ in primele doua cazuri gi e = 1 pentru parabola. O

Partea II1
Tema

Exercitiul 6. Pentru urmdtoarele parabole, determinati coordonatele focarelor, varfurilor, excentricitatea, ecuatiile direc-
toarelor apoi reprezentati-le grafic intr-un sistem de coordonate ales convenabil.

1. y? = 8ux;
2. y? = —10x;
3. 2% =8y;
4. a?=—y
5. y? =4z + 4.

Exercitiul 7. Scrieti ecuatiile parabolelor determinate prin conditiile urmatoare, apoi reprezentati-le grafic:
1. parabola cu focarul F(—2,0) si directoarea (§) x = 2;
2. parabola cu focarul F(0,4) i directoarea (8)y = —4;
3. parabola cu focarul F(0,—1) si directoarea (0)y = 1;
Exercitiul 8. Consideram parabola (P) : 2% = 4y.
1. Scrieti ecuatiile tangentei si normalei tn M(2,1) la parabold.
2. Determinati ecualia tangentei la parabold paralela cu dreapta y = 4.
3. Scrieti ecuatiile tangentelor la parabola duse din punctul exterior P(4,2).
Exercitiul 9. Consideram parabola (P) : y? = 2z.
1. Scrieti ecuatiile tangentei si normalei in M(2,2) la parabold.
2. Determinati ecuatia tangentei la parabold paralela cu dreapta y = 4.
3. Scrieti ecuatiile tangentelor la parabola duse din punctul exterior P(—2,2).

Exercitiul 10. Fie T si Ty punctele de contact ale tangentei duse din P(xo,yo) la o conicd nedegeneratd (considerati
ecuatti canonice). Atunci dreapta ThTe are ecuatia obfinutd din ecuatia conicii prin dedublare in P. Numim dreapta Ty Ts
polara lui P in raport cu conica datd.
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