CURS 1 - GRUPURI, INELE, CORPURI - RECAPITULARE
1. GRUPURI. SUBGRUPURI

In liceu ati studiat, dintre structurile algebrice, pe acelea de grup, inel, corp. Reamintim pe
scurt definitiile acestora.

Definition 1. Fie G o multime nevida, pe care se da o lege de compozitie interna, x : G x G —
(G, ce asociaza oricaror elemente z,y din G elementul unic z * y din G. Spunem ca perechea
(G, %) este un grup dacd * verificd urméatoarele axiome:

1) % este asociativa: (r*xy)*xz=zx*(yx2z2), Vr,y,z € G ;

2) * admite element neutru: Je € G ai. rxe=exzv =1z, Yz € G,

3) Orice element = din G admite un simetric: Vo € G, 32’ € G ai. zx2' =2' vz =e.

Daca in plus legea de compozitie * este comutativa, adica z *y = y *x x, Vr,y € G, spunem
cd (G, *) este un grup comutativ (abelian).

Facem observatia ca elementul neutru al unui grup este unic. De asemenea, daca legea de
compozitie este una aditiva, +, elementul neutru se noteaza cu 0, simetricul lui = se noteaza
—x si se numeste opusul lui z. Daca legea de compozitie este una multiplicativa, -, elementul
neutru se noteaza cu 1, simetricul lui z se noteaza 2! si se numeste inversul lui z.

De exemplu, urmatoarele multimi au structura de grup comutativ in raport cu legea de
compozitie specificata,

<Z7 +)7 (Q7 +)7 (R7 +)7 ((Cv +)7 (@*7 ')7 (R*, ')7 (C*, )
Definition 2. Fie (G,*) un grup si Go C G, Gy # (). Spunem ca Gy este subgrup al lui G
(notam Gy < () daca restrictia legii de compozitie x la G conferd lui Gy o structura de grup.

Se poate demonstra urmatorul rezultat..

Proposition 3. Fie (G,*) un grup si Go C G, Gy # 0. Atunci Gq este subgrup al lui G dacd
st numat dacd au loc simultan

Ve,y € Go =z xy € Gy
Vr e Gy=12 €Gy

De exemplu, (Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C,+) , (Q*,-) < (R*,-) < (C*,-).

Definition 4. Doud grupuri (G, *), (H, o) se numesc izomorfe daca existd o bijectie f : G — H
cu proprietatea f(z*xy) = f(z)o f(y), Vx,y € G.

Se poate demonstra ca orice izomorfism de grupuri duce elementul neutru a unui grup in
elementul neutru al celuilalt grup, f(eq) = eg si ca f(2') = (f(z)), Vx € G.
De exemplu, f: (R,+) = (R%, ), f(z) = €”, este izomorfism de grupuri.

Grupul permutarilor de ordinul n. Ati facut cunostinta cu notiunea de permutare a unei
multimi finite inca din clasa a X-a. Fiind data o multime finita A, avand n elemente, ea se
poate ordona in diverse moduri, in sensul ca fiecdrui element al sau i se asociaza un anumit
numar de la 1 la n, numit rangul elementului.
Multimea A cu o astfel de ordine se numeste permutare a acestei multimi. A face o permutare
a elementelor multimii A este totuna cu a defini o functie bijectivad a multimii A pe ea insasi.
Sa presupunem acum cé elementele multimii A sunt numerotate de la 1 la n; deci

A=A{ay,a9,...,a,}.
Daca ¢ : A — A este o functie bijectiva, putem scrie
olag) = a;,, k=1,2,...,n,

unde i este unul dintre numerele {1,2,... n}.
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Se observa ca in felul acesta functiei bijective ¢ i se asociaza functia bijectiva

o:{1,2,....n} — {1,2,...,n}, o(k) = ig.

Invers, unei functii bijective o a multimii {1,2,...,n} pe ea insasi i se poate asocia o functie
bijectiva a multimii A. Din aceste motive vom studia permutérile multimii {1,2,...,n} sau,
ceea ce este acelasi lucru, functiile bijective ale multimii {1,2,...,n} pe ea insasi.

Definitie 5. Sa notam cu A multimea primelor » numere naturale,
A={1,2,...,n}.

O functie bijectiva
c:A— A

se numeste permutare (substitutie) de gradul n.

Vom nota multimea tuturor permutarilor de gradul n cu 5, iar elementele din S, le vom
nota cu literele mici grecesti: o, 7,.. ..
Se obisnuieste ca o permutare o de gradul n sa se noteze astfel:

o 1 2 3 -+ n
S \a() a(2) o(3) -+ o(n))”
In linia a doua sunt puse in evidenta toate valorile functiei 0. Deoarece o este o functie bijectivi,
toate aceste valori sunt distincte doua cate doua si sunt tot numerele 1,2,..., n, eventual in

alta ordine.
Cunoastem din clasa a X-a ca numarul tuturor permutarilor de gradul n este

|Sn| = nl.

In multimea S,, distingem un element remarcabil, si anume functia identica 14 : A — A, care
poarta denumirea de permutare identica, notata cu e. Folosind notatia de mai sus:

(12 - n
€=11 92 ... n)-

Inmultirea (compunerea) permutarilor. Fie o si 7 doud permutari de gradul n, adica
o,T€S,. Cumo:A— AsiT:A— Asunt functii bijective ale multimii A pe ea insasi, are
sens sa vorbim de compunerea ¢ o 7 a acestor functii, care este tot o functie bijectiva:

(coT)(a)=0(r(a)), Va € A.

Deci o o T este o permutare de gradul n; aceasta permutare poarta denumirea de produsul (sau
compunerea) permutdarilor o si T, in aceasta ordine. Se noteaza mai simplu o7.

Operatia prin care din permutarile o si 7 obtinem permutarea o7 poarta denumirea de
inmultirea (sau compunerea) permutarilor.

Daca
= (b oty o) 7= (el o )

atunci produsul o7 este

Notam
o’ = o0, o® = oo, ey o™ =" 0.
Nu are sens sa vorbim despre produsul a doua permutari de grade diferite. Cand o si 7 sunt
doua permutari de acelasi grad, putem face atat produsul o7, cat si produsul 7o. De obicei

o1 # 70, deci inmultirea permutarilor nu este comutativa.



De exemplu, pentru

w

(12 3 4 (12 3 4
9=\2 143/ 7" \241 3)

(12 3 4 (12 3 4
97=\1 32 4) 7 \4 2 3 1)

Proprietatile inmultirii (compunerii) permutarilor. Tinand cont de proprietatile com-
punerii functiilor, avem urmatoarele proprietati ale inmultirii permutarilor:

avern

(1) Inmultirea permutarilor este asociativi:
(om)p=0(rp),  Vo,7,p€ S

Aceasta proprietate ne permite sa folosim scrierea fara paranteze: o7p.
(2) Element neutru. Permutarea identica de gradul n

(12 -
€= (1 2 ... n)
este element neutru pentru inmultirea permutarilor, adica
ec =oe =o.
(3) Orice permutare are inversi: oricare ar fi o € S,,, exista 0=! € S, astfel incat

1

Permutarea 0~ se numeste inversa permutarii o.

(12 3 4 (1234
9=\2413)7% T\3 14 2)

Din proprietatile inmultirii permutarilor deducem

De exemplu,

Propozitie 6. Multimea permutarilor de grad n, itmpreund cu inmultirea permutarilor are
structurda de grup necomutativ.

Inversiunile unei permutari. Signatura (semnul) unei permutari.
Definitie 7. Fie
A={1,2,...,n}.
Definim submultimea M a produsului cartezian A x A prin
M ={(i,j) |1 <i<j<n}

Daca o € S, este o permutare de gradul n, o pereche ordonata (7, j) € M se numeste inversiune
a permutarii o daca

o(i) > o(j).

Vom nota cu m(o) numarul tuturor inversiunilor permutarii o.
Numarul

£(0) = (~1)"@

se numeste signatura (semnul) permutarii o.
Permutarea o se numeste pard, respectiv impara, daca

e(o) = +1, respectiv - (o) = —1.



Pentru permutarea

(12 3
7=\3 2 1

numarul de inversiuni este m(o) = 3, deci

iar o este impara.
Pentru o permutare cu m(o) = 6 rezulta

(o) = (-1 = +1

deci permutarea este para.
Daca e este permutarea identica de gradul n, atunci

m(e) =0, e(e) = +1,

deci e este para.

Propozitie 8. Multimea permutdarilor pare de grad n este un subgrup al grupului S, .

Transpozitii. Descompunerea unei permutari in produs de transpozitii (facultativ).

Definitie 9. Fiei,j € A= {1,...,n}, ¢ # j. Definim functia 7,; : A — A prin

j? kZ/L?
Tij(ki): i, ]{Z:j,
k, ki, 7.

Se vede ca 7;; este o functie bijectiva, deci o permutare de gradul n. O astfel de permutare se
numeste transpozitie si se noteaza simplu (ij).

Folosind scrierea matriciala:
(ij) = (1 N TR e n>

Se vede ca (ij) permutd efectiv numai numerele ¢ si j.

Observam ci (ij)? = e, (ij) = (ji), (i)~ = (ij).
Teorema 10. Daca T = (ij), i < j, este o transpozitie de gradul n, atunci

e(t) = -1

Cu alte cuvinte, orice transpozitie este imparad.
Demonstratie. Pentru k < i, deoarece 7(k) = k si 7(i) = j, rezulta 7(k) < 7(i) si deci perechea
(k,7) nu este o inversiune a lui 7. Analog, dacd j < k, perechea (j, k) nu este o inversiune.

Daca i < k < j, atunci 7(i) = j si 7(k) = k, deci perechea (i, k) este o inversiune. Analog,

7(j) = i, deci perechea (k, j) este o inversiune. La acestea se adauga perechea (i, 7).
Prin urmare, numarul total de inversiuni este

m(r)=G—t—1)+(G—-i—-1)+1=2(—1)—1,

care este impar. Asadar
e(r) = (-1)™") = —1.

Teorema 11. Data o € S,,, are loc egalitatea

(o= T "=

1<i<j<n



n

2) factori. Consideram factorul

o(j) —o(z)

J—1
Daca notam o (i) =1 si 0(j) = m, atunci [ #m si [,m € {1,2,...,n}. Numitorul se simplifica
cu numitorul unui alt factor, cu semnul +1 sau —1. Dupa toate simplificarile, factorul ramas

este —1 dacd (7,7) este o inversiune si +1 in caz contrar. Numarul factorilor —1 este egal cu
numdrul de inversiuni m(o). Prin urmare produsul este egal cu

(—1)’”(") = ¢(0).

Demonstratie. Produsul are (

, 1< J.

Teorema 12. Daca o si T sunt permutari din S, atunci
e(or) = e(o)e(T).

Cu alte cuvinte, signatura produsului a doud permutari este egalda cu produsul signaturilor celor
doua permutari.

Demonstratie. Din teorema precedenta,

do- I L= - 1 =

Aplicand aceeasi formula permutarii o7, rezulta, dupa regruparea factorilor, ca

e(or) = e(o)e(r).

Teorema 13. Orice permutare din S, pentru n > 2, este un produs de transpozitii.

Demonstratie. Vom proceda prin inductie dupa numarul ¢ al elementelor i € {1,2,... n} pentru
care o (i) # i.

Daca t = 0, atunci o = e, iar afirmatia este evidenta. Presupunem ca ¢ > 0 si ca afirmatia
este adevarata pentru 1,2,...,¢t — 1.

Exista i,7, 1 <i < j < n, astfel incat o(i) = j si 0(j) # i. Consideram permutarea

O'/ = Ti;0, Tij = (Zj)

Se vede cd, in urma acestei operatii, numéarul elementelor j pentru care o’(j) # j este cel mult
t — 1. Din ipoteza de inductie rezultd ca o’ este un produs de transpozitii,

/
O = T1Tg """ Tp.

Inmultind la stanga cu 7;; si folosind

T =6
obtinem
0 = TiyjT1T2 * + * Tp.
Deci o este un produs de transpozitii. O
Fie

o (1 2 3 4 5) ‘
351 2 4
Cum o(1) = 3 # 1, consideram transpozitia (13) si formam
o' = (13)o.
Apoi, deoarece o’(2) # 2, consideram transpozitia (25) si continuim procedeul. In final se

obtine o descompunere de forma
o= (13)(25)(45).
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Propozitie 14. Orice permutare pard (respectiv impard) este un produs al unui numdr par
(respectiv impar) de transpozitii.
Demonstratie. Fie 0 € S, si

O =T1T2 " Tp

o descompunere a lui ¢ in produs de transpozitii. Din teorema privind signatura produsului,

e(o) =¢e(n)e(r) - -e(r).

2. INELE. CORPURI.

Definition 15. Fie A o multime nevida, pe care se dau doua legi de compozitie interne,
+:AxA— A - : Ax A — A Spunem ci tripletul (A, +,-) este un inel unitar daca cele
doua legi de compozitie verifica urmatoarele axiome:

1) (A, +) este grup comutativ;

2) 7 -7 este asociativa: z- (y-2) = (x-y) -z, Vo,y, 2 € A

3) 7 -7 admite element neutru: 31 € Aai. z-1=1-2 =2z, Vo € A

4) 7 .7 este distributiva fatda de ” +7 1 - (y+2)=x-y+zx-z, (r+y)-z=x-2+y -z,
YV, y,z € A.

Daca ” -7 este comutativa, spunem ca inelul este comutativ.

Exemple de inele comutative - (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-),(C,+,-).

Definition 16. Fie K o multime nevida, pe care se dau doua legi de compozitie interne,
+: KxK— K, : KxK — K. Spunem ca tripletul (K, +,-) este un corp daca cele doua
legi de compozitie verificaA urmatoarele axiome:

1) (K,+) este grup comutativ;

2) (K\{0},-) este grup;

3) 7 -7 este distributiva fata de ” + 7.

Daca ” -7 este comutativa, numim corpul comutativ sau camp.

Observam ca (Z, +, -) este inel unitar comutativ dar nu este corp, iar (Q, +, ), (R, +,-), (C,+,-)
sunt corpuri comutative.

Inelul matricelor.

Definition 17. Fie m,n € N*. Se numeste matrice reala (respectiv complexa) cu m linii
si n coloane (si se va numi matrice de tip (m,n)), o aplicatie de la {1,2,--- 'm} x{1,2,--- n}
la R (respectiv C) care asociaza fiecirei perechi (i,7) cui € 1,m, j € 1,n un unic numér real
(respectiv complex) notat a;j. Se foloseste notatia

a1y a12 Ce Q1n
a921 a99 Ce Qon
A= : e : sau A= (i )ictm -
. . . . ]61771
Am1 Am2 ... Omn

Notam multimea tuturor matricelor reale de tipul (m,n) cu M,, ,(R), iar pe cea a matricelor
complexe cu M,, ,(C). Numerele a;; cui=1,m, j = 1,n se numesc elementele matricei.
Fie A € M,,»,(R). Dacd m = n, atunci matricea A se numeste matrice patratica iar

M, »(R) se va nota prin M,,(R). Daca m = 1, atunci matricea A se numeste matrice linie,

A:(a11 a1g ... aln)



iar daca n = 1, atunci matricea A se numeste matrice coloana,

Am1

Spunem ca A este matricea nula daca are toate elementele 0. O notam O,,,, sau O,,.
Matricea patratica

10 0

01 0
In = ..

00 1

se numeste matricea unitate de ordinul n.

Definition 18. Prin suma a doud matrice A, B € M,,,(R) intelegem o noud matrice

C =A+ B e M, ,(R) ale carei elemente sunt suma elementelor corespunzitoare din cele

doud matrice. Astfel, dacd A = (a;;);ctm i B = (bijj)ictm » atunci C = A+ B este definita de
JElN JELN

C = (Ci,j)igm cu

JELNn

Giji=ay; +bj,i€l,mjeln.

In continuare vom lucra cu matrice reale si scalari reali, dar definitiile si proprietatile de mai
jos sunt valabile cand corpul numerelor reale e inlocuit cu corpul numerelor complexe.

Theorem 19. Multimea matricelor reale (compleze), impreund cu adunarea matricelor, are
structura de grup comutativ. Adica au loc urmadatoarele proprietat.

(a)A+ B =B+ A, VA, B € M, ,(R);
(B)(A+B)+C = A+ (B+C), VA, B € My (R):
(VA+ Opn = A, VA € Myyn(R):

(d)VA = (aij)ietim» 3(—A) = (—aij)ictm a-i- A+ (—A) = Oy

jel,n jelvn

Definition 20. Prin produsul matricei A € M,, ,,(R) cu scalarul a € R se intelege o noud
matrice, de acelasi tip, obtinuta prin inmultirea tuturor elementelor lui A cu scalarul «. Astfel
daca A = (a;;);c17 iar @ € R este un scalar oarecare, atunci aA este definita de

jeln
aan aaig ... AQ1p
aagy oy ... Aoy
ad = : A : = (aai;)i—tim -
: : Jj=ln
A1 Qo ... OQQyp

Theorem 21. Inmultirea matricelor cu scalari are urmdatoarele proprietati.

(a)a(A+ B) = A+ aB, VA, B € M,,,(R), Va € R;
(b)(a+ B)A = A+ A, VA e M, ,(R), Vo, 5 € R;
(c)a(BA) = (af)A, VA € M, »(R), Vo, B € R;
(d)1A=A, VA e M, ,(R).
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Definition 22. Prin produsul matricelor A = (a;;);cim € Mmn(R) si B = (bjx)ein €
je€ln kElp
M, ,(R) se intelege o noua matrice C' = (¢; )7 := AB, ale carei elemente sunt date prin:

kel,p

Cik = Zaijb]’k, 1€ 1,_71, k e m .

j=1
Example 23. Fie matricele:
7T 1 2
2 0 -1 1 2
A:<4 5 2>,B: —? :g ,C:(_21),D: (f 7E:(123).

Avem
71
2 0 -1 13 5 .
AB(4—5 2> _‘;’ :;1 (55 18)§1

71 18 =5 =5
BA=| -5 —4 <i _g —;): -26 20 -3
1 -3 -10 15 -7

Deducem ca inmultirea matricelor nu este comutativa.

Calculati si: A'+ B, BC, DE si ED.

Theorem 24. Fie trei matrice A, B si C' arbitrare astfel incdt tipurile lor permit efectuarea
operatiilor indicate mai jos si o € R arbitrar. Atunci au loc urmatoarele afirmatii:

(a) A(BC)=(AB)C, (b) A(B+C)=AB+ AC,
(¢) (B+C)A=BA+ CA, (d) a(AB) = (aA)B = A(aB);
(€) InA=AL = A

Am considerat la (e) ca A e matrice de tipul (m,n).

Deoarece multimea matricelor patratice reale de ordinul n, impreuna cu adunarea matricelor,
are structura de grup abelian, inmultirea matricelor patratice este asociativa, admite ele-
ment neutru (matricea unitate) si este distributiva fatd de adunarea matricelor, deducem ca
(M,,(R),+,-) este un inel unitar necomutativ.

Proposition 25. (Reguli de calcul pentru matrice care comutd) Fie A,B € My(R) doud
matrice cu proprietatea ca AB = BA. Atunci au loc urmdatoarele afirmatii:

(a)A™B" = B"A™, Ym,n € N*;
(b)A" — B¥ = (A—B) (A¥'+ A" ?B+ A" *B*+ ...+ AB" >+ B"') | vk € N

(c)(A+B)" =) CFA"*B* YneN,n>2.
k=0

Definition 26. Pentru o matrice A € M,, ,(R) se numeste transpusa matricei A (si o vom
nota prin A') matricea obtinutd prin interschimbarea liniilor si coloanelor lui A, adica

@11 Q21 ... QAml

19 A22 ... Am2

Al = : : .. : = M”m(R)

Aip A2n ... OAmp



1 -2 3
Fie A = 4 0 —2 |. Scrieti A"
-3 1 5

Proposition 27. Fie doud matrice A, B arbitrare astfel incdt dimensiunile lor permit efectuarea
operatiilor indicate mai jos st € R. Atunci au loc urmatoarele afirmatii:

(a) (A" = 4; () (aA)' = adA
(¢) (A+B)' = At + B; (d) (AB)' = B'A*.

Definition 28. O matrice patraticd A care are proprietatea cd A = A’ ( respectiv —A = AY)
se numeste matrice simetrica ( antisimetrica ).

1 2 3 0 2 3
DeexempluA=| 2 5 —2 | estesimetriciiar B=| —2 0 —2 | esteantisimetrica.
3 =2 0 -3 2 0

Se verifica usor ca multimea matricelor simetrice de ordinul n, impreuna cu adunarea ma-
tricelor, este subgrup al lui (M, (R), +).



