CURS 2 - DETERMINANTI. MATRICE INVERSABILE. RANGUL UNEI MATRICE.

OANA CONSTANTINESCU, LUCIAN MATICIUC

Acest material este o adaptare si completare a notelor de curs ale domnului Conf. Dr. Lucian Maticiuc.

Definition 1. Fie o matrice patratici A € M,,(R). Se numegte determinantul matricei A, si se noteaza cu det A
sau cu |A[, numarul real definit recurent in modul urmétor:
(a) dacd n = 2, atunci

a1 ai2
a1  A22

det A =

= a11022 — A12021;

(b) daca n > 2, atunci
detA = Z(—l)l'”ah-Dh- = a11D11 — a12D12 + -+ (—1)1+"a1nD1n 5
i=1

unde D1; este determinantul matricei patratice de ordinul n — 1 obtinuta prin eliminarea primei linii si a coloanei ¢
din matricea A, pentru ¢ = 1,n.

Prin definitia de mai sus, calcularea unui determinant de ordin n se reduce la calcularea a n determinanti de ordin
n—1.

In cazul particular A € M3(R) obtinem:

a1l aiz ais

1+1 a2 A23 1+2 a1 a3 1+3 a1 a22
a1 a2 a3 = (-1)"""an +(—1) " air +(-1) a3

asz2 Aass a31 ass a3y asz

a3y agz as33

G2 A2 a1 Az a21 Aa22

= an 3 — Q12 3 + ais
a3z ass a31 ass asz1 as2

Pentru n = 3 se obtine regula lui Sarrus (copiind primele doud linii sub matricea A):

a1l aiz ais a1l aiz2 ais
Q21 Q22 G23 | = | Q21 Q22 Q23 | =
a3; agz as3 as1 agz ass3

@11 Gi2 a3
a21 G22 a23

= 011022633 + 021032013 + A31612023 — 313022031 — (23032011 — (33012021 -

In liceu ati aplicat fie regula lui Sarrus, fie regula triunghiului pentru determinantii de ordinul 3, dar pentru
determinantii de ordin mai mare sau egal cu 4 aceste reguli nu mai functioneaza, se foloseste strict definitia ante-
rioara.

In definitia de mai sus de calcul a unui determinant s-a considerat dezvoltarea dupd prima linie, dar se poate
considera (in mod echivalent) gi dezvoltarea dupa orice altd linie sau coloani.

Numarul 4;; = (—l)i‘*‘jDij se numegte complementul algebric corespunzitor liniei 7 si coloanei j, pentru
i,j = 1,n. Mali precis, in matricea A, suprimam linia ¢ si coloana j gi obtinem o matrice de ordin (n — 1) al cirei
determinant este D;;.

Folosind complementii algebrici corespunzatori unei linii sau unei coloane, putem calcula determinantul unei
matrice printr-o formuld aseméan#toare celei din definitie, dezvoltand dup4i o linie sau coloani oarecare a matricei.
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Theorem 2. Fie A € M, (R). Atunci pentrui,j € {1,2,...,n} fizai avem:

n
det A = Z aipAir = a1 Ain + aiplio + -+ ainAin
k=1

n
= E agjArj = arjAij +azjAs; + -+ anjAng
k=1

unde A;, este complementul algebric corespunzator liniei i si coloanei k.

1 2 -1 0
. -1 1 0 1
Calculati det A, unde A = 11 1 1
-2 1 0 -1
Este avantajos sa considerdm dezvoltarea dupa a treia coloanid deoarece contine doud zerouri. Astfel
i % _(1) (1) -1 1 1 12 0
dtA=| | | | [|=CD7CED) 11 1Yo 111
51 0 1 -2 1 -1 —2 1 -1
1 2 0 1 2 0 -1 1 1 1 2 0
+(=1)*1l -1 1 1|4+ =D"0 -1 1 1|==] 11 1|+|-11 1]=
-2 1 -1 1 1 1 -2 1 -1 -2 1 -1
_ 1+1 1 1 _ 2+1 1 1 . 3+1 _ 1 1
——(Co™en]y flrer) ] renten)
1+1 1 1 14+2 -1 1 43, —1 1
(e} ] 3 o 3 1)
1 1 1 1 1 1 1 1 -1 1
o K o R e I R (R e R | Bt e

Theorem 3. Pentru orice matrice A = (a;;) determinantul ei se poate calcula astfel:

i,j€l,n’
det A = Z 6(0')0‘10(1)a20(2) ©Ono(n),
oES,,

unde S, reprezind multimea permutarilor de ordinul n si (o) este signatura permutdarii o.

Observam ca in fiecare termen al sumei de mai sus intrd un singur element de pe fiecare linie si fiecare coloana
a matricei al cérei determinant il calculam.

Theorem 4. Fie A, B € M, (R), arbitrare. Atunci au loc urmdatoarele afirmatii:

(a) det A* = det A;

(b) det (AB) = det A - det B;

(¢) dacd matricea B este obtinutd prin tnmulfirea unei linii a lui A cu un scalar « € R, atunci
det B = adet A.

d)

)

(d) det (@A) = a™ det A.

(

(f) daca matricea A are doud linii (sau doud coloane) egale sau proportionale, atunci det A = 0;
(

e) daca matricea A are o linie (sau o coloand) formatd numai din zerouri, atunci det A = 0;

)
g) dacd matricea B este oblinutd prin addugarea la o linie (sau coloand) a lui A a unei alte linii (respectiv coloane)
tnmultitd cu un scalar, atunci

det B = det A;
(h) dacd matricea B este obtinutd prin interschimbarea a doud linii (coloane) ale lui A, atunci
det B = —det A;

(i) daca pentru o matrice A, elementele liniei i se scriu sub forma a;; = aj; + aj;, j € 1,n, notand cu A’, A"
matricele obtinute din A prin inlocuirea elementelor liniei i cu elementele a;j, respectiv a;’j, avem det A = det A’ +
det A”. proprietatea e valabild dacd operatiile precizate se efectueazd asupra coloanelor matricei A.
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Definition 5. O matrice pitratici A € M, (R) se numeste nesingulard daci are determinantul nenul, si se
numeste singulara daca are determinantul nul.

O matrice pitratici A € M,,(R) este inversabila daca existd o matrice notatda A~! € M,,(R) (numitd matricea
inversi a lui A) cu proprietatea ci

AA = A tA=1T, ,

unde I,, este matricea unitate de ordinul n.

a

Theorem 6. O matrice patratici A € M, (R) este inversabild dacd gi numai dacd este matrice nesingulard. In
acest caz, inversa acesteia este datd de formula:

-1 _ 1 *
detAT

unde A* se numeste matricea adjuncta a lui A si este definita de

Ay Ay . Ag

A Axy ... Apo
A = ) . . .

Aln A2n cee Ann

iar A;; este complementul algebric corespunzator liniei i §i coloanei j.

Adjuncta A* se obtine inlocuind fiecare element al lui A? prin complementul sdu algebric; mai precis, in matricea
A", suprimém linia i gi coloana j si obtinem o matrice de ordin (n — 1) al cdrei determinant este D;;, iar A;j :=
(—1)”] D;; este complementul algebric al elementului a; ; .

2 11
FieA=| 1 0 2 |. Calculati det A, A, A*si A™1.
3 1 2
-2 -1 2
Vom obtine det A =1si A7! = A* = 4 1 -3
1 1 -1

Definition 7. Fie A € M,, ,,(R) si p < min(m,n).

(a) Se numegte minor de ordinul p al matricei A, orice determinant de ordin p al unei matrice obtinute prin
intersectarea a p linii si p coloane din A;

(b) Se numesgte rangul matricei A (si se noteazi cu rang (A)), ordinul maxim al minorilor nenuli ai lui A.

Prin urmare, r < min(m,n) este rangul matricei A daci aceasta are un minor de ordin r nenul gi toti minorii de
ordin mai mare decat r (dacd existd) sunt nuli.

Remark 8. Operatiile care pastreaza rangul unei matrice se numesc transformari elementare si sunt urmatoarele:
- inmultirea unei linii (coloane) cu o constantd nenuld
- interschimbarea a doud linii (coloane)
- adunarea unei linii (coloane) Inmultitd cu o constanta la o altd linie (coloand).

Pentru calculul rangului unei matrice se foloseste teorema lui Kronecker:

Theorem 9. Dacd intr-o matrice A € My, ,(R) ezistd un minor de ordin r < min(m,n) nenul si toti minorii de
ordin (r + 1) ce se pot forma cu acestia, prin bordarea cu elementele unei noi linii i ale unei noi coloane sunt nuli,
atunci rang (A) = r.

1 2 -1 0
FieA=[ 2 1 1 1 |. Calculati rang(A).
1 -1 2 1
1 9 1 2 -1 1 2 0
A2=’2 1‘:—37AO§1A3: 2 1 1 |=0giA,=|2 1 1 |=0,decirang(A)=2.
1 -1 2 1 -1 1
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EXERCITII
(1) Sa se calculeze determinantii:
1 0 0 -1 3 -1 5 2 L2345
2 3 4 7 2 0 70 2 1234
(a) 0 . @)0 21 23
-3 4 5 9 -3 1 2 0
4 -5 6 1 5 -4 1 2 00212
00 0 21
Rezolvare:
(a) Avem
1 0o 0 -1
2 3 4 7 . . . . - .
3 4 5 9 |7 (dezvoltdm dupé prima linie care contine doud zerouri)
-4 -5 6 1
3 4 7 2 4 7 2 3 7 2 3 4
=+1 4 5 9|-0/,-3 5 9|+0{ -3 4 9|—-(-1)| -3 4 5
-5 6 1 -4 6 1 -4 -5 1 -4 -5 6
3 4 7 2 3 4
=4 5 9|+ -3 4 5
-5 6 1 -4 -5 6
5 9 4 9 4 5 4 5 -3 5 -3 4
G R A R R R B A )
=(3(—-49)—4-49+7-49)+ (2-49—-3-2+4-31) = 216.
(b) Avem
3 -1 5 2
2 0 70 - . . . - .
3 1 9 0|7 (dezvoltdm dupi a patra coloand care contine doud zerouri)
5 —4 1 2
2 0 7 3 -1 5 3 -1 5 3 -1 5
=-2-3 1 2|40/ -3 1 2|-012 0 7|42 2 0 7|=
5 —4 1 5 —4 1 5 —4 1 -3 1 2
2 0 7 -1 5
=-2| -3 1 2|42| 2 7|=-=-2-67+2-14 = —106.
5 —4 1 -3 1 2
1 2 3 4 5
21 2 3 4
(c)Avem | 0 2 1 2 3 |= —11 (se va dezvolta dupi prima linie, apoi dupa a doua linie, apoi dupi a
0 0 2 1 2
0 00 21

treia linie).

(2) Sa se calculeze determinantii:

11 20 3 4
1123l ol 21 31 4l
(a) | 20 21 3! |;(b) 3l 3l 3 4l
at 3t Al 4l 41 4l
122 2 2 2 2
9 9 3
5 9 9 4

Rezolvare:
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Aplicam proprietatea: dacd matricea B este obtinutd prin addugarea la o linie a lui A a unei alte linii
tnmultitd cu un scalar, atunci det B = det A.
(a) Inmultind coloana a doua cu —3 si adunand-o la a treia coloani, obtinem

1 20 3! 1 2! 0
21 20 3 (=]2 2 0 = (dezvoltdm dupa coloana a treia)
31 31 3! 3l 31 31— 3.3l

1 2!

=—(3-1)3 21 9

’:—2-3!-(2!—2-2!):2~1-3!-2!:(—1)3+1(3—1)!3!2!1!.

(b) Inmultind coloana a treia cu —4 si adunand-o la a patra coloani, obtinem

1 2t 31 4! 20 3l 0
| | | | | | |
; ; g, i' = ?)l ; gl 8 = (dezvoltam dupi coloana a patra)
41 41 41 4l 4 41 4l 41 —4 .- 4]
1 2! 3!
——(@-14] 2 2 3 |=—@-1)4 (=)@ -2 = (=) 4 —1)14130201! .
3! 3! 3l

(¢) Inmultind coloana a doua cu —1 si adunand-o la a treia coloan (scidem coloana a doua din coloana a
treia), obtinem, dezvoltand dupa ultima coloans, valoarea —2.

(d) Inmultind coloana a doua cu —1 si adunand-o la a patra coloani (scidem coloana a doua din coloana
a patra), obtinem, dezvoltand dupi ultima coloani, valoarea —4.

(3) Sa se calculeze determinantii Vandermonde

1 1 1 1
1 1 1
) ay az a3 Q4
Vz(a,b,c)=| a b ¢ si Vi(ar,a2,a3,a4) = 2 2 2 2
2oy 2 ay az az ag

ai ai a3 af

Rezolvare:

Aplicam proprietatea: dacd matricea B este obtinutd prin addugarea la o linie a lui A a unei alte linii
tnmultitd cu un scalar, atunci det B = det A. Se va obtine, adunénd la o line, linia precedenta inmultita cu
(—a) si dezvoltand apoi dupa linie sau coloand convenabila,

1 1 1 1 1 1
b—a c—a
Vs (a,b,c) = a—a b—a c¢c—a|=|0 b—a c—al|=
b2 —ab *—ac
a?—a? bV —ab 2 —ac 0 b —ab & —ac

Acum, putem calcula direct sau putem aplica o metoda de calcul a unui determinant: dacd matricea B este
obtinutd prin tnmultirea unei linii (sau coloane) a lui A cu un scalar «, atunci det B = avdet A. Deci

b—a c—a 1 1

Vi (a,b,c) = =((b—-a)lc—a)

b —ab & —ac c

= (b—a)(c—a)Va(bje)=(b—a)(c—a)(c—D).
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Aceeasi tehnici se poate aplica acum si pentru determinanti Wandermonde de ordin superior. Astfel

1 1 1 1
a; — ay ag — aq a3 — aq as — ay
‘/4 ((1170,2,(13,(14) = 2 2 2 2 2
aj — ay a; —ajaz az —ajaz ay — a1aq4
a? — ail)’ ag — ala% ag — a1a§ ai — alai
1 1 1 1
a2 — a1 az — ay ayq — Q1
0 a2 — a1 az — aq a4 — ay 9 9 9
= 9 9 9 = | a3 —aiaz a3z —aia3z az —ajaq
0 a5 —aja2 a3—aias aj—ajaq 3 ) 3 ) 3 )
0 a2 —a1a? ad—aa? ad—ajad? G2 M6z G303 64T M
2 1a3 3 1az Qg 104
1 1 1
=(ag —ai)(az —a1)(as —a1)| ax az a3z | = (a2 —a1)(az —ay) (ag —a1) Vi (a1, az,a3)

ai a3 a3

= (az —a1) (a3 — a1) (a3 — a2) (as — a1) (ag — a2) (ag — a3) .

Se poate si aduna la fiecare coloand, prima coloana inmultita cu —1 gi vom obtine:

1 1-1 1-1 1 0 0
b—a c—b
Vs (a,b,c)=| a b—a c—al|=| a b—a c—b|= 22 2| T
a> v¥¥—a® 2—a a> b —a® -0

precum si

1 1-1 1—-1 1-1
as —ay a3z —aiy a4 —ax
ay a2 —a1 a3 —aip a4 —ag
_ _ 2 2 2 2 2 2 | _
‘/4(0'170'270'370'4) - 2 2 2 2 2 2 2 - a27a1 11370,1 a47(11 -
ay Gz —ay az—a; az;—ap 3 3 3 3 3 3
ag —a; az—ay a4 —aj

3 3 _,3 .3_ .3 3_ 3
a; ay—aj az—ay ay—aj

(4) S& se calculeze determinantul

1 1 1 1
3o 200+ a+25 30
302 o +2aB 2ap+ B> 352
ob o8 af® B

, o, B eR.

Rezolvare:
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1 1-1 1-1 1-1
3a 2a+ 8 — 3« a+ 28 — 3« 38 — 3«
302 a?+2ap —3a% 2aB+ % —3a% 382 - 302

a3 042570[3 046270[3 6370[3
8-« 28 — 2« 38 — 3«
=|2a(B—a) (B—a)Ra+pB+a) 3B8%—3a°
O‘Q(B_O‘) a(/@2_a2) 63_053
1 2 3
=B-a)?| 20 3a+8 3(8+a)
o’ a(f+a) B2+ Pata
1 2—-2 3—-3
=(B-a)| 20 3a+ f — 4o 3(B+a)—6a
a? a(B+a)—2a® B2+ Ba+a®—3a?
3 08—« 38 — 3« 5 1 3 6
:(B—Oé) 2 2 2 :(B—OZ) :(ﬁ—Oé)
af —a* [+ fa— 2« a ft+a+t+a
1 31
(5) S& se determine daci matricea A = 4 2 5 este singulard sau nu. Daci este nesingulara, atunci
3 6 2
calculati inversa A~!.
Rezolvare:
1 3 1
Calculdm det A = | 4 2 5 | = 13 # 0, deci matricea este nesingulard si deci inversabild. Inversa
3 6 2
1
este datd de formula A~! = Jot AA*. Pentru calculul adjunctei A* scriem mai intai transpusa A’ =
e
1 4 3
3 2 6 | siapoi
1 5 2
2 6 3 6 3 2
Tls 2| 12| 1
. 4 3 13 1 4 -6 013
A= 7s 2 Tl s |7
18 3 -10
4 3 1 3 1 4
Tl2 6] T3 6] T3 2
1 -26 0 13 -2 0 1
sideci A7 = 3 7T -1 -1 |= 7/13 —-1/13  —1/13
18 3 -10 18/13  3/13 —-10/13
1 0 1
(6) Sa se determine valorile parametrului m € R astfel incat matricea A = | =z 1 2 | si fie inversabild
1 = m
pentru orice x € R.
Rezolvare:
1 0 1
Calculam det A = | 2 1 2 | = 22 — 2z +m — 1 care este diferit de zero pentru orice z € R daci
1 2 m

si numai dacd discriminantul este strict negativ. Deci matricea A este inversabild daci gi numai daca
4—4(m—-1)=4(2-m)<0&m>2.
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(7) S& se calculeze inversele urmitoarelor matrice:

2 3 4 2 4 6
@A=01 1]; ®)B=[4 2 8 |;
2 2 -1 1 35
3 -2 0 -1 2 3 4 5
0 2 2 1 3 3 4 5
@C=11 5 3 D=1 4 44 5[
0 1 2 1 55 5 5
Lf -3 1 -1 L 14 -2 20
(e)E:—g 2 —-10 -2 |: (f)F:—E “12 4 8 |;
—2 2 2 10 —2 —12
1 1 -2 —4 1 1 0 0
R IR PP B S
2 1 -6 —10 0 0 1 —4/5
Rezolvare:
3 _11 1 T 1 _5
8 8 8 8 8 4
(a) A7M=| —3 5 1Bt = 3 - -3 1;
11 _1 5 1 3
4 4 4 8 8 4
1 1 0 0 1 1 -2 —4
1 -2 1 0 0 1 0 -1
-1 _ —1 .
() €7 = 0 1 -2 1 |P@PT= 4 1 3 6 |’
0 0 1 -3 2 1 —6 —10
1 3 1 1 1 3
32 64 16 128 64 128
@E'= 0 & & |:OF'=| & = = |;
1 1 _ 1 1 3 5
32 32 64 256 256 256
3 -2 0 -1 2 3 4 5
0 2 2 1 3 3 4 5
-1 _ . -1 _
W= 1 5 3 o |"WH =1, 4 4 5
0 1 2 1 5 5 5 5

(8) Si se calculeze rangul urméitoarelor matrice pentru diferite valori ale parametrului real «:

2 2 3 1l « 3 2
@A=| 1 -1 0|;0) B=| 2 3 -1 1
-1 2 « -1 2 a—-1 1
Rezolvare:
(a) Calculdm un minor de ordin doi: Ag = ‘ 1 _21 ’ = —4 #0, deci rang (A) > 2. Calculdm si minorul
2 2 3
de ordinul al treilea (singurul care existd): Az = 1 =1 0| =3-4a. Deci, dacd o = 3/4, atunci
-1 2 «
rang (A) = 2, iar dacd « # 3/4, atunci rang (4) = 3.
(b) Calculdm un minor de ordin doi: Ay = _i’ ? = 5 #£ 0, deci rang (B) > 2. Calculam (este
suficient conform teoremei lui Kronecker) si cei doi minori de ordinul al treilea obtinuti prin bordarea celui
« 3 2 1 3 2
diferit de zero: Az =| 3 -1 1 |=-a’>+6a—-5g A}y = 2 -1 1 |=3a-15.
2 a—1 1 -1 a—-1 1

Prin urmare, dacd o = 1, atunci Az = 0 si Ay, = —12 # 0 si deci rang (B) = 3.
Dacid o = 5, atunci Az = Af = 0 si deci rang (B) = 2.
Dacd o € R\ {1,5}, atunci Az # 0 si Af # 0 si deci rang (B) = 3.
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(9) S& se calculeze rangul matricelor:

2 0 2 0 2 2 1 3 -1 Lo 1000
01010 3 -1 2 0 L1000
(a) A= 9 1.0 2 1 ; (b) B= 1 3 4 _9 ;(gC=(01 1 00
001 10
01010 4 -3 1 1 010 1 1
Rezolvare:
Avem rang (A) = 3, rang (B) = 2, rang (C) = 5.
1 2 m 1 2 m n
(10) S& dau matricele A= 1 0 1 siB=| 1 0 1 1 |.S&asedetermine m gi n astfel incat incat
2 1 0 2 1 0 2
cele doua matrice s aiba acelasi rang.
Rezolvare:
1 2 m
Avem rang (A) >2sgirang(A) =3 A3=|1 0 1 |=m+3#0<m# -3
2 1 0
1 2 m 1 2 n
Pe de altd parte rang (B) > 2, A3 =1 0 1 |=m+3siAt=]1 0 1 |=n-1
21 0 2 1 2

Prin urmare rang (B) = 3 < (m # —3 sau n # 1). Deci dacd m = —3, atunci rang (4) = rang (B) = 2
doar daca n = 1, iar dacd m # —3, atunci rang (A) = rang (B) = 3.

1 2 3

(11) Sa se rezolve ecuatia matriceald XA =B,unde A= -1 0 1 | giB= ( _i) _le _é ) .
2 1 -1
Rezolvare:
1 2 3
Deoarece det A = | —1 0 1 | = —2 # 0, matricea A admite inversa si fie A~! aceasta inversa.
2 1 -1

Inmultind la dreapta egalititii cu A~ obtinem

XAA'=BA ' X =BA™!,

—_

0
2

deci a giisi X, inseamn4 a gisi inversa lui A si a calcula apoi produsul BA™!. Se va obtine X = (

1)



