CURS 3 - SISTEME DE ECUATII LINITARE

OANA CONSTANTINESCU, LUCIAN MATICIUC

Definition 1. Se numeste sistem de ecuatii liniare un sistem de forma

1121 + 1222 + -+ + A1pTn =b
©.1) (21T1 + G22T2 + -+ - + A2p Ty = by
Am121 + Am2To + - - + AmpTy = bm

Matricele formate cu ajutorul coeficientilor sistemului

aip a2 ... Qip a;; a2 ... ap b

a1 as9 N Ao, _ asy a9 N aAon, bg
A= , A=

am1  Am2 ... Amn am1 Am2 ... Amn bm

se numesc matricea sistemului, respectiv matricea extinsa a sistemului.
Daca toti termenii liberi sunt nuli, i.e. B = Oy, 1 (b1 = by = -+ = b, = 0), atunci sistemul se numegte omogen.
Dacé B # Oy 1, atunci sistemul se numeste neomogen.

Sistemul (0.1) este un sistem algebric liniar de m ecuatii cu n necunoscute. Folosind notatiile precedente, acesta
se poate scrie sub forma restransi (matriceald)

a1 a2 ... Gin z1 by
a1 A ... Q2n T2 by
= . < AX = B,

aml1 Am2 ... Qmn Ty bm
gl by
xTo ¢ . b2 t

unde X := . = ( Ty Ty ... Ip ) € M, 1(R) iar B := . = ( by by ... by ) € M 1(R)

I bm

reprezintd matricea necunoscutelor si, respectiv, matricea termenilor liberi.

Proposition 2. Daca A este matrice pdatraticd nesingulard, atunci solutia sistemului este datd de
X=A"'B.

Definition. (a) Rangul matricei A se numeste rangul sistemului.

(b) Daca existd numerele reale z1,22,...,2, € R care verificd ecuatiile sistemului (0.1), spunem ca n—uplul
(x1,29,...,2,) € R™ este o solutie a sistemului (0.1).

Definition 3. (a) Sistemul (0.1) este compatibil dacd admite cel putin o solutie.
(b) Sistemul (0.1) este incompatibil dacid nu admite nici o solutie.

(c) Sistemul (0.1) este compatibil determinat daci admite o singura solutie.

(d) Sistemul (0.1) este compatibil nedeterminat daci admite mai multe solutii.

In cazul in care numarul ecuatiilor este egal cu numéarul necunoscutelor (m = n), pentru rezolvarea sistemului se
poate folosi regula lui Cramer

Theorem 4. Fie sistemul cu n ecuatii i n necunoscute

a;1ry + a2 + -+ a1y =01
02) a2171 + a0 + -+ + A2pTp = bo
0.2

an1T1 + Ap2T2 + -+ GppTn = bn
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Daca det A # 0, atunci sistemul este compatibil si are solutia unica datd de
Dy Do D,

Tl = Dax2: Da"'v‘rn: D )
unde D = det A, iar D; este determinantul matricei obtinutd prin inlocuirea in matricea A a coloanei
i cu coloana termenilor liberi, pentru i = 1,n.

Sa se rezolve sistemul:
rz+2y+32z =10

2r—y+z =5

T+y—=z =4
Rezolvare:
1 2 3 - 12 3 10
Scriem A= 2 -1 1 |siA=]| 2 —-1 1 5 |.Observam ca det (A) = 15 # 0, deci sistemul are
1 1 -1 1 1 -1 4
solutie unica data de regula lui Cramer. Calculdm
10 2 3 1 10 3 1 2 10
Di=| 5 -1 1|=45, D=2 5 1|=30,D3=|2 -1 5 |=15
4 1 -1 1 4 -1 1 1 4
si deci

1
(iL’, Y, Z) = TS (45, 303 15) - (3> 27 1) .

Definition 5. Fie r = rang (A) < min {m,n}. Se numeste minor (determinant) principal al sistemului (0.1),
orice minor de ordin r nenul al matricei A.

Fie r = rang (A) < min{m,n}. Se numeste minor (determinant) caracteristic asociat minorului prin-
cipal, orice minor de ordin (r + 1) al matricei extinse A obtinut prin bordarea minorului principal cu elemente ale
uneia dintre liniile ramase gi ale coloanei termenilor liberi corespunzatori.

Ecuatiile si necunoscutele corespunzatoare minorului principal se numesc ecuatii si, respectiv, necunoscute
principale, celelalte numindu-se necunoscute secundare.

Theorem 6. Sistemul !0.1 ) este compatibil dacd si numai dacd matricele A i A au acelagi rang,
adicd rang (A) = rang (A).

Deseori utilizam teorema lui Rouche.
Theorem 7. Sistemul (0.1) este compatibil dacd si numai dacd toti minorii caracteristici sunt nuli.

Intrucat matricea extinsi A este obtinutd prin adiugarea unei coloane la matricea A, in general avem ci

rang(A) < rang(A). Asadar un sistem este incompatibil daci prin addugarea coloanei termenilor liberi se méregte
rangul matricei.

Remark 8. In concluzie, notand cu r := rang(A) si cu m si n numarul de linii, respectiv de coloane ale sistemulu,
au loc urmatoarele cazuri:
(a) Dacd r = m, atunci sistemul este compatibil gi atunci:

(a1) Dacd m = n, atunci sistemul este compatibil determinat (si atunci solutia sistemului se obtine aplicAnd
regula de calcul a lui Cramer).

(a2) Dacd m < n, atunci sistemul este compatibil nedeterminat si admite o infinitate de solutii (si atunci solutiile
sistemului se obtin parametrizand necunoscutele secundare gi rezolvind sistemul format din ecuatiile principale si
necunoscutele principale).

(b) Daca r < m, atunci aplicam teorema lui Kronecker—Capelli sau teorema lui Rouche.

Deci

compatibil determinat daca: rang(A) = rang(A) = n,
Un sistem este { compatibil nedeterminat dacd: rang(A) = rang(A) < n,
incompatibil daca: rang(A) < rang(A),

unde n este numarul de necunoscute. B
Practic: se scriu matricele A gi A gi se calculeazd rangul lor. Dacid rang(A) < rang(A), atunci sistemul este

incompatibil. Daci rang(A) = rang(A), atunci sistemul este compatibil.
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Acum, daca rangul obtinut este egal cu numarul de necunoscute, atunci sistemul este compatibil determinat cu
solutia data de regula lui Cramer.

Dacd rangul obtinut este mai mic strict decit numaérul de necunoscute, atunci sistemul este compatibil nede-
terminat; pentru a gési solutia, determinim, folosind minorul principal (cel care di rangul), ecuatiile principale si
necunoscutele principale. Celelate necunoscute se vor numi secundare gi se vor renota cu alte litere (vor deveni
parametri), urmand ca necunoscutele principale si se determine in functie de aceste necunoscute secundare.

Sa se rezolve i s se discute sistemul:

r—4y—3z=1
—3x+ 12y — 32 =2

Rezolvare:
Scriem mai intai matricea sistemului si matricea extinsa:

1 -4 -3 - 1 -4 -3 1
A_<—3 12 —3)’A_<—3 12 -3 2)'
Observam cd rang (A) = rang (14_1) = 2, deci, conform teoremei lui Kronecker—Capelli, sistemul este compatibil dar
1 -3
-3 -3

—12 # 0, deci necunoscutele z si z sunt necunoscutele principale, iar y este necunoscuta secundara. Vom nota
1y = « si rescriem sistemul sub forma

nedeterminat (admite o infinitate de solutii). Determinantul principal (cel care di rangul) este Ay =

xr — 3z =144«
—3r—3z =2-12«

care are solutia (x,z) = (4da — 1/4, —5/12), deci multimea solutiilor sistemului initial este
{(4da —1/4,a,-5/12), o € R}.

Remark 9. In cazul particular al sistemelor liniare si omogene avem urmatoarele concluzii:

(a) Un sistem liniar omogen este Intotdeauna compatibil, el admitand cel putin solutia banald X = O, i.e. 1 =
xg =+ =z, = 0. Evident rang(A) = rang(A).

(b) Un sistem liniar omogen admite si alte solutii (diferite de cea banald) daca si numai dacd rang(A) este mai mic
decat numarul de necunoscute.

(c) Prin urmare, un sistem liniar omogen in care numarul de ecuatii este egal cu numarul de necunoscute admite si

alte solutii (diferite de cea banald) daci si numai daca det(A) = 0.
1. S& se rezolve gi sa se discute urmatorul sistem omogen:

x1 + 209 + 203 — T4 =0
2rx1 —x3 + 314 =0
T, —2x9 —3x3 +4x4 =0
Rezolvare:
1 2 2 -1 1 92
Scriem A = ? (2) —:1)) Z si calculam Ag = ’ 2 0 ‘ = —4 # 0, deci rangA > 2. Apoi prin bordarea

1 2 2 1 2 -1
minorului A, obtinem doi minori de ordin superior Az = | 2 0 -1 |=0siAf=|2 0 3 | = 0. Deoarece
1 -2 =3 1 -2 4

sunt nuli deducem ci rang (A) = 2. Evident rangA = rangA, deci sistemul este compatibil dar nedeterminat;
astfel necunoscutele principale sunt x; si x5 iar ecuatiile principale sunt primele doua. Necunoscutele secundare
sunt celelalte doui si le vom parametriza: a := x3 si § := x4. Sistemul devine

1+ 217 = —2a+f
211 =a-—30
care are solutia z1 = (a — 38) /2, 22 = =5 (e — j3) /4.

Sistemul initial are multimea solutiilor {(O‘_T?’B, w, a, ﬂ) , a,B€ R}.
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2. Sa se rezolve prin metoda lui Gauss sistemul

r4+y+3z =10
—2x+3y—z =5
—x—2y+3z =6
Rezolvare:

Exista insd si o metoda alternativa de a studia sistemul. Aceasta este metoda lui Gauss pe care o prezentam

in continuare.
1 1 3 10

Matricea extinsa a sistemului este A = -2 3 —1 5 | sivom face transformairi convenabile pen-
-1 -2 3 6

tru a obtine zerouri sub diagonala principala, la fiecare pas noul sistem obtinut fiind echivalent cu
cel initial.

Astfel vom aduna prima linie inmultitd cu constante convenabile la celelalte linii (stim ci in urma
acestor transformiri aplicate unor matrici patratice, rangul noii matrice obtinute nu se modifica).

Apoi vom aduna a doua linie inmultitad cu constante convenabile la urmaéatoarele linii, s.a.m.d..

Astfel vom obtine zerouri pe coloane si sistemul obtinut va fi unul triunghiular care se rezolva
imediat plecind de la ultima ecuatie.

In cazul nostru, notand formal liniile cu L;, scriem 2Ly + Lo, Ly 4+ Lo, apoi %Lé + LY si obtinem

1 1 3 10 1 1 3 10 1 1 3 10
-2 3 -1 5 ~ —242 3+2 —-146 5+20 | =| O 5 5 25
-1 -2 3 6 -1+1 —-2+41 3+3 6+10 0 -1 6 16

1 1 3 10 1 1 3 10
~ 0 5 5 25 | =0 5 5 25
0 -1+1 641 16+5 0 0 7 21

si sistemul este echivalent cu urmatorul sistem triunghiular:
r+y+3z =10
oy + 5z =25
17z =21

Solutia lui este imediata (x,y, 2z) = (—1,2,3).
Evident, metoda lui Gauss este utila si pentru determinarea rangului unei matrice si pentru calcul

de determinanti. Mentionam, in plus, cd, pentru a aplica metoda lui Gauss, nu conteaza numarul
de ecuatii si de necunoscute ale sistemului.

EXERCITII
(1) Sa se rezolve matriceal sistemul
r+2y+4z = -3
2c —y+3z = -6
r+y—2z =2
Rezolvare:
1 2 4 x
Matricea sistemului este A = | 2 -1 3 |, matricea necunoscutelor este X = | y | iar matricea
1 1 -2 z
-3
termenilor liberi este B = —6 | . Deci sistemul se rescrie matriceal sub forma AX = B. Deoarece
2
1 2 4
detA = |2 —1 3| =250, matricca A admite inversi si fie A~! aceastd inversa. Inmultind la
1 1 -2

stanga egalititii cu A~! obtinem
AAT'X =A7'Be X = A7'B,
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-1
deci a gaisi X, inseamna a gasi inversa lui A si a calcula apoi produsul A~!'B. Se va obtine X = 1,

-1
adicaz=—-1,y=1g8i 2= —1.

Folosind regula lui Cramer, si se rezolve urmétorul sistem de ecuatii liniare:

20+ 3y +5z =38
3z +5y+22z =31
5r+2y+3z =31

Rezolvare:
2 3 5
Calculdm mai intdi det A = | 3 5 2 | = =70 # 0, deci, sistemul avind numérul de ecuatii egal cu
5 2 3
numérul necunoscutelor, este (conform regulii lui Cramer) compatibil determinat. Trebuie sd mai calculdm

si determinantii

38 3 5 2 38 5 2 3 38
Di=|31 5 2|=-140, Dy=|3 31 2 |=-210, Ds=|3 5 31 |=-350
31 2 3 5 31 3 5 2 31
. —140 —210 —350 . . .
far g = —o = 2,y = — = 3, x= 0 = 5 si deci solutia este (z,y,2) = (2,3,5).

Sa se rezolve si sa se discute urmatoarele sisteme omogene:

z—3y+4z =0 r+2y+z2 =0
(@) Sx+2y—2 =0 () {x—-2y+22 =0
2 —y+3z =0 3z —2y+5z =0

Rezolvare:

In cazul oricirui sistem omogen este evident ci rangA = rangA (matricea A contine in plus o coloani
cu zerouri), si deci orice sistem omogen este compatibil. In cazul m = n, dacd det A # 0, atunci solutia
este unica datd de regula lui Cramer. Dar orice sistem omogen admite, evident, solutia banald deci ea este
singura solutie.

Dacid m = n i det A = 0, atunci solutia nu este unici gi trebuie si determinim necunoscutele principale
si pe cele secundare.

(a) Avem det A = 0, si deci sistemul compatibil este nedeterminat. Un minor principal este Ay =
’ 1 _23 = 5 £ 0, deci rangA = 2. Atunci acest minor principal determind ecuatiile gi necunoscutele
principale; astfel primele doud ecuatii sunt ecuatii principale, x,y sunt necunoscute principale iar z, notat
cu «, este necunoscuta secundari. Sistemul devine

r—3y = —4a
r+2y =«
care are solutia r = —a si y = «, deci multimea solutiilor sistemului initial este

{(—o,,0), a € R}.

1 2
1 -2
ecuatii principale, x, y sunt necunoscute principale iar z, notat cu «, este necunoscuta secundara. Sistemul
devine

(b) Avem det A = 0. Un minor principal este Ay = ’ ‘ = —4 i deci primele doud ecuatii sunt

rT+2y =-—«
r—2y = 2«

care are solutia x = —3a/2 i y = /4, deci multimea solutiilor sistemului initial este {(—3a/2, /4, a), a € R}.
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(4) S& se rezolve si si se discute sistemul omogen, in functie de parametrul real \:
z+2y+3z =0
dr +5y+62 =0
r+ A2z =0
Rezolvare:
Avem det A = -3 (1 + )\2) # 0, VA € R, deci sistemul este compatibil determinat, si fiind sistem omogen,

admite doar solutia banala.

(5) Sa se rezolve gi si se discute sistemul omogen, in functie de parametrul real m:

T+ To +mx3 — T4 =0
201 + x9 —x3 + x4 =0
3T1 — Ty — T3 — T4 =0
maxq1 — 2x9 — 203 —2x4 =0

Rezolvare:
1 1 m -1
2 1 -1 1 . .
Avem det A = 3 1 -1 -1]|7 24 — 4m. Rezolvam acum ecuatia det A =0 < 24 — 4m = 0.
m -2 =2 =2
Dacd m # 6, atunci sistemul este compatibil determinat, si fiind sistem omogen, admite doar solutia

banala.
Dacid m = 6, sistemul este compatibil dar nu admite solutie unici. Un minor principal este Az =
1 1 6
2 1 —1 | = —33 si deci primele trei ecuatii sunt ecuatii principale, x1,22 si 3 sunt necunoscute
3 -1 -1
principale iar x4, notat cu «, este necunoscuta secundara. Sistemul devine
T+ To+ 63 =«
201 +x9 — 3 = —«
3xr1 — 22— 23 =«

care are solutia unicd data de regula lui Cramer. Trebuie sd mai calculam determinantii

« 1 6 1 « 6 1 1 o
D =| —« 1 -1 |=—4a, Dy=|2 —a -1 |=3la, D3=| 2 1 —a |=-10«a
a -1 -1 3 a -1 3 -1 a
: —da 3la —10a . . . N L
jar g = ——, 19 = r3 = si deci solutiile sistemului initial sunt

—-33
1
{33 (4o, —31er, 10, 330x) , o € ]R} )

(6) Sa se rezolve gi si se discute sistemul, in functie de parametrul real :

r+Ay+z =1
Ar—y+z =1

r+y—z =2
Rezolvare:
1 A 1 1 A 11
Scriem A= A —1 1 |sid=[ A —1 1 1 |. Observam ci det (A) = (1+ \)>.
1 1 -1 1 1 -1 2
Dacad A € R~ {—1}, atunci det A # 0 si deci sistemul are solutie unicid datd de regula lui Cramer.
Calculam
1 A 1 11 1 1 a1
Di=|1 -1 1|=3\+3,Dy=|X 1 1|=3Xx=3,D3=|Xx -1 1 |==-2X242\-2
2 1 -1 1 2 -1 1 1 2
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si deci
1
(,9,2) €{ ———5 (BA+3,3X =3, -2 2 +2X —2) A€ R~ {1} ;.
(1+2)° ( )
1 -1 1 B 1 -1 11
Dacd A = —1, atuncidet A =0 giscriem A= —1 -1 1 |siA=] -1 -1 1 1 |]. Calculam
1 1 -1 1 1 -1 2

rang (A) = 2 i rang ([1) = 3, deci, conform teoremei lui Kronecker—Capelli, sistemul este incompatibil.

(7) S& se rezolve sistemul:
r—4y—-3z =1
z+2y+z =2
2v4+4y+2z =3

Rezolvare:

Scriem mai intai matricea sistemului i matricea extinsa:

1 -4 -3 1 -4 -3 1
A=|1 2 1], A=]1 2 1 2
2 4 2 2 4 2 3
- 1 —4 -3
Observam cid rang (A) = 2, deoarece Ag = ’ 1 9 ‘ =6#0,lar Ag=|1 2 1 |=0. Pedealta
2 4 2
i L 1 4 -3
parte, rang (A) = 3 deoarece Ay = ‘ 1 9 ' =6#0,A3=|1 2 1 |=0iar celdlalt minor obtinut
2 4 2
1 -4 1
prin bordarea lui Ay este Aj=|1 2 2 |=-6+#0.
2 4 3

Deci rang (A) # rang (/_1) si, conform teoremei lui Kronecker—Capelli, sistemul este incompatibil.

(8) Sa se rezolve gi si se discute sistemul, in functie de parametrii reali «, 8:

(a—Nz+ay+(a+1l)z =1
B-1Daz+py+B+1)z =1

TH+yYy+=2 = -2
Rezolvare:
Avem
a—1 a a+1 - a—1 o a+1 1
A= -1 B B+1 |, A= -1 B B+1 1
1 1 1 1 1 1 -2

a—1 a a+1

Observam ca Ay = a1 a =a—filarA3=| -1 g B+1 |=0.
p-1 p
1 1 1
Dacd o # 3, atunci rang (A) = 2. In ceea ce priveste pe A, calculdm A, = CBX:} g =a-—p0
a—1 a a+1 a—1 « 1
jar Ay = | -1 8 p+1|=0siA,=]|p-1 p 1| =28—2a # 0 pentru @ # . Deci
1 1 1 1 1 -2

rang (A) =2 # 3 =rang ([1), prin urmare sistemul este incompatibil.



CURS 3 - SISTEME DE ECUATII LINIARE 8

a—1 a a+1

Dacd a = f, atunci calculam A, = O[_} (i[ =—-1#0iarAs=|a—-1 a a+1l|=0,dec
1 1 1
a—1 a a+1 1 1
rang (A) = 2. In ceea ce privestepe A= | a—1 a a+1 1 |, calculam Ay = @ 1 O{ =—-1#
1 1 1 -2

0 iar Ag este nul, oricum l-am alege. Deci rang ([1) = 2 = rang (A), prin urmare sistemul este compatibil
nedeterminat.

. . a—1 « . . . . -
Minorul principal este Ay = ', deci prima si a treia ecuatie sunt cele principale, necunoscutele

1 1
x ¢l y sunt necunoscutele principale, iar z este necunoscuta secundard. Vom nota z = a si rescriem sistemul
sub forma

(a—lz4+ay =—(a+1)a
r+y =—-2—-a

care are solutia unica (x,y) = (=1 — 2a + a, —1 4+ 2« — 2a), pentru a fixat, deci multimea solutiilor sis-
temului initial este {(—1 — 2o+ a,—1 + 2o — 2a,a) , a € R}.

Sa se rezolve si s se discute sistemele:

201+ a9+ =2
s (B=2Nz1 4+ (2— Ny +23 = A
r1 + 3x9 + 3 =5
(a) ;o ) C2=Nz+ 2Nz +33 =1
T + T + dx3 = -7 bt (2—\) 1
xr X — T =
2rx1 +3x2 —3x3 =14 ! 2 3
si
21‘14’4‘%273‘%3 =11 I 721‘2+3ZE374IE4 =4
Tr1 —3x2 +5x3 =6 To — T3 + T4 =-3
(c) B (d) L
3x1 + x9 — 8x3 =15 x1 + 3x9 — 314 =1
6x1 — Sxo + 1123 = —4 —Txo + 313+ T4 =-3
T, + 229 +3x3 +4x4 =11
() 201 + 320 + 43+ 24 =12
e
3x1 +4x0 +x3+ 224, =13
41 + 29+ 223 +324 =14
Rezolvare:

Scriem, mai intai, matricea sistemului i matricea extinsa. Calculam rangurile lor si vedem dacé sunt
sau nu egale. Dacd nu sunt egale atunci sistemul este incompatibil. Daca sunt egale atunci se determina
necunoscutele principale gi pe cele secundare.

(a)

2 1 1 2 1 1 2
1 3 1 = 1 3 1 5}
A= 1 1 5 , A= 11 5 -7
2 3 -3 2 3 -3 14
2 1 1 2
D detA=|1 3 1 510 deducem ca rang (A) < 3. Pe de alts parte, Ay = | > » | =
coarece det A = | || . | =0, deducem ci rang < 3. Pe de altd parte, Ay = | | 4 | =
2 3 -3 14
2 1 1 -
5420=rangA>2, A3=|1 3 1|=22%#0= rangA > 3 gi rangA > 3, deci obtinem rang (A) =
1 1 5

3 =rang ([1), adica sistemul este compatibil. Minorul principal este As deci primele trei ecuatii sunt cele
principale iar x1, xo2, x3 sunt necunoscutele principale. Sistemul devine

21’1 + o + I3 = 2

1 + 31’2 +x3 = 5

T+ To +drs = —7
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care are solutia datd de regula lui Cramer. Se va obtine (z1, z2, z3) = (1,2,

(b) Avem

3—20 2-x 1\

A=| 2-x 222 1], A=
1 1 2—-A
si

3—2\ 2-—) 1
detA=| 2—-X 2—-X 1
1 1 2-X

Jar det A=0< X3 +5X2 —-7A+3=0.

3—-2\ 2-A
2—X 2=
1 1 2-

~9).

i

1
1
A

=N 45\ —7\+3.

Radacinile (radacinile intregi se gasesc printre divizorii termenului liber) sunt Ay =1, Ay = 1 i A3 = 3

(adici —A% +5X% — TA+3 = (1 — A)2(3 — \)).

Deci daca A € R\ {1, 3} atunci det A # 0 si sistemul este compatibil determinat, solutia unica fiind gisita

cu regula lui Cramer:

A 2=

1
1 (1-X)2*(A—3)
1 = 1 2—-2A 1j=--= =-1
det A 1 1 21 (1=X)2B-X
i 1 32*21 ? 1 (1-N2(4-A) 4-2A
2 = et = = — 2 — = —
det A 1 1 2-2\ A)2B=XA) 3-2X
S O O AN LY S
T et A T I oNZBoN) 3o
1 1 1
Daca A =1 atunci det A = 0 si sistemul devine
T +x94+2x3 =1
1+ T2 +2x3 =
1+ T2+ 23 =
Acum rang (A) = 1 = rang ([1) deci sistemul este compatibil nedeterminat gi, plecdnd de la minorul

principal, gisim c& necunoscutele principale si ecuatiile principale sunt x; respectiv prima ecuatie. Sistemul
devine, notadnd necunoscutele secundare zo = « i 3 = 3,

{xlz l—a-p

adicd smultimea solutiilor sistemului initial este {(1 —a — 8,0, 8), a, 8 € R}.
Dacd A = 3 atunci det A = 0 si sistemul devine

—3.’E1—.’E2+(E3 =3
—X1 — X9 + T3 =1
1+ To — X3 =1

Acum rang (A) = 2 si rang (/_1) = 3 deci sistemul este incompatibil.

(¢) Avem
2 4 -3 2 4 -3 11
7 =3 5 - 7 =3 ) 6
A=l3 1 s |"47 3 1 8 15
6 -5 11 6 -5 11 -4
2 4 -3
Deoarece Ag = | 7 -3 5| =274 # 0 = rangA = 3. In ceea ce priveste pe A, calculim A, =
3 1 -8
2 4 -3 11
7 =3 5 6 . - . vy R
5 1 _g 15 | =0 decirang (A) < 3, prin urmare rang (A) = 3 (deoarece exista minorul Az # 0).
6 -5 11 -4

Obtinem rang (4) = 3 = rang ([l) si deci sistemul este compatibil nedeterminat. Determinantul principal
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este Az, deci necunoscutele x,y si z sunt necunoscute principale iar primele trei ecuatii sunt ecuatiile
principale. Sistemul devine

2x1 +4x9 — 33 =11
7wy — 3x2 + 513 =6
31’1 + T2 — 81’3 =15

care este cu trei ecuatii si trei necunoscute gi care are determinantul matricei sistemului nenul. Deci se
poate rezolva cu regula lui Cramer. Calculim determinantii

11 4 =3 2 11 -3 2 4 11
6 -3 5 | = 548, 7 6 5 | =274, 7T =3 6 |=-274
15 1 -8 3 15 -8 3 1 15

si deci
(z1,22,23) = (2,1,-1).
(d) Avem rang (A) = 3 = rang (/_1) si apoi (z1, 22,23, 24) € {(—8,3 + a,6 + 20, a0), @ € R}.
(e) Avem rang (A) = 4 = rang (f_l), iar solutia este datd de regula lui Cramer, (z1, 22, x3,24) = (2,1,1,1).

Sa se rezolve prin metoda lui Gauss sistemele:
—t =2
eH2y—3z =0 ;++y+z + ot 9
x —z =
(@2 —y+z =-3; B 7
—rx+2y+2z—t =5
y+ 2z =4
r+3y—2z—2t =—4
si
T+ rot+r3t+T4 =1 r+2y+z =3 r—2y+z =—4
() 2x1 —x20+23—24 =2 ; (<22 —y+32z =2; (e)q4x+3y—2z =11
T, — 2x9 — 214 =-1 r—3y+2z =0 —2x+3y+4z =11
Rezolvare:
1 2 -3
(a) Avem ca det A=1] 2 -1 1 | = =17 # 0 si numarul de ecuatii este egal cu numarul de necunos-
0 1 2

cute. Obtinem rang (A) = 3 = rang (/_1) si deci sistemul este compatibil determinat cu solutia data de
regula lui Cramer.

Vom folosi metoda lui Gauss.
1 2 -3 0

Scriem matricea extinsi A = 2 -1 1 -3 si vom face transformari convenabile pentru a
0 1 2 4
obtine zerouri sub diagonala principala. Astfel vom aduna prima linie inmultitd cu constante convenabile la
celelalte linii (gtim c& in urma acestor transformari aplicate unor matrici patratice, sistemul e transformat
intr-unul echivalent cu el ). Apoi vom aduna a doua linie inmultitd cu constante convenabile la urméatoarele
linii, s.a.m.d.. Astfel obtinem zerouri pe coloane si sistemul devine unul triunghiular. Avem

1 2 -3 0 1 2 -3 0 1 2 -3 0
2 -1 1 -3 | ~ [2-2 -1-4 146 -3-0 |=|0 -5 7 -3
0 1 2 4 0 1 2 4 0o 1 2 4
1 2 -3 0 1 2 -3 0

~ o =5 7 3 |=10 -5 7 -3

0 1—1 2+47/5 4-3/5 0 0 17/5 17/5

si deci sistemul initial este echivalent cu urmatorul sistem triunghiular:

r+2y—3z =0
=95y + 7z =-3
172/5 =17/5

Solutia lui este imediata (x,y, z) = (—1,2,1).
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11 1 -1 2
. 21 -1 2 9 . .. . . .
(b) A= 1 9 9 _1 5 | st vom face transforméri convenabile pentru a obtine zerouri sub
13 -1 -2 —4
diagonala principald. Obtinem
1 1 1 -1 2 1 1 1 -1 2
21 -1 2 9 2-2 1-2 -1-2 242 9-4
-1 2 2 -1 5 -14+1 2+1 241 —-1-1 542
13 -1 -2 —4 1-1 3-1 —-1-1 —-2+41 —4-2
1 1 1 -1 2 1 1 1 -1 2
(0 -1 =3 4 5| |0 -1 -3 4 5
o 3 3 -2 71 0 3—-3 3-9 —-2+412 7415
0 2 -2 -1 -6 0 2-2 -2—-6 —-148 —-6-+10
1 1 1 -1 2 1 1 1 -1 2
o0 -1 -3 4 5 0 -1 -3 4 5
0 0 -6 10 22 0 O —6 10 22
0 0 —8 7 4 0 0 —8+8 7—5-10 4-%.22
1 1 1 -1 2
| 0 -1 =3 4 5
0 0 -6 10 22
0 0 o0 -19/3 -76/3

si sistemul este echivalent cu urméatorul sistem triunghiular:

THy+z—t =2
—y—3z+4 =5
—6z + 10t =22
—19t/3 = —76/3
Solutia lui este imediatd (x,y, z,t) = (1,2, 3,4).
(¢) Avem, citind matricea extinsa,

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -1 1 -1 2 ]~10 -3 -1 -3 0O]=(0 -3 -1 -3 0
1 -2 0 -2 -1 0 -3 -1 -3 -2 0 0 0 0 -2

si sistemul este echivalent cu urméatorul sistem triunghiular:

T+ T+ 23+2T4 =1

—3(E2 — X3 — 31’4 =0
Ox3 4+ Oxy4 = -2
care nu are solutii deoarece am obtinut 0 = —2, care este o contradictie. Deci sistemul initial este incom-

patibil.

Se poate observa, calculand pentru sistemul initial cele doua ranguri, ca rang (A) = 2 (deoarece Ay # 0
si Az, AL = 0) si rang (A) = 3 (deoarece Ag # 0 si Az, AL = 0 dar existd gi A = 6 # 0). Deci
rang (A) < rang (fl) ceea ce inseamna ca sistemul dat este incompatibil.



