CURS 4 - INELUL POLINOAMELOR CU COEFICIENTI INTR-UN CORP COMUTATIV

Pentru aprofundarea acestui capitol puteti folosi - Mircea Ganga, Matematicd, Manual pentru clasa a
XIIa, Elemente de algebra, profil M1, editura Mathpress, Ploiesti, orice editie

In acest manual sunt tratate polinoamele cu coeficienti intr-un inel unitar comutativ, puteti sa va imaginati
cd acesta este inelul numerelor intregi, sau corpul numerelor rationale, reale, respectiv complexe, pentru a usura
intelegerea materiei.

Definition 1. Fie A un inel unitar comutativ si AN multimea tuturor sirurilor cu valori in A care au proprietatea
cd doar un numadr finit de termeni sunt diferiti de zero, la care addugim si sirul nul (0,0,---,0,--+).
AN = {f = (ao,a1,-- ,an,---) | Im € Na.i.a; =0, Vi >m} U {(0,0,---,0,---)}.

Se numeste polinom cu coeficienti in A orice element al lui AY. (0,0,---,0,---) se numeste polinomul nul.

ag, a1, -+ ,an, unde n = maz {k € N | a; # 0} se numesc coeficientii polinomului, iar n gradul polinomu-
lui.

Prin conventie, gradul polinomului nul este —oco.

Definition. Fie f,gEAN,f:(G/O,G/l,"' 7aka"')ag:(b07bl7"' 7b}€7"')' Spunemf:g@ak:bk7Vk€N~

In continuare, vom defini adunarea si inmultirea polinoamelor.

Definition 2. Fie f = (ag, a1, , a0k, ), g = (bo, b1, ,bg, ).

Atunci f + g = (ap + bo, a1 + b1, ,ar + bg, -+ ) se numeste suma polinoamelor f, g.

De exemplu, pentru f = (1,2—2’,3,%,0,--- 7O,--~) sig =(2+4+14,2+14,i,0,---,0,---), obtinem f + g =
(3414,4,3+14,3,0,---,0,--).

Observam ca am adunat un polinom de grad 4 cu unul de grad 3 si am obtinut un polinom de grad 4.

Dar fie h = (3,1,i,f%,0,~~~ 7(),~~). Atunci f+h = (4,3-14,34+1¢,0,0,---,0,---), deci am adunat doud
polinoame de gradul 4 si am obtinut un polinom de gradul 3.

Remark 3. Daci f,g sunt doud polinoame cu coeficienti in A, atunci
grad (f + ¢g) < max {gradf, gradg} .

Definition 4. Fie f = (ag,a1, - ,ak, ), g = (bo,b1, -+ ,bg, -+). Atunci fg = (co,c1, -+ ,C, ) se numeste
produsul polinoamelor f, g, unde

co = agbo,

¢1 = apby + aybo,

c2 = agba + a1by + azby,

k
Cr — E aibk_i.
=0

De exemplu, pentru f = (1,2—i,3,%,0,-~- ,0,-~-) sig=(2+4+142+14,4,0,---,0,--), obtinem
Co :2+Z, C1 :a0b1+a1bo = 7+’L, C2 :aobg+albl+agbo = 11+4Z, C3 :a0b3+a1b2+a2b1 +CL3b0 :8+L21’L,
deci

fo=2+4,7+i11+4i,8+ 14,0,---,0,---).

Remark. In cazul polinoamelor cu coeficienti intr-un inel comutativ, unitar, care nu este domeniu de integritate,
avem
grad (fg) < gradf + gradyg.
Intr-adevir, si consideram inelul claselor de resturi modulo 4 si polinul f = (i, 2,0,---.,0,--- ) Atunci f? =
f-f= (1, 0,0, ) Deci produsul a doud polinoame de grad 2 este, in acest caz particular, de grad 1.
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Daci f, g sunt doua polinoame cu coeficienti intr-un domeniu de integritate, atunci
grad (fg) = gradf + gradyg.

Theorem 5. Adunarea si inmultirea polinoamelor au urmdtoarele proprietdti.
a) Adunarea polinoamelor este comutativd, f +g =g+ f, Vf, g € AY;
b) Adunarea polinoamelor este asociativd, (f +¢g) +h= f+(g+h),Vf,g,h € AY;
¢) Adunarea polinoamelor admite polinomul nul 0 = (0,--- ,0,---) ca element neutru, f+0 = 0+ f = f, Vf € AY;
d) Orice polinom f admite un polinom opus, adicd un polinom notat — f cu proprietatea f+(—f) = (—=f)+f =0;
e) Inmultirea polinoamelor este comutativi, fg = gf, Vf,g € AY;
f) Inmultirea polinoamelor este asociativa, (fg)h = f (gh), Vf,g,h € AN;
g) Inmultirea polinoamelor admite polinomul 1 = (1,0,---,0,---) ca element neutru, 1- f = f-1= f, Vf € AV;
h) Produsul polinoamelor este distributiv fatd de adunarea polinoamelor, (f + g)h = fh+ gh, Vf,g,h € AY.
i) Produsul oricaror doud polinoame nenule cu coeficienti intr-un domeniu de integritate este un polinom nenul.

Din teorema anterioara rezulti ca (AN, +,-) este un inel comutativ. Daci A este domeniu de integritate, atunci
si (AN, 4, ) este un domeniu de integritate.

Evident, dacd f = (ag,a1, - ,ak, -+ ), atunci —f = (—ag, —az, -+, —ag, ).
Polinomul 1 = (1,0,---,0,-- ) este numit polinomul unitate.
Forma algebrici a unui polinom. Notim cu A° = {(a,0,---,0,---) ,| a € A} C AN, multimea polinoamelor de

grad 0, la care se adauga polinomul nul. Evident, A%, impreuns cu operatiile de adunare si inmultire a polinoamelor
(induse din AY), are structura de inel comutativ cu 0 # 1. Mai mult, ¢ : A — A% ¢(a) = (a,0,---,0,---), Va € A,
este izomorfism de inele, adica o aplicatie bijectiva, cu proprietatile
¢(a+b) = d(a) + H(b),
¢(ab) = ¢(a)d(b), Va,b € A.

Existenta acestui izomorfism permite identificarea oricirui polinom de tipul (a,0,--- ,0,---) din A° cu elementul
a din A. Din acest motiv, nu mai facem distinctia dintre A° si A.

Folosind regula de inmultire a polinoamelor, in cazul in care unul dintre polinoame e de tipul (a,0,---,0,---) si
celalalt arbitrar, f = (fo, f1, -, fx,--), produsul lor se noteaza simplu af si avem

af:(afmafl’... ,afk;"')~

Numim acesta operatie inmultirea polinoamelor cu scalari.

Notdm polinomul (0,1,0,0,---,0,---) cu X. Folosind regula de inmultire a polinoamelor, avem
X2=XX= (0,0,1,0,---,0,---),
X3 =XXX =(0,0,0,1,0,---,0,---),

XF=XX---X=10,---,0,1,0,---,0,-
kori k

Consideram X° = 1.
Numim polinomul X nedeterminata pe A. Atentie, el nu reprezinta o variabila, ci un polinom particular.
Astfel, orice polinom de grad n se scrie sub forma
f: (a07a17"' ;anaoy"' 707"')
= (ag,0,---,0,---) 4 (0,a1,0,--- ,0,---) 4+ (0,0,a2,0--- ,0,---) +---(0,0,--- ,0,a,0,--- ,0,--+)
:a0+a1X+a2X2+-~-+anX”,
numitd forma algebrica a polinomului f, ordonat dupa puterile cresciatoare ale nedeterminatei X.
Notdm multimea polinoamelor de nedeterminatid X, cu coeficienti in A, cu A[X], iar multimea polinoamelor de

nedeterminatd X, cu coeficienti in A, de grad cel mult n, cu A,[X].
Polinoamele de grad 0, de tipul f = (ap,0,---,0, ) = ag se numesc polinoame constante.
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Expresiile a;, X*, k € 0, n, se numesc termenii polinomului (sau monoame), ag se numeste termenul liber al poli-
nomului, iar a,, coeficientul dominant.

Forma algebricd a polinoamelor ajuta la simplificarea scrierii si in cazul operatiilor cu polinoame.
Dacd f =ag+a X +apX?+ - +ap, X", g=0by +b01 X + b X2+ -+ b, X" si k € A, atunci

f+g=(a0+bo)+ (a1 +b1) X + -+ (a; + b)) X"+ (ay + b) X', | = max{n,m},
k
fg = aobo + (albo + aobl)X + (a0b2 + albl + G,Qbo) X2 + s + (Z aibk_i> Xk + Tty
i=0
kf = kag + ka1 X + kaa X? + - - + kap, X"
Efectuati produsul polinoamelor
a) f=1+X+X%2 g=1+X;
b) f=iX+(1—-9)X?% g=1+1i—iX +2iX2.

a) Folosim distributivitatea Inmultirii polinoamelor fatd de adunarea lor, comutativitatea si asociativitatea

adunarii polinoamelor.
fo=(1+X+X?)(1+X)=(1+X+X*)1+(1+ X + X?) X =1+ X+ X+ X+ X7+ X3 = 142X +2X >4+ X3

b) fg=(i—1)X +3X?+ (=3 —14) X3+ (24 2i) X*.
Definition 6. Fie f € A[X], f=ao+ a1 X + a2 X?+---+a,X" si z € A. Elementul f(z) := a12 + a1z + as2? +
-+ +apx™ € K, se numeste valoarea polinomului f in z.

Daca xg € A si f(zo) = 0, spunem ci x este radacind a polinomului f.

Aplicatia f: A — A,f(x) = f(z), Vo € A,se numeste functia polinomiali asociatd polinomului f.

Pentru a afla radacinile unui polinom, ii asociem o ecuatie si aflam solutiile ei.

Atentie, sd nu confundam notiunile de mai jos.

Polinomul f € R[X] Functia polinomiald asociatd f: R — R Ecuatia asociata
f=aX+b,a,beR, a#0 f(a:):ax—f—b,a;éO ar+b=0,a#0
f=aX?+bX +c a,b,ceR,a#0 f(:v):ax2+bm+c,a7é0 ax? +br+c=0,a#0

f=ao+ar1 X +asX?+ - +a,X", ap£0 f(z) =ao+ a1z +asx® + - -4 anz™, ag #0 aoFarz+asz®+---+anz™ =0, a0 #0

X = nedeterminata (e un polinom particular) x = variabild Z = necunoscuti

Teorema impartirii cu rest.

Theorem 7. Fie f,g € A[X], g # 0 cu coeficientul dominant inversabil. Atunci exista polinoamele unice q,r € A[X]
astfel incdt

f=gq+r, grad(r) < grad(g).

Definition 8. Polinomul f se numeste deimpartit, polinomul g este impartitorul, polinomul ¢ este catul si
polinomul 7 este restul impértirii polinomului f la polinomul g.

Dacir =0 < f = gq, spunem ci polinomul f se divide prin polinomul g (notdm ffg) sau g divide f (notdm

glf)

Exemplificim algoritmul de impartire a doud polinoame.

1. Aflati catul si restul impartirii lui f = 6X5 —17X% — X2 +3la g =3X2 - 6X + 2, in R[X].
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6X°+0X*—17X3 - X2 +0X +3|3X%2-6X+2
—6X° +12X* —4Xx3 2X3 1 4X21 X1
12XT—21X°—X?24+0X+3
—12X% 4+ 24X3 — 8X?2

3X3 —9XZ4+0X +3
—3X3+6X2-2X
—3X2-2X+3

3X2-6X +2

—8X +5

Deoarece grad (—8X +5) < grad (3X2 —-6X + 2), rezultd ci avem catul ¢ = 2X3 +4X2+X—1 si restul r» =
—8X + 5.

Putem face rapid proba, (3X? — 6X +2) (2X3 +4X?+X 1) 4+ (-8X +5) =6X° — 17X% — X% 4 3.

Aflati catul si restul impartirii lui f = 6X3 —7X%2 +3X +21lag=2X%—-3X +2, in R[X].

6X3 —7X24+3X+2]2X2-3X+2
—6X3%+9X2-6X 3X+1
2XZ-3X +2
—2X2 43X -2
/

Rezulta ca avem catul ¢ = 3X + 1 si restul » = 0, polinomul nul. Deci g | f.

2. Aflati catul si restul impartirii lui f = X% — X%+ X* — X3+ X2+ 3lag= X —i, in C[X].

X6 - X5+ X4 - X34+ X?24+3 X —i

— X0 +4iX5 X4+ (-1 X" i X3+ X +i
(—-1)X°+XT- X3+ X?
—(i—-1)X"+i(i—1)X*
—IXT X1 X?

iXt4+ X3
X2

X% +iX
1X

—X -1
-1

Deci avem catul ¢ = X5 + (i — 1) X* —iX3 + X + i si restul » = —1, polinom de grad 0.

Theorem 9. Fie f € A[X] diferit de polinomul nul. Atunci restul impartirii lui f prin g = X — a este egal cu
valoarea numericd a polinomului pentru x = a, adica r = f(a).

O teorema extrem de utilizata este cea a lui Bezout.

Theorem 10. (Bezout) Un element a € A este raddcind a polinomului f € A[X] dacd si numai dacd X — a divide
pe f.

Definition 11. Elementul a € A este radacind de ordin p € N* pentru polinomul f dacd (X — a)? divide f si
(X — )’ nu divide f.

Exercise 12. a) Si se determine restul impartirii lui f = X4 +2X3 - X +4lag=X — 1.
b) Aritati ca a = 1 este ridicind pentru h = X3 — 2X? 4+ 3X — 2.
a) Restul impértirii lui f la g este f(1) = 6.
b) Se verificad h(1) = 0.

Putem folosi schema lui Horner pentru a determina catul si restul impartirii unui polinom prin X — a.
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Exercise 13. a) Folositi schema lui Horner pentru a afla catul si restul impartirii lui f la g, f = 3X°—-2X3+3X2-5,
g=X—2.

B P SE S S P SE X X ]
3 0 —2 3 0 =5

2] 3 [2340-6]26-2-102-1043-23 |2-2340=46|2-46-5=87
X7 X3 X X X0

Deci restul este r = 87 iar catul este ¢ = 3X* 4+ 6X3 4+ 10X2 4 23X + 46.

b) Folositi schema lui Horner pentru a afla ordinul de multiplicitate a radécinii @ = 2 a lui f = X% — 7X5 +
15X* — 40X2 + 48X — 16.

L xe] e [ xr ] X° | ox [« ] X
2 1 -7 15 0 —40 48 —16
2 1 2:1-7=-5 1| 2(-5)+15=5 2-54+0=10 2:10—-40=—20 | 2(—20)+48=8 | 2:8—16=0
2 1 2:-1-5=-31 2(=3)+5=-1 2(—-1)+10=28 2.-8—-20=—-4 2(—4)+8=0
2 1 2:1-3=-11] 2(-1)—-1=-3 2(-3)+8=2 2:-2—-4=0
2 1 2:-1-1=1 2:-1-3=-1 2(-1)4+2=0
2 1 2-1+1=3 2:3—1=5%0 | concluzie: 2 e raddacina de ordinul 4
X2 X X0

f=(X-2"(X?+3X +5).

Theorem 14. (polinoame cu coeficienti reali) Fie f € R[X] diferit de polinomul nul. Dacd xo = a+ib, b # 0, este
o raddacinag complexd a lui f, atunci Top = a + tb este de asemenea o raddacind complexd a lui f si xg, Tg au acelasi
ordin de multiplicitate.

In consecinta, orice polinom cu coeficienti reali are un numar par de radécini complexe ce nu sunt reale. De
asemenea, orice polinom cu coeficienti reali de grad impar are cel putin o radacona reala.

Theorem 15. (polinoame cu coeficienti rationali) Fie f € Q[X| diferit de polinomul nul. Dacd o = a+ /b, a,b €
Q, b > 0, este o radacing patratica a lui f, atunci Tg = a — /b este de asemenea o raddcindg patraticd a lui f si
o, To au acelasi ordin de multiplicitate.

Exista si o teoreméa pentru cazul coeficientilor intregi.

Theorem 16. (polinoame cu coeficienti intregi) Fie f = ap + a1 X + -+ + ap, X" € Z[X], an # 0. Daci zo = £,
p,qE€Z, q#0, (p,q) =1, este o radacina rationald a lui f, atuncip | ag $i q | an.

In particular, daca p este o radacind intreaga a lui f, atunci p | ag.

Theorem 17. (relatiile lui Viete) Fie f € A[X] un polinom de grad n, f = ap X" +an 1 X" 1+ 4+ a1 X + ao,

aninversabil, care are in A radacinile x1,xa, - Ty, nu neapdrat distincte. Atunci au loc urmdatoarele relatii.
Ay —
r1+Tog+ - xp :—Zinl?
. . __ an-—2
DT, ists it = Ta,
> — TiT T = _4n=3
1,5, k€Tn, ijFEkAL 1Tk an
_ I ) — (—1)k8n=k
21 k€T, iy i, Vil T Tin - Tiy = (1T,
— n a
T1T2 -+ T = (-1 g

De exemplu, fie f = 2X* + X3 —3X + 1 si 21, 22, x3, 4 radacinile sale, nu neaparat distincte. Atunci

X1+ X9 + X3+ 24 Z—%,

3
T1T2 + T1T3 + T1T4 + T2X3 + ToTa + T3T4 = —35,

T1T2X3 + T1T2Tg + T1T3T4 + T2T3T4 =

= O

L1X2X3L4 =
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Exercise 18. Rezolvati urmatoarele ecuatii.
a) 23 — 322 — 3z + 1 = 0, stiind ci are solutia 1 = 2 — /3.

b) 323 — 1022 + 31z + 26 = 0, stiind c& are solutia x; = 2 — 3i.

c) 22+ (4 —2i)2% + (2 — Ti)z — 3 — 3i = 0, dacd admite cel putin o solutie reala.

a) Asociem ecuatiei date polinomul cu coeficienti rationali f = X2 — 3X2 — 3X + 1. Deoarece 71 = 2 — /3
este radacind a lui f, deducem ci x5 = 2 + /3 este si ea riadicind a lui f. Deci polinomul f se divide prin
g=(X-2-V3) (X -2+3) = X? —4X + 1. Impirtind f la g obtinem catul X + 1, deci a treia solutie a
ecuatiei se obtine rezolvand ecuatia x + 1 = 0, adicd z3 = —1.

Bineinteles, puteam folosi si relatiile lui Viete, pentru a nu mai imparti cele doua polinoame. Suma celor trei
radacini este 3, deci z3 = —1.

b) Asociem ecuatiei date polinomul cu coeficienti reali f = 3X3 —10X2 + 31X + 26. Deducem ca z; =2 — 3i e
riadacing a lui f, deci si z9 = 24 3i este radacing a lui f. Rezultd ca f se divide pring = (X —2+43i) (X — 2 —3i) =
X2 —4X +13. Catul impartirii lui f la g este 3X + 2, deci a treia solutie a ecuatiei este z3 = —%.

Puteti aplica direct relatiile lui Viete!

¢) Fie & o solutie reald a ecuatiei date. Deci z® + (4 — 2i)a% 4+ (2 — 7i)x —3 = 3i = 0 & (2® +42? + 22— 3) +
i(—2m2—7x—3) =0«

23 +422 +22 -3 =0
—22% — Tz — 3 =0
Rezolvam mai intai ecuatia de gradul al doilea, cu solutiile —3 si —%. Doar x = —3 este si solutie a ecuatiei de

gradul 3, deci singura riadacing reald a polinomului f = X3 + (4 — 24)X? + (2 — 7i) X — 3 — 3i este —3. Impartim f
la X + 3 (sau folosim schema lui Horner) si obtinem catul X2 + (1 —2i)X — 1 —i. Asociem ecuatia de gradul doi,
cu coeficienti in C, 22 + (1 — 2i)z — 1 — i = 0. Evident solutiile sunt i si —1 + 1.



