Curs 11-12 - Spatii liniare hermitiene si euclidiene
Oana Constantinescu, Lucian Maticiuc

Amintim cateva notiuni legate de numerele complexe.
Dacd z = a + bi, a,b € R, a :== Re(z) este partea reald a lui z si bi = I'm(z) este partea imaginarg a lui z.

Modulul lui z este | 2z |= Va2 + b2, conjugatul lui z este Z =a — bi , 2 + z = 2Re(z2) si 2z =| z |.
Cunoastem urmitoarele proprietiti ale numerelor complexe.

zeER&SZ=2

21+ 290 =71 + Zo, V21,20 € C, Z125 = 7172, V21,20 € C.

| 2122 |:‘ 21 H 29 |,V21,2’2 S (C, ‘ Z21 + 29 |§‘ 21 | + | 29 ‘,VZl,ZQ e C.

Definitia 1 Fie V un spatiu vectorial complex. Se numeste produs hermitian pe V' o aplicatie
(,):VxV—=>C

care satisface conditiile:

(1) (ay + tg,0) = (U1,0) + (Ue, V), YUy1,U2,v € V; (aditivd in primul argument)
(i) (M\u,v) = XMu,v), YA € C, Ya,v € V; (omogend in primul argument)

(iit) <v,u>=<u,v >, Ya,v € V; (simetrie conjugata)

(v) (w,u) eR, YaeV , (a,u) >0, VaeV si(u,u)=0<ua=0.

Sa studiem daca o astfel de aplicatie este aditiva si omogena in al doilea argument.

<UD+ 03 >=< 01 F02,U >=< V1,U >+ < Ug,U >= < U1,u >+< g, u >=< U, V1 > + < U,V >, deci este
aditiva in al doilea argument.

CULal >=< A, >=a< 0,0 >=0a< 0,0 > =@ <
doilea argument.

I

, 0>, Va e C, Vu,v € V. Deci nu este omogena in al

Un exemplu simplu de produs hermitian pe C™ este
<Ea 27> = xly_l + 55234_2 + -+ x’ny_nv

unde T = (21, x2,...,2,) € C", 7= (y1,Y2,...,yn) € C" .

Definitia 2 Un spatiu liniar complex inzestrat cu un produs hermitian se numeste spatiuv hermitian sau unitar.

Dar dacd am lucra pe un spatiu liniar real, aplicatia din definitia anterioara ce proprietiti ar avea?

Definitia 3 Fie V un spatiu vectorial real. Se numeste produs scalar pe V' o aplicatie
():VxV >R
care satisface conditiile:

(1) (ay + tg, 0y = (Uy1,0) + (U2, V), Yy, U2,0 € V;
i1) (A, v) = Mau,v), VA eR, Yu,v € V;
o _



Remarca 4 Din cele patru proprietdti de mai sus, se mai pot deduce urmdtoarele:
L (u,v1 + 02) = (4, V1) + (U, V2), VU, 01,02 €V
2. (u, \v) = /\(p, v), VAER, Vu, 5 €V

3. <Q,17> =(,0) =0, Yo eV

Intr-adevar,

(U, D1 + U2) = (U1 + Vg, ) = (U1,0) + (U2, 0) = (G, V1) + (U, Va),
(@, AT) = (AT, @) = A(0,7) = \{7, ),
(0,) = (u — u,v) = (4,0) — (U,0) =

Deci un produs scalar este o forma biliniard, simetrici, cu forma patratica asociatd pozitiv definita.

Definitia 5 Un spatiu vectorial inzestrat cu un produs scalar {(-,-) se numeste spatiu euclidian.
Exemplul 6 Pe spatiul vectorial R"™ definim produsul scalar canonic
(T,9) = 191 + T2y2 + - + Tn¥n
unde T = (x1,22,...,Tn) ER™, §=(y1,¥2,.-.,yn) E R™ .
Exemplul 7 Pe spatiul vectorial al matricelor patratice M, (R) definim produsul scalar
(A,B) = Tr(A'B), VA, B € M,(R).

Exemplul 8 Pe spatiul vectorial al functiilor continue definite pe [a,b] definim produsul scalar

b
(f,9) :/ f(x)g(x)dx, Yf,g: [a,b] = R continue.

Vom nota in general spatiile euclidiene prin (E, <,>) sau simplu prin E.

Definitia 9 Fie (E,<,>) un spativ euclidian sau hermitian. Spunem cd T este ortogonal pe § (T L §) dacd
<z, y>=0.

Lema 10 Fie §j # 0 un vector nenul arbitrar din E. Atunci orice vector din E se poate scrie ca suma dintre un
vector coliniar (liniar dependent) cu g si un vector ortogonal pe §.

Vie FJdaeK,IZcE, Z2 1l gai Z=ay+

N

Fie a = ﬁ@’ﬁ? siZ=2—ay. Demonstramcaz L y. < 2,y >=<T— ﬁ@’l?;gj,zj >=<T,Y > —ﬁg’ﬁ? < y,y >=0.
Deci

__<537Z7>_+_ 510

N IR

Definitia 11 Fie (E,<,>) un spatiu euclidian sau hermitian. Definim aplicatia
I-I: E—=R, |al|=v<uu>VuekE
st 0 numim norma indusd de produsul scalar/hermitian.

Pentru produsul hermitian/scalar canonic pe K™, unde K = R sau K = C, avem

n

n
||.f'||: Zl‘ifi: Z|$Z |2, V.f':(l‘l,l'g,...,l‘n)EKn.
=1

i=1



Teorema 12 Norma pe spatiul euclidian sau hermitian (E,<,>) are urmdtoarele proprietdti.

(1) ||a|>0,VueE, |u||=0&u=0;

2) | all=|Al|lull, VA€ K, Vu € E, unde K =R sau K =C;

(3) | i+5 |2=] @ |2 +2Re (< 7.5 >)+ | 7 |

(4) (Pitagora) w L v |+ o |2=| @ |2 + | o |

(5) (Cauchy-Buniakowski-Schwarz) |< @,v >|<| @ ||| ¢ ||, Vu,? € E.

Egalitatea are loc dacd si numai dacd vectorii u, v sunt liniar dependenti (coliniari);

(6) (Minkowski) ||a+7v|<|@|+ |7, Vu,v € E.

Egalitatea are loc daca si numai dacd I\ > 0 astfel incdt & = A\v sau U = Au (vectorii sunt coliniari si de acelasi
sens).

Temai: demonstrati (1) si (2 )
B) || 4+ |P=<t+0v,u+7 <u, >+ <uv>+< U0
Pentru (4) se aplica (3).

+ < 0,0 >=| a ||* +2Re (< u, v >)+ || v ||

\%

(5) Fie @,v doi vectori arbitrari. Daca © = 0, atunci |< 4,0 >|=|| @ ||| © ||= 0. Presupunem @ # 0. Din
lema anterioard rezultd ci existd w L 0 a.d. 4 = <|ﬁ_]‘7|12>v + w. Folosind teorema lui Pitagora rezulta || @ [|?=
_ _ 2
|5t + @ = St o2 gt
Deci |< @, >|<|| @ ||| © |-
= 2 _ R
Observa ci avem egalitate dacd si numai dac <” C 4 | w ||*= lllﬂil)\;‘ sw=0&c1u= <\|1:7’\1|)2>177 deci @

depinde liniar de v.

Observam ca aceastd demonstratie este valabila atat pentru cazul complex, cat si pentru cel real si este foarte
simpla.

Dam totuti si o demonstratie valabila doar pentru cazul K = R, deoarece tehnica folosita este utild deseori in
aplicatii.

Presupunem ci o # 0 si vom demonstra inegalitatea
[<wo>|<[lalv], va,v € E. (1)
Fie A € R arbitrar. Din pozitiva definire a produsului scalar rezultd ca

<U+ AN, u+ A >>0VAeR &
Mo+ <a,0>+|a||>?>0VAeR <

trinomul de gradul 1T in A\, A? || ¥ |2 42\ < 4,0 > + || @ ||?, are acelasi semn cu || © || sau este nul, pentru orice A
real < discriminantul acestui trinom este negativ sau nul <

< U,V >2 - ” U ”2” v HQS 07

relatie echivalentd, prin extragerea radacinii patrate, cu (1).
Presupunem acum cd @,v sunt liniar dependenti, deci Ja € R astfel incat v = au. Atunci |< @,0 >|=|<

ot >=|allla|*si ||l vl=|a || ot ||=| «|| @|? deci avem egalitate in (1).
Reciproc, presupunem ci |< @, >|=|| @ |||| ¥ ||. Atunci discriminantul ecuatiei de gradul II in A,
Mol +2x<a,0>+ || a|*=0, (2)
este nul, deci ecuatia (2) are doud solutii reale egale A\; = Ag := Ag. Dar faptul cd Ao e solutie a ecuatiei (2) e

echivalent cu < @ + A0, % + A\g¥ >= 0 || @+ A\o? ||= 0 & @ + A\ = 0, deci @, v sunt liniar dependenti.

(6) Analog, dacd 4 =0sauv =0 avem ||+ v ||=| @ || + || ¥ || si cei doi vectori sunt coliniari de acelasi sens.
Presupunem in continuare ca o # 0 si ¥ # 0 si vom demonstra inegalitatea

la+o|<lal+]z]- (3)



- _ _ — _ _ — _ _ _ _ _ _ 2
la+3 [*=ll @ || +2Re(< @, 0 >)+ v lP<| @ | +2[ <a.o> [+ o |* < lal*+2allol+lolP=Ual+]1o])°.
CBS

Prin extragerea radicinii patrate obtinem (3).

Avem ||+ ||=]| @ || + || ¥ || dacd si numai dacé in sirul de doud inegalitati de mai sus avem egalitate
intre primul membru || @ + o ||2 si ultimul membru (|| @ || + || 7 ||)?, ceca ce este echivalent cu faptul c& in ambele
inegalitati de mai sus avem egalitate <

>|le<u,v > Rsi <u,0>>0 o B
& da > 0a.d.u = av.

Definitia 13 Un spatiu liniar V inzestrat cu o aplicatie || - ||: V' — R ce verifica proprietatile
(1) |al|>0,vaeV, | @|=0a=0;
)| xa|=|Al|la], VNeR, VueV;
Ba+v|<||al +||v|, Ya,v € V se numeste spatiu liniar normat.

Deci orice spatiu liniar euclidian este un spatiu liniar normat.

Verificati daca reciproca este adeviratal

Definitia 14 Se numeste distantd sau metrica pe multimea nevida M o functie

d:MxM—R

care satisface conditiile:

(1) d(z,y) >0, Ve,y € M gid(z,y) =0z =y;
(#) d(x,y) = d(y,x), Ya,y € M;

(737) d(x, z) < d(z,y) + d(y,2), Vx,y,z € M.

Definitia 15 O multime M inzestratd cu o distanta (metrica) d se numeste spatiuv metric.
Demonstrati urmaétorul rezultat.
Teorema 16 Orice spatiu vectorial normat este spatiu metric cu distanta euclidiand definitd de d(@,v) = ||a — 9|

Exista spatii metrice care nu sunt spatii normate?

In continuare vom studia doar spatiile liniare euclidiene.

Remarca 17 Intr-un spativ vectorial euclidian, inegalitatea Cauchy-Schwarz-Buniakovski se poate rescrie sub
forma
(@0) < lal- ol & ~1 < it < 1@ 20, 5 20,
all - ||v

Definitia 18 Fie V un spatiu vectorial euclidian si u,v € V' \ {0}. Numdarul 6 € [0, 7] definit prin

(a, v)

cosl = — —
lall - ol

se numeste unghiul dintre vectorii u gi v.

Definitia 19 Un vector se numeste versor (sau vector unitar) dacd norma sa este 1.



Remarca 20 Orice vector v € V' \ {0} are un versor colp cu el, notat ©° si dat de:

Definitia 21 Fie (E,(,)) un spatiu vectorial euclidian. Doi vectori 4,0 € E se numesc ortogonali daca produsul
lor scalar este nul, i.e. (u,v) = 0.

O multime de vectori {1, -+ ,Up} se numeste sistem ortogonal de vectori dacd oricare doi vectori diferiti sunt
ortogonali, < ;, u; >= 0Vi # j.

Spunem cd un vector T este ortogonal pe o multime de vectori M dacda T e ortogonal pe orice vector din M.

Notim cu M+ multimea tuturor vectorilor din spatiul liniar E care sunt ortogonali pe toti vectorii lui M. O
numim ortogonalul lui M.

M+ :={ve€ E|(a,v)=0, Vuc M}

Fie A, B doud multimi nevide de vectori din E. Spunem cd A este ortogonald pe B (si notam A 1 B) dacd
VieA=1 1l B&VieA=zeBte AC Bt .

Remarca 22 Se poate demonstra, pentru cazul dimFE finitd, cd A C B = B+ C A+ si ca (AL)J' = A.
Deci A1l B« AC Bt & BC At < B 1 A, deci relatia de perpendicularite pr multimea partilor lui E este
stmetrica.

Propozitia 23 Fie (E,(,)) un spatiu vectorial euclidian si o multime nevidd de vectori U C E. Atunci UL este
subspatiu liniar al lui E.

Intr-adevar, fie Z,5 € UL, a,8 € R arbitrari. Fie @ € U oarecare. Atunci (aZ 4 37,%) = a(Z,2) + (7, 2) =
a0+ pB0=0,deciaz+ By Lz, VzeU.

Teorema 24 Fie (E,(,)) un spatiu vectorial euclidian. Dacd {v1,0a,...,0,} C V \ {0} este un sistem ortogonal
de vectori, adica

<1_)Zal_]j> 207 7’5.] = 1,TL7i #.]7

atunci acesta este liniar independent.

Demonstratie
Consideram combinatia liniara

QiU + -+ apty :6:> <051771+"'+an17n7@1> =0

= Oél<1_11,’l_)1> +042<’l_)2,1_)1> B +Oén<l_}n,171> =0= Oél||’l_}1H2 =0=a; =0.

inmul‘gind scalar pe rand relatia a0y + - - - + ap¥, = 0 cu ceilalti vectori g, . . ., T,, obtinem mod analog ap = - -+ =
a, = 0.

Definitia 25 Fie (E,(,)) un spatiu vectorial euclidian n-dimensional $i o baza B = {€1,€2,...,én}.

1. Baza B se numeste ortogonala dacd €1, és, . ..,e, sunt ortogonali doi cdte dos,

2. Baza B se numeste ortonormatad dacd este ortogonald si toti vectorit din B au norma 1,

1, dacai=j
<éiaéj>: ’ Za]:Ln
0, dacd i # j

Teorema 26 (Procedeul de ortogonalizare Gram—Schmidt) Fie (E, (,)) un spatiu vectorial euclidian n-dimensional

si B = {uy,Ug,...,up} un sistem de vectori liniar independent. Atunci exista un sistem ortogonal de vectori
{e1,82,...,8p} a.i. [Uy,---,0) =[e1, -, &, Viel,p.
Demonstratie

Pasul 1. Definim v, = 4.



Pasul 2. Fie 0y = U + ao101. Determinam scalarul as; pundnd conditia ca s sd fie ortogonal pe vy,

0 = (U2,01) = (U2 + 2101, 01) = (Ua, 1) + a21{01, 1),
de unde rezulta
(u2,01)
<'Dl’ 61) '
Pasul 8. Fie v3 = U3 + a3101 + 3202, unde scalarii azy, aszo se determind pundnd conditia ca U3 sa fie ortogonal
pe Uy §i Vg,

Q2] = —

0 = (U3, 01) = (U3 + a3101 + Q3202, 1) = (Us, V1) + @31 (01, 01) + ag2(v2, 1),

de unde, observand cd (U2,71) = 0, rezultd agy = — <1_L371_}1>.
<Ulv Ul>
Apoi
0 = (03, 02) = (U3 + Q3101 + Q3202, U2) = (U3, Va) + @31 (U1, V2) + 32(V2, V2),
de unde, folosind ca (v1,v2) = 0, rezultd age = —M.
(v2, Da)
Dupa p pasi se obline sistemul ortogonal B = {v1,...,0,}, unde
k—1 ,_
— = <uk‘7’U’L>
AR
=1 v

Daca dorim sa obtinem un sistem de vectori ortonormat, dupd determinarea fiecarui vector v; tl si normam,

W; = reir, vOm avea
llo: 1’

k—
W = Uk — <ﬂk,’lf)i>wi.

1=

=

—

O consecinta imediata a procedeului de ortogonalizare Gram-Schmidt este existenta bazelor ortonormate in orice
spatiu liniar euclidian.

Intr-adevir, pornind de la o bazi oarecare B, se determina prin acest procedeu un sistem ortogonal de vectori
B'={éy,éa,...,e,} cun vectori. Rezultd ci el e liniar independent. In plus, [é1,é2,...,€,] = [B] = E, deci B’ este
sistem de generatori pentru E, deci formeaza o baza ortogonald. Considerand versorii corespunzatori vectorilor din

B’ se obtine baza ortonormata B” = {f1,..., fu}, unde f; =

1
el
Avantajele folosirii bazelor ortonormate sunt evidente. Dacd B = {é;,---,&,} este o bazi ortonormatad si
ro— n iP5 n Q= .
T=> . %€, §=)., 1Y€, atunci

n n n n
(,9) = Zﬂfiéi, Zyjéj = sziyjéij =z'yt + 2%y + 2™y,
i=1 j=1

'éi, 1= 1,Tl.

i=1 j=1
1 [l= v(zh)? + - (a)?
Propozitia 27 Fie B = {&, -+ ,é,} 0 bazd ortonormatd si B' = {fl, e 7fn} o altd bazd arbitrard a lui E.
Atunci matricea de trecere de la B la B’ este ortogonald dacd si numai dacd B’ este ortonormatd.
Intr-adevar, fie S = (si;); ;c7; matricea de trecere de la baza B = {é1,---,é,} la baza B' = {fl, e ,fn}.
Atunci

n n n n
< fi, f; >=< E Ski€l, E 556 >= E SkiSly < €, € > = E SkiSki-
——
k=1 =1 k=1 > k=1
kl

Deci §ij =< ﬁ,fj > 22:1 SkiSkl = 5”’ & SIS = I,.



Teorema 28 (Teorema de descompunere ortogonala) Fie (E, (-,-)) un spatiu vectorial euclidian n-dimensional
$1 W un subspatiu liniar ol lui E. Atunci existd un unic subspatiu liniar W' al lui E a.i.

E=WaW s W LW. (4)

Demonstram mai intai ci £ = W @ W+. Presupunem ca {€;, -+ ,&,} este o baza ortonormata a lui W.

Incepem cu E ¢ W + W=, Fie Z € E oarecare. Observim ca §j = P, < z,6 > ¢ € W. Demon-
strim ca Z — § € W+. E suficient si ardtdm cd T — § e ortogonal pe fiecare vector al bazei lui W. Avem
<f - szl < Q_S‘,éi > éi,éj> = <f,éj> - le <f,éi> <éi,éj> = 0. Astfel am obtinut cax = (.’f - g) + g, T — g €
WL, geW,deci EC W + W=, Evident W + W+ C E, deci E=W + W+,

Demonstram acum ci suma anterioara este directd. Fie z € WN W+ = (z,7) = 0, deci Z = 0.

S& ardtdm cd subspatiul liniar cu proprietatea din concluzia teoremei este unic. Fie W’ subspatiu liniar cu
proprietatea ca E =W @ W’ si W L W'. Deoarece W' L W rezulta ca W’ c W+.

Fie @ € W oarecare. Decarece t € E =W & W' = 3a; € W, Ja, € W/ € W' ai. @ = 4 + %e. Evident
a=04+a€WaeWL. Dar suma W @ W este directs, deci scrierea lui % ca suma dintre un vector din W cu un
vector din W+ este unics, deci 41 =0, 4y = @ = 4 € W’. Deci W+ c W'.

Definitia 29 Subspatiul liniar unic determinat de conditiile (4) se numeste suplementul (sau complementul) ortog-

onal al lui W si se noteazd evident W+.

Putem defini acum proiectia ortogonald a unui spatiu euclidian pe un subspatiu al sdu si simetria ortogonala a
unui spatiu euclidian fatd de un subspatiu al sau.

Definitia 30 Fie W subspatiu liniar al lui E. Folosind E =W & W, rezultd cd orice vector T din E se scrie in
mod unic ca T = T1 + T, T1 € W, To € WL, Z1 se noteazd Prw () si se numeste proiectia ortogonald a lui T pe
W. Analog To = Pry, 1 (Z) este proiectia ortogonald a lui ¥ pe W. Aplicatiile

Pry : E—=W, T — Pry(z), Prypr : E =W, & — Pry.(2)

se numesc respectiv proiectia ortogonald a lui E pe W, proiectia ortogonald a lui E pe W.
Simetria ortogonald a lui E fata de W este

Sw: E—FE, Sw =2Pryw — ldg, Sw(i) = PTw(.f) — Pryy. (.i‘)
Analog se poate defini simetria ortogonald a lui E fatd de W+.

Determinam o formula de calcul pentru Pryy (Z).

Fie B = {é1,€2, - ,€p,€pt1, - ,En} O bazd ortonormatd a lui E ai. {ej,eés,---,€,} e bazd a lui W iar
{€p11, "+ ,€n} e bazd a lui W, Atunci orice Z € E se scrie
P n p n
T = g a'e; + E o‘e;, Pry(z) = g o‘e;, Pryyo(z) = E a'e;.
=1 i=p+1 =1 i=p+1
Pentru a determina scalarii o inmultim scalar pe rand relatia z = - a'e; + E?:pﬂ a‘e; cu e, k € 1,n.
Deducem (%, &)
X, €L o —
af = 2 5 = (7,ex), Vk € 1,n,
| e |
deci
p n
Pry (z) = g (z,e;) e, Pry.(z)= g (Z,e;)é;
i=1 i=p+1

In particular, daca @ e un vector nenul, proiectia ortogonald a lui E pe subspatiul liniar generat de a se noteazi

simplu Pr;. Evident avem
_ <'faa‘> — <£1EL> 1 P <i‘7C_L> -0
Pr-(z) = = = .
Ot T a \Tan®) " Tal”




Aplicatia
pro: E =R, pro(z) =

se numeste proiectia scalard a lui F pe a. Daci 6 este unghiul dintre Z si a, atunci evident prs(z) =|| Z || cos .

Toate aplicatiile definite anterior, proiectia ortogonala pe W, simetria ortogonala fata de W, proiectia scalara
pe a sunt aplicatii liniare.

Definitia 31 Fie & € E un vector nenul, W C E un subspativ liniar ol lui E. Numim unghiul dintre T si W
numarul ¢ € [0, 5] dat de

Se poate demonstra ca unghiul dintre Z si W este minimul multimii tuturor unghiurilor dintre Z si vectorii lui W.



