Curs 10 - Forma canonica Jordan. Polinoame de matrice

Oana Constantinescu, Lucian Maticiuc

1 Forma canonicaid Jordan

In cursul anterior am demonstrat ci un endomorfism de spatii liniare 7' € £(V') este diagonaliz-
abil dacd si numai daca toate radécinile caracteristice sunt in K si dimensiunea oricdrui subspatiu
propriu V()\;) coincide cu multiplicitatea lui \;, i € 1,n, unde \q,--- , A, sunt rddécinile carac-
teristice ale lui 7T'.

Dar dacd am sldbi putin ipotezele teoremei, de exemplu dacd am presupune doar ci toate
rdddcinile caracteristice sunt in K? Acest lucru este intotdeauna valabil cand K este corpul co-
mutativ al numerelor complexe. Vom vedea cd in acest caz vom putea gasi o baza in raport cu
care matricea endomorfismului sa fie relativ simpld, chiar dacd nu este una diagonala.

Definitia 1 O celuld Jordan de ordin arbitrar p € 1,n asociatd numdrului complex sau real X , este o
matrice de ordinul p de tipul

A1 o .- 0
0 1 0 0
0 A 1 0

Jp = 0 B |
0 0 A 1
0 - 0 A

O matrice Jordan este o matrice care are de-a lungul diagonalei principale celule Jordan de diferite
ordine si in rest zerouri.

J 0 o e o0
0 Jy, 0 - - 0

J = 0o --- 0 0o 1,
0 -+ -+ 0 Juq1 O
0 0 -0 ... 0 Jy

FieT € L(V,), cu V,, un K spatiu liniar (K = R sau K = C). Spunem ci T poate fi adus la forma
canonici Jordan daci existd o bazd B a lui V), in raport cu care matricea lui Teste o matrice Jordan. Baza
B se numeste bazd Jordan.

Teorema 2 (Jordan) Fie T € L(V,,), cu V,, un K spatiu liniar (K = R sau K = C). Presupunem cd
T are toate rddicinile caracteristice \;, i € 1,k, in cAmpul K. Atunci T poate fi adus la forma canonici
Jordan.

Nu vom da demonstratia integrald a acestei teoreme, o gasiti, de exemplu, la pag 68 a cartii
N. Papaghiuc, C. Cilin, Algebra liniarad si geometrie.



54 intelegem pornind de la un exemplu, ce proprietéti ar trebui sd aibd vectorii unei baze Jor-
dan.

Presupunem cd in raport cu baza Jordan B {71, ?6 }, matricea lui T' € £(V;) este
O 0 0 0 O
0O N 1 0 0 O
0O 0 XN 1 0 0
0 0 0 XN O 0
0O 0 0 0 X 1
0O 0 0 0 0 X

Daca toate rddéacinile caracteristice sunt din corpul K, rezultd cd ele sunt toate valori proprii.
Deducem ca T are doud valori proprii, A; de multiplicitate 4 si A, de multiplicitate 2.
Observam ci lui A\ i corespund doud celule Jordan, una de ordinul 1, (\;) si una de ordinul
A 10 A |
3, 0 N 1 ,iar lui Ao 1i corespunde o celuld Jordan de ordinul 2, ( 02 \ )
0 0 A1 -

Privind coloanele lui J deducem T' 7 = Al?l, (72) = )\172, deci 71, 72 sunt vectori
proprii (liniar independenti) ai lui 7', corespunzétori valorii proprii A;.

Dar T(?g) = ?2 + )\1?3, T(?4) = ?3 + )\1?4. Deci ?3, ?4 nu sunt vectori proprii ai lui 7'.
Vom spune cd f 3, f 4 sunt vectori principali asociati vectorului propriu

Deci 1, fo€V(\)=Ker(T —A\Id)iar f3€ Ker (T —MId)>, f4€ Ker(T —\Id)°.

Mai mult, se verifica usor cd Ker (T — A\ Id) C Ker (T — /\1Icl)2 C Ker (T — /\11d)3, deci

{71, o 7 74} eobazain Ker (T — A\ 1d)>.

Analog, 75 = )\2?5 , ?6 75 + /\276/ deci ? eV /\2 = Ker (T )\QId)
To € Ker (T — Aold)> > Ker (T — A\oId), deci {75,?6} e o bazd in Ker (T — AoId)?, cu [ 5

vector propriu corespunzator valorii proprii Ay si 76 vector principal asociat lui ?5.

Observam ca
Ker (T — M1d)* ® Ker (T — My Id)* = Vg,

suma ordinelor celulelor Jordan corespunzitoare unei valori proprii este egald cu multiplicitatea
acelei valori proprii (ca rdddcind caracteristica) iar dimensiunea fiecdrui spatiu propriu V() ne
dd numaérul de celule Jordan asociat fiecdrei valori proprii, deoarece fiecare celuld Jordan core-
spunde unui vector propriu al bazei lui V().

Vom explica in mare ideea demonstratiei teoremei lui Jordan.

Avem nevoie de cateva notiuni noi.

Un endomorfism ¢ € £(V,,) se numeste nilpotent de indice p > 2 dacd ¢? = po---0p =0si
%,_/

p
p este cel mai mic numadr natural > 2 cu aceastd proprietate, unde am notat cu 0 endomorfismul
nul pe V,,.

Propozitia 3 Fie ¢ € £(V;) un endomorfism nilpotent de indice h > 2 si i/ un vector nenul a.i.

"W o) # T. Atunci
{70, (o), - ,¢h71(70)}

e sistem de vectori liniar independent.



Fie o; € K a.l. a170+a2¢(70)+a3¢2(70)+---+ah<ph_1 0 )= 6>

0 Aplicadm acestei relatii
: h—1 . h h—1 It h—1 o
endomorfismul ¢"~*. Folosind ¢" = 0, avem aj¢ (70) = 0. Deoarece ¢ (70) # 0,
cisducem oy = 0. Inlocuim in relatia initiald si avem aop( o) + ase?(Wo) + - -+ ane" (o) =
0.
.o . h—2 .« . h—1 — . o .
Aplicam din nou ¢"~“si obtinem as¢ (70) = 0, deci az = 0. Repetdm rationamentul
péand cand ardtdm ca toti scalarii «; sunt nuli.

Ideea de bazd a demonstratiei teoremei lui Jordan este urmatoarea. Fie Ay, .-, A, € K
rdddcinile caracteristice ale lui T' € £ (V,,), de multiplicitati m1,--- ,m,. Atunci spatiul liniar
V., se poate descompune in sume directe de subspatii liniare de urmaétorul tip.

Vo = Ker (T — M\ Id)"™ & Ker (T — X\ Id)" @ - & Ker (T — A\, 1d)" ,hy > 1,

cu di_m)Ker (T - )\,»Id)hi =m;, Vi€ m si restrictiile endomorfismelor T—\; Id la Ker (T — )\iId)hi,
i € 1, p, sunt fie endomorfisme nule (pentru h; = 1), fie endomorfisme nilpotente de indice h; >2.
Observam ci toate subspatiile Ker (T — A\;I1d)" sunt invariante prin T.

Pentru fiecare valoare proprie A determindm subspatiul propriu V()) si alegem o bazd in
acesta. Dacd dimV(A\) = m, (multiplicitatea lui \) evident lui X ii asociem mj celule Jordan
de ordinul 1. Dacd acest lucru se intdmplad pentru toate valorile proprii ale lui 7', atunci Te
diagonalizabil.

Daca dimV (\) = k < my, atunci lui A ii corespund & celule Jordan, suma ordinelor acestora fi-
ind egald cu m). Addugdm unora dintre vectorii proprii ai unei baze a lui V' (\) vectori principali
asociati din fiecare subspatiu al sirului de incluziuni V' (\) = Ker (T — M d) € Ker (T — X\d)* C
... C Ker (T — \d)" pand ajungem la o bazd in Ker (T' — Al d)" formata din my, vectori proprii
ai lui 7" si vectori principali asociati acestora.

Cum determinam acesti vectori?

Daci U este vector propriu corespunzdtor valorii proprii A, considerdam X matricea coloand
a coordonatelor sale in baza initiald in raport cu care avem matricea A a endomorfismului 7.

Atunci determinarea vectorilor i cu proprietatea T() = A este echivalents cu a rezolva
sistemul scris matriceal (A — A\I,,) X = O,, 1.
Pentru a determina vectorii principali asociati unui vector propriu W, ar trebuie sa gdsim vectorii
Wai T(W)=U+\0 < (T — Md) (W) =« < (A—A,,)Y = X, unde X e matricea coloand a
coordonatelor vectorului propriu @ iar Y e matricea coloana a coordonatelor vectorului principal
W asociat lui .

Dacd dimensiunea lui V(\) este minim doi, nu stim cédror vectori proprii din baza aleasa
in V(\) 1i putem asocia vectori principali, vom determina acest lucru impunand ca sistemul
(A—M,)Y = X sd fie compatibil.

Daca lucram direct cu matrice, teorema lui Jordan poate fi reformulata evident astfel.

Daca A € M,, (K) are toate radacinile caracteristice in K, unde K = R sau K = C, atunci A
este asemenea cu o matrice Jordan.



Exemplificam algoritmul de determinarea a matricei Jordan si a bazei Jordan pe cateva exem-

ple.

Exemplul 1

T e E(R4), T(xl,xQ,a:S,x4) = (2371,301 + 322 + 22 4+ 2t 2® — 2t —at — 2? +2x4).

Deci matricea lui 7" in raport cu baza canonicd B a lui R* este

2 0 0 0
1 3 1 1
A=Ms(M)=1 ¢ o | _1
-1 -1 0 2
Polinomul caracteristic al lui T este
2— A 0 0 0
1 3-a Lo o
-1 -1 0 2— A

Deci A = 2 este raddcind caracteristicd de multiplicitate 4. Ea este reald, deci e si valoare proprie
pentru 7. Din teorema lui Jordan rezultd ca existd o bazd Jordan B’ in raport cu care matricea lui
T este o matrice Jordan.

Determinam V (2).

dim(V (2)) = 4 —rang(A—2I4) = 4 —2 = 2, deci vom cduta doi vectori proprii liniar
independenti corespunzatori valorii proprii A = 2 si acestei valori proprii ii corespund doua
celule Jordan, suma ordinelor acestora fiind 4.

Fie X matricea coloand a coordonatelor unui vector propriu al lui 7', corespunzator valorii
proprii 2, in baza canonicd. Rezultd

1
00U DY (EY (8] [resssen

X
(A—214)X:O4’1<:> 0 0 1 -1 23 = 0 & g3 — gt =0
“1 -1 0 0 2 0 —al —a? =0.

Daci alegem necunoscutele secundare 2! = «, 23 = 3, rangul matricei A — 21, fiind 2, obtinem

V(2) = {(av_a7ﬂ7 _5) l Ct7ﬁ € R}

Céautam doi vectori principali asociati vectorilor proprii ai lui 7'. Nestiind care din vectorii proprii
admit vectori principali asociati, nu fixdim momentan o bazd in V' (2).

Fie Y matricea coloand a coordonatelor unui vector principal al lui 7', in baza canonica.
Rezultd

0 0 0 0 y! a 0 =a
1 1 1 1 y? —a 42?2+ 22+t = -«
A-2))Y =X & = &
( 4) 0 0 —1 -1 yi ﬁ —x?’—x‘l :B
-1 -1 0 0 Yy -5 gl 2 - 8.

Deci o conditie necesard pentru ca acest sistem sd fie compatibil este « = 0. Pentru @ = 0,
sistemul
et +a2+a234+2% =0
—z® — 2t =p @
7.%1 _ .CE2 — *B



are minorul caracteristic nul, pentru orice g real, deci este compatibil oricare ar fi 5.

Fie fi = (1,—1,0,0), fo = (0,0,1,—1) € V(2). Doar f, are vectori principali asociati. Re-
zolvam sistemul (1) pentru 3 = 1. Alegem de exemplu necunoscutele secundare y? = v, y* = 4,
deducem cd multimea solutiilor sistemului (1) pentru 5 = 1 este

Sl :{(1_71’%_5_175) | 7,56 R}

Continudm cu determinarea vectorilor principali asociati lui f5. Fie Z matricea coordonatelor
acestora. Rezulta ca

0O 0 0 0 2! 1 0 =1l-
1 1 1 1 22 v ot +a?+ 28 +at =+
(A-2I,))Z=Y < 0 0 -1 -1 3 5-1 | “ . S - _5—-1
-1 -1 0 0 24 ) gl g2 iy
Pentru v = 1 se verifica imediat ca sistemul

b+ a2+ 23+t =1

-3 -t =-§-1 2

—xt — 22 =4

este compatibil pentru orice J real. B
Alegem din S; vectorul principal corespunzdtor lui v = 1, § = 0, fie acesta f3 = (0,1, —-1,0).
Rezolvam sistemul (2) pentru § = 0 si obtinem multimea solutiilor

Sa={(—¢,6,1 =X\ X)) | e, X€R}.

Alegem f; = (0,0,1,0) € So.

Ne oprim aici deoarece multiplicitatea valorii proprii 2 este 4 si avem deja o baza formatd din
2 vectori proprii si 2 vectori principali asociati.

DecibazaJordaneste B’ = { f; = (1,—1,0,0), fo = (0,0,1,-1), f3 = (0,1,-1,0), f4 = (0,0,1,0)},
cu fi, fo € V(2) = Ker (T — 2Id), fs € Ker (T —21d)?, fi € Ker (T — 21d)°.

Deoarece T (f1) = 2f1, T (f2) = 2f2, T (f3) = fo + 2f3, T (f1) = fs + 2f1, avem matricea
Jordan

2 0 00

L 1211

A=Mp M=\ o ¢ 2 1

00 0 2
10 0 ©
< N < . / 1 -1 0 1 0

Legdtura intre cele doud matrice este A’ = S™"AS, unde S = 0 1 _1 1 | estema

0 -1 0 0

tricea de trecere de la baza B la baza B’.

Am ajuns la matricea Jordan determinand mai intai baza Jordan. Dar existd un algoritm ce
ne ajutd la determinarea directd a matricei Jordan, algoritm ce poatre fi inteles doar daca cititi
demonstratia integrald a teoremei lui Jordan.



Fie I = {AvaloarepropriealuiT | dimV (\) # m(\)} # 0. Pentru fiecare A € I determindm

s;i =n—rang (A— )\In)i =dim (Ker (T - )\Id)i) , i €1k, Spy1 = Sk.

t1=s1,t; =5 —Si—1,1 € 2,k, tj41 = 0.

t; — t;+1 ne dd numadrul celulelor Jordan de ordinul ¢ asociate lui A.

Pentru exemplul anterior, s; = dimV(2) = 2, deci vom avea doud celule Jordan asociate
valorii proprii A = 2, s =4 —rang (A — /\14)2 =4—-1=3,83=589,t1 =81 =2,t0 =59 — 51 =1,
decit; —t; = 1, vom avea o celuld Jordan de ordinul 1. Cum suma ordinelor celulelor Jordan este

4, multiplicitatea valorii proprii, rezultd cd a doua celuld Jordan va fi de ordinul 3. Putem obtine
astfel direct ca

2.0 0 0
|
A=10o0 21

00 0 2

Exemplul 2

Fie T € £ (R*) care are, in raport cu baza canonicd B a lui R*, matricea

0 2 0 -1
1 0 0 O
A= 01 0 O
001 0
Obtinem p(A) = (A —1)* (A + 1)?, deci ridicinile caracteristice sunt \; = 1, A\, = —1, ambele

reale. Deducem cd A este asemenea cu o matrice Jordan, sau cd T poate fi adus la forma canonica
Jordan. Ambele radédcini caracteristice au ordinul de multiplicitate 2.

Pentru A\; = 1 determindm vectorii proprii, rezolvand sistemul scris matriceal

' +222 -z =0

1_ .2 =0
(A-I1,) X =041 & x2 xg Avem

e —x =

3 — =0.

V() ={(o,a,a,a) | « € R}, dimV (1) =1.

Deci valorii proprii A; = 1 i asociem o celuld Jordan de ordinul 2, deci orice vector propriu va
avea un vector principal asociat. Alegem de exemplu f; = (1,1,1,1) € V(1). B
Fie Y matricea coloand a coordonatelor unui vector principal al lui T, asociat lui f;. Avem

-yt 2P -yt =1

1_,2 =1
A-L)Y=xa’ Y

Y-y =1

v -y =1L

Multimea solutiilor acestui sistem este S; = {(3+ 3,2+ 3,1+ 3,8) | 3 €R}. Alegem fo =
(3,2,1,0) € Ker (T — Id)® vector principal asociat vectorului propriu f;.



Proceddm similar pentru valoarea proprie A\ = —1. Rezolvand sistemul (A + I4) X = O4;,
obtinem

V(_l) = {(’V» =7 _’Y) | 7€ R}a dsz(—l) = ]-7

deci valorii proprii A2 = —1 ii asociem o celuld Jordan de ordinul 2, deci orice vector propriu va
avea un vector principal asociat. Alegem de exemplu f3 = (1,—1,1,—1) € V(-1).

1
-1
1
-1
Sy ={(-3-16,2+0,-1—0,6) | 6 € R}. Alegem f, = (=3,2,—1,0) € Ker (T + Id)°.

Rezolvand sistemul (A — I,) Y = X, pentru X = , deducem multimea solutiilor sale

Inraportcubazajordan B’ = {f; = (1,1,1,1), f> = (3,2,1,0), fs = (1,—1,1,-1), fa = (=3,2,-1,0)},
matricea lui T este

11 0 0 13 1 -3
, | 01 0 0 ' a1 |12 -1 2
A= 0 0 -1 1 , A =5748, 5= 11 1 -1
00 0 -1 10 -1 0
Exemplul 3

FieT € E(R3), care are, in raport cu baza canonica B a lui R3, matricea
1
A= 2 0 2 |,pN)=-A(A-2)>.
1

Deci T are doud rddédcini caracteristice, una simpld, A\; = 0 si una dubld, A\ = 2, ambele reale.
Deoarece dimV (0) = 3 — rangA = 1, deducem ci lui A; = 0 1i corespunde o celuld Jordan de
ordinul 1, adici (0).
Analog, dimV (2) = 3 —rang (A — 2I3) = 1, deci silui A2 = 2 ii corespunde o celuld Jordan de
ordinul 2. Deci matricea Jordan asemenea cu A este

Al =

o O O
o N O
N = O

BazaJordanva fi B’ = {fl, fo, fg}, cuf, €V(0), f2€V(2),fs € Ker (T — 2Id)2,vector principal
asociat lui fo.
Obtinem
V(0) ={(—a,a,a) | a € R}, V(2) ={(b,b,b) | beR}.

Alegem f; = (=1,1,1), fo = (1,1, 1). Pentru a determina pe f3 rezolvam sistemul
1
(A—20)v = [ 1
1

si alegem una dintre solutiile sale, de exemplu f3 = (0, 3, 4).

Exemplul 4



Fie Fie T € L(R®), care are, in raport cu baza canonicd B a lui R®, matricea

0 1 0 0 0

0 O 1 00

A= 0 0 0 1 0

0 O 0 0 1

1 -1 -2 2 1
Avem p(\) = — (A — 1) (A + 1)?, deci radicinile caracteristice sunt \; = 1, Ay = —1, ambele

reale, \; de multiplicitate 3, iar Ay de multiplicitate 2.

V(1) =5—rang (A—I5) =5—4 =1, decilui \; ii corespunde o celuld Jordan de ordinul

dim
1

3,10

0

10
1 1
01
dimV(=1) =5 —rang(A+1I5) = 5 —4 = 1, deci si lui A3 ii corespunde o celuld Jordan de
ordinul 2, ( _01 _11 ) Deci matricea Jordan este

=

I
cocoo o~
coor
ocorRR~,O

Baza Jordan este deci de tipul B" = {f1, f2, f3, fa, f5}, cu fi € V(1), fa, f3 vectori principali
asociati lui f1, mai exact f, € Ker (T — 1d)*, fs € Ker (T — 1d)°, fs € V(-1), fs € Ker (T + Id)*
vector principal asociat lui fy.

Determinam
V(1) ={(a,a,a,a,a) | a € R}.

Pentru a determina pe fo, rezolvdm sistemul (A — ;)Y = . Observam cd acest sistem

Q@ 2 2 g 2

este compatibil pentru orice a real. Alegem a = 1. Multimea solutiilor sistemului este &; =
{(b—4,6—-3,0—2,b—1,b) | b€ R}. Alegem de exemplu b = 0, deci fo = (—4,-3,-2,-1,0).
—4
. -3
Pentru a determina pe f3 rezolvam sistemul (A — I5) Z = —2 |, multimea solutiilor sale este
-1
0
Sy ={(c+10,c+6,c+3,c+1,c), c € R}. Alegem ¢ = 0, deci f3 = (10,6, 3,1,0).
Proceddm analog pentru fy, f5, obtinem f; = (1,—1,1,—1,1) € V(-1), f5 = (—4,3,-2,1,0) €
Ker (T + Id)*.

Exemplul 5 Aducerea unui endomorfism de spatii liniare la forma canonica Jordan ajuta, de
exempluy, la determinarea lui 7. Stim cd A’ = S~1AS, deci A" = S (A’)" S~!, unde S e matricea
de trecere de la B la B'. Este suficient sd calculdm (A’)". Pentru n = 2, 3 formula se deduce usor,
de la caz la caz, calculand cateva puteri consecutive ale lui A’, intuind formula de calcul pentru
n natural arbitrar si demonstrand-o prin inductie.



in cazul exemplului 3 avem

0 0 0 0 0 0 0 0 0
AyY=10 22 2.2 |,Aa?=(0 28 3.22 |, )" =0 2¢ 4.2
0 0 22 0 O 23 0 O 24
Demonstam prin inductie ca
0 0 0
(A*=10 27 n-277!
0 0 A
-1 1 0
Inlocuind S=| 1 1 3 | in A»=5(A)"S~', obtinem A".
1 1 4

Pentru n din ce in ce mai mare, e util s retinem formula de calcul urmétoare, pentru ridicarea
la putere a unei celule Jordan de ordin arbitrar k, formuld ce se demonstreaza prin inductie
matema_tica.

A 1 0 0 AP CIan=lo o2 =2 L Okl znokA
0 A 1 0 0 A" Cian=t ... Ck=2)\n-k
0 0o - A 1 0 0 e A" Clyn—1
0 - - 0 A 0 .. - 0 A"
A 1 0 ™ n/\nfl n(n272) )\n72
Atunci, pentru J = 0 X 1 = J" = 0 ™ nA" 1 , exact cum am
0 0 A 0 0 A"

obtinut in exemplul anterior.

Am vazut cd in ipotezele teoremei de diagonalizare sau ale teoremei Jordan avem o serie
de subspatii liniare invariante prin 7. Dar dacd un endomorfism de spatii liniare nu are nici o
raddcind caracteristicd in K? Evident acest lucru este posibil doar pentru K = R. Ce putem
spune in acest caz despre subspatiile invariante prin 7?

Propozitia4 Fie T € L(V,), cu V,, un spatiu liniar real. Presupunem cd T nu are nici o ridicind
caracteristicd reald. Atunci V,, contine cel putin un subspatiu doi dimensional invariant prin T.

Demonstratie

Fie A = Mp(T), A = a +if € C\R o rddécina caracteristicd a lui 7. Rezultd cd ecuatia
matriceald AZ = \Z are si solutii nenule in M,, 1 (C). Fie Zy = X, +1Y} o astfel de solutie nenuld,
Xo, Yo € Mn,l(R)-

Atunci

AXy = aXo— BYo,

3
AYy = BX, + aYo. ®)

AZy =22y = A (Xo + ZYO) = (a + Zﬁ) (XO + ZYQ) = {
Fie g, 0o vectorii ce au In baza B matricele coordonatelor Xy, respectiv V;. Sistemul (3) este
echivalent cu
T'(up) = atip — By,
T(’l_)o) = 6710 + avg.
Deducem ca U = [ug, U] este invariant prin 7. Se poate demonstra prin reducere la absurd ca
o, Do sunt liniar independenti.



2 Poninoame de matrice. Teorema lui Hamilton Cayley

Fie V,, un K- spatiu vectorial n dimensional si un polinom f € K[X], f = ax X" + a1 X*1 +
-+ + a1 X 4 ap. Acestuia i se poate asocia un polinom de matrice, respectiv un polinom de
endomorfisme:

f(A) = arA* + a1 AP 4 ai At agl,, A€ M, (K),
F(@) = are® + ar 19"+ +arp +aold, o € L(Va).

Am notatcu ¢? = popo---o, I, € M,(K) matricea unitate de ordin n, Id € L(V,,) endo-
—_——

pori
morfismnul identitate pe V,,.

Teorema 5 (Cayley-Hamilton) Daci A € M., (K) si p este polinomul caracteristic al lui A, p(\) =
det (A — AI,), atunci p(A) = O,,.

Pentru orice matrice pétraticd de ordinul n stim cd X X* = (detX) I,,, unde X* este matricea
adjunctd a lui X. Luand X = A — A[,, obtinem

(A — \I,,)" este o matrice de ordinul n ale cdrei elemente depind de A. Putem si scriem aceastd
matrice ca un polinom in A, de grad n — 1, cu coeficientii matrice de ordinul n. Presupunem ca

(A= ML) =B, i \" '+ B, oA" 244+ BiJA+ By, Bic M,(K), icOn—1. (5

Presupunem
p()\) — (_1)n ()\n _ 61)\n—1 4 62)\”_2 4 (_1)n6n) . (6)

Inlocuim (5) si (6) in (4) si identificAm coeficientii lui A:

(A=) (Bnoa AN 4 By oA 24 o £ BiIA+ Bo) = (=1)" (A" = S AL+ A 24 (-1)6,) I, =

ABy = 6,1, |1,
ABy — By = —0n-11, |-A
ABy — By = 6, oI, |-A®
ABn,1 — Bn,Q = (_1)71—1511' +n |'An_1
—Bp1= (*l)nln |'An
Inmultind convenabil relatiile de mai sus respectiv cu I,,, A, A%, - -- | A", adunand relatiile obtinute,
observam ci toti termenii din membrul sting se reduc iar in membrul drept regasim p (A) . In

final avem
0, = p(A).

Evident putem formula teorema in termeni de endomorfisme liniare.

Teorema 6 Fie T € L(V,,), p polinomul siu caracteristic si Oy endomorfismul nul al lui V,,. Atunci
p(T) = Ov.
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Teorema se demonstreaza folosind izomorfismul intre spatiile liniare £(V},) si M,,(K) si teo-
rema lui Cayley - Hamilton.

Propozitia 7 Fie A € M,,(K). Atunci orice polinom de matrice de grad > n, q(A), asociat lui A, poate
fi exprimat printr-un polinom de matrice de grad cel mult n — 1.

Inlocuind (6) in p(A) = O,,, rezulti
A" = 61An_1 _ 62An_2 R (_1)n+16n—[n' (7)

Deci
Antl S A" — 52A"—1 R (—1)"+1(5nA. 8)

Inlocuind (7) in (8) exprimdm A" *! ca un polinom de matrice de grad cel mult n — 1.
Analog, in expresia lui A", p > 2, exprimdm A", A"*1 ... A"TP~1 ca polinoame de ma-
trice de grad cel mult n — 1.

Aplicatie
Fie
1 2
A= -1 1
0 1

O o O

Exprimati A® si A~! ca polinoame de matricea A de grad maxim 2.

Determindm polinomul caracteristic al lui A si folosim teorema Cayley - Hamilton.

p(A) = =X+ 202 — XA —2 = A3 = 242 — 24 — 2[;. Atunci A* = 243 — 24% — 2A =
2 (242 — 2A — 2I3) — 2A% — 2A = 2A% — 6A — 4.

Analog A® = 2 (24% — 2A — 2I3) — 6A% —4A = —2A% — BA — 4I;.

Pentru determinarea inversei lui A rescriem p(A4) = 0 ca
— AP+ AP - A= A(—3A2+ A—1I3) =I3.Deci A™! = —J A% + A —Is.
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