Recapitularea unor notiuni de algebra din materia de
liceu

Oana Constantinescu, Lucian Maticiuc

Acest material este o adaptare si completare a notelor de curs ale domnului Conf. Dr. Lucian
Maticiuc. Se recapituleazd o serie de notiuni de algebra necesare intelegerii materiei noi, legata
de spatiile liniare.

1 Matrice si determinanti. Sisteme de ecuatii liniare

Cei interesati sd aprofundeze aceastd materie, pot folosi ca material bibliografic - Mircea Ganga,
Matematica, Manual pentru clasa a XIa, trunchi comun si curriculum diferentiat (4 ore), edi-
tura Mathpress, Ploiesti, 2006

1.1 Matrice si determinanti

Definitia 1 Fie m,n € N*. Se numeste matrice reald cu m linii si n coloane (si se va numi matrice
de tip (m,n)), o aplicatie de la {1,2,--- ,m} x {1,2,--- ,n} la R, care asociazd fiecdrei perechi (i, j) cu
i€ 1,m, j € 1,n un unic numdr real notat a;;. Se foloseste notatia

ail a2 N A1n,
a1 as2 N ao2n
A = . . . . sau A = (a,;vj)iem .
NISRD
Am1 Qm2 oo Qmn

Notdm multimea tuturor matricelor reale de tipul (m,n) cu M, »(R). Numerele a;; cui =
1,m, j = 1,n se numesc elementele matricei.

Fie A € M,, »(R). Dacd m = n, atunci matricea A se numeste matrice pitratica iar M,, ,,(R)
se va nota prin M,,(R). Dacd m = 1, atunci matricea A se numeste matrice linie,

A:(all aiy ... aln)

iar dacd n = 1, atunci matricea A se numeste matrice coloans,

Gm1

Bineinteles, dacd elementele matricei sunt numere complexe, 0 numim matrice complexa si
multimea tuturor matricelor complexe de tipul (m,n) se noteazd cu M,, ,,(C). Corpurile nu-
merelor reale, respectiv complexe, pot fi inlocuite cu un corp arbitrar. Dar noi ne limitam la
cazurile matricelor reale si complexe in acest curs.

Spunem cd A este matricea nuld dacd are toate elementele 0. O notam O,, ,, sau O,,.



Matricea pédtratica

1 0 0

0 1 0
In = .

0 0 1

se numeste matricea unitate de ordinul n.

Definitia 2 Prin suma a doud matrice A, B € M,, »(R) intelegem o noud matrice C = A+ B €
M n(R) ale ciirei elemente sunt suma elementelor corespunzitoare din cele doud matrice. Astfel, daci
A = (aij)ictm 5i B = (bij)ietm » atunci C = A + B este definitid de C = (¢ j);c7m CU

JELN JELN JjeEl,N

cij = ai; + by, i €l,m,jeln.

Teorema 3 Multimea matricelor reale (complexe), impreund cu adunarea matricelor, are structurd de
grup comutativ. Adicd au loc urmdtoarele proprietiti.

(@A+B =B+ A VYA B € Myn(R);

(B)(A+B)+C = A+ (B+C), VA, B € Myn(R);

(A + O = A, YA € My (R):

() VA = (aij)ictm» 3(—A) = (=i j)ictm ai- A+ (=A) = Oppn.

JELN JELN

Definitia 4 Prin produsul matricei A € M, »(R) cu scalarul oo € R se intelege o noud matrice, de
acelasi tip, obtinutil prin inmultirea tuturor elementelor lui A cu scalarul o Astfel daci A = (a; j);c1m
JeLn

iar o € R este un scalar oarecare, atunci oA este definiti de

aall aal2 . AQ1np
(670558 aa922 e [6705,7°%
oA = . . . : = (i )=t -
j=1ln
AAm1 Am2 e Qmn,

Teorema 5 [nmultirea matricelor cu scalari are urmditoarele proprietiiti.

(a)a(A+ B) = aA+aB,VA,B € M, »(R), Ya €R;
) (a+ B)A =aA+ A VA € My, n(R), Yo, B €R;
(c)a(BA) = (ap)A, VA € My n(R), Yo, 5 €R;
(d)1A = A, VA e My, »(R).

Remarca 6 Din proprietitile enuntate in ultimele doud teoreme deducem cd multimea matricelor reale,
inzestratd cu adunarea matricelor si inmultirea matricelor cu scalari reali are o structurd de spatiu liniar
(vectorial) real.

Definitia 7 Prin produsul matricelor A = (a; ;);c17 € Mmn(R) $i B = (bj k) c17 € Mnp(R) se
j€Ln kelp
intelege o noud matrice C = (¢; 1) ;e7m = ADB, ale ciirei elemente sunt date prin:
kelp

n

Cik 1= Zaijbjk, i1el,n, kelp.
=1




x x

Exercitiul 8 FieA=(a b ¢ )siB=| y |.AtunciAB=(a b ¢ )| y | =(az+by+cz)
z z

este o matrice de tipul (1,1) si

T ar bx cx
BA=| y ( a b c ) =\ ay by cy
z az bz c¢z

este o matrice de tipul (3,3).

Exercitiul 9 Fie A = ( _} (1) > siB= ( ; _(1) > Calculati AB si BA. Calculati i Al si I3 B.

Remarca 10 [nmultirea matricelor nu este comutativd. Astfel, daci A, B € M,,(R), atunci se pot efectua
produsele AB si BA, dar existd exemple, asa cum am vizut, pentru care AB # BA.

100
Exercitiul 11 Fie A = 1 1 0 |. Calculati A, unde n € N* (matricea A™ este, prin definitie,
1 1 1
A=A A-...-A)
—_—
de n ori

Exercitiul 12 S se efectueze diverse operatii cu urmitoarele matrice:

71
2 0 -1 3 5 -5
=05 A ) ) (B )= (7))

Teorema 13 Fie trei matrice A, B si C arbitrare astfel incit tipurile lor permit efectuarea operatiilor
indicate mai jos si o € R arbitrar. Atunci au loc urmdtoarele afirmatii:

(a) A(BC) = (AB)C; (b) A(B+C)=AB+ AC;
(¢) (B+C)A=BA+ CA, (d) «a(AB) = (aA)B = A(aB);
(e) I,A=AI,=A

(amconsiderat la (e) cii A e matrice de tipul (m,n).

Remarca 14 Deoarece multimea matricelor patratice reale de ordinul n, impreund cu adunarea matricelor,
are structurd de grup abelian, inmultirea matricelor pdtratice este asociativd, admite element neutru (ma-
tricea unitate) si este distributivd fatd de adunarea matricelor, spunem ci (M,,(R), +, -) este un inel unitar
necomutativ.

Teorema 15 (Reguli de calcul pentru matrice care comutd) Fie A, B € M,(R) doud matrice cu propri-
etatea ci AB = BA. Atunci au loc urmdtoarele afirmatii:

(a)A™B™ = B"A™, ¥Ym,n € N*;
(b)A* — B* = (A—B) (A" ' + A" 2B+ AF3B? + ... 4+ AB* 2 + B*) | Vk e N¥;

(€)(A+B)"=> CFA"*B* ¥neN,n>2.
k=0



Definitia 16 Pentru o matrice A € M., »(R) se numeste transpusa matricei A (si o vom nota prin A*)
matricea obtinutd prin interschimbarea liniilor si coloanelor lui A, adici

aill a1 N am1
‘ ai2 a2 . Am2
At = . . . . S Mn,m(R)-
A1p A2 ... Amn
1 -2 3
Exercitiul 17 Fie A = 4 0 —2 |.Scrieti A®.
-3 1 )

Teorema 18 Fie doud matrice A, B arbitrare astfel incit dimensiunile lor permit efectuarea operatiilor
indicate mai jos i o € R. Atunci au loc urmdtoarele afirmatii:

(a) (AN =4 (b) (ad)’ = adk
(¢) (A+B)' = A+ B (d) (AB)" = B'A".

Definitia 19 O matrice pitraticd A care are proprietatea ci A = A* ( respectiv —A = A') se numeste
matrice simetrici ( antisimetricd ).

Definitia 20 Fie o matrice pitraticdi A € M, (R). Se numeste determinantul matricei A, si se noteazi
cu det A sau cu | A|, numdrul real definit recurent in modul urmditor:

(a) dacd n = 2, atunci

ai; G612
a1 G22

det A =

1= a11G22 — (12021,

(b) dacd n > 2, atunci
detA = Z(*l)l+ia1¢Dli = a11D11 — 6112D12 =+ 4 (—1)1+”a1"D1n s
=1

unde Dy; este determinantul matricei pdtratice de ordinul n — 1 obtinutd prin eliminarea primei linii si a
coloanei i din matricea A, pentru i = 1, n.

Remarca 21 Prin definitia de mai sus, calcularea unui determinant de ordin n se reduce la calcularea a n
determinanti de ordin n — 1.

Remarca 22 [n cazul particular A € M3 (R) obtinem:

ailp a2 ais

1+1 a22 Aa23 1+2 a1 az3 143 az1 a2
azi aze a3 | = (=1)" an +(=1) a +(=1)"" a3

azz2 ass asy ass asp as2

asp asz2 ass

a22 A2 a21 a2 az1 a2

= an 5 —ans S+ ais
az2 Aass a3y ass a3y  as2

Pentru n = 3 se obtine requla lui Sarrus (copiind primele doud linii sub matricea A):

a1 a2 ais a1 a2 Q13
a21 Q22 a3 | = | G21 Q22 423 | =
az1 asz ass az1 a32 a33

aix a2 a13
a21 G22 Q23

= (11022033 + A21032013 + 431012023 — 13022031 — Q23032011 — G33A12021-




Remarca 23 [n definitia de mai sus de calcul a unui determinant s-a considerat dezvoltarea dupi prima
linie, dar se poate considera (in mod echivalent) si dezvoltarea dupi orice altd linie sau coloand.

Numdrul A;; = (—1)"9 D;; se numegste complementul algebric corespunzitor liniei i si coloanei
j, pentru i,j = 1,n. Mai precis, in matricea A, suprimam linia i si coloana j si obtinem o matrice de
ordin (n — 1) al cirei determinant este D;.

Folosind complementii algebrici corespunzitori unei linii sau unei coloane, putem calcula determinan-
tul unei matrice printr-o formuld asemdnditoare celei din definitie, dezvoltdnd dupd o linie sau coloand
oarecare a matricei.

Teorema 24 Fie A € M, (R). Atunci pentrui,j € {1,2,...,n} fixati avem:

n
det A = ainAix = anAi + ainAiz + -+ + ain Ain
k=1

I
NE

akj Ay = arjArj +agjAoj + -+ anjAng

=
Il
—

unde Ay, este complementul algebric corespunzitor liniei i si coloanei k.

12 -1 0

- ) -11 0 1
Exercitiul 25 Calculati det A, unde A = 11 1 1
-2 1 0 -1

Este avantajos si considerdm dezvoltarea dupd a treia coloand deoarece confine doud zerouri. Astfel

_1 ? (1) ? -1 1 1 12 0
det A = == (=] 11 1 |+=D)*Pol 11 1
Lot —2 1 -1 -2 1 -
-2 1 0 -1
1 2 0 2 0 -1 1 1 1 2 0
+(-)*P1 -1 1 1|+l -1 1 1 == 11 1|+|-11 1]|=
-2 1 -1 1 11 -2 1 -1 -2 1 -1
_ L 1 241,11 341 11
—— (0" en] e e )
ST 1 1 142 1 1 143 -1 1
+<( 1) 1’ 1 -1 ‘+( 1) 2‘ o 1 +(=1)""70 9 1
1 1 1 1 11 1 1 -1 1
=Gl e (n =] ) mmeee
Teorema 26 Pentru orice matrice A = (ai;); ;o1 determinantul ei se poate calcula astfel:

det A = Z e(O')a’la(l)a2a(2) ©Qno(n),
o€ES,

unde S,, reprezinid multimea permutdrilor de ordinul n si (o) este signatura permutirii o.

Observam cd in fiecare termen al sumei de mai sus intrd un singur element de pe fiecare linie
si fiecare coloand a matricei al cérei determinant il calculam.

Teorema 27 Fie A, B € M,,(R), arbitrare. Atunci au loc urmdtoarele afirmatii:
(a) det A* = det A;
(b) det (AB) = det A - det B;



(c) dacd matricea B este obtinuti prin inmulfirea unei linii a lui A cu un scalar o € R, atunci
det B = adet A.

d) det («A) = o™ det A.

)

(

(e

(f) dacd matricea A are doud linii (sau doud coloane) egale sau proportionale, atunci det A = 0;
(9)

dacd matricea A are o linie (sau o coloand) formatd numai din zerouri, atunci det A = 0;

g) dacd matricea B este obtinuti prin addugarea la o linie a lui A a unei alte linii inmultitd cu un scalar,
atunci
det B = det A4;

(h) dacid matricea B este obtinutd prin interschimbarea a doud linii ale lui A, atunci

det B = —det A;

"
177

l
137

j € 1,n, notdnd cu

respectiv a;;, avem

(¢) daci pentru o matrice A, elementele liniei ise scriu sub forma a;; = a;; + a
A’, A" matricele obtinute din A prin inlocuirea elementelor liniei i cu elementele a
det A = det A’ + det A”.

Remarca 28 Proprietitile (g), (h) si (i) enuntate mai sus rdmdn valabile dacd operatiile precizate se
efectueazi asupra coloanelor matricei A.

Definitia 29 O matrice pitratici A € M,,(R) se numeste nesingulardi dacii are determinantul nenul, si
se numeste singulard daci are determinantul nul.

Definitia 30 Spunem ci o matrice patratici A € M,,(R) este inversabild daci existi o matrice notati
A~ € M,,(R) (numitid matricea inversd a lui A) cu proprietatea ci

AA Y =A"tA=1,,
unde I,, este matricea unitate de ordinul n.

Teorema 31 O matrice pitratici A € M, (R) este inversabili dacii $i numai dacd este matrice nesingu-
lard. In acest caz, inversa acesteia este datd de formula:

1
-1 A*

T detA

unde A* se numeste matricea adjunctd a lui A si este definiti de

A11 Agl c Anl

Arp Axx ... Ap
A" = ) ) .

Aln A2n v Ann

iar A;; este complementul algebric corespunzitor liniei i gi coloanei j.

Remarca 32 Adjuncta A* se obtine inlocuind fiecare element al lui A* prin complementul siu algebric;
mai precis, in matricea A', suprimdam linia i gi coloana j si obtinem o matrice de ordin (n — 1) al cdrei
determinant este D;;, iar A; j := (—1)""7 D;; este complementul algebric al elementului a; ; .

1 2

Exercitiul 33 Fie A = ( 3 4

). Calculati det A, A, A* si A=1.

1 4 =2
. _ . -1 _ =
Vom obtinedet A = —2si A~! = 5 ( 31 )



Exercitiul 34 Fie A = . Calculati det A, A*, A* si A=

W = N
— o =
NN~

-2 -1 2
Vom obtinedet A = 1gi A=! = A* = 4 1 -3
1 1 -1

Definitia 35 Fie A € M, »(R) si p < min(m, n).
(a) Se numeste minor de ordinul p al matricei A, orice determinant de ordin p al unei matrice obfinute
prin intersectarea a p linii si p coloane din A;

(b) Se numeste rangul matricei A (si se noteazd cu rang (A)), ordinul maxim al minorilor nenuli ai lui
A.

Remarca 36 Prin urmare, r < min(m,n) este rangul matricei A dacii aceasta are un minor de ordin r
nenul si toti minorii de ordin mai mare decit r (daci existi) sunt nuli.

Remarca 37 Operatiile care pdstreazd rangul unei matrice se numesc transformdri elementare si sunt
urmdtoarele:

- inmultirea unei linii (coloane) cu o constantd nenuld

- interschimbarea a doud linii (coloane)

- adunarea unei linii (coloane) inmultitd cu o constantd la o alti linie (coloand).

Remarca 38 Pentru calculul rangului unei matrice se foloseste teorema lui Kronecker:

dacd intr-o matrice A € M,,, ,(R) existd un minor de ordin r < min(m, n) nenul gi toti minorii
de ordin (r + 1) ce se pot forma cu acestia, prin bordarea cu elementele unei noi linii si ale unei
noi coloane sunt nuli, atunci rang (A) = r.

1 2 -1 0
Exercitiul 39 FieA=| 2 1 1 1 |.Calculatirang(A).
1 -1 2 1
1 9 1 2 -1 1 2 0
AQZ‘Q 1‘:—37AO§1A3: 2 1 1 |=0siA,=]2 1 1]|=0,deci
1 -1 2 1 -1 1
rang (A) = 2.
1.2 Sisteme de ecuatii liniare
Definitia 40 Se numeste sistem de ecuatii liniare un sistem de forma
1121 + @122 + -+ A1pTp =b
a21%1 + aga2 + -+ A2 Ty, = bo
1
Am1T1 + Q2T + -+ QmnTn, = by

Definitia 41 Matricele formate cu ajutorul coeficientilor sistemului

ail a2 N A1n, ail a2 . A1n bl

a21 as2 . aon _ a21 as2 e ao2n bQ
A= , A=

Gm1  Gm2  --- Gmn Aml Gm2  --- Gmp bm

se numesc matricea sistemului, respectiv matricea extinsd a sistemului.



Remarca 42 Sistemul (1) este un sistem algebric liniar de m ecuatii cu n necunoscute. Folosind notatiile

precedente, acesta se poate scrie sub forma restrdnsd (matriceali)

a1 a2 ... Qin Z1 b1
a21 as2 N a2n T2 b2
= . < AX = B,

aml Am2 ... (mn Tn bm
I bl
To b2

t .
unde X := ) =(x 22 ... xn ) €My (R)iarB:= ) =(b b

Tn bm

M1 (R) reprezinti matricea necunoscutelor si, respectiv, matricea termenilor liberi.

Propozitia 43 Daci A este matrice pitraticd nesingulard, atunci solutia sistemului este dati de

X =A"'B.

Definitia 44 Dacd toti termenii liberi sunt nuli, ie. B = Opq (b = by = -+

sistemul se numeste omogen.
Definitia 45 Dacid B # Oy, 1, atunci sistemul se numegte neomogen.

Definitia 46 (a) Rangul matricei A se numegte rangul sistemului.

=b,, = 0), atunci

(b) Dacd existid numerele reale x1, o, . . ., x, € R care verificd ecuatiile sistemului (1), spunem ci n—uplul
(z1,22,...,2n,) € R™ este o solutie a sisternului (1).
Remarca 47 A rezolva un sistem de ecuatii inseamnd a gisi solutiile (z1,z2, ..., z,) € R™.

Definitia 48 (a) Sistemul (1) este compatibil daci admite cel putin o solutie.
(b) Sistemul (1) este incompatibil daci nu admite nici o solufie.

(c) Sistemul (1) este compatibil determinat daci admite o singurd solutie.
(d) Sistemul (1) este compatibil nedeterminat daci admite mai multe solutii.

In cazul in care numadrul ecuatiilor este egal cu numdrul necunoscutelor (m = n), pentru

rezolvarea sistemului se poate folosi regula lui Cramer

Teorema 49 (Regula lui Cramer) Fie sisterul cu n ecuatii si n necunoscute

a1171 + a12T2 + - -+ 1Ty = by
a21%1 + A22T2 + -+ + a2y, = b
Ap1T1 + Ap2To + - - + AppTyn = bn

Dacd det A # 0, atunci sistemul este compatibil si are solutia unici datd de

Dy Do D,
xrT1 = —.2 :7._.1‘”:7’
'Y p'?T prv D

)

unde D = det A, iar D, este determinantul matricei obtinutd prin inlocuirea in matricea A a

coloanei i cu coloana termenilor liberi, pentrui = 1,n.



Exercitiul 50 Si se rezolve sistemul:

r+2y+3z =10

2r—y+2z =5
TH+Yy—=2 =4
Rezolvare:
1 2 3 ~ 1 2 3 10
Scriem A= 2 -1 1 |siA=| 2 -1 1 5 |.Observimcidet(A) =15 # 0,
1 1 -1 1 1 -1 4
deci sistemul are solutie unici dati de requla lui Cramer. Calculidm
10 2 3 1 10 3 1 2 10
Di=| 5 -1 1|=45 Dy=|2 5 1|=30 Dy=]2 5|=15
4 1 -1 1 4 -1 1 1 4

si deci
1
(.13, Y, Z) = B (4573(), 15) = (37 2a 1) .

Definitia 51 Fie r = rang (A) < min{m,n}. Se numeste minor (determinant) principal al sis-
temului (1), orice minor de ordin r nenul al matricei A.

Definitia 52 Fier = rang (A) < min {m,n}. Se numeste minor (determinant) caracteristic asociat
minorului principal, orice minor de ordin (r + 1) al matricei extinse A obtinut prin bordarea minorului
principal cu elemente ale uneia dintre liniile ridmase si ale coloanei termenilor liberi corespunzitori.

Remarca 53 Ecuatiile si necunoscutele corespunzitoare minorului principal se numesc ecuatii si, re-
spectiv, necunoscute principale, celelalte numindu-se necunoscute secundare.

Teorema 54 (Kronecker-Capelli) Sistemul (1) este compatibil dacd si numai dacd matricele A
si A au acelagi rang, adici rang (A) = rang (A) .

Teorema 55 (Rouche) Sistemul (1) este compatibil dacd si numai dacd toti minorii caracteristici
sunt nuli.

Remarca 56 [ntrucit matricea extinsi A este obtinutd prin adidugarea unei coloane la matricea A, in

general avem ci rang(A) < rang(A). Asadar un sistem este incompatibil dacd prin addugarea coloanei
termenilor liberi se mdreste rangul matricei.

Remarca 57 [n concluzie, notand cu r := rang(A) si cu m si n numdrul de linii, respectiv de coloane ale
sistemului, au loc urmdtoarele cazuri:
(a) Dacd r = m, atunci sistemul este compatibil si atunci:

(a1) Dacii m = n, atunci sistemul este compatibil determinat (si atunci solutia sistemului se obtine
aplicand requla de calcul a lui Cramer).

(a2) Dacd m < n, atunci sistemul este compatibil nedeterminat si admite o infinitate de solufii (si
atunci solutiile sistemului se obtin parametrizand necunoscutele secundare si rezolvind sistemul format
din ecuatiile principale si necunoscutele principale).

(b) Daci v < m, atunci aplicim teorema lui Kronecker—Capelli sau teorema lui Rouche.

Remarca 58 Deci
compatibil determinat daci: ~ rang(A) = rang(A) = n,
Un sistem este { compatibil nedeterminat daci: rang(A) = rang(A) < n,
incompatibil dacd: rang(A) < rang(A),

unde n este numdrul de necunoscute.



Remarca 59 Practic: se scriu matricele A gi A si se calculeazi rangul lor. Daci rang(A) < rang(A),
atunci sistemul este incompatibil. Daci rang(A) = rang(A), atunci sistemul este compatibil.

Acum, dacd rangul obtinut este egal cu numdrul de necunoscute, atunci sistemul este compatibil de-
terminat cu solutia dati de requla lui Cramer.

Dacd rangul obtinut este mai mic strict decdt numdrul de necunoscute, atunci sistemul este compatibil
nedeterminat; pentru a gisi solutia, determindm, folosind minorul principal (cel care di rangul), ecuatiile
principale si necunoscutele principale. Celelate necunoscute se vor numi secundare si se vor renota cu
alte litere (vor deveni parametri), urmand ca necunoscutele principale si se determine in functie de aceste

necunoscute secundare.

Exercitiul 60 S se rezolve si si se discute sistemul:
r—4y—3z=1
—3x+ 12y — 32 =2

Rezolvare:
Scriem mai intdi matricea sistemului si matricea extinsd:

1 -4 -3 T 1 -4 -3 1
A‘(—3 12 —3)’A_(—3 12 -3 2>'
Observiim cii rang (A) = rang (A) = 2, deci, conform teoremei lui Kronecker—Capelli, sistemul este
compatibil dar nedeterminat (admite o solutie dar aceasta nu este unici). Determinantul principal (cel
1 -3

-3 -3
principale, iar y este necunoscuta secundard. Vom nota y = « si rescriem sistemul sub forma

care dd rangul) este Ay = = —12 # 0, deci necunoscutele x gi z sunt necunoscutele

T — 3z =14+4o
—3r—3z =2-—12«

care are solutia (z, z) = (4o — 1/4, —5/12), deci multimea solutiilor sistemului initial este
{4 = 1/4,,—5/12), o € R}.

Remarca 61 [n cazul particular al sistemelor liniare si omogene avem urmiitoarele concluzii:

(a) Un sistem liniar omogen este intotdeauna compatibil, el admitdnd cel putin solutia banali X = O, i.e.
T =9 = -+ = x, = 0. Evident rang(A) = rang(A).

(b) Un sistem liniar omogen admite si alte solutii (diferite de cea banalit) dacd si numai dacid rang(A) este
mai mic decdt numdrul de necunoscute.

(¢) Prin urmare, un sistem liniar omogen in care numdrul de ecuatii este egal cu numdrul de necunoscute

admite si alte solutii (diferite de cea banalit) daci si numai daci det(A) = 0.
Exercitiul 62 Sii se rezolve si sii se discute urmiditorul sistem omogen:

x1 + 2x9 + 203 — 14 =0
2x1 — x3 + 314 =0
$172$273I3+41’4 =0

Rezolvare:
1 2 2 -1 1 9
Scriem A = 2 0 =1 3 | gicalculim Ay = = —4 # 0, deci rangA > 2.
2 0
1 -2 -3 4
1 2 2
Apoi prin bordarea minorului Ay obtinem doi minori de ordin superior A3 = |2 0 —1 | =0si
1 -2 -3
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1 2 -1
AL =12 0 3 |=0. Deoarece sunt nuli deducem ci rang (A) = 2. Evident rangA = rangA,
1 -2 4
deci sistemul este compatibil dar nedeterminat; astfel necunoscutele principale sunt x; si xo iar ecuatiile
principale sunt primele doud. Necunoscutele secundare sunt celelalte doud si le vom parametriza: o == x3
si B := wx4. Sistemul devine
1 +2x0 =—2a+0
221 =a—30

care are solufia x1 = (o — 38) /2, xo = =5 (a — f8) /4.
Sistemul initial are multimea solutiilor {(O‘*TBB, w, «, 5) , a, B € R}.

Exercitiul 63 (metoda lui Gauss) Si se rezolve prin metoda lui Gauss sistemul

rz+y+ 3z =10
—2x+3y—z =5
—x—2y+3z =6

Rezolvare:

Existi insi si 0 metodi alternativid de a studia sistemul. Aceasta este metoda lui Gauss pe care o
prezentdm in continuare.
1 1 3 10
Matricea extinsd a sistemului este A = | —2 3 —1 5 | si vom face transformiri con-
-1 -2 3 6
venabile pentru a obtine zerouri sub diagonala principald, la fiecare pas noul sistem obtinut
fiind echivalent cu cel initial.

Astfel vom aduna prima linie inmultitd cu constante convenabile la celelalte linii (stim cd
in urma acestor transformdri aplicate unor matrici pdtratice, rangul noii matrice obtinute nu se
modifica).

Apoivom aduna a doua linie inmultitd cu constante convenabile la urmdtoarele linii, s.a.m.d..

Astfel vom obtine zerouri pe coloane si sistemul obtinut va fi unul triunghiular care se rezolvd
imediat plecdnd de la ultima ecuatie.
In cazul nostru, notdnd formal liniile cu L;, scriem 2L, + Lo, Ly + Lo, apoi %L’Q + L% si obtinem

1 1 3 10 1 1 1 1 3 10
-2 3 -1 5 ~ 242 3+2 71+6 5+20 0 5 5 25
-1 -2 3 6 -14+1 —-2+41 3+3 6+10 0 -1 6 16

1 1 3 10 1 1 3 10
~ 0 5 ) 25 | =10 5 5 25
0 -1+1 641 16+5 0 0 7 21

si sistemul este echivalent cu urmdtorul sistem triunghiular:

r+y+3z =10
o5y + 5z =25
17z =21

Solutia lui este imediati (z,y,z) = (—1,2,3).

Remarca 64 Evident, metoda lui Gauss este utild si pentru determinarea rangului unei matrice
si pentru calcul de determinanti. Mentiondm, in plus, cd, pentru a aplica metoda lui Gauss, nu
conteazd numdrul de ecuatii si de necunoscute ale sistemului.
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1.3 Exercitii

1. 54 se efectueze diverse operatii cu matricele:

701 2
A:<2 0_1>,B: -5 —4 ,C:( 12),17: 0 |,E=(1 2 3).
4 -5 2 -2 1
1 -3 1
Rezolvare:
Avem
701
2 0 -1 13 5 .
AB_<4—5 2) -0 _(55 18)§1
1 -3
701 18 -5 —5
BA=| -5 —4 (i _g j): -26 20 -3
1 -3 -10 15 -7

Calculati si: A* + B, BC, DE si ED.
. 2 5 4 -5 S A
. Fie A = 31 ) B = 3 k) Determinati & astfel incat AB = BA.
Rezolvare:
Avem
5 _( 23 -1045k )
1 “\ -9 154k )¢
4 =5 2 23 15
BA_(?) k><—3 >_<6—3k 15+k>'

—10+5k =15

. 2 -3 8 4 . 5 -2\ .. o .
.FleA—(_4 6)’3_(5 5)§1C—< 1).SaseverlﬁcecaAB—AC’,de§1

B # C. Explicati.

w

Rezolvare:

Avem

w=(2 ()= )
(D5

Dacd matricea A ar fi nesingulard, i.e. det A # 0, atunci ar fi inversabild, deci ar exista
inversa A~!. Inmultind egalitatea cu A~! in partea stingd obtinem A™'AB = A71AC &
IbB =1,C < B = C. Dar det A = 0 deci A nu admite inversa.
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4. S4 se calculeze determinantii:

10 0 -1 3 -1 5 2 L2
2 3 4 7 2 0 7 0 2 1234
(a) ;(b) ; (o]0 2 1 2 3
-3 4 5 9 -3 1 2 0
4 -5 6 1 5 -4 1 2 0.0 2 12
00 0 2 1
Rezolvare:
(a) Avem
1 0o 0 -1
2 3 4 7 y .. .. . o .
3 4 5 9 |T (dezvoltdam dupad prima linie care contine doud zerouri)
-4 -5 6 1
3 47 2 4 7 2 3 7 2 3 4
=+1 4 5 9|-0,-3 5 9|40 -3 4 9|—(-1)| -3 4 5
-5 6 1 -4 6 1 -4 -5 1 -4 -5 6
3 4 7 2 3 4
=4 5 9|+| -3 4 5
-5 6 1 -4 -5 6
5 9 4 9 4 5 4 5 -3 5 -3
I R I ) B G B B e A

= (3(—49) —4-49+7-49) + (2-49 —3-2+4-31) = 216.

(b) Avem
3 -1 5 2
2 70 < y < . < .
3 1 92 0|7 (dezvoltam dupa a patra coloana care contine doud zerouri)
5 —4 1 2
2 0 7 3 -1 5 3 -1 5 3 -1 5
=-2/-3 1 2|40 -3 1 2|-0{2 0 7 |+2 2 0 7|=
5 —4 1 5 —4 1 5 —4 1 -3 1 2
2 0 7 3 =15
=-2/-3 1 2|+2 2 0 7|=---=-2:-67+2-14=-106.
5 —4 1 -3 1 2
1 2 3 45
21 2 3 4
(c)Avem | 0 2 1 2 3 | = —11 (se va dezvolta dupd prima linie, apoi dupd a doua
00 2 1 2
000 2 1

linie, apoi dupa a treia linie).

5. 54 se calculeze determinantii:

o4
bz 2 2 3 4l
(@) 2t 2l 30 g 3
S 44 44
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(©|2 2 2|;@
9 9 3 2 2 3 2
2 2 2 4
Rezolvare:

Aplicam proprietatea: dacd matricea B este obtinuti prin adiugarea la o linie a lui A a unei alte
linii tnmultitd cu un scalar, atunci det B = det A.

(a) Inmultind coloana a doua cu —3 si adunand-o la a treia coloana, obtinem

1 20 3! 1 2! 0
20 21 31 =2 2 0 = (dezvoltam dupa coloana a treia)
31 31 3! 31 31 31—-3.3
1 2!
:—(3—1)3!‘ 5 o1 = 2.3 (20—2-2))=2-1-3!-21 = (—1)*" (3—1)131 211,

(b) Inmultind coloana a treia cu —4 si adunand-o la a patra coloan, obtinem

1 20 31 4l 1 20 3! 0
g: g: g: i: = g: ;: g: 8 = (dezvoltdim dupd coloana a patra)
41 40 4 4 4 41 41 41—4.4
1 2 3l
——(@d-1)4f 2 20 3 |=—(4-1)4 (-1D)*T @B -3 1 = (=1)*T (4 —1)141312111 .
31 3 3!

(¢) Inmultind coloana a doua cu —1 si adunand-o la a treia coloana (scidem coloana a doua
din coloana a treia), obtinem, dezvoltdnd dupd ultima coloand, valoarea —2.

(d) Inmultind coloana a doua cu —1 si adunand-o la a patra coloani (scidem coloana a
doua din coloana a patra), obtinem, dezvoltand dupa ultima coloand, valoarea —4.

. Sd se calculeze determinantii Vandermonde

1 1 1 1

ay a a3z a4

V3 (a,b, C) = a b c §1 ‘/4(0’17(127(137(14) = 9 2 2 2
aiy az asz ay

af a3 a3 dj
Rezolvare:

Aplicam proprietatea: daci matricea B este obtinutd prin addugarea la o linie a lui A a unei
alte linii inmultitd cu un scalar, atunci det B = det A. Se va obtine, adunédnd la o line, linia
precedentd inmultitd cu (—a) si dezvoltand apoi dup4 linie sau coloand convenabild,

1 1 1 1 1 1
b—a c—a
Vs (a,b,c) = a—a b—a c—a|=|0 b—a c—a|=
2 —ab & —ac
a?—a® bV —ab A —ac 0 b>—ab & —ac
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Acum, putem calcula direct sau putem aplica o metodd de calcul a unui determinant: daci
matricea B este obtinutd prin inmultirea unei linii (sau coloane) a lui A cu un scalar «, atunci
det B = adet A. Deci

b—a c—a 1 1
Vala.be) = b2 —ab ¢ —ac = (b—a){e—a) b ¢

= (b—a)(c—a)Va(bc)=(b—a)(c—a)(c—0).

Aceeasi tehnicd se poate aplica acum si pentru determinanti Wandermonde de ordin supe-
rior. Astfel

ap — ay ag — ay az — aq a4 — ay
V4 (a1;a2;a3;a4) ==

a% — a% a% — a1a9 ag —aipas ai — ai1aq
a‘i’ — azf ag — alag a% — alag af’l — alai
1 1 1 1
a2 — ai az — ax a4 — a1
0 ag — aq az — ap as — ay 9 9 9
= 9 9 9 = | az; —aiaz2 a3z —aijaz a; —ai1aq
0 a5—aiay a3 —ajaz ai — aiag
2 3 4 3 2 3 2 3 2
CL2 - a1a2 CL3 - a1a3 CL4 - a1a4
3 2 3 PR 2
0 a5—aja; a3 —aja; ay —aiaj
1 1 1
=(az —a1)(az —a1)(as —a1)| a1 ax a3z | = (a2 —ay) (a3 — ay) (as — a1) Vi (a1, az, a3)
2 2 2

ai a3 a3
= (az — a1) (a3 — a1) (ag — az) (ag — a1) (ag — az) (ag — ag) .

Remarca 65 Se poate si aduna la fiecare coloand, prima coloana tnmultitid cu —1 si vom obfine:

1 1—-1 1-1 1 0 0
b—a c—b
Vs(a,b,e)=| a b—a c¢c—a|=| a b—a c¢c—b|= =
b2 — a2 2 —b?
a? b —a® 2 —d? a? b —a® 2 —-b

precum si

1 1-1 1-1 1-1
as —ayp a3z —aip a4 —ax
ap az —ap a3z —ap G4 —ay
_ _ 2 2 2 2 2 2 | _
Vi (a1, a2,a3,a4) = s o 9 o o o o |=|G—a a3—ay az—aj | =---
as; —a; a3 —a; a; —a
3 3 3 3 3 3 3 2 s S
ay Gz —ay az—a; ag—ap

7. Sd se calculeze determinantul
1 1 1 1
3a 2a+ a+28 308
302 a?+2ap 208+ p% 3432
od o2 af? BB

,a,B€R.

Rezolvare:
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1 1—-1 1-1 1—-1
3a 2a+ 8 — 3« a+ 28 — 3« 38 — 3«
302 a?+42aB—30® 2a8+ 5% —3a® 382 —3a?

ad a25—a3 0152—&3 53_0[3
58—« 28 — 2« 38 — 3a
=|22a(B-a) (B—a)a+pB+a) 3B82—3a?
052(,8—04) O((ﬁQ—OéQ) 63_043
1 2 3
=(B-a)’| 22 3a+8 3(B+a)
a? a(f+a) B2+ Ba+a?
1 2-2 3-3
=(f-a)’| 20 3o+ —4a 3(f+a)—6a
a? a(f+a)—2a® B%+Ba+a®—3a?
B—a 36 — 3a 1 3
=(B-a)’ s , |=B-0a) =(B-a).
af —a* pB°+ pa—2a a f+ta+t+a
1 31
8. Sd se determine dacd matricea A = | 4 2 5 | este singulard sau nu. Daca este nesin-
3 6 2

gulard, atunci calculati inversa A~!.

Rezolvare:
1 31
Calculdim det A=| 4 2 5 | =13 # 0, deci matricea este nesingulara si deci inversabila.
3 6 2
Inversa este datd de formula A~! = ot A A*. Pentru calculul adjunctei A* scriem mai intai
1 4 3
transpusa A" = | 3 2 6 | siapoi
1 5 2
2 6 3 6 3 2
Tls 2] 7|1 2] Tl1s
. 4 3 13 1 4 “00 001
=15 2 |1 2] |15] |7 [ .
18 3 —10
4 3 1 3 1 4
Tl26| |36 T3 2
1 -26 0 13 -2 0 1
sideci A1 = 7 -1 -1 |=|( 7713 —1/13 -1/13
18 3 -10 18/13  3/13 —10/13
1 0 1
9. 54 se determine valorile parametrului m € R astfel incat matricea A = | =z 1 2 | sd
1 =z m

fie inversabild pentru orice z € R.
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Rezolvare:

1 0 1
Calculimdet A= | z 1 2 | =az%—2z+m—1 care este diferit de zero pentru orice z € R
1 2z m

dacd si numai dacd discriminantul este strict negativ. Deci matricea A este inversabild daca
sinumaidaci4 —4(m—-1)=4(2-m) <0< m > 2.

. S3 se calculeze inversele urmétoarelor matrice:

2 3 4 2 4 6
(a)A=1 01 1 ]; (bB=|4 2 8 |;
2 2 -1 1 35
3 -2 0 -1 2 3 4 5
0o 2 2 1 3 3 45
@C=11 5 3 _9 D=1, 4 45 |
o 1 2 1 5 5 5 5
-3 11 -1 L[ -1 -2 20
(e) E=—= 2 —-10 -2 |; (f)F:-E ~12 4 8 |:
—9 2 2 10 -2 —12
1 1 -2 —4 1 1 0 0
S R UV (i R
2 1 —6 —10 0 0 1 —4/5
Rezolvare:
3 _11 1 71 _5
8 8 8 8 8 4
@ar=| -1 5 % fesr=| 4o |
11 1 5 1 3
4 4 4 8 8 4
1 1 0 0 1 1 -2 —4
1 - 1 0 0 1 0 -1
-1 _ -1
() O™ = 0 1 -2 1 |P@DT= 4 1 3 ¢ |
0 0 1 -3 2 1 -6 —10
1 3 1 1 1 3
32 64 16 128 64 128
(e) E7' = & wm DO F = & 5= = |
1 1 1 1 5
32 32 64 256 256 256
3 -2 0 -1 2 3 4 5
0o 2 2 1 3 3 45
-1 __ -1 _
WG =11 o 3 o |"WHT=1 1 1 4 5
o 1 2 1 5 5 5 5

. 54 se calculeze rangul urmdtoarelor matrice pentru diferite valori ale parametrului real a:

2 2 3 1 « 3 2
@A=| 1 -1 0 ];0 B=| 2 3 -1 1
-1 2 -1 2 a—-1 1



12.

13.

Rezolvare:

(a) Calculdam un minor de ordin doi: Ay = ‘ ? 31 ’ = —4 # 0, deci rang (A) >
2 2 3
Calculdm si minorul de ordinul al treilea (singurul care existd): Az = 1 -1 0] =
-1 2 «
3 — 4a. Deci, daca a = 3/4, atunci rang (A) = 2, iar dacd « # 3/4, atunci rang (4) = 3.
(b) Calculdam un minor de ordin doi: Ay = _i1’> ? ’ =5 # 0, deci rang (B) > 2. Cal-
culdm (este suficient conform teoremei lui Kronecker) si cei doi minori de ordinul al treilea
«@ 3 2
obtinuti prin bordarea celui diferit de zero: Az = | 3 -1 1| = -a?+6a—-5si
2 a—1 1
1 3 2
Ay=| 2 -1 1|=3a-15.
-1 a—-1 1

Prin urmare, dacd o = 1, atunci Az = 0 si A; = —12 # 0 si deci rang (B) = 3.
Dacd o = 5, atunci Az = Aj = 0 si deci rang (B) = 2.
Dacéd « € R\ {1, 5}, atunci Az # 0si A% # 0 si deci rang (B) = 3.

Sa se calculeze rangul matricelor:

2 0 2 0 2 2 1 3 -1 1o 100
01 010 3 -1 2 0 L1000
(a) A= ; (b) B = ;(e)C=]1 01 1 0 0
21 0 2 1 1 3 4 -2 00110
01 010 4 -3 1 1 010 1 1
Rezolvare:
Avem rang (A) = 3, rang (B) = 2, rang (C) = 5.
1 2 m 1 2 m n
Sad dau matricele A = 1 0 1 siB = 1 0 1 1 |.S&sedetermine m sin
21 0 21 0 2
astfel incat incat cele doud matrice s aibd acelasi rang.
Rezolvare:
1 2 m
Avem rang (A) > 2sirang(A) =3 As=|1 0 1 |=m+3#0&m#-3.
21 0
1 2 m 1 2 n
Pe de altd parte rang (B) >2,A3 =1 0 1 |=m+3siA5=|1 0 1 |=n—-1.
2 1 0 2 1 2
Prin urmare rang (B) = 3 & (m # —3 saun # 1). Deci dacd m = —3, atunci rang (A) =

rang (B) = 2 doar dacd n = 1, iar dacd m # —3, atunci rang (A) = rang (B) = 3.
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14.

15.

16.

2 3
Sd se rezolve ecuatia matriceald XA = B,unde A=| -1 0 1 |siB= ( 5 4

2 1 _1 -1 -1 -2
Rezolvare:
1 2 3
Deoarece det A =| —1 0 1 | = —2 # 0, matricea A admite inversa si fie A~! aceasta
2 1 -1

inversa. Inmultind la dreapta egalitatii cu A~! obtinem
XAA'=BA ' X =BA™,

deci a gési X, inseamnd a gési inversa lui A si a calcula apoi produsul BA~!. Se va obtine
v 102
S\ -1 2 1)

S4 se rezolve matriceal sistemul

r+2y+4z =-3
20 —y+3z = —6
r+y—2z =2

Rezolvare:

—
[\
i
8

Matricea sistemului este A = 2 -1 3 |, matricea necunoscutelor este X = Y
1 1 -2 z
-3
iar matricea termenilor liberi este B = —6 | . Deci sistemul se rescrie matriceal sub
2
1 2 4
forma AX = B. Deoarecedet A=| 2 —1 3 | =25 # 0, matricea A admite inversd si
1 1 -2

fie A~ aceastd inversa. Inmultind la stinga egalitatii cu A~' obtinem
AAT'X =A"'Be X = A71B,
deci a gési X, inseamnd a gési inversa lui A si a calcula apoi produsul A~!B. Se va obtine
-1

X = 1 |,adicdz=-1,y=1siz=-1.
-1

Folosind regula lui Cramer, s se rezolve urmaétorul sistem de ecuatii liniare:

2r+3y+52z =38
3z +5y+22z =31
dr+2y+3z =31

Rezolvare:
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17.

Calculdm mai intdi det A = = —T70 # 0, deci, sistemul avind numadrul de

ecuatii egal cu numarul necunoscutelor, este (conform regulii lui Cramer) compatibil deter-
minat. Trebuie sd mai calculdm si determinantii

38 3 5 2 38 5 2 3 38
Di=|31 5 2 |=-140,Dy=|3 31 2 |=-210,D3=|3 5 31 |=-350
31 2 3 5 31 3 5 2 31
—140 —210 —350
jare = —= = 2,y = 0 = 3, x= 0 = 5 si deci solutia este (z,y, z) = (2,3, 5).

Sd se rezolve si sd se discute urmatoarele sisteme omogene:

r—3y+4z =0 x+2y+=z =0
(a) sz+2y—2 =0 (b)z—-2y+22 =0
2r—y+32z =0 3 —2y+5z =0

Rezolvare:

In cazul oricirui sistem omogen este evident cd rangA = rangA (matricea A contine in plus
o coloana cu zerouri), si deci orice sistem omogen este compatibil. In cazul m = n, daca
det A # 0, atunci solutia este unicd datd de regula lui Cramer. Dar orice sistem omogen
admite, evident, solutia banald deci ea este singura solutie.

Dacd m = n si det A = 0, atunci solutia nu este unica si trebuie sd determindm necunos-
cutele principale si pe cele secundare.

(a) Avem det A = 0, si deci sistemul compatibil este nedeterminat. Un minor principal este
1 -3
B2=|1 o
si necunoscutele principale; astfel primele doud ecuatii sunt ecuatii principale, =,y sunt
necunoscute principale iar z, notat cu ¢, este necunoscuta secundard. Sistemul devine

‘ =5 # 0, deci rangA = 2. Atunci acest minor principal determina ecuatiile

x—3y =—4da
r+2y =«

care are solutia z = —a si y = «, deci multimea solutiilor sistemului initial este

{(-a,a,a), a €R}.

1 2
1 -2
ecuatii sunt ecuatii principale, z,y sunt necunoscute principale iar z, notat cu «, este ne-
cunoscuta secundard. Sistemul devine

rT+2y =-—-a
r—2y =2«

(b) Avem det A = 0. Un minor principal este A, = = —4 si deci primele doua

care are solutia x = —3a/2 si y = a/4, deci multimea solutiilor sistemului initial este
{(-3a/2,a/4,a), o € R}.
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18. S se rezolve si sd se discute sistemul omogen, in functie de parametrul real A:

r+2y+3z =0
4dr +5y+62 =0
x4+ A2z =0

Rezolvare:

Avem det A = —3 (14 A?) # 0, VA € R, deci sistemul este compatibil determinat, si fiind
sistem omogen, admite doar solutia banala.

19. Sa se rezolve si sa se discute sistemul omogen, in functie de parametrul real m:

T1 4+ To +mMmx3 — T4 =0
21’1+I’2*I3+(E4 =0
3r1 — X9 — T3 — X4 =0
mxq — 2x0 — 223 —2x4 =10
Rezolvare:
1 1 m -1
2 1 -1 1 o .
Avem det A = 3 1 -1 —1|7 24 — 4m. Rezolvam acum ecuatia det A = 0 &
m -2 -2 =2
24 — 4m = 0.

Daca m # 6, atunci sistemul este compatibil determinat, si fiind sistem omogen, admite
doar solutia banala.

Dacd m = 6, sistemul este compatibil dar nu admite solutie unicd. Un minor principal este

1 1 6
A3 =2 1 —1| = —33sideci primele trei ecuatii sunt ecuatii principale, z1,x2 si
3 -1 -1
x3 sunt necunoscute principale iar x4, notat cu «, este necunoscuta secundara. Sistemul
devine
1+ a9+ 63 =«
2r1 + 12 — 73 = —«
3r1 — X9 —x3 =«

care are solutia unicd datd de regula lui Cramer. Trebuie sd mai calculdm determinantii

o 1 6 1 « 6 1 1 «
D =| —« 1 -1 |=-4a,Dy3=|2 —a -1 |=3la, D3=| 2 1 —a | =-10«
a -1 -1 3 a -1 3 -1 «
iar x —da 3la —10a i deci solutiile sistemului initial sunt
= To = —_, Ty = —
1= Tgg/ T2 = g5 ¥ = 53 § £ t

1
{33 (4o, —31er, 10, 3300, o € R} .
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20. S4 se rezolve si sa se discute sistemul, in functie de parametrul real A:

r+Iy+z =1
Ar—y+z =1

r+y—z =2
Rezolvare:
1A 1\ 1A 11
ScriemA= [ A -1 1 |siA=| A —1 1 1 |.Observimcidet(A4)= (1+\)>
1 1 -1 1 1 -1 2

Dacd A € R\ {—1}, atunci det A # 0 si deci sistemul are solutie unicd datd de regula lui
Cramer. Calculdm

1 A 1 11 1 1 a1
Di=|1 —1 1|=3\3,Dy=| X 1 1|=3\=3,D3=|X —1 1|=-2)\242)\-2
2 1 -1 1 2 -1 1 1 2
si deci
1
(r,9,2) € { ———5 (BA+3,30 =3, -2 2 +2A —2) , A e R~ {1} ;.
(1+/\)2( )
1 -1 1 . 1 -1 11
Dacda A = —1,atuncidet A = OsiscriemA=| -1 -1 1 |siA=| -1 -1 11
1 1 -1 1 1 -1 2

Calculdm rang (A) = 2 si rang (A) = 3, deci, conform teoremei lui Kronecker-Capelli, sis-
temul este incompatibil.

21. Si se rezolve sistemul:
r—4y—3z =1
r+2y+z =2
20 4+4y+22z =3

Rezolvare:

Scriem mai intai matricea sistemului si matricea extinsa:

1 -4 -3 1 -4 -3 1
A=[1 2 1|, A=[1 2 1 2
2 4 2 2 4 2 3
4 1 -4 -3
Observam ca rang (A) = 2, deoarece Ay = ’ 1 9 ‘ =6#0,iarAs3=|1 2 1 |=
2 4 2
i _ 1 —4 -3
0. Pe de alta parte, rang (A) = 3 deoarece Ay = ‘ 1 9 ’ =6#£0,A3=1 2 1]|=
2 4 2
-4 1
0 iar celadlalt minor obtinut prin bordarea lui Ageste A5 = 1 2 2 |=-6#0.
2 4 3

Decirang (A) # rang ([l) si, conform teoremei lui Kronecker—Capelli, sistemul este incompatibil.
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22. S se rezolve si sa se discute sistemul, in functie de parametrii reali «, 3

23.

(a—Dzx4+ay+(a+1)z =1
B-Dz+py+(B+1)z =1
TH+y+z = -2

Rezolvare:

Avem
a—1 a a+1 a—1 o a+1 1

A= =1 B B+1 |, 4 B—1 B B+1 1
1 1 1 1 1 1 -2

a—1 o a+1

Observam ca Ay = a-1 a =aq—fiarAg3=| -1 B p[B+1|=0.
p-1 p
1 1 1
Dacé a # f, atundi rang (A) = 2. In ceea ce priveste pe A, calculam A, = g:i ; =
a—1 a a+1 a—1 « 1
a—pfiarA3=| -1 B B+1|=0siA,=|-1 § 1| =28-2a# 0 pentru
1 1 1 1 1 -2

o # . Deci rang (A) = 2 # 3 = rang (A), prin urmare sistemul este incompatibil.
a—1 a a+1

Daci o = 3, atunci calculam Ay = ai} 01( =—1#0iarAz3=|a—-1 a a+1|=
1 1 1
- a—1 a a+1l 1
0, deci rang (A) = 2. In ceea ce privestepe A= | a—1 a a+1 1 |, calculdam A, =
1 1 1 -2
“- 1 CI = —1 # 0 iar A3 este nul, oricum l-am alege. Deci rang (4) = 2 = rang (A),
prin urmare sistemul este compatibil nedeterminat.
Minorul principal este Ay = - 1 01[ , deci prima si a treia ecuatie sunt cele principale,

necunoscutele z si y sunt necunoscutele principale, iar z este necunoscuta secundard. Vom
nota z = a si rescriem sistemul sub forma

(a—Dzxz4+ay =—(a+1)a
Tty =-2-a

care are solutia unicd (x,y) = (=1 — 2a + a, —1 + 2a — 2a), pentru a fixat, deci multimea
solutiilor sistemului initial este {(—1 — 2a + a, —1 + 2a — 2a,a), a € R}.

Sd se rezolve si sa se discute sistemele:

221 + 2 + =2
”“+ 3372 i s - (3= 2\)a1 + (2= N)zo + 25 = A
T To+ x =
(a) ! 2 3 i O @2=Nrr+2-Nas+23 =1
I1+1’2+51‘3 = -7 T+ +(27)\)1. -1
201 + 3wy — 3w3 = 14 b 8 -
si
201 +4xo — 33 =11 T, — 209 +3x3 —4xy =4
(C) Tr1 — 3xo + 5x3 =6 (d) To — T3+ X4 =-3 :
3r1 4+ x92 — 8x3 =15 x1 + 3x9 — 314 =1
6x1 — dxo + 113 = —4 —Txo + 3x3 + x4 =-3
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r1 + 2x9 + 323+ 424, =11
21 + 320 +4x3+ 14 =12
3x1 +4x0 +x3+ 224 =13
41 + 29+ 223 + 324 =14

Rezolvare:

Scriem, mai intdi, matricea sistemului si matricea extinsd. Calculdm rangurile lor si vedem
dacd sunt sau nu egale. Dacd nu sunt egale atunci sistemul este incompatibil. Dacd sunt
egale atunci se determind necunoscutele principale si pe cele secundare.

(a)

2 1 1 2 1 1 2
1 3 1 = 1 3 1 5
A= 1 1 5 , A= 1 1 5 -7
2 3 -3 2 3 -3 14
2 1 1 2
= 1 3 1 5 . = o
Deoarece det A = 11 5 —7|= 0, deducem cd rang (A) < 3. Pe de altd parte,
2 3 -3 14
2 1 2 1 1
A2’13‘57é0:>rangA22,A3 1 3 1| =22%#0= rangA > 3
1 1 5

si rangA > 3, deci obtinem rang (A) = 3 = rang (A), adica sistemul este compatibil.
Minorul principal este A3 deci primele trei ecuatii sunt cele principale iar z1, 2, z3 sunt
necunoscutele principale. Sistemul devine

201+ x9+x3 =2
r1+3x9+2x3 =5
T+ xo+ D3 = —7

care are solutia datd de regula lui Cramer. Se va obtine (z1, 22, z3) = (1,2, —2).
(b) Avem

32\ 2—2\ 1 32\ 2-)\ 1 A
A= 2\ 2-2)\ 1], A= 2\ 2-2)\ 1 1
1 12—\ 1 1 2—X\ 1
si
32\ 2—2\ 1
detA=| 2=\ 2—2\ 1 [=-XN45X—-7\+3.
1 12—\

Jardet A=0< —X3 +5X2 —TA+3=0.

Radacinile (rddacinile intregi se gdsesc printre divizorii termenului liber) sunt A\; =1, Ay =
1si)z =3 (adicd =A% +5X2 = 7TA+3 = (1 — A)2(3 — \)).

Deci dacd A € R\ {1,3} atunci det A # 0 si sistemul este compatibil determinat, solutia
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unica fiind gasitd cu regula lui Cramer:

1 A 2—A 1

xr, = 1 2—)\ 1 |=
det A 1 1 2- 1
1 3—2X A 1

g = 2—X 1 1| =
det A 1 1 2-2\
1 3—2X 2—X A

r3 = ——| 2—=X 2—-X 1 |=
det A 1 11

Dacd A = 1 atunci det A = 0 si sistemul devine

I’1+I’2+I3
xr1 + 29 + 23

T, + T + 23

_ A==y
RGPV CEPY A
_A=NPE-N 42
1= N2B3-)N) 3-2)
D L |
S (1-M)2(3-)) 3-2)
1

Acum rang (A) = 1 = rang (A) deci sistemul este compatibil nedeterminat si, plecand
de la minorul principal, gdsim cd necunoscutele principale si ecuatiile principale sunt z;
respectiv prima ecuatie. Sistemul devine, notdnd necunoscutele secundare x2 = « si z3 =

B,

{xlz l—a—-p

adicd smultimea solutiilor sistemului initial este {(1 — « — 5, @, 8), «, 8 € R}.

Dacd A = 3 atunci det A = 0 si sistemul devine

—3x1 — 22 + 73
—X1 — X9 + X3

1+ To — X3

=1

Acum rang (A) = 2 si rang (A) = 3 deci sistemul este incompatibil.

(c) Avem
2 4 -3 2 4 -3 11
7T =3 5 - 7 =3 5 6
A=1s 1 s[4 1 s 1
6 -5 11 6 -5 11 -4
2 4 -3
Deoarece A3 = | 7 —3 5 | =274 # 0= rangA = 3. In ceea ce priveste pe A4, calculdm
3 1 -8
2 4 -3 11
Ay = T35 6 ) dec rang (A) < 3, prin urmare rang (A) = 3 (deoarece
3 1 -8 15 -
6 -5 11 -4

existd minorul Az # 0). Obtinem rang (A) = 3 = rang (A) si deci sistemul este compatibil
nedeterminat. Determinantul principal este A3, deci necunoscutele z,y si z sunt necunos-
cute principale iar primele trei ecuatii sunt ecuatiile principale. Sistemul devine

2x1 + 4xo — 313
73’21 — 31’2 + 51’3

3£C1 + X9 — 8£C3
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24.

care este cu trei ecuatii si trei necunoscute si care are determinantul matricei sistemului
nenul. Deci se poate rezolva cu regula lui Cramer. Calculdm determinantii

11 4 =3 2 11 -3 2 4 11
6 —3 5 | = 548, 7T 6 5 | =274, 7T -3 6 |=-274
15 1 -8 3 15 -8 3 1 15

si deci
(xla'r27x3) = (23 13 _1) .

(d) Avem rang (A) = 3 = rang (A) si apoi (z1, 22, x3,24) € {(—8,3 + o, 6 4+ 2, ), a € R}.

(e) Avem rang (A) = 4 = rang (A), iar solutia este datd de regula lui Cramer, (z1, 22, x3, 24) =
(2,1,1,1).

Sd se rezolve prin metoda lui Gauss sistemele:

—t =2
r+2y—3z =0 Tyt
2r+y—2+2t =9
(@)q2z-y+z =-3; (b)
—r+2y+2z—t =5
y+ 2z =4
r+3y—z—2t =—4
si
T+ T +r3+rs =1 r+2y+z =3 r—2y+z =—4
() 2x1 —z0+23—24 =2 ; (d)<2x—y+32z =2; (e)qdx+3y—2z =11
T, — 2x9 — 224 =-1 r—3y+2z =0 —2x+3y+4z =11
Rezolvare:
1 2 -3
(a) AvemcadetA=|2 -1 1 |=—17+# 0sinumdrul de ecuatii este egal cu numarul
0 1 2

de necunoscute. Obtinem rang (4) = 3 = rang (A) si deci sistemul este compatibil deter-
minat cu solutia data de regula lui Cramer.

Vom folosi metoda lui Gauss.
1 2 -3 0
Scriem matricea extinsd A = | 2 -1 1 —3 | sivom face transformdri convenabile
0 1 2 4
pentru a obtine zerouri sub diagonala principald. Astfel vom aduna prima linie inmultitd cu
constante convenabile la celelalte linii (stim cd In urma acestor transformaéri aplicate unor
matrici patratice, sistemul e transformat intr-unul echivalent cu el ). Apoi vom aduna a
doua linie inmultitd cu constante convenabile la urmatoarele linii, s.a.m.d.. Astfel obtinem
zerouri pe coloane si sistemul devine unul triunghiular. Avem

1 2 -3 0 1 2 -3 0 1 2 -3 0
2 -1 1 -3 | ~ [2-2 -1-4 146 -3-0 |=|0 -5 7 -3
0 1 2 4 0 1 2 4 0 1 2 4
1 2 -3 0 1 2 -3 0

~ o =5 7 3 ]l=(0 -5 7 -3

0 1-1 2+47/5 4-3/5 0 0 17/5 17/5

si deci sistemul initial este echivalent cu urmatorul sistem triunghiular:

r+2y—3z =0
-5y + 7z = -3
172/5 =17/5
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Solutia lui este imediatd (z,y, z) = (—1,2,1).
11 1 -1 2
21 -1 2 9

-1 2 2 -1 )
13 -1 -2 —4

zerouri sub diagonala principalad. Obtinem

(b) A =

si vom face transformdri convenabile pentru a obtine

11 1 -1 2 1 1 1 ~1 2
1 -1 2 9 2-2 1-2 —-1-2 2+2 9-4
-1 2 2 -1 5|7 =141 241 2+1 —-1-1 5+2
3 -1 -2 —4 1-1 3-1 —-1-1 —-2+4+1 —4-2
1 1 1 -1 2 1 1 1 ~1 2
o -1 -3 4 5 0 -1 -3 4 5
“lo 3 3 —=2 71710 3-3 3-9 —2+12 7+15
0 2 -2 -1 -6 0 2—-2 —2-6 —1+8 —6+10
1 1 1 -1 2 11 1 ~1 2
1o -1 -3 4 5 0 -1 -3 4 5
“lo o0 -6 10 2|70 o -6 10 22
0 0 -8 7 4 0 0 —8+8 7-3.10 4-%.22
1 1 1 1 2
o -1 -3 4 5
“lo o0 -6 10 22
0 0 0 —19/3 —76/3

si sistemul este echivalent cu urmatorul sistem triunghiular:

r+yt+z—1t =2
—y—3z+4 =5

—6z + 10t =22
—19¢/3 = —76/3

Solutia lui este imediata (x,y, z,t) = (1,2, 3,4).

(¢) Avem, citind matricea extinsa,

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -1 1 -1 2 ]~ 0 -3 -1 -3 0O]=10 -3 -1 -3 0
1 -2 0 -2 -1 0 -3 -1 -3 -2 0 0 0 0 -2

si sistemul este echivalent cu urmatorul sistem triunghiular:

1 +rot+x3+aTs =1

—3$2 — X3 — 3.134 =0
01’3 + 01‘4 =-2
care nu are solutii deoarece am obtinut 0 = —2, care este o contradictie. Deci sistemul initial

este incompatibil.

Se poate observa, calculdnd pentru sistemul initial cele doud ranguri, ca rang (4) = 2
(deoarece Ay # 0 si Az, Ay = 0) si rang (A) = 3 (deoarece Ay # 0 si Az, A; = 0 dar
existd si AY = 6 # 0). Deci rang (A) < rang (A) ceea ce inseamnd ca sistemul dat este
incompatibil.
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2 Inelul polinoamelor cu coeficienti intr-un corp comutativ

Pentru aprofundarea acestui capitol puteti folosi - Mircea Ganga, Matematica, Manual pentru
clasa a XIIa, Elemente de algebrd, profil M1, editura Mathpress, Ploiesti, orice editie

In acest manual sunt tratate polinoamele cu coeficienti intr-un corp comutativ, puteti sa va
imaginati cd acesta este corpul numerelor reale, sau corpul numerelor complexe, pentru a usura
intelegerea materiei. Oricum, in cursul de algebra liniard, ne vom limita la aceste cazuri. Putem
insd defini polinoamele pornind de la un inel unitar comutativ arbitrar.

Definitia 66 Fie K un corp comutativ (R sau C) si KN multimea tuturor sirurilor cu valori in K care au
proprietatea cid doar un numdr finit de termeni sunt diferiti de zero.

KN:{f:(CLOaCh,"' 7ak7"') ‘ EmeNaZGJz:O’vZ>m},

la care addugim si sirul nul (0,0,---,0,---).

Se numeste polinom cu coeficienti in K orice element al lui KN. (0,0, ,0, - - - ) se numeste polino-
mul nul.

ag, a1, ,an, unde n = max{k €| k # 0} se numesc coeficientii polinomului, iar n gradul
polinomului.

Definitia 67 Fie f,g € KN, f = (ag,a1, - ,ax, ), g = (bo,b1,-++ by, ). Spunem f = g <
ar = by, Vk € N.

In continuare, vom defini adunarea si inmultirea polinoamelor.

Definitia 68 Fie f = (ag,a1,--- ,ap,---), 9 = (bo,b1, -+ , b, +).
Atunci f + g = (ap + bo,a1 + b1, -+ ,ax + b, - - - ) se numeste suma polinoamelor f, g.
Exercitiul 69 Efectuati suma polinoamelor f = (1,2 —,3,3,0,--+,0,---)sig= (2+4,2+14,4,0,--- ,0,---).
Evident obtinem f +g = (3+1,4,3+4,%,0,---,0,--+).
Observiam ci am adunat un polinom de grad 4 cu unul de grad 3 si am obtinut un polinom de grad4.
Dar fie h = (3,1,4,—%,0,--+,0,-++). Atunci f +h = (4,3 —1i,3+4,0,0,---,0,--+), deci am
adunat doud polinoame de gradul 4 si am obtinut un polinom de gradul 3.

Remarca 70 Daci f, g sunt doud polinoame cu coeficienti in K, atunci
grad (f + ¢g) < max {gradf + gradg} .

Definitia 71 Fie f = (ag, a1, ,ak, -+ ), g = (bo, b1, -+ ,bg,---). Atunci fg = (co,c1,- -+ ,ch, )
se numeste produsul polinoamelor f, g, unde

co = agbo,
c1 = agby + a1bg,

c2 = agba + a1by + agby,

Exercitiul 72 Efectuati produsul polinoamelor f = (1,2 —4,3,%,0,---,0,--+) si
g=(244,2+4,i,0,---,0,---).
Evident Obtii’l@ﬂ’l Co — 2+ i, c1 = a0b1 + a1b0 =7+ i, Cy — a0b2 + a1b1 + a2b0 =11 + 4Z,
c3 = agbs + a1by + asby + azbg = 8 + %i, deci
fo=24i,7+411+4i,8+ Li,0,---,0,---).
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Remarca 73 Daci f, g sunt doud polinoame cu coeficienti in corpul comutativ K, atunci
grad (f + g) = gradf + gradg.

Remarca 74 Dar dacid am lucra cu polinoame cu coeficienti intr-un inel unitar comutativ, care nu este
corp? Am obtine acelati rezultat?

Hai sii considerdm inelul claselor de resturi modulo 4 si polinul f = (1, 2,0,---,0,--- ) Atunci
2=f.f= (i, 0,---,0,--- ) Deci produsul a doud polinoame de grad 2 este, in acest caz particular, de
grad 1.

Deci pentru cazul polinoamelor cu coeficienti intr-un inel comutativ, unitar, care nu este corp, avem
grad (f + g) < gradf + gradg.

Teorema 75 (KN, +, ) este un domeniul de integritate (inel unitar, fird divizori ai lui zero) , adici
adunarea si inmultirea polinoamelor au urmitoarele proprietdti.

a) Adunarea polinoamelor este comutatiod, f +g = g+ f, Vf,g € KN;

b) Adunarea polinoamelor este asociativd, (f +g) +h = f+ (g +h),Vf,g,h € KN;

¢) Adunarea polinoamelor admite polinomul nul 0 = (0,---,0,---) ca element neutru, f +0 =
0+ f=f VfeKN,

d) Orice polinom f admite un polinom opus, adicd un polinom notat — f cu proprietatea f + (—f)
(=N+f=0

e) Inmultirea polinoamelor este comutativid, fg = gf, Vf, g € KN;

f) Inmultirea polinoamelor este asociativd, (fg) h = f (gh), Vf, g, h € KN;

¢) Inmultirea polinoamelor admite polinomul 1 = (1,0,--- ,0,---) ca element neutru, 1 - f = f -1 =
f,Vf e KN;

h) Produsul polinoamelor este distributiv fatd de adunarea polinoamelor, (f + g) h = fh+gh, Vf,g,h €
KN,

i) Produsul oricdror doud polinoame nenule este un polinom nenul.

Remarca 76 Faptul ci K este corp, nu doar inel, intervine doar la demonstrarea lui i).
Evident, dacid f = (ag, a1, ,ag, -+ ), atunci —f = (—ag, —a1, -+ ,—ap, ).
Polinomul 1 = (1,0,--- ,0,---) este numit polinomul unitate.

Prin conventie, gradul polinomului nul este —oo.

Forma algebrica a unui polinom

Notdim cu K® = {(a,0,---,0,---),| a € K} < KN, multimea polinoamelor de grad 0, la care
se adaugd polinomul nul. Evident, K, impreund cu operatiile de adunare si inmultire a poli-
noamelor (induse din KN), are structurd de inel comutativ cu 0 # 1. Mai mult, ¢ : K — KO,

¢(a) = (a,0,---,0,---), Va € K, este izomorfism de inele, deci o aplicatie bijectivd, cu pro-
prietatile
p(a+b) = ¢(a) + ¢(b),
@(a.b) = p(a)p(b), Va,b € K.

Existenta acestui izomorfism permite identificarea oricarui polinom de tipul (,0,---,0,---)
din K° cu elementul a din K. Din acest motiv, nu mai facem distinctia dintre K° si K.

Folosind regula de inmultire a polinoamelor, in cazul in care unul dintre polinoame e de tipul
(@,0,---,0,---) siceldlalt arbitrar, f = (fo, f1,--- , fx," -+ ), produsul lor se noteaza simplu af si
avem

af:(af();aflv"‘ 7afk,”')'

Numim acestd operatie inmultirea polinoamelor cu scalari.
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Remarca 77 Multimea polinoamelor cu coeficienti intr-un corp comutativ K, impreund cu operatia de
adunare a polinoamelor si cu cea de tnmultire a polinoamelor cu scalari din K are structurd de spatiu liniar
peste K.

Notdm polinomul (0,1,0,0,---,0,---) cu X. Folosind regula de inmultire a polinoamelor,
avem

X?2=XX=(0,0,1,0,---,0,---),
X3 = XXX =(0,0,0,1,0,---,0,---),

XF=XxXX---X=10,---,0,1,0,--+,0,-
kori k

Considerdm X° = 1.

Numim polinomul X nedeterminata pe K. Atentie, el nu reprezinta o variabild, ci un polinom
particular.

Astfel, orice polinom de grad n se scrie sub forma

f:(a()aala"' 7an707"' 707"')
:(a0707"' ,0,"')4’(0,&1,0,"' 70"")+(0707a270"' ,O,"')+"’(0,0,"',O,Cln,(),"' a07"'
:a0+a1X+a2X2+--~+anX",

numitd forma algebrica a polinomului f, ordonat dupa puterile crescdtoare ale nedeterminatei
X.

Notdm multimea polinoamelor de nedeterminata X, cu coeficienti in K, cu K[ X], iar multimea
polinoamelor de nedeterminati X, cu coeficienti in K, de grad cel mult n, cu K,,[X].

Polinoamele de grad 0, de tipul f = (ao,0,--- ,0,---) = ag se numesc polinoame constante.

Expresiile a;, X*, k € 0,7n, se numesc termenii polinomului (sau monoame). a, se numeste
termenul liber al polinomului, iar a,, coeficientul dominant.

Forma algebricd a polinoamelor ajutd la simplificarea scrierii si in cazul operatiilor cu poli-
noame.
Dacd f =ap+a1X +ap X%+ 4+ a, X", g=0by +b; X +byX?+ - +b,X™si k € K, atunci

f+g=(ag+bo)+ (ay +b1) X + -+ (a; + b)) X" + -+ (a; + b)) X", | = max {n,m},
k
fg = aobo + (a1b0 + agbl) X + (a0b2 + a1b1 + agbo) X2 + -4 (Z aibk_¢> Xk + - 5
=0
kf = kag + ka1 X + kas X2 + --- + ka, X™.
Exercitiul 78 Efectuati produsul polinoamelor
A)f=1+X+X%g=1+X;
b)f=iX+(1-i)X?%g=1+i—iX +2iX>2
a) Folosim distributivitatea tnmultirii polinoamelor fati de adunarea lor, comutativitatea si asociativi-
tatea adundrii polinoamelor.
fo=(1+X+X?)(1+X)=(1+X+X?)1+(1+ X + X)) X =1+ X+ X2+ X+ X+ X3 =
1+2X +2X?2 + X3

b) fg=(i—1)X+3X%+(-3—1) X3+ (2+2i) X
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Definitia 79 Fie f € K[X], f = ap + a1 X + a2 X? + --+ + a, X" si # € K. Elementul f(z) :=
a17 + a1x + azx® + - - - + a,z™ € K, se numeste valoarea polinomului f in x.

Daci xo € Ksi f(zo) = 0, spunem cii x( este rdaddcind a polinomului f.

Aplicatia f : K — K, f(z) = f(x), Vz € K,se numeste functia polinomiald asociati polinomului

3

Pentru a afla radacinile unui polinom, 1i asociem o ecuatie si aflim solutiile ei.

Atentie, sd nu confunddm notiunile de mai jos.

Polinomul f € R[X] Functia polinomiala asociatd f:R—=R Ecuatia asociata
f=aX+b,a,beER, a#0 f(z):a:erb,a;éO ax+b=0,a#0
f=aX?2+bX +c,a,b,cER, a#0 f(x):aac2+bx+c,a5£0 az? +bx+c=0,a#0

f=ao+a1X +axX?>+ - +anX", a0 #0 f(z) =ao+arz+ax®+ - +apz", a0 £0 ao+arztazz®+---Faz" =0, a0 #0

X =nedeterminata (e un polinom particular) x = variabild T = necunoscuta

Teorema impartirii cu rest
Teorema 80 Fie f,g € K[X], g # 0. Atunci existi polinoamele unice q,r € K[X] astfel incit
f=g9a+r, grad(r) <grad(g).

Definitia 81 Polinomul f se numeste deimpdrtit, polinomul g este impdrtitorul, polinomul q este
cdtul si polinomul r este restul impdrtirii polinomului f la polinomul g.

Dacir =0 < f = gq, spunem ci polinomul f se divide prin polinomul g (notim f :g) sau g divide
f (notam g | f).

Exercitiul 82 Aflati catul si restul impirtirii lui f = 6X°—17X3—X?+3lag = 3X2—6X +2, in R[X].

6X°4+0X*—17X3 - X2 40X +3 | 3X2-6X+2
—6X°+12X%—4Xx3 2X3 FAX?1X—1
12X —21X°2 —X?4+0X+3
—12X* 4+ 24X3 — 8X?2

3X3 —9XZ4+0X +3
—3X34+6X2-2X
—3XZ-2X +3

3X%2 —6X +2

—8X +5

Deoarece grad (—8X +5) < grad (3X? — 6X + 2), rezultd ci avem citul ¢ = 2X3 + 4X?+ X —1
sirestul r = —8X + 5.

Putem face rapid proba, (3X? — 6X +2) (2X3 + 4X?+X—1)+(—8X +5) = 6X°—17X3 - X?+

3.

Exercitiul 83 Aflati catul si restul impdrtirii lui f = 6X3—7X?+3X+2lag =2X?—-3X+2, inR[X].

6X3—7X24+3X+2|2X%2-3X+2
—6X3+9X%2—-6X 3X+1
2X2-3X +2
—2X2 43X -2
/

Rezulti ci avem citul ¢ = 3X + 1 si restul r = 0, polinomul nul. Deci g | f.
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Exercitiul 84 Aflati catul si restul impirtirii lui f = X6 — X5+ X*— X3+ X?+31lag = X —i, in C[X].

X0 X5+ X* - X3+ X243
— X0 4iX®
(—-1)X°+XT—- X3+ X2
— (-1 X5+i(i—1)X*
—iXT— X3+ X7
iX*+ X3
X2
X% +iX
X
—X -1
-1
Deci avem catul ¢ = X° + (i — 1) X* — iX3 + X + i si restul r = —1, polinom de grad 0.

X —i
X0+ (-1 X —iXZ+ X +i

Teorema 85 Fie f € K[X] diferit de polinomul nul. Atunci restul impdrtirii lui f prin g = X — a este
egal cu valoarea numericd a polinomului pentru x = a, adici r = f(a).

Teorema 86 (Bezout) Un element a € K este riddcind a polinomului f € K[X| daci si numai daci X —a
divide pe f.

Definitia 87 Elementul a € K este ridicini de ordin p € N* pentru polinomul f daci (z — a)® divide f
si (z — a)*™ nu divide .

Exercitiul 88 a) Sii se determine restul impdrtirii lui f = X* +2X? — X +4lag=X — 1.
b) Aritati cil a = 1 este ridicind pentru h = X3 — 2X? 43X — 2.
a) Restul impdrtirii lui f la g este f(1) = 6.
b) Se verificd h(1) = 0.

Putem folosi schema lui Horner pentru a determina catul si restul impaértirii unui polinom
prin X — a.

Exercitiul 89 a) Folositi schema lui Horner pentru a afla citul si restul tmpdrtirii lui f la g, f =
3X% —2X3 4+3X2-5,9g=X—2.

IESH P S P S S S X X ]
3 0 —2 3 0 5

2] 3 [23+0=6|26-2=10]2-10+3=23 | 2-23+0=46 | 2-46—5 =57
X X3 X X X0

Deci restul este r = 87 iar citul este ¢ = 3X* 4+ 6X3 + 10X2 4 23X + 46.

b) Folositi schema lui Horner pentru a afla ordinul de multiplicitate a rddicinii o« = 2 a lui f =
X6 —7X5+15X% —40X?% + 48X — 16.

’ ‘Xﬁ ‘ X5 ‘ x4 ‘ X3 ‘ X2 ‘ X1 X0
2 1 —7 15 0 —40 48 —16
2 1 2:1-7=-5 2(=5)+15=5 2:54+0=10 2-10 —40 = —-20 2(—20) +48 =38 2.8-16=0
2| 1 | 2:1-5=-3] 2(-3)+5=-1 2(-1) +10=8 2.8-20=—4 2(—4)+8=0
2| 1 [ 2:1-3=-1| 2(-1)—-1=-3 2(—3) +8=2 2.2-4=0
2| 1 2.1-1=1 2.1-3=-1 2(-1)+2=0
2 1 2:-14+41=3 2:3—-1=5#0 concluzie: 2 e radicindg de ordinul 4
X2 X Xx°

f=(X-2"(X2+3X +5).
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Teorema 90 (polinoame cu coeficienti reali) Fie f € R[X] diferit de polinomul nul. Dacd z¢g = a+1ib, b #
0, este o raddcind complexd a lui f, atunci Ty = a + ib este de asemenea o ridicind complexi a lui f si
X0, To au acelasi ordin de multiplicitate.

In consecintd, orice polinom cu coeficienti reali are un numadr par de rddédcini complexe ce nu
sunt reale. De asemenea, orice polinom cu coeficienti reali de grad impar are cel putin o rdddcona
reald.

Teorema 91 (polinoame cu coeficienti rationali) Fie f € Q[X] diferit de polinomul nul. Daci xq =
a++Vb, a,b € Q, b > 0, este o riddcind pitraticd a lui f, atunci To = a — /b este de asemenea o radicini
patraticd a lui f si xo, To au acelasi ordin de multiplicitate.

Teorema 92 (polinoame cu coeficienti intregi) Fie f = ap + a1 X + -+ + an, X" € Z[X], ap, # 0. Daci
To = %, p,q€Z,q#0, (p,q) =1, este o radicini rationald a lui f, atuncip | ag si q | an.

In particular, dacd p este o riaddcind intreagd a lui f, atuncip | ag.

Teorema 93 (relatiile lui Viete) Fie f € K[X] un polinom de grad n, f = ap X" + apn_1 X" 1 + - +

a1 X + ao, care are in corpul K ridicinile x4, x2, - - - .z, hu neapdrat distincte. Atunci au loc urmdtoarele
relatii.
_ An—1
Ty +I2+ - Tn =
E:‘. — LT — Gn-2
i,J€L,n, i ) an
_ An—3
D jkeTm, iskjphti TiTiTh = " Tan
e — (—1)k %=t
Dby ik €T, iy, Wit TinTi o Tiy, = (1),
T1To - Ty = (-1

ap”

De exempluy, fie f = 2X* + X3 — 3X + 1 8i 21, 2, x3, ¥4 rdd4cinile sale, nu neaparat distincte.
Atunci

1+ T2+ 3+ T4 -3

T1To + T1T3 + 1Ty + Tols + TaTy + T3T4 = —3,

T1T2x3 + T1X2%4 + T1T3T4 + T2T324

I
N “O

T1X2XT3T4

Exercitiul 94 Rezolvati urmdtoarele ecuatii.
a) 3 — 3x% — 3z + 1 = 0, stiind cid are solutia x1 = 2 — /3.

b) 3z3 — 1022 + 31x + 26 = 0, stiind cii are solutia x1 = 2 — 3i.
c) 234 (4 —2i)22 + (2 — Ti)z — 3 — 3i = 0, dacd admite cel putin o solutie reald.

a) Asociem ecuatiei date polinomul cu coeficienti rationali f = X® — 3X? — 3X + 1. Deoarece
x1 = 2 — /3 este ridicingd a lui f, deducem cif x5 = 2 + /3 este si ea riddcind a lui f. Deci polinomul f
se divide prin g = (X — 2 — V/3) (X — 2+ /3) = X2 —4X + 1. Impirtind f la g obtinem catul X +1,
deci a treia solutie a ecuatiei se obtine rezolvind ecuatia x + 1 = 0, adicd x3 = —1.

Binetnteles, puteam folosi si relatiile lui Viete, pentru a nu mai impdrti cele doud polinoame. Suma
celor trei ridicini este 3, deci x5 = —1.

b) Asociem ecuatiei date polinomul cu coeficienti reali f = 3X3 — 10X? + 31X + 26. Deducem cii
x1 = 2 — 3i e rdddcind a lui f, deci si xo = 2 + 3i este rdddcind a lui f. Rezultd ci f se divide prin
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g= (X —2+3i)(X —2—3i) = X? — 4X + 13. Catul tmpdrtirii lui f la g este 3X + 2, deci a treia
solutie a ecuatiei este x3 = —%.
Puteti aplica direct relatiile lui Viete!

¢) Fie z 0 solutie realii a ecuatiei date. Deci ®+(4—2i)x*+(2—7i)z—3-3i = 0& (2 + 42% 4+ 2z — 3)+
i(—222-Tr-3)=0%

23442 +2x -3 =0
—22%2 — Tz —3 =0

Rezolvim mai intdi ecuatia de gradul al doilea, cu solutiile —3 si —1. Doar x = —3 este si solutie a

ecuatiei de gradul 3, deci singura rdddicind realii a polinomului f = X+ (4 —2i)) X2+ (2—7i) X —3—3i
este —3. Impirtim f la X + 3 (sau folosim schema lui Horner) si obtinem catul X? + (1 —2i)X — 1 — .
Asociem ecuatia de gradul doi, cu coeficienti in C, 22 + (1 — 2i)z — 1 — i = 0. Evident solutiile sunt i si
—1 4.
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