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1 Baze intr-un K-spatiu liniar finit generat
Fie V un K-spatiu vectorial si S = {71, ..., U, } un sistem finit de vectori din V.

Definitia 1 Sisternul S se numeste liniar dependent dacd existi scalarii oy, ..., o, € K, nu toti egali cu
zero, astfel tncdt si aibd loc
a1ﬁ1+--~+anf)’n:0 (1)

(combinatia liniard a0y + - - - + o Uy, 54 fie vectorul nul).

Teorema 2 Conditia necesard si suficientd ca sistemul S = {01, ..., U, } si fie liniar dependent este ca cel
putin unul din vectorii sistemului S si se poatd scrie ca o combinatie liniard de ceilalti vectori ai sistemului
S.

Demonstratie
Necesitatea (“=") S& presupunem cd sistemul S este liniar dependent. Deci are loc relatia (1)
cu scalarul a; # 0 (de exemplu). In acest caz existd (041)_1 deci obtinem

—

L= — (1) anlh — (1) M agts — - — (a1) " ity

adicd ¥ este o combinatie liniard de ceilalti n — 1 vectori.
Suficienta (“«<") Sa presupunem cd un vector (de exemplu v;) este o combinatie liniard de
ceilalti n — 1 vectori. Are loc

U1 = P10z + Balz + -+ + Br_1y
sau echivalent
U 4 (=B1) Vo + (=B2) U + -+ - + (—=Bn-1) Uy = 0

adicd are loc relatia (1) cu coeficientul 1, al lui ¥, diferit de zero. Deci sistemul de vectori S este
liniar dependent.

Definitia 3 Sisternul S se numegte liniar independent dacii nu este liniar dependent, adicd dacd singura
combinatie liniard nuli este cea cu toti scalarii nuli:

ah+-+a U, =0=a1=---=q, =0.

Exemplul 4 a) Sistemul S = {0} este liniar dependent deoarece are loc o0 = 0, Yo € K, deci si pentru

a # 0.
b)Dacii 7 # 0, atunci sistemul S = {U} este liniar independent deoarece din relatia a0 = 0, obtinem
a=0.



Exemplul 5 In spatiul vectorial aritmetic K™ sistemul de vectori
B={é =(1,0,...,0),& = (0,1,0,...,0) ...,& = (0,0,...,1)}

(1 5i 0 sunt elementele neutre in cdmpul K) este liniar independent.
Intr-adevir, fie combinatia liniard

a1€1+~~-+an€n:0.

Avem
a1 (1,0,...,0) + a2 (0,1,...,0)+ -+ , (0,...,1)

= (01,0,...,0)+ (0,2, ...,0) + -+ (0,...,,) = (1,2, ..., Q4),
deci relatia precedentd devine
(al,ag,...,an)=6®a1 =qy=-=aqay, =0.

Deci din orice combinatie liniard nuli obtinem toti scalarii nuli.

Exemplul 6 [n spatiul vectorial K,,[X]al polinoamelor de grad cel mult n, polinoamele 1, X, X? ..., XP p <
n formeazd un sistem liniar independent deoarece relatia

a01+a1X—|—a2X2—|—-~-+oszp=O
implici g =0g =g =--- =0 =0.

Exercitiul 7 Studiati daci urmditorul sistem de vectori din spatiul vectorial R3 este liniar dependent sau
nu:
S={n=(1,1,1),0o = (1,-1,1),05 = (-1,3,-1)}.

Fie combinatia liniari
¥ + ol + astis =0 oy (1,1,1) + ag (1, -1,1) + a3 (=1,3,-1) =0
& (a1,00,a1) + (az, —ag, as) 4+ (—as, 3as, —az) =0
S (g + g —ag, a1 — as + 3as, a1 + as — as) =0
a1 +ay—a3 =0
ap —az+3a3 =0
a1 +az—a3 =0

Matricea sistemului are determinantul

1 1 -1
1 -1 31=0
1 1 -1

deci sistemul omogen nu admite solutie unicd. Aceasta inseamnii ci sistemmul admite si o solutie diferiti de
cea banald. Deci sistemul dat este liniar dependent. Prin metodele cunoscute se va gisi multimea solutiilor
sistemului, {(—t,2t,t) ,t € R}. O solutie particulard este, ludnd t = —1, (o1, a0, a3) = (1,-2,-1),
ceea ce inseamnd cid urmdtoarea combinatie liniard este vectorul nul:

61—2’1__)'2—173:0

(evident se poate verifica imediat, prin calcul direct, cd Uy — 2V, — U3 = 0).



—

Exercitiul 8 Sd se stabileascid dacii urmidtorii vectori sunt liniar independenti: v, = (1,—1,0), vp =
(717 27 1)/ 173 = (17 1a 1)
Sd consideridm combinatia liniard

a—B+7=0
ath + s+ =0 —a+28+~v=0
B+vr=0
1 -1 1
Determinantul matricii sistemului este det A = | —1 2 1| # 0 deci rangul rangA = 3. Deci
0 1 1

sistemul de mai sus este compatibil unic determinat. Pe de altd parte sistemul este omogen deci admite
cel putin solutia banali (0,0,0). Prin urmare solutia banald este unica solutie. In acest caz deducem ci
vectorii dati sunt liniar independenti deoarece orice relatie de tipul

oty + BTy + s =0
impliciao = =~v=0.

Teorema 9 Fie V un K—spatiu vectorial. Atunci:

1. Orice sistem de vectori care contine un subsistem liniar dependent este de asemenea sistem liniar
dependent.

2. Orice subsistem al unui sistem de vectori liniar independent este de asemenea un sistem liniar indepen-
dent.

Demonstratie

Fie S = {#1, ..., U, } un sistem finit de vectori din V si sd presupunem cid S; = {v1, ..., 0} C S,
k < n este o submultime de vectori liniar dependenti. Deci exista scalarii «;, i = 1, k, astfel incat
cel putin unul este nenul si are loc

ot + -+ oty =0

Deducem c4 existd scalarii o;, i = 1,n, cu a; = 0, Vi > k, si cel putin un scalar nenul (intre primii
k), astfel incét are loc
o1V + -+ apU; + 00,41 + -+ 00, =0

ceea ce inseamna ca sistemul S este liniar dependent.
A doua afirmatie se obtine din prima prin reducere la absurd.

Avand in vederd cd sistemul S = {0} este liniar dependent, ca o consecintd a teoremei ante-
rioare, obtinem

Propozitia 10 Orice sistem S care contine vectorul nul este liniar dependent.

Vom prezenta in continuare notiunea de baza intr-un spatiu vectorial finit generat.

Definitia 11 Sistemul finit de vectori B = {é1, ..., €, } se numeste bazi in K-spatiul vectorial V dacd
satisface simultan conditiile:

(a) B este sistem liniar independent.

(b) B este un sistem de generatori al lui V.

Exemplul 12 [n spatiul vectorial aritmetic K™ sistemul de vectori

B=1{&=(1,0,...,0),...,8 = (0,0,...,1)}



(1 si 0 sunt elementele neutre in cimpul K) este bazid tn K™ deoarece este liniar independent i este si
sistem de generatori al lui K™. Aceastd bazi se numeste bazi canonicd.

Intr-adevitr, am viizut deja cii acesti vectori sunt liniari independenti. In continuare ardtam ci formeazi
un sistem de generatori pentru K". Fie ¥ € K" sideci & = (z1,%2,...,%y), unde x; € K, i = 1,n.
Prin urmare

r = (.131,0,...,0)-‘r(0,332,...,0)—|—-~-—|—(0,0,...,xn)
= 21(1,0,...,0) + 22 (0,1,...,0)+ -+, (0,0,...,1) =211 + 2285 + - -+ + TpEp .

Exemplul 13 [n spatiul vectorial My (R) al matricelor de tip (2, 2) cu elemente din R, sistemul de vectori

10 0 1 0 0 0 0
peprt=(on )= (0 o) t=(00) == (0 7))

este bazd in My (R) deoarece este liniar independent si este si sistem de generatori al lui Mo (R). Aceasti

bazi se numeste bazd canonicd.

Intr-adevir, orice matrice A = ( ?: Z

bEL + cE? + dE2. Deci B este sistem de generatori pentru My (R).

Fie a, 8,7,6 € R ai. aE11+6E§+7Ef+5E§—<8 8)@(3 g)-(g 8>@

) din My (R) este generatd de matricele lui B, A = aE} +

a = =+=20=0. Deci B e sistem de vectori liniar independent.
Evident, {E;} ;i € 1,m,j € 1.m este bazd in M, ,, (R), unde E;'-este matricea care are pe linia i si
coloana j pe 1 iar toate celelalte elemente sunt 0.

Exemplul 14 [n spatiul vectorial K,, (X) al polinoamelor de grad cel mult n, polinoamele 1, X, X2, ..., X"
formeazi un sistem liniar independent si este sistem de generatori, deci este o bazd.

Pentru a verifica mai rapid dacd un sistem de vectori e bazd pentru un spatiu liniar finit
generat, vom folosi urmétoarea teorema.

Teorema 15 (de caracterizare a bazelor) Conditia necesard si suficientd ca submultimea finiti B =
{€1, ..., En} sd fie bazid in K—spatiul vectorial V este ca orice vector & € V sil se descompund in mod unic
dupdi vectorii lui B, adici VZ € V, existd si sunt unici scalarii v; € K, i = 1,n, a.i.

Demonstratie

Necesitatea (“=") Sd presupunem cd sistemul B = {é}, ..., €, } este bazd in K—spatiul vectorial
V. Avand in vedere cd orice bazd este un sistem de generatori, obtinem cd & are o descompunere
de tipul (2). S& presupunem cd descompunerea nu este unica deci are loc

—

Prin scddere obtinem
0= (1‘1 _yl)él +"'+(x7z_y7L)5rL

Sistemul de vectori B fiind liniar independent deducem c3 scalarii z; — y; = 0, Vi = 1, n adica

Ty = Yi, Vi = 17”3

deci cele doud descompuneri coincid.

Suficienta (“<") S& presupunem cd orice vector Z € V se descompune in mod unic dupa
vectorii lui B. Deci B este un sistem de generatori pentru V, adicd [B] = V. A mai rdmas de
demonstrat cd B este liniar independent. Sd presupunem cd avem o combinatie liniard de tipul

041771+"'+05n17n:6 (3)



Pe de altd parte ecuatia de mai sus reprezinta si o descompunere a lui 0 dupa baza B. Dar
0ty + -+ + 07, = 0.
Avand in vedere ca descompunere lui 0 este unici deducem ci
ap =ag =---=aqa, =0.

Definitia 16 Scalarii z; € K, i = 1,n ce dau descompunerea unici a lui ¥ in baza B = {é3, ..., €, } se
numesc coordonatele vectorului & in baza {é, ..., €, }.

Teorema 17 (Teorema completirii) Fie V un spatiu liniar finit generat.
a) Din orice sistem de generatori ai lui V' se poate extrage o bazid in V.
b) Orice sistem de vectori liniar independent din V' poate fi completat la o bazid in V.

Gasiti demonstratia in cartea recomandatd ca bibliografie la pagina 15 (Teorema L.5).

Teorema 18 [n orice K-spatiu V # {ﬁ}, finit generat, existd cel putin o baz.

Demonstratie N
Fie v €V, ¥ # 0. Atunci sistemul format din vectorul T este liniar independent, deci el
poate fi completat la o baza.

Teorema 19 (teorema schimbului a lui Steinitz) Fie S = {71, e ,7n} un sistem de generatori ai lui
VsiL={dy, -, dp}unsistem liniar independent din V. Atunci:
a)p<mn;

b) Existi vectorii 7p+1, R T S astfel incit sistemul de vectori S’ = {71, e 77,,, 71,“, e 77n}
sd fie un sistem de generatori pentru V.

Gasiti demonstratia in cartea recomandatd ca bibliografie la pagina 17 (Lema I.1, Teorema 1.6).

Teorema 20 Dacid V # {0} este un K-spatiu finit generat atunci oricare doud baze ale lui V au acelasi
numdr de vectori.

Demonstratie

Fie B; si By doud baze, cu m, respectiv n elemente. Considerdnd B; sistem de vectori liniar
independent si B, sistem de generatori pentru V, atunci rezultd m < n. Considerand B; sistem
de generatori si B, sistem de vectori liniar independent, deducem n < m, deci m = n.

Definitia 21 Dacid V este un K—spatiu finit generat, atunci numdrul de elemente dintr-o bazd a lui V
se numeste dimensiunea lui V. O notdm cu dimg V' sau, mai scurt (dacd nu este pericol de confuzie),
dimV.

Remarca 22 Daci V este un K—spatiu vectorial de dimensiune n, atunci vom mai nota spatiul si cu V,,
(notatia va indica astfel si dimensiunea).

Un rezultat util in practica este urmatorul



Propozitia 23 Fie V este un K—spatiu vectorial de dimensiune n. Atunci:

(a) Orice sistem S format din n vectori liniari independenti este o bazd in V.

(b) Orice sistem S format din n vectori care constitue un sistem de generatori al lui V' este o bazi in
V.

Demonstratie

(a) Dacd S este un sistem de vectori liniar independent, el poate fi completat la o baza, care
are n vectori. Dar S are n vectori, deci S este chiar baza.

(b) Din sistemul de generatori S putem extrage o bazd cu nvectori. Dar S are n vectori, deci
chiar S este baza.

Definitia 24 Fie S un sistem de vectori din spatiul vectorial V. Se numeste rangul sistemului de
vectori S dimensiunea subspatiului vectorial generat de S.

Teorema 25 Toate sistemele de vectori din V obtinute din S prin urmditoarele transformdiri (numite si
transformdri elementare):

1. schimbarea ordinii vectorilor;

2. inmultirea unui vector cu un scalar nenul;

3. adunarea la un vector din S a unui alt vector din S inmultit cu un scalar,
au acelagi rang cu S.

Teorema 26 Rangul unui sistem finit de vectori este egal cu numdrul maxim de vectori liniar independenti
ai sistemului.

(fard demonstratie).
In cazul particular al spatiului vectorial aritmetic K™, dacd avem un numar finit de vectori,

atunci, punandu-i pe coloand, putem forma cu ei o matrice iar problema independentei lor liniare
se reduce la a determina rangul acelei matrice. Astfel are loc rezultatul urmator:

Teorema 27 Rangul unei matrice este egal cu numdrul maxim al vectorilor coloand (sau linie,
evident) liniar independenti.

Demonstratie
1 1 1
51 82 ... Sn
R o st 83 o sh , .. 3 -
Intr-adevdr, fie A = € My, » (R) 0o matrice data si vectorii coloand ai
m m m
. _ 51 S Sn
acestela notafi cu
1 1 1
51 52 Sn
2 2 2
571 83 Sn
V1 = , U2 = s eeey Unp =
m m m
51 52 Sn
Sd presupunem cd, fard a restrdnge generalitatea, vectorii v, v2,...,v,, cu r < n, sunt liniar

independenti, deci din orice combinatie liniard a lor
arvr +agva+ -+ v, =0 € My, 1 (R)
rezultd oy = ap = -+ = a,. = 0.

Evident, v; € K™, i = 1,7, deci numdrul maxim de vectori liniar independenti este m, ceea ce
inseamna cd trebuie sa luam r < m.



Deci se obtine sistemul
stag +siag + -+ sta, =0

s2aq + s5ag + - + 82, = 0

sT'ay + s5'an + -+ 57, =0

care este omogen de tip (m,r) si care trebuie sd admitd doar solutia banald. Prin urmare exista
un minor principal de rang r care sa fie nenul. Acest determinant principal este exact cel care da
rangul matricei initiale A, deci rangA = r.

Reciproc, sa presupunem acum ca rangA = r (deci, evident, » < min (m,n)) si sd aratam ca
numdrul maxim de vectori liniar independenti este tot r. Fie astfel, o combinatia liniard de (r + 1)
vectori

a1v1 + aeva + -+ vy + apu, =0 € My, 1 (K,

unde p este un indice oarecare astfel incit r + 1 < p < n. Prin urmare obtinem sistemul
stoq + stog + -+ stay + sta, =0
1641 202 r&r pYp —

staq + shag + -+ + sta, —|—311,04p =0

1, —
sttar + s3'ap + - 5o +s,0p =0

care este un sistem omogen de tipul (m,r + 1). Rangul matricei sistemului este r (este exact
rangul matricei initiale A) si deci mai mic decat numadrul de necunoscute. Prin urmare sistemul
nu admite solutie unicd, deci admite si solutii nenule. Aceasta Inseamnd ca existd cel putin un
coeficient o; nenul, deci vectorii {vy,vs, . .., v, v, } sunt liniar dependenti.

1.1 Exercitii

1. 54 se arate cd urmadtorii vectori sunt liniar dependenti si sd se afle relatia de dependenta:
= (0,1,1), 7 = (1,2,3), vi3 = (2, —1,1) din R3.

Rezolvare:
Fie combinatia liniara
1Ty + aly + azty =0 < a; (0,1,1) + a2 (1,2,3) + a3 (2,-1,1) =0
< (0, a1,01) + (ag, 2, 3a2) + (2a3, —as, az) = (0,0,0)
ceea ce este echivalent cu sistemul
as +2a3 =0
a; + 20 —az3 =0

o + 3as + ag = 0.

0 1 2
Calculim det A = | 1 2 -1 | = 0sirangA = 2, deci sistemul omogen este compatibil
1 3 1

dar nedeterminat. Rezolvand sistemul format cu primele doud ecuatii si primele doua ne-
cunoscute obtinem solutia (a3, —2a3, a3), s € R. Ludnd, in particular, g = 1 se obtine
solutia (5, —2, 1), deci are loc relatia de dependenta

501 — 20U + U3 = 6,



ceea ce Inseamna ca vectorii dati sunt liniar dependenti.

Sd mentiondm, vezi Teorema 27, cd rangul matricei formata cu vectorii pusi pe coloana
este exact numairul de vectori coloand liniari independenti. In cazul nostru numarul de
vectori linar independenti este 2.

. 54 se studieze dependenta liniard a urmaétorilor vectori: v = (1,—-1,2), 72 = (—1,3,—-2),
73 = (5,—11,10).
Rezolvare:
Sa consideram combinatia liniara
avy + By + 473 =0 a (1, -1,2) + B(—1,3,-2) + 7 (5, —11,10) = (0,0,0)
= (o, —a, 2a) + (—5,38, —28) + (57, —11v,10vy) = (0,0,0) &
a—pB+5y=0
&< —a+38-11y=0
200 -2 +10y =0

1 -1 )
Determinantul matricii sistemuluiestedet A = | —1 3 —11 | =0, prinurmare rangA <
2 -2 =10
. 1 -1 . . . <
3, iar 1 3 |7 2 # 0, deci rangul rangA = 2. Sistemul de mai sus are doud necunos-
cute principale, « si 5, si 0 necunoscutad secundard v si este deci compatibil nedeterminat
(admite o infinitate de solutii) cu solutia « = -2, 5 = 3, v € R. In acest caz vectorii dati

sunt liniar dependenti si are loc relatia
(=27) - T +3y-To+v -3 =0, ¥y €R

In particular pentru v = 1 obtin relatia de dependentd —27, + 37, + @3 = 0.

. Sd se studieze dependenta liniard a urmatorilor vectori:

(a) % = (1,2,-1,1,-2), % = (1,3,2,—1,—1), %5 = (0,1,4,2,0), 74 = (2,4, —3,—2, —3) din
R?;

(b) 171 = (17 _1?2) ’ 62 = (17073) ) 173 = (27 17 1) din RS/

(e)pr =2X2+ X +3,p2 = X2 +5X —3,p3 = 3X%? — X + 7din Ro[X];

(d)A1=<§ _i ),A2:(_(1) ?),A3:<g _i)dinMg(R).

Rezolvare:
(a) Fie combinatia liniara

101 + Uy + a3¥s + auuty = 6
= oy (1, 2,—1,1, —2) + ao (1, 3,2,—1, —1) + as (0, 1,4,2, 0) + oy (2,4, -3, -2, —3) =0

ceea ce este echivalent cu sistemul

a1 +oas +2a4 =0

201 + 3as + a3 +4ay =0
—a1 + 209 + 43 — 34 =0

a1 —as +2a3 — 204 =0

—20&1 — g — 30&4 =0.



Determindm rangA = 3 si deci sistemul omogen este compatibil dar nedeterminat. Re-
zolvand sistemul format cu primele trei ecuatii si primele trei necunoscute obtinem solutia
(—o4, —oy, 04, a4), oy € R. Ludnd, in particular, ay = —1 se obtine solutia (1,1,—1,—1),
deci are loc relatia de dependenta
Uy + Uy — U3 — ¥y = 0,
ceea ce Inseamnd cd vectorii dati sunt liniar dependenti.
(b) Fie combinatia liniara
a1 + Qotiy + azitis = 0< aq (1, -1, 2) + Qo (170, 3) + a3 (2, 1, 1) =0

ceea ce este echivalent cu sistemul

a1 + o + 2053 =0

—o; +a3 =0

2001 + 3ag + a3 = 0.

Determinam rangA = 3 si deci sistemul omogen este compatibil si unic determinat, deci
solutia banald este unica, adicd (a1, a2, a3) = (0,0, 0) ceea ce Inseamnd cd vectorii dati sunt
liniar independenti.
(c) Fie combinatia liniara
aipr+azpz+azps = 0 & (201 + az + 3a3) X+ (a1 + 50z — a3) X+ (31 — 3az + Taz) =0
ceea ce este echivalent cu sistemul

2a1+a2+3a3 =0

a1 +bas —az =0

3a; — 3as + Taz = 0.

2 1 3

Calculdim det A = | 1 5 —1 | = 0sirangA = 2, deci sistemul omogen este compati-

3 =3 7

bil dar nedeterminat. Rezolvand sistemul format cu primele doud ecuatii si primele doud
16

necunoscute obtinem solutia (—*&as, 3a3,3), a3 € R. Luand, in particular, az = —9 se
obtine solutia (16, —5, —9), deci are loc relatia de dependentd

16p1 — 5p2 — 9p3 = 0,
ceea ce Inseamnd cd vectorii dati sunt liniar dependenti.

(d) Fie combinatia liniarad

2 -1 0 2 5 1
a1A1+a2A2+a3A3:O<:>a1<3 1)+a2(1 1>+a3(2 1):0,

ceea ce este echivalent cu sistemul
201 + 5a3 =0
—a1 + 209+ a3 =0
3a1 —as +2a3 =0
a1 +as —ag =0.

Determindm rangA = 3 si deci sistemul omogen este compatibil si unic determinat, deci
solutia banald este unica, adicd (a1, ag, a3) = (0,0,0) ceea ce inseamnd c& vectorii dati sunt
liniar independenti.



4. Sd se studieze dupad valorile parametrului m € R dependenta liniard a sistemului de vectori
{h =(1,2,3), v = (4,5,6), U5 =(7,8,m)}.

Rezolvare:
Sa consideram combinatia liniara

a+48+T7y=0
a(1,2,3) + 5 (4,5,6) +v(7,8,m) =0 2a+58+8y=0
3a+66+my=0

1 4 7
Determinantul matricii sistemului estedet A=| 2 5 8 | =m —9. Dacd m # 9 obtinem
3 6 m

rangul rangA = 3 deci sistemul de mai sus este compatibil unic determinat cu solutia
banald ca unica solutie « = 5 = v = 0. In acest caz vectorii dati sunt liniar independenti.

Dacd m = 9 atunci rangA < 3 si ; g = —3 # 0 deci rangA = 2, adica sistemul de
mai sus are doud necunoscute principale « si 3, si 0 necunoscutd secundara « si este deci
compatibil nedeterminat cu solutia & = v, 5 = —2v, v € R. Atunci are loc relatia

yT =2y Ty +v-U3=0, VyeR.
In particular pentru v = 1 obtin relatia de dependenta

U] — 20 + U3 = 0.

5. 54 se arate cd urmatorii vectori sunt liniar dependenti si sa se afle relatia de dependenta:
(@) = (1,1,1), 7 = (1,-1,1), ¥3 = (—1,3,—1) din R3;

(b) 71 = (1,2,5), v = (5,3,1), 3 = (—15,—2,21) din R3;

(c)p1 = X2+5,pp = X? —4X +3,p3 = X2+ 16X + 13 din R, (X);

1 2 3 2 1 5 -3 6 =5 .
@ar=(o 73 )= 5 0 ) a=( 20 ) dnMa®,

6. Sd se arate cd urmdtorii vectori sunt liniar independenti:
(a) vy = (5,3,1), 02 = (1,1,1), U3 = (1,4,2) din R3;
(b)pr = X2 —4X +3,p2 =5X —4,p3 = X?> + X + 1 din Ry (X).

7. Sa se afle numarul maxim de vectori liniar independenti din sistemul S = {¥1, ¥z, U3, 04 },
unde 7y = (1,—1,1), 7% = (2,—1,3), 53 = (1,3,5), o4 = (3,1,7).

Rezolvare:

Conform Teoremei 27 rangul matricei formata cu vectorii pusi pe coloand este exact numarul

1 21 3
de vectori coloani liniari independenti. In cazul nostru rangul matricei A = | -1 -1 3 1
1 3 57

este 2, deci numdrul maxim de vectori liniar independenti din .S este 2.

Sd se gdseascd, in plus, relatia de dependentd dintre primii trei vectori.

10



8.

10.

Sd se afle numdrul maxim de vectori liniar independenti din sistemul S = {¥, ¥z, U3, 04 },
unde ) = (2,1,—1), % = (1,2,1), 7 = (3,0, —3), o4 = (1,1,0).

Rezolvare:

Conform Teoremei 27 rangul matricei formata cu vectorii pusi pe coloand este exact numarul

21 3
de vectori coloan liniari independenti. In cazul nostru rangul matricei A = 1 2 0
-1 1 -3

este 2, deci numarul maxim de vectori liniar independenti din .S este 2.

Sd se gdseascd, in plus, relatia de dependentd dintre primii trei vectori.

In R* se considera vectorii # = (1,0,2,—1), ¥, = (3,1,—1,0) si 73 = (2,—2,3,1). Si se
precizeze care este subspatiul vectorial generat de o, ¥ si 5.

Rezolvare:

Conform Teoremei 27 rangul matricei formata cu vectorii pusi pe coloand este exact numarul
de vectori coloand liniari independenti. Iar dimensiunea subspatiului generat de vectorii
dati este egald cu numarul maxim de vectori liniar independenti ai sistemului dat. In

1 3 2
. 0 1 -2 . . .
cazul nostru rangul matricei A = 9 _1 3 este 3, deci numarul maxim de vec-
-1 0 1

tori liniar independenti dintre cei dati este 3. Prin urmare dimensiunea subspatiului generat
de cei trei vectori este 3.

In R? se considera vectorii 7, = (2, —1,3,5), 7, = (1,3, —2,4) . Si se arate ci 7, ¥ sunt liniar
independenti si sa se precizeze care este subspatiul vectorial generat de @ si 0. Vectorul
U = (—1,11, —12, 2) apartine acestui subspatiu?

Rezolvare:

Conform Teoremei 27 rangul matricei formatd cu vectorii pusi pe coloand este exact numdarul
de vectori coloand liniari independenti. Iar dimensiunea subspatiului generat de vectorii
dati este egald cu numarul maxim de vectori liniar independenti ai sistemului dat. In cazul

2 1
nostru rangul matricei A = _é _g este 2, deci numdrul maxim de vectori liniar
5 4

independenti dintre cei dati este 2. Prin urmare dimensiunea subspatiului generat de cei
doi vectori este 2. Subspatiul generat de vectorii ;si ¥ este, prin definitie,

{at) + B3 | o, B € R} ={a(2,-1,3,5) + 8(1,3,-2,4) | a, B € R}
={(2a+8,—a+38,3a+ —25,5a+48) | a, f € R}.

Vectorul ¢ = (—1, 11, —12, 2) apartine acestui subspatiu dacd existd scalarii «, 5 € R astfel
incat ¥ = a; + BUs sau echivalent

(=1,11,-12,2) = (20 + B, —a + 38, 3a — 23, 5ax + 453)

11
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11.

ceea ce revine la rezolvarea sistemului

200+ = —1
—a+38=11
3a—28=—12
Sa+4p8 =2
2 1 -1
. - .. . . -1 3 11
Studiem compatibilitatea acestui sistem: matricea A are rangul 2iar A = 3 _9 _19
5 4 2
2 1 -1 2 1 —-1
are rangul tot 2 (ambii determinati de ordinul al treilea | —1 3 11 |si| -1 3 11
3 -2 -12 5 4 2

sunt nuli). Prin urmare, rangA = rangA = 2 deci sistemul este compatibil. Solutia este datd
prin rezolvarea sistemului format cu primele doud ecuatii (cele principale) si primele doud
necunoscute (cele principale). Obtinem oo = —2si § = 3.

Deci avem ¢ = —2¢; + 3, adicd ¥ apartine subspatiului generat de cei doi vectori.

In spatiul R; () se considera vectorii p; = X? +2X — 1, py = 2X? 4+ 1,p3 = X> — X. Sd se
arate cd p1, p2 si ps sunt liniar independenti si sd se precizeze care este subspatiul vectorial
generat de ei. Vectorul p = 2X? 4 3X apartine acestui subspatiu? Darp = X +1°?

Rezolvare:

Se verificd mai Intai cd vectorii dati sunt liniari independenti (se pleaca de la o combinatie
liniard egald cu zero, i.e. ap; + Bp2 + yps = 0, si trebuie sd ardtdmcda o = f = v = 0).

Subspatiul generat de vectorii polinoame date este, prin definitie,

{ap1 + Bp2 +vps | @, 3,7 €R} =
={(a+7) X +28X*+ (2a—7) X + (—a+B) |, 8,7 €R}.

Vectorul p = 2X? 4 3X apartine acestui subspatiu daci existd scalarii «, 8,7 € R astfel incat
p = ap1 + Bp2 + vps sau echivalent

2X% 43X = (a+7) X*+28X%* + (2a —7) X + (—a + p)

ceea ce revine la rezolvarea sistemului

at+vy=0
28 =2
20—y =3
—a+p8=0
10 1
. - o . . . 02 0
Studiem compatibilitatea acestui sistem: matricea sistemului este A = 9 0 _1
-1 1 0
Lo o2 0o
are rangul 3 (avem | 0 2 0|=—-6#0)iar A = 9 0 -1 3 |are rangul tot 3
20 -1 -11 00

12



12.

13.

14.

15.

(determinantul matricei A este este nul). Prin urmare, rangA = rangA = 3 deci sistemul
este compatibil. Solutia este data prin rezolvarea sistemului format cu primele trei ecuatii
(cele principale) si primele trei necunoscute (cele principale). Obtinem o« = 1, 8 = 1 si
v=-1

Deci avem p = p; + p2 — p3, adicd p apartine subspatiului generat de cele trei polinoame.

Prin abordare similard se va demonstra ¢ X + 1 nu apartine subspatiului generat. Intr-
adevdr, p = X + 1 apartine acestui subspatiu daca existd scalarii «, 3,7 € R astfel Incat
p = ap1 + Bp2 + vp3, sau echivalent

X+1l=(a+7)X*+28X*+(2a—7) X + (—a+B)

ceea ce revine la rezolvarea sistemului

a+v=0
26=0
2a—vy=1
—a+p8=1
10 1
. - o . . . 02 0
Studiem compatibilitatea acestui sistem: matricea sistemului este A = 9 0 -1
-1 1 0
1 0o 10
.7 02 00 . Lo
are rangul 3 iar A = 9 0 —1 1 | e rangul 4 (determinantul matricei A nu este
-1 1 0 1

nul). Prin urmare, rangA # rangA deci sistemul este incompatibil. Deci p (x) nu apartine
subspatiului generat de cele trei polinoame.

In R* se considera vectorii 7; = (1,4, —5,2), 7, = (1,2,3,1) . Si se arate ci ¥y, ¥, sunt liniar
independenti si sd se precizeze care este subspatiul vectorial generat de ¢ si U2. Vectorul
U = (2,14, —34,7) apartine acestui subspatiu?

In R* se considerd subspatiul V = {(z1, 22,73, 74) € R* | 21 + 22 + 23 + 24 = 0} . Sd se afle
un sistem de generatori al lui V.

Sa se arate cd dacd vectorii ¢4, ..., U, € V sunt liniar independenti atunci si vectorii

wyp = v
Wo = U1 + U

—

'Lﬁn:g1+172++vn

sunt liniar independenti.

S4 se determine \ astfel incat vectorii 7; = (\,0,1), %2 = (0,A, —1), 73 = (=1,1,\) din R® s&
formeze o baza in R3.

Rezolvare:

13



16.

17.

Intr-un spatiu de dimensiune n, dacd avem n vectori liniar independenti, atunci acestia
formeazi o baza.

In particular, in spatiul R?, care este de dimensiune 3, dacd avem trei vectori liniar independenti
atunci acestia formeazd o baza.

Conform Teoremei 27 rangul matricei formatd cu vectorii pusi pe coloand este exact numdrul
de vectori coloand liniari independenti (iar dimensiunea subspatiului generat de cei trei
vectori este egald cu numérul maxim de vectori liniar independenti ai sistemului dat). In

A0 —1
cazul nostru rangul matriceiA = [ 0 A 1 | depinde de \. Astfel det A = A\* +2X =
1 -1 A

A ()\2 + 2), deci dacd A = 0, atunci rangul este 2 si deci numdrul maxim de vectori liniar
independenti dintre cei dati este 2 (deci cei trei vectori nu sunt liniar independenti, deci nu
pot forma o bazd). Dacd A € R\ {0}, atunci rangul este 3, prin urmare numarul maxim de
vectori liniar independenti dintre cei dati este 3, deci cei trei vectori sunt liniar independenti
si deoarece numadrul de vectori liniar independenti coincide cu dimensiunea spatiului, vec-
torii dati formeaza o baza in R3.

S4 se determine )\ astfel incat vectorii 77 = (1, \,0), 7> = (\,1,1), #3 = (1,0,)) din R? sa
formeze o baza in R>.

Se dau vectorii ¥; = (1,2,-3,—1), %5 = (0,—1,1,2), 93 = (—2,0,1,3)sity = (—1,1,1,2) din
R?%. Si se arate cd acestia formeaza o baza in R*. Si se determine coordonatele vectorului
v =(—2,2,—3,1) in aceastd noud baza.

Rezolvare:

In spatiul R%, care este de dimensiune 4, dac avem patru vectori liniar independenti atunci
acestia formeaza o baza.
1 0 -2 -1
-1 0 1
-3 1 1 1
-1 2 3 2
de vectori liniar independenti dintre cei dati este 4, adicd cei patru vectori sunt liniar
independenti si deci pot forma o bazi in R*.

Rangul matricei A este 4 deoarece = 16 # 0, deci numarul maxim

A scrie coordonatele vectorului ¥ = (—2,2,—3,1) in noua bazd in seamnd a gdsi scalarii
a, 3,7, € Rastfel incat ¥ = av; + vy + yU5 + dUy sau echivalent

(-2,2,-3,1)=(a—2y—94,2a—+6,-3a+B+v+ 06, —a+ 28+ 3y -+ 20)
ceea ce revine la rezolvarea sistemului
a—2y—6=-2
20 —-B+d6=2
—Ba+pf+y+d=-3
—a+28+3v+20=1

1 0 -2 -1

2 -1 0 1
-3 1 1 1
-1 2 3 2
are rangul tot 4, prin urmare, rangA = rangA = 4 deci sistemul este compatibil unic de-
terminat. Solutia este datd folosind regula lui Cramer. Obtinem a =1, f = —1, v = 2 si
0=-—1.

Studiem compatibilitatea acestui sistem: matricea A are rangul 4 iar A =

14
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Deci avem ¥ = 1 — ¥ + 203 — ¥ adicd coordonatele lui ¥ in noua baza sunt 1, —1,2, —1.

Sé se determine coordonatele vectorului 7 = (10,8,5,1) € R
= (1

baza B = {¥},¥s,Us3,7Us},
unde 7, = (1,0,0,0), % = (1,1,0,0), 75 = (1,1,1,0), & 1).

41n
1,1,
Fie subspatiul vectorial al matricelor de forma < fg 2 ) € M5 (R), a,b € R. Sa se deter-

mine o bazd a acestui subspatiu.

a 2c¢ 2b
Fie subspatiul vectorial al matricelorde forma | b a 2¢ | € M3 (R), a,b,c € R. Sd se
c b a

determine o bazd a acestui subspatiu.

Se dau vectorii @ = 2¢€] — &3, b= @1 + 3é, dintr-un spatiu vectorial cu baza {é1,é}. S se
arate cd {d, b} formeazd o noud baza si si se afle coordonatele in aceastd bazd ale vectorului
¢ =3é) — és.

Se dau vectorii @ = (1,1,1), b = (1,1,2), = (1,2,3) din R3. S4 se arate ci {@, b, &} formeaza
o noud bazi si sd se afle coordonatele in aceastd bazd ale vectorilor @ = (5,—1,3) si ¥ =
(2,3,-1).

Se da vectorul @ = 3é; + 2€» dintr-un spatiu vectorial cu baza {€1,é>}. Sd se determine
coordonatele vectorului @ in baza { f1, fg} stiind c4 trecerea de la o baza la alta este realizata
de relatiile f1 = 3¢} +4ép si fg = €1 + €.

Se dau vectorii @ = €} + €5, bf 2¢) — €3 + €3 51 ¢ = €, — €3 dintr-un spatiu vectorial cu baza
{€1,¢éa,e3}. Sd se arate ca {d, b, ¢} formeazd o noud baza si s se afle coordonatele in aceastd
baza ale vectorului d = €] + 8¢5 — 5¢é3.

Sd se determine dimensiunea si o bazd a subspatiului vectorial generat de vectorii:

(a) U1 = (1,2,-1,3), Uy = (2 0,—1,4), 73 = (0,4, —1,2) din R%;

(b) o = (—1,0,2, -3, 4) =(2,1,-3,0,—1), 75 = (1,3,1,1,2), & = (1,5,3,5,1) din R®.

Rezolvare:

Dimensiunea subspatiului generat de vectorii dati este egald cu numarul maxim de vectori
liniar independenti ai sistemului dat.

1 2 0
(a) Rangul matricei A = 7? 7(1) le este 2, deci numarul maxim de vectori liniar
3 4 2

independenti dintre cei dati este 2. Prin urmare dimensiunea subspatiului generat de cei
trei vectori este 2 iar o bazd este datd, de exemplu, de {0, 7s} .

-1 2 1 1
0 1 3 5
(b) Rangul matricei A = 2 =3 1 3 | este3, deci numarul maxim de vectori liniar
-3 0 1 5
4 -1 2 1

independenti dintre cei dati este 3. Prin urmare dimensiunea subspatiului generat de cei
patru vectori este 3 iar o bazi este datd, de exemplu, de {1, V2, U5} .

Sa se determine dimensiunea si o bazd a subspatiului vectorial generat de vectorii ¥; =
(2,1,3,1), % = (1,2,0,1), 5 = (—1,1,—3,0) din R%.
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