Cursuri 6,7 - Aplicatii liniare

Oana Constantinescu, Lucian Maticiuc, Iulia Plesca

1 Definitii, exemple si proprietdti generale
Fie V, W doud K-spatii vectoriale.

Definitia 1 Oaplicatie T : V. — W se numeste aplicatie liniard (sau transformare liniard, operator
liniar, morfism de spatii vectoriale) daci satisface simultan conditiile:

(a)T(Z+79)=T(Z)+ T (y),V &,y eV (aditivitatea aplicatiei liniare);

(b)) T (A\Z) = AT (%), Y\ € K, V&7 €V (omogenitatea aplicatiei liniare).

Vom nota cu £ (V, W) multimea aplicatiilor liniare de la V' 1a W, i.e.
L(V,W)={T:V — W | T este aplicatie limiara} .

Notdm multimea aplicatiilor liniare de la V' 1a V' simplu prin £ (V). Elementele sale se mai
numesc si endomorfisme de spatii liniare.

Propozitia 2 Daci T € L (V, W) atunci:
(a) T(Oy) = Ow , unde Oy este vectorul nul din V' gi Oy, este vectorul nul din W,
OT(-2)=-T(X),vVZeV.

Demonstratie

(@ T(0y) = T(Ov +0y) = T(Ov) + T (0y ), deci T(Ov) = Ow.

(b) Alegdnd A = —1 in relatia ce exprimid omogenitatea lui 7', obtinem T (—%) = —-T (%) ,
VZeV.

Propozitia 3 O aplicatie T : V' — W este liniard dacii si numai daci are loc
T (AT + py) = ANT(Z) + pT(§), VA p € K, VEGEV 1)

Demonstratie

Implicatia directd: Presupunem cd T este aplicatie liniard. Atunci T'(A\Z + py) = T (AZ) +
T(py) = AT (Z)+pT (§), YA pe K, VZ ¢ e V. Am folosit mai intdi cd T este aditivd, apoi cad
T este omogend.

Reciproc: Considerand in (1) A = p = 1, &,y € V arbitrari, rezultd cd T este aditiva. Luand
apoi In aceeasi relatie ;1 = 0 si A,  arbitrari, rezultd ca T" este omogena.

Amintim cd suma a doud aplicatii f,g: V' — W se definesteprin f+¢ : V = W, (f + g) (¥) =
f(Z@) + g(%), VY & € V, iar produsul aplicatiei g : V — W cu scalarul « € K esteag : V — W,
(ag)(@) = ag(Z),VZeV.

Demonstrati urmatorul rezultat.

Propozitia 4 (a) Suma a doud aplicatii liniare este o aplicatie liniard si produsul oricdrui scalar din K
cu o aplicatie liniard este aplicatie liniard. Mai mult, multimea L(V, W) are structurd de spatiu liniar in
raport cu aceste doud legi de compozitie.

(b) Compunerea oriciror aplicatii liniare este o aplicatie liniard. Multimea L (V') are structurd de inel
(necomutativ) in raport cu adunarea aplicatiilor si compunerea lor.



Exemplul 5 Fie V un K-spatiu vectorial si o € K fixat. Definim ho, - V — V, prin T () = of, VI €
V. Evident h,, € L (V, V') deoarece

ha (AZ + pg) = a- (AT + py) = X (aZ) + p(ay) = Ahg (Z) + pha (§), VE, 5 €V, VA, u € K.

ha se numeste omotetia vectoriald de raport o, pentru o nenul si diferit de 1. Dacd o = 0 obtinem
aplicatia nuld, iar pentru oo = 1 obtinem aplicatia identitate pe V. Evident acestea sunt aplicatii liniare.

Exemplul 6 Definim aplicatia
T:R® — R%, T(?) = (wl + 22,20t + 23 2% 32t — 2? + 23 ) VT = (w 2z ) €R3.

Aritatici T € L (R3,R*).
Rezolvare
TOT +uy) =T (At + py', Ae? + py?, \a® + ) =
(Azh + py' + A2® + 2200t + 20yt + Aa® + py® 30at 4 3uyt — Aa® — py® 4 At 4 py) =
(Az! 4+ A2?, 22t + Aa® 3ha! — Aa® + Aa®) + (uy' + py®, 20y + py?, 3uyt — py® + py®) =
Azt + 2%, 20 + 27 32" — 2+ 2%) +p (v + %20 + 023y — P+ 7)) = AT(R) + uT ().
Exemplul 7 Fie V1, Vs subspatii liniare suplementare ale lui V, Vi @ Vo = V. ¥V € V 3l 7y €

Vi, 3! &y € Vi astfel incit T = T1 + To.
Definim proiectia lui V pe V1, paraleld cu Vs, prin

p1: VoV, ;(Z)=%,,VZ eV
si proiectia lui V pe Vs, paraleld cu Vi, prin
p2: V=V, po(ZT) = To, VT € V.
De asemenea, definim simetria lui V' fatd de Vi, paraleli cu Vs, prin
s1: V=V, s1=2p1 —Idy, $1(Z) =%1 — T2, VE €V
si simetria lui V fatd de Vs, paralelid cu Vi, prin
S9: V=V, s9=2py — Idy, $2(T) = To — T1, VT € V.

Demonstrati cid p1, p2, 51, s2 sunt aplicatii liniare si p; o p; = p; (proiectiile sunt aplicatii idempotente),
s; 0 s; = Idy (simetriile sunt aplicatii involutive).

Ne intereseazd legdtura dintre aplicatiile liniare si subspatiile liniare ale lui V, W.

Teorema 8 (a) FieT € L(V,W)siU - V.
Atunci T (U) < W,unde T (U) = {ye W | 3% € U a.i.§ = T (%)} este imaginea lui U prin T.
(b)PzeTeE(VW)szU - W. Atunci T~ (U) CZV,undeT U)={FeV | ai.T(¥) €U}

este contraimaginea lui U prin T

Demonstratie
(a) Fie o, 8 € K, 2

oI (%) + BT(y) =T (a
) ¢

unde rezultd ca T (U

weTWU) = 3,y e Ual T =2 TH = . Dec1ozz+[3u7:
+ )DeoarecexyeUCV¢a:v+6y€U deci az+ pw € T(U), de
W

N Hlv

(b) Fie o, € K, 7,4 € T~ (U). Atunci T (o + ) = o (#) + T (§). T(#), T (H) € U C
V = o (#) + BT (§) € U aF + 5§ € T~ (U). Deci T (U) C V. '



Definitia 9 (a) Se numegste nucleul unei aplicatii liniare T' € L (V, W) notat cu Ker (T'), contraima-
ginea prin T a subspatiului vectorial nul {Ow } al lui W.

Ker (T) := T~ (0w) = {Ue VT (5) = 6W} cv.

s.l
(c) Se numeste imaginea aplicatiei liniare T € L (V, W), si se noteazd cu Im (T), multimea

TW):={@eW:37eV, T (%) =1d}.

Teorema precedentd ne asigurd cd Ker (T') si Im (T') sunt subspatii liniare ale lui V, respectiv W.
Prezentam in continuare cateva proprietati generale ale transformarilor liniare.

Propozitia 10 Fie V, W doud K-spatii vectoriale si T € L (V,W). Atunci urmidtoarele afirmatii sunt
echivalente:
(i) Transformarea liniard T este injectivi;

(ii) Ker (T) = {0y };
(#9t) Pentru orice sistem de vectori liniar independent S C V avem ci T (S) C W este un sistem de
vectori liniar independent.

Demonstratie

(i) = (ii) Fie Z € Ker (T). Atunci T () = Ow = T(0y) iar din injectivitatea lui T obtinem
i =0y.

(1) = (i3¢) Fie S C V un sistem de vectori liniar independent si fie {¢1,...,9,} C T (S) un
subsistem finit de vectori. Vom arita cd acest subsitem este liniar independent. Fie combinatia
liniarad

a1 —|—---+ap?7p :6W

Deoarece {1, ..., Up} C T (S), avem cd pentru orice i € 1,p, existd &; € S astfel incat v; = T (&;).
Deci relatia de mai sus devine

OélT(fl)-i-"'—‘rOépT(fp) :6W <:>T(Oéli"1—|-"'+0(pfp) ZGW
adicd a1 7 + - - + a,i, € Ker (T) = {0y }. Prin urmare
a1£'1+---+ap33'p:6V

Dar S este sistem liniar independent deci «; = 0, Vi € 1, p, adicd sistemul {7, ..., U, } este liniar
independent.

(iti) = (i) Fieie Z,0 € V cu & # §. Deci (& — i) # Oy adica sistemul {Z — ¢/} este liniar
independent. Din (iii) avem cd {7 (¥ — )} este liniar independent ceea ce este echivalent cu
faptul ca

T(&—§)#0w e T@#T ()

ceea ce Inseamnd cd 7' este injectie.

Propozitia 11 Fie V, W doud K-spatii vectoriale, T € L(V,W) si S C V un sistem de generatori al lui
V. Atunci urmitoarele afirmatii sunt echivalente:
() Transformarea liniarid T este surjectivi;

(#4) T (S) C W este un sistem de generatori al lui W.



Demonstratie

(¢) = (¢1) Fie un vector arbitrar ales @ € W. Vom ardta cd o este generat de elemente din
T(9).

Din (i) deducem cd 3 ¥ € V astfel incat 7" (¢) = w. Deoarece S este sistem de generatori al lui
V obtinem ca exista scalarii A; € K, € 1,psi vectorii &; € S, ¢ € 1, p astfel incat

Deci

P P
=T @W)=T <Z Aifi> = Z)\iT(fi) )
i=1 i=1

adicd T (S) este un sistem de generatori al lui W.
(13) = (i) Fie W € W un vector arbitrar. Din (i) deducem ca o este generat de elemente din
T (S),adicd 3@; € T(S)si I \; € K, i € 1, p astfel incat

i=1 i=1

unde ¥; € S, Vi € 1, p. Deci

ceea ce inseamnd cd W este imaginea unui element din V, adicd 7" este surjectiva.

Definitia 12 O aplicatie T € L (V, W) se numeste izomorfism de spatii vectoriale daci aplicatia T
este bijectivi.

Un izomorfism de la V 1a V' se numeste automorfism al lui V.

Spunem ci V este izomorf cu W dacii existd un izomorfism de la V' la W. In acest caz notdm V ~ W.

Se poate demonstra rapid c4 relatia =~ este o relatie de echivalentd pe multimea endomorfis-
melor liniare ale unui spatiu liniar.

Propozitia 13 Fie T € £ (V, W) un izomorfism de spatii liniare. Atunci T—1 € L (W, V).

Demonstratie
Fie a, 8 € K, Z,%W € W. T este bijecrivd deci = 37,y € U ai. T(¥) = 7, T(§) = W. Atunci
T~ (@Z+ Bw) = T~ (oT(Z) + BT(H)) = T~ (T (af + BY)) = oF + By

Notdm cu GI(V) multimea automorfismelor lui V. Se poate verifica usor cd (GI(V), o) are
structurd de grup necomutativ.
2 Transformari liniare intre K —spatii finit dimensionale

Definitia 14 Dimensiunea lui Ker (T') se numeste defectul aplicatiei liniare T € L (V,W) si se
noteazi cu def (T).

Dimensiunea lui Im (T') se numeste rangul aplicatiei liniare T € L (V, W) si se noteazi cu rang (T') .

Urmadtoarea teoremd ne dd legdtura intre defectul si rangul unei aplicatii liniare. Ea este utild
in caracterizarea injectivitatii, surjectivitatii, bijectivitatii unei aplicatii liniare.



Teorema 15 Fie T € L (V,,, W). Atunci are loc
rangT + defT = n.

Demonstratie
Presupunem cd dim (KerT) =p > 0.

Fie B = {a}ieﬁ obazd in KerT. O completdim la o bazd in V,,,
fie aceasta B’ = {é1, €5, -+ ,€p, €pt1, - ,En}
Vom demonstra cd B” = {T (€p+1),--- ,T(€,)} C ImT este o bazd in ImT, de unde rezulta

evident rangT + defT = n.
Fie ¥ € ImT = 37 € V ai. Y = T(7). Deoarece B este bazi in V,, , existd scalarii

N e Kie€lnai 7@ = > A€ Folosind cd T este transformare liniard, avem Y =
T (Y, NE) = S8 NT(E) = Y NT(&), deoarece T(¢,) = --- = T(&,) = 0. Deci

B" este sistem de generatori pentru I'mT.
Demonstra cd B” e sistem de vectori liniar independent.

. .k i = - k i > - k i >
Fie P, ... u" € K ai. Yicp WT(E) = 0w & T (Zi:pﬂ /ﬁei> = 0w & X, 1 W6 E
KerT. Dar B este o bazi ini(erT, deci existd o', -- ,o” € K ai. Ef:pﬂ pie; = r e
Zf:p 1€ =3 al8 = Oy. Dar B’ e bazd in V,, deci sistem de vectori liniar_’;ndependent,
rezulti ol = -+ = P = pPt! = ... = y» = 0. Deci din Zf:pﬂ wWT(€) = 0w a rezultat
pPtt =... =" =0, adicd B” e sistem de vectori liniar independent.

Daca dim (KerT) = 0 & KerT = {0} < T e surjectivd, fie B = {€;},.15, obazd in V,,, deci B
este un sistem de vectori liniar independenti. T fiind injectiva, rezultd cd B = {T'(€}),--- ,T (€,)} C
ImT este sistem liniar independent de vectori. Faptul ca B” este sistem de generatori se demon-
streazd identic ca in cazul precedent, ludnd p = 0.

Aplicand Propozitiile 10, 11, obtinem:
Corolarul 16 Fie T € L (V,,, W,,). Atunci au loc:

(i) T este aplicatie injectivi < rangT =n, n <m
(t3) T este aplicatie surjectivi < rangT =m, m <n

(t4i) T este aplicatie bijectivi < rangT =n =m

Observam deci cd defectul unei aplicatii liniare mdsoard abaterea ei de la injectivitate, iar ran-
gul abaterea de la surjectivitate.

Corolarul 17 Fie T € L (V,,, W,,). Atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) T este aplicatie injectivd
(13) T este aplicatie surjectivi
(49i) T este aplicatie bijectivd

Fie in continuare V;, un K-spatiu vectorial n—dimensional si considerdm spatiul vectorial
aritmetic K.

Propozitia 18 Orice spatiu vectorial n-dimensional V,, este izomorf cu K™.

Demonstratie



Fie B = {€;},.15, 0 bazd in V,,. Pentru orice ¥ € V are loc descompunerea unica

n

F=) N

i=1
unde \; € K, i € 1, n. Definim aplicatia
T (‘f) = (Ah ) )‘n) .

Se poate verifica cd aceastd aplicatie este transformare liniard bijectivd, adicd T este izomorfism.

Teorema 19 Spatiul liniar V,, este izomorf cu K—spatiul vectorial W dacd si numai dacd dim W = n.

Demonstratie

Presupunem ca V,, ~ W. Atunci existd 7' : V' — W un izomorfism. Fie B = {e;},.7; 0
baza in V,,. Deci B este sistem de vectori liniar independent. Dar T este aplicatie liniara injectiva,
rezultd ca {7 (€;)},.1, este sistem de vectori liniar independent in W. De asemenea, B este sis-
tem de generatori pentru V' si 1" este aplicatie liniard surjectivd. Deci {7 (€;)},.7, este sistem de
generatori pentru W. Astfel rezulta ca {T (€;)},.1, este bazd pentru W, deci dimW = n.

Reciproc, presupunem céd dimW = n. Din teorema precedentd rezultd cad exista f : V — K",
g: W — K™ izomorfisme. Atunci f~! o g : W — V este izomorfism, deci W ~ V.

Matricea unei transformari liniare intre spatii liniare finit dimensionale

Teorema 20 FieV,, si W, doud K-spatii liniare de dimensiune n, respectiv m, o aplicatie T : V,, — Wy,
B = {?i}ieﬁ obaziinV, si B' = {?j}jem o0 bazi in W,,.
Atunci T este aplicatie liniard dacd si numai) dacd existid o matrice A = (a?) jeTam, ietm € Mmn (K)
astfel incdt legitura intre coordonatele unui vector arbitrar & = Xn: z'€; € V,, in baza B si coordonatele
i=1

vectoruluiT (Z) € Wy, in baza B’ se exprimi prin y/ = Y ala’,Vj € 1,m,
i=1

Demonstratie

Necesitaten “=—" Fie T € L (V,,,W,) si fie & =

=1
Vectorii T (€;) € Wy, @ € 1, n, au urmdtoarea descompunere in baza B’:

n

r'e; € V,. Atunci T (%) = > 2'T (€;).
i=1

T (&) =alfi +alfo+--+affn

1
1
>N _ o 1F 27 m £
T(€2) = ayfi +asfa+ -+ a5 fm )

T (&) =alfi+a2fo+ - +alfm

deci
n

n m m n
r@=3er@) =3 (#3000 ) <3 (St ) 5
i=1 i=1 j=1 j=1 \i=1
adicd coordonatele vectorului T (%) in baza B’ sunt date de

n
Y = Za{xi, j€lm
i=1



no nooo
Suficienfa “<="Fie ¥,y € V,, astfel incat ¥ = >_ u'é;, ¥ = > v'€;. Deci

=1 i=1

n m m n m

Z (o’ + o) al Zzu’ajfj +ﬂZZv’anJ—
1

=1 \j= =1 j=1 1=15=1

T (o + BY)

= ol (Z)+ 8T (y)

adicd T este aplicatie liniard.

Matricea
al al PEREY al
A _ al a2 P an
al* ay’ ant

este numitd matricea transformairii liniare 7" in raport cu bazele B si B’. O notdm cu Mpp: (T).
Aceastd matrice are drept coloane coordonatele vectorilor 7' (€;) in baza B’.
Ecuatiile
yt=alx! +ala® + - +ala®
y? = adrl +ada® + -+ aZa®
y™m = aTxl + a;n:c2 + - 4 az™

se numesc ecuatiile transformarii liniare 7" in raport cu bazele B si B'. Dacd notdm cu X matricea
coloana a coordonatelor vectorului # € V,, in baza B, si cu Y matricea coloand a coordonatelor
vectorului T' () € W,,, In baza B’, atunci ecuatiile de mai sus se rescriu sub formd matriceald

Y=A4-X

(numitsd ecuatia matriceald a transformarii liniare 7T').
Notdm matricea unui endomorfism liniar T’ € £ (V,,, V,,) In raport cu baza B prin Mp(T).

Exemplu
Fie aplicatia liniara

TR R T(T1)=3F142 s fssi T(P2)=—271— Fat /s

unde B={¢,,¢s}siB = {71, 72, ?3 sunt bazele canonice din R?, respectiv R®. S4 se scrie

matricea aplicatiei liniare si sa se determine T'(7), pentru @ = (2!, 2?).
Solutie: Se observa cd sunt cunoscute imaginile generatorilor spatiului de plecare prin urmare
matricea transformarii liniare poate fi scrisd direct folosind coordonatele din enunt:

3 -2
Mpp(T)=| 2 -1
-1 1
Folosind ecuatia matriceald a lui T’
3 =2 21 3+ — 2x
y=TX=| 2 -1 ( 2) =| 22'-2® | &T(7)= (32" —22% 22" — 2% —a' +2?).
1 1 v —zt 4 22



Teorema 21 Fie T € L (V,,,W,,), B, B dowi baze in V,, si B', B’ doud baze in W,,. Presupunem cii
B -2 Bsi B 55 B'. Atunci are loc relatia
-1
Mpp/(T)=(S") " - Mpp/(T)- S, (3)
unde Mpp/(T) si Mg (T) sunt matricile transformdrii liniare in raport cu bazele B si B', respectiv B
si B’
Remarca 22 Formula (3) de mai sus, se numeste formula matriceali de schimbare a matricei unei

transfromdri liniare la schimbdri de baze.

Demonstratie Am vadzut mai sus cd ecuatia matriceald a lui 7" in raport cu perechea de baze
B,B'esteY = Mpp/(T) - X, si similar ecuatia matriceald a lui 7' in raport cu perechea de baze
B,B’ este Y = Mpp (T) - X. Pe de altd parte, conform formulei matriceale de schimbare a
coordonatelor unui vector la o schimbare de baze, avem urmatoarele ecuatii de legatura

X=8-X,Yy=5"Y.
Deci
Y = SV =Mpp(T) X=Mpp(T)-S X =
= V= ((8)" Mpp(1)5) X
DarY = Mpp/(T) - X deci, identificAnd matricile obtinem

Mpp/(T) = (") - Mpp/(T)- S,

Remarca 23 Stim ci rang(AS) = rang(S’A) = rang(A), pentru orice matrice A € M., ,, (K) si
orice matrice nesingulare S € M,, , (K), 8" € My, 1 (K) . Deci rangul matricei unei aplicatii liniare
nu depinde de bazele in raport cu care se scrie aceastd matrice. Spunem cd rangul matricei unei aplicatii
liniare este un invariant al aplicatiei liniare.

Corolarul 24 Fie endomorfismul T € L (V,,) si B, B baze in V,, cu B 5, B. Atunci are loc relatia

Mp/(T) = ()" Mp(T)- 5, 4)
Definitia 25 Dowd matrice patratice A, B € M, ,, (K) se numesc asemenea daci existi o matrice nesin-
gulari S € Gl (n, K) astfel incat B = S~1AS.

Deducem cad matricele unui endomorfism liniar in raport cu doud baze diferite sunt asemenea.
Pe langa rangul matricei Mp(T'), un alt invariant al lui T' € £ (V},) este evident determinantul lui
Mp(T) .

Se poate demonstra urmatorul rezultat, care explicd denumirea de rangT.

Propozitia 26 Fie T € L (V,,,Wy,). Atunci rangT = rangA, unde A este matricea transformdrii
liniare T in raport cu doud baze fixate arbitrar in V si W.

Intr-adevir, daci B = {?i}ieﬁ eobazd in V,, atunci ImT = T (V,,) e generat de {T(?i)}ieﬁf
deci dim (ImT) este numarul maxim de vectori liniar independenti din {T'(¢;)} ,cTm care este
dat de rangul matricei lui 7" in raport cu baza B si o altd bazd in W.



Teorema 27 Fie T € L£(V,, W), B = {€i}ierz 0 baztin Viosi B = {3} o bazi in W,
’ JELM
A = Mpp/(T). Atunci aplicatia

O : £(Vn, Wm) — Mn,m(K)y @(T) = MBB’ (T), VT € ,C(Vn, Wm)
este izomorfism de spatii liniare.

O consecinta a acestei teoreme este cd dimL(V,,, W,,) = nm.

Teorema 28 FieT € L(V,,), B = {?i}ieﬁ obaziinV, si A= Mp(T).
(a) Aplicatia © : L(V;,) = My o(K), ©(T) = Mp(T), VT € L(V,,) este izomorfism de inele.
(b) Aplicatia U : GI(V,,) — Gl(n, K), ¥(T) = Mp(T) este izomorfism de grupuri.

3 Aplicatii

1. Pentru urmatorii operatori liniari, determinati nucleul, imaginea, cite o baza in fiecare.

(@ T:R>*—=R3T (xl,a:27x3) = (:cl — 22428 et a3t + x3);

(b) T: R® - R, T (2,22, 2%) = (22" + 22, 42®);

(c) T:R?2=RYLT (xl,a:Q) = (xl,:cl + 322, 22" — 22, 2).

Rezolvare
(@) @ = (z',22,2%) € Ker (T) & ?loattad =
a) @ = (z', 2% er
!+ 23 =

Deducem ci By = {d = (1,0,—1)} ebazd in Ker (T), deci defT = 1.
Deoarece rangT’ + defT = 3, rezultd defT = 2, deci I'm (T') este un subspatiu liniar 2
dimensional al lui R®.
Completdim baza B; la o bazd B = {@, € = (1,0,0), @2 = (0,1,0)} in R® si ludm
B" = {T(¥,) =(1,1,1),T(€2) = (—1,0,0)} . Din demonstratia teoremei ce ne dai
legdtura dintre rangul si defectul lui T', stim cd B” este bazd in Im (T). Deci

& Ker (T) = {(t,0,—t), t €R} .

o O

~—

Im(T)={(a—B,x,a), a0, €R} &

a—p =y
Im(T) =17 = (" v*y") | 3a,fERai {a =y? ) &
a =y

Im(T)={¥ = (" v*¢*) | v* —4* =0}.

(b) Ca la subpunctul anterior, obtinem Ker (T) = {(t, —2t,0), t € R},deci B; = {@ = (1,-2,0)}
ebazd in Ker (T), deci defT = 1.

Rezultd c& defT = 2, deci I'm (T') este un subspatiu liniar 2 dimensional al lui R?, deci

Im(T) = R?%. Rezultd ci T este surjectivd. Evident orice bazi a lui R? este bazd in

Im (7).

(c) Obtinem Ker (T) = {ﬁ}, deci T este injectivd. Rezultd cd defT = 2, deci Im (T)

este un subspatiu liniar 2 dimensional al lui R*.

Alegem B = {¢; = (1,0,0), €5 = (0,1,0)} bazd in R2.

Stim ca {T(¢1) = (1,1,2,0),T(€3) = (0,3, —1,1)} este bazd in Im (T). Obtinem

3yt —y?+3yt =0
Im(T)={<a7a+3,8,2a—/3,5>,a,ﬁeR}:{7=(y1,y2,y37y4)| {231_‘;’{; :0}.



2. Fie transformarile liniare
f:R? 5 R% f(7) = (22" —2”,32%), g:R*—> R?, g(7) = (2! + 2%, 42") NT = (z',2%) € R%

Sd se determine g o f si f o g si sd se verifice cd acestea sunt transformari liniare.
Solutie: Vom scrie mai intdi expresiile obtinute prin compunerea celor doud transformari:

(g0 (@) =g(f(T)) = g (20" —22,322) = (—22" + 2% + 32%, 82" — 42?) = (—22' + 422, 82" — 42?)
(Fog)(@) = f(g(T)) = f (—a' + 2% 4a") = (—22" + 222 — 42, 122") = (—6a! + 222, 1221)

Se verifica conditiile din definitie si se obtine cd cele doua aplicatii sunt transformari liniare.
S& scriem matricele asociate celor doud compuneri in raport cu baza canonica din R%.

(9o f)(€1)=(-2,8) (=2 4
{ (gOf)(?2)=(4 —4) %MBC(gof)< 8 —4)
)= ( —6 2
>:(2’0) %MBC(ng)( 19 O>
Puteam folosi

o= (3 5 ) Me)= (1§ ) Maaeh) = B0} Ma. (1), Mo (Fog) = M, (1) B. (o).

3. Fie transformarea liniara
T:R®* =R T (a:l,x2,x3) = (ml + 22,22 + 322 — 2, 2! — x3) VT e R

FleB = {¥1=1(1,0,0), €3 =(0,1,0), €35 = (0,0, 1)}bazacanorucad1nR3 si
- {71 —(1,1,0), 72 (1,0,1) i (0,1,1)} o altd baza in R®.
Sa se scrie matricele Mp,, (T) MB (T), Mg g(T), Mg, (T).
Solutie: Pentru a scrie matricea in raport cu bazele canonice vom calcula imaginile vecto-
rilor bazei spatiului de plecare:

T(€1)=T(1,0,0) = (1,2,1),T(€5) = T(0,1,0) = (1,3,0), T (€3) = 7(0,0,1) = (0, -1, —1).
1

1 0
Obtinem: Mp, (T)=1| 2 3 -1
1 0 -1
Pentru a determina Mp(T') avem nevoie de matricea de trecere de la baza canonicd la baza
1 10
B,S=|1 0 1 |.Atunci Mp(T) =S5 Mp.(T)-S.
0 1 1
1 1 1
2 2
Calculdm inversa matricei schimbdrii de baza: S~! = ; —1 % Prin urmare
11
T2 2 2
% 5 -3 11 0 110 3.1 2
MB(T)zi—%% 2 3 -1 101 ])=(-10 -1
11
% 1 10 -1 01 1 2.0 0
Acelasi rezultat se obtine si dacd calculam
T(1,1,0) = (2,5,1)
7(1,0,1) = (1,1,0)
T(0,1,1) = (1,2, 1)



apoi cautam a, b, c,a’, V', ¢/, a”,b",¢” € Ra.

(2,5,1) = a(1,1,0) +b(1,0,1) + ¢(0,1,1) = a=3,b= —1,c =2
(1,1, ):a(,1,0)+b’( 01)+c(0,1,1)—> '=1,0 =0, =0
(1,2,-1) = a”(1,1,0) + b"(1,0,1) + ¢"(0,1,1) = a” = 2,b"" = —1,¢" =0
3 3 -3 11 0 1
Analog Mp g(T) = S~ Mp.(T)-I = A R Y N SRS ) I
g VIB.B Bo 2 2
SRR 1 0 -1 1
2 2 2
11 0 11
Pentru ultima matrice avem: Mpp, (T)=IMp, (T)-S=1 2 3 -1 10
1 0 -1 0 1
2 1 1
5 1 2
1 0 -1

11



