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In ceea ce urmeazi vom prezenta obiectivele etapelor raportate. Precizdm ci in cadrul acestor obiective
s-au desfasurat activitdti de documentare si informare, de cercetare si de elaborare de articole stiintifice trimise
spre publicare in reviste de specialitate, multe publicate intre timp, si prezentate la workshop-uri si conferinte
nationale si internationale.

De asemenea, in urma stagiilor de cercetare ale membrilor echipei de cercetare in centre universitare din
strainatate, au fost demarate, in strdnsd legdturd cu obiectivele stiintifice propuse, noi directii de cercetare si
au fost elaborate studii preliminarii care urmeaza a fi finalizate si trimise spre publicare.

Obiectivul 1: Problema Skorohod oblica si inecuatii variationale stochastice asociate
O prima directie de cercetare* este datd de studiul problemei existentei si unicitétii solutiei inecuatiei variationale
stochastice (IVS) cu reflexie oblica:

1) { dXy + H(X)0p(Xe)(dt) 3 f(t, Xe)dt + g(t, Xy )dBy

Xo =z € Dom (p), t>0,

unde H este o matrice simetricd pozitiv definitd, ¢ este o functie convexa proprie i.s.c, iar d¢ subdiferential sa.
Prezenta produsului H (X;)J¢(X,) perturbd atat proprietatea Lipschitz a primului factor cat si proprietatea de
monotonie a celui de al doilea, problemele ridicate in aceasta situatie fiind superioare celor din cazurile clasice

deja studiate.
Pentru inceput este consideratd o problema Skorohod generalizatd cu input singular:

{ dx(t) + H(x(t))0p(z(t))(dt) > f(t,x(t))dt + dm(t)

@ z(0) = x9 € D := Dom (p) = Dom (¢), t>0,

1
unde m € C(Ry;R%), m(0) = 0si H € C2(R% R4*9) o matrice simetrica a.i., Va, u: — |ul” < (H(z)u,u) < c|ul?.
c

O pereche de functii (z, k) se numeste solutie a problemei Skorohod generalizate cu subgradienti oblici (si
scriem (z,k) € SP (HOp; w9, m)) dacd x,k : R, — R? sunt continue, dk (r) € 9y (x (r)) (dr) si pentru orice
t>0,

/H ) dk ( )—xo+/frac P))dr +m ().
Teorema. Daci (x, k) € SP (HOp; xo, m) atunci exista Cr (||m/||,) crescdtoare a.i. V0 < s <t < T,

llly +$kTr < Crllmlly) st |o () = (s) [+ TkS, = kT, < Cr(lmllp) x v/t — s+ mpy (t = s),

unde m,, reprezintd modulul de continuitate al functiei continue m si f# (t) := sup,. Dom(p) | f(t,T)].

Teoremad. In conditii convenabile impuse functiilor coeficient, IVS (2) admite cel putin o solutie continui (z, k).
Teorema. Daci existd 1 € L}, (Ry;R,) ad., pentru toti 2,y € RY, |f (t,2) — f (t,y)| < pu(t) |z —y|, a.e. t > O.si
m € BV (R+, R ), atunci problema Skorohod generalizatd cu subgradienti oblici (2) admite o unica solutie
in spatiul C(R4;R?) x [C(R4;R?) N BVioe(R4;R7)].

Revenim in cele ce urmeaza la analiza calitativa a inecuatiei variationale stochastice generalizate (1).
Definitie. (I) Data o baza stochastica (2, 7, P, {F:},) si 0 miscare Browniand, atunci (X, K) : © x [0,00[ —
R? x R? de p.s.p.m. continue este o solutie tare a IVS cu reflexie oblicd (1) dacd, P — a.s. w € , pentru
Yy € C(Ry;RY) :

X: € Dom(gp), Vt>0, o(X)eLl. (Ry), K. € BV (R+;Rd), Ky =0,
(3) Xe+ [y H )dK :m0+f0 F(s, X ds+ [} g(s )st,w>o,
v0<s<t [Ty (r) = X dK) + [T (X dr<f (r))dr,

*Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrarii [9].



(IT) Daci existd o baza stochasticd (2, F,P, F;),~,, 0 miscare Browniand si (X.,K.) : @ x Ry — R? x R?
p.s.p.m. a
(X (w),K (w) € SP(HOp; o, M. (w)), P—a.s.we,
atunci (2, F, P, F;, By, X, Kt)tzo reprezintd o solutie slabd a IVS cu reflexie oblica (1).

Teorema. In conditii convenabile impuse functiilor coeficient, IVS (1) admite cel putin o solutie slabd. In plus,
dacé coeficientii f si g satisfac conditii de continuitate Lipschitz, atunci existd o unicd solutie tare (X, K) €
59 x S9.

Existenta. Construim un sir de ecuatii aproximante, a ciror sir al solutiilor este tight in C([0, 7] ; R?¥*1), ceea
ce permite aplicarea teoremelor lui Prohorov si Skorokod. In final, utilizdnd teorema convergentei dominate a
lui Lebesgue putem trece la limitd pentru a obtine o solutie slaba a IVS (1).

Unicitatea. Demonstram unicitatea traiectoriald deoarece existenta unei solutii slabe impreuna cu unicitatea
traiectoriald implica existenta unei solutii tari pentru IVS (1). Presupunand ci (X, K), (X, K) € S9 x S sunt
doud solutii, considersm matricea simetrica si strict pozitiv definitd Q, = H~' (X,) + H~'(X,) si aplicim
formula de diferentiere a functiilor compuse pentru procesul U, = 1/ 2(X = Xr), ceea ce conduce la faptul
ca,P—as, X, = XS pentru toti s > 0.

A doua directie de cercetare* a constat in obtinerea de solutii slabe aproximante pentru solutia slaba a unei

ecuatii diferentiale stochastice (EDS) reflectate precum si aproximarea solutiei de vascositate a unui sistem de
ecuatii cu derivate partiale (EDP) cu conditii Neumann la frontiera unui domeniu neted, deschis si convex G:

8ui
ot

@) % (t,2) = h; (t,z,u(t,x)), pe [0,T] x 9G,

Uj (T,J?) = gi(x)a Vz € G, Z:ﬁa

(t,x) + Lu; (t,x) + f; (t,z,u(t,x)) =0, in [0,T] x G,

unde L este operatorul diferential Lu (¢, z) = 3 Tr(o(z) o*(z)D?*u (t,x)) + (b (), Du (t, x)) . Ecuatia de mai sus
este asociatd, printr-o formuld de tip Feynman-Kac, sistemului format dintr-o EDS reflectatd si una retrograda:

Xt [ VUX,)dk, =2 + [ b(X,)dr + [ o(X,.)dW,
®) ke = [y1ix,cocydkn
Yo= g(Xp)+ [} (o, X0, Y )dr — [T U dMX — [ h(r, X, Y,)dk,

unde { € CZ(RY) al G ={z € R*: ((z) <0}, 0G = {x € R?: {(z) = 0}, k este un proces crescitor, iar M~
este partea martingald a procesului X. Aici b, o si g sunt functii continue, pe cand f si h au un grad mai mare
de regularitate. Astfel solutiile (X, k) ale EDS si (Y, U) ale EDS retrograde sunt considerate in sens slab, un pas
esential constand in verificarea faptului cd problema este bine pusad (avem existentd si unicitate). Scopul este
de a le aproxima cu solutiile unui sistem progresiv-retrograd decuplat unde ecuatia progresiva nu mai este
reflectatd:

X2 4 n [y 6(XP)dr=z + [} b(XP)dr + [ o(X1)dW,
Y= g(X7)+ fOT flr, X, Y™ dr — fOT UrdMX" — [T h(r, X1, Y™)d (VE(XT), 5(X7))

Aici functia § coincide cu I — g Intr-o vecindtate a lui G. Un prim rezultat de aproximare este dat de:
Teorema. Sirul (X", Y™) converge in distributie la (X, Y") pe spatiul C ([0,T];R?) x C ([0, T];R™) inzestrat cu
produsul topologiei convergentei uniforme si al topologiei S.

Demonstratia face apel la o metoda indirectd, aceea de a ardta mai intdi faptul cd sirul este tight in spatiul
Skorohod D ([0,T];R%*1), inzestrat cu topolgia S introdusd de A. Jakubowski. Folosind ulterior faptul ci
procesele (X™, k™) si (X, k) sunt continue, unicitatea solutiei (X, k) si convexitatea domeniului G, reusim si
ardtim cd (X", k") converge la (X, k) in distributie pe C ([0, 7];R4*1).

Pentru a face conexiunea cu EDP (4), este necesar sd plasdm sistemul (5) intr-un cadru Markovian, permitand
sistemului dinamic sd aibd ca timp de plecare ¢ € [0, 7] cu conditia initiald X; = x.

Teoremi. Aplicatia (¢, z) — (X%, Y"") este continud in distributie.

Demonstratia acestui rezultat original face apel la teoreme de compacitate de tip Prohorov. Ca o consecintd,

functia determinista u (¢, z) := Y;"* este continua. Adaptand apoi un rezultat de tip Feynman-Kac se arati ca:

*Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrarii [1].



Teoremd. Functia u este solutie de vascositate a EDP (4), iar sirul solutiilor u™ de vascositate ale urmdtoarei
EDP converge la u:

n

65; (t,x) + Lul (t,x) + fi (t, z,u™ (t,x)) — (Vl(x),nd(x)) h; (t,z,u™ (t,x)) =0

ul (T, x) = g;(z), ¥ (t,z) € [0,T] xR, i =1,k ,

Obiectivul 2:
Ecuatii diferentiale stochastice retrograde cu restrictii de stare dirijate de miscarea browniana (fractionara)
O primai directie de cercetare* a constat in studiul inecuatiilor variationale stochastice retrograde (IVSR):

6
(6) Yy =1,

{ —dY, 4+ 0p (Y,)dt 3 F (t,Y;, Z,)dt — Z,dBy, 0 <t <T
Cercetarea noastra generalizeaza rezultatele precedente privind existenta si unicitatea solutiei IVSR (6) prin

sldbirea ipotezelor asupra generatorului F: astfel se va impune o conditie de locald mérginire (in locul cresterii
p e
subliniare), i.e. E(fOT Ff(s)ds) < oo, unde F¥ (t) = sup |F(t,y,0)|.
lyl<p
Fie un spatiu complet de probabilitate (€2, F, P) si cu filtrarea {F; : t > 0} generata de o miscare browniana
{B; :t>0}. Presupunem c& 1 :  — R™ este Fp-mdsurabil iar ' : Q x [0,7] x R™ x R™*F — R™ gatisface
ipotezele standard (de continuitate, Lipschitzianitate) precum si conditia fOT F# (s)ds < oo, ¥ p > 0, unde

P
pentru p > 0, F# (t) = sup |F(t,y,0)|. Spatiul SZ,[0,7T] denotd p.s.p.m. continue X : Q x [0,7] — R™ al.

lyl<p
p/2
Esupyco.r | Xe|” < oo, dacd p > 0, iar AZ, (0, T) denotd p.s.p.m. X : ©x[0,7] — R™ ai. E ( I X dt) < 00
daca p > 0.

Definitie. Perechea (Y, Z) € S9, [0, T] x A?

0 i (0,T)dep.s.p.m. este solutia pentru (6) daci existd K € S, [0, 7]
al

KL+ fo Lo (Yol dt+ [ |F(t, Y, Z,)| dt < 00, as. si dK; € dp (Y;) dt, as.

si, P-as., Vt e [0,T]:

T T
(7) Yt+KT—Kt:n+/ F(s,YS,ZS)ds—/ ZsdBy
t t
Remarcd. Dacéd procesul K este absolut continuu in raport cu dt atunci existd p.s.p.m. U a.i.
SO dt < o0, as.si K, = [yUds, V€ [0,T],
iar dK; € 0¢ (Y;) dt inseamnd atunci U; € d¢ (Y;), dt-a.e., a.s.

Propozitie. In ipotezele de mai sus daca (Y, Z) , (Y, Z) sunt doud solutii pentru (6) ai. E sup ePVs
s€[0,7

Ys_f/s|p <

00, atunci 3 C, p ad. P-as., Vit € [0,7] :

p/2
Zs — Zs|2ds) < Cu B 1 ePVT I — P

T
® [ iy ([T
s€t,T] ¢

Pentru a obtine absoluta continuitate a procesului K este necesar sd impunem doud conditii suplimentare.
Pentru (ug, @ig) € Oy fixate, fie

©) 03" & GVl [In — wol” + ([ liolds)” + (Ji 1F (s w0, 0) ds) ]

(A1)3p>2Bsibsik > 0al Ept (n) < cosi (@, F(t,u,2)) < =|a]*+ B8, +b (@) [ul’ + x|z)° dP @ di-a.eV
(u, @) € Opsiz

(A2) 3 M, L > 0si (ug, o) € p ad. Eg* (1) < oo, [n| + fi| |F (5,u0,0)|ds < M, a.s. si

DN | =

2
3Ry > [uo| + CoP IVIr [M + Juo| + o] T] cuk [y (Ff(s)) " ds < oo

*Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrarii [15].



2 p
Teoremd. In ipotezele de mai sus, dacd E [n|” + E ( fOT Ff(s)ds) < 00, Vp > 0 si dacd una dintre ipotezele

(A1) sau (Ay) este satisfacutd, atunci existd o unicd pereche (Y, Z) € S?,[0,T] x AP _, (0,7),U € A2,(0,T) al.
Y: (w) € Dom (9¢) , dP @ dt- a.e., U (w) € 0p (Y; (w)), dP ® dt - a.esiVt € [0,T]

T T T
(10) Y;+/ Usds:n—i—/ F(s,YS,ZS)ds—/ Z.dBs, as.
t t t

Remarca. Demonstratia este impartitd iIn mai multe etape: considerare mai intai a problemei aproximante:

T T T
(11) Yf+/ ) (Yj)ds:n+/ F(s,Yf,Zj)ds—/ Z:dB,, as., t € [0,T],
Jit t t

unde Vi, este gradientul regularizatei Moreau-Yosida a lui ¢. Apoi se va ardta mdrginirea pentru Y ¢ si Z¢ si
pentru Vo (Y). Ultimul pas constd in demonstrarea ci sirul aproximant este sir Cauchy si trecerea la limita.

In cazul general inlocuim (A;) cu ipoteza Int (Dom (¢)) # 0.

2 p
Teorema. In ipotezele initiale, daca E |n|” + E ( fOT Ff(s)ds) < 00, Vp > 0, iar Int (Dom () # (), atunci exista

0 unicd pereche (Y, Z, K) ai. EJK 5/ < cosiVt € [0, 7]

T T
Y+ Kr — K; = 7]—|—/ F(s,Ys,Zs)ds—/ Z,dBs, a.s.,
t t

siYr =, as. sidK; € dp (V) dt, a.s.
Remarca. Demonstratia, ca si in cazul precedent, este impdrtitd in mai multe etape: considerare mai intai a
problemei aproximante, demonstrarea existentei cu ipoteza suplimentara: 3M > 0, uy € Int (Dom (J¢)) a.l.

T
(12) Elo (] + I+ [y |F(s,u0,0)[ds < M, as.
Apoi se va arédta existenta fara ipoteza suplimentarad de mai sus.

A doua directie de cercetare* in cadrul acestui obiectiv este datd de studiul existentei si unicitatii solutiei
urmadtoarei IVS retrograde de tip generalizat, considerata in cadrul spatiilor Hilbert:

13) { Yo+ [] dE, =n+ [ [F(s,Ys, Zs) ds + G (s,Ys) dAS]) — []_Z,dW,, as.

dK; € i (V) dt + 00 (Vi) dAy, V't > 0,

unde (W;),~, este un proces Wiener cilindric, 9y, 91 sunt subdiferentialele a doua functii inferior semiconti-
nue si continue ¢ si ¢, procesul (4;),~, este unul progresiv masurabil, continuu si crescétor iar 7 este un timp
de oprire. B

Astfel sunt obtinute rezultate care generalizeazd cele din lucrarile similare precedente prin considerarea
intervalului de timp aleator [0, 7], prin aparitia termenului integral de tip Lebesgue-Stieltsjes precum si prin
asumarea unei conditii (mai slabe) de mérginire pentru generatorii F' si G (in locul cresterii sublineare).

Precizam ca, avand in vedere cd 7 este un timp de oprire, prezenta procesului A este justificatd de posibilele
aplicatii ale ecuatiei (13) in demonstrarea unor formule probabiliste de reprezentare a solutiei EDP multivoce,
de tip eliptic si cu conditii Neumann la frontiera unui domeniu din R%.

Vom mai nota cu Q; (w) := ¢ + A; (w). Presupunem cd F, G sunt monotone in raport cu a doua variabilad
si Lipschitz in raport cu a treia. Definim ® (t,y, 2) := 1y (t) [ F (t,9,2) + (1 — ) G (t,9)] §i ¥ (w, t,y) =
Lo @) [arp (y) + (1 — ) 9 (y)]-

In rezolvarea problemei avem nevoie si de ipoteze de compatibiliate intre ¢ si ¢ (scrise cu ajutorul apro-
ximantelor Yosida ale operatorilor d¢ si 9¢). In ipotezele de mai sus putem formula acum primul rezultat
principal. In scopul obtinerii absolutei continuititi in raport cu masura d a procesului K (care este parte a
solutiei) presupunem in plus cd existd Ry > 0 a.i.

2 Fi T V,
1)+ E7 (S e

Teoremad. In ipotezele de mai sus existd un unicd solutie (Y, Z, U) a problemei (13), care verifica ecuatia

2
(14) EFt (e25uPsze Ve <I>(s,0,0)|dQs) < Ry, as.

T T T
(15) Y; —|—/ UsdQs = Y7 —|—/ D (s,Ys, Zs)dQs — / ZdWs, a.s.
t t t

*Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrdrii [11]. De asemenea, articolul [12] contine rezultate similare celui precedent
(cazul p > 2), dar in cazul solutiilor L?, cup € [1,2).



cul; € 0V (Yr).
In ceea ce priveste demonstratia sunt urmati urmatorii pasi:
A. Considerarea problemei aproximante:

o0

16) Y+ / Lo (5) VW (s, Y)dQs = n + / Lo (5) ®(s, Y7, Z1)dQ, — / ZrdW,, P-as., V't >0,
t t t
unde " (w, 8,9) := Ljg (W) (8) |@s (W) 1/, (¥) + (1 — s (W) 1 /m, (y)} . Stim cd existd o unica solutie (Y, Z™)
pentru (16).
B. Rezultate de mdrginire ale lui Y™ si Z™.
C. Marginirea cantitdtilor Ve, ;,, (Y") si Vb, /1, (Y)") (pas esential in finalizarea demonstratiei:)
Are loc

(17) E S Lio.mnr) () |27 Vo 1 (V) [P + 277 [V, (Y)]2dA, | < C.

D. Ultimul pas constd in demonstrarea proprietatii de sir Cauchy a sirului (Y™, Z™) si in trecerea la limitd in
ecuatia aproximantd.

O problema importantd constd in rezolvarea problemei de mai sus in lipsa ipotezei (14). Vom obtine ast-
fel notiunea de solutie slab variationala iar al doilea rezultat principal al studiului constd in demonstrarea
existentei si unicitatii solutiei (in acest sens) pentru problema considerata.

Avand in vedere cd IVSR avute in vedere sunt considerate in spatii infinit dimensionale putem alege cazuri
particulare de functii convexe ¢ si 1 si obtinem astfel (ca o consecintd a celor doud rezultate esentiale ale
lucrdrii) teoreme de existente si unicitate pentru diverse ecuatii diferentiale stochastice cu derivate partiale
(EDSDP) de tip retrograd: EDSDP cu conditii Dirichlet la frontiera unui domeniu, EDSDP cu conditii Neumann
la frontierd, EDSDP a mediilor poroase.

A treia directie de cercetare* in cadrul acestui obiectiv consta in obtinerea de scheme numerice pentru cuplul
de EDS progresiv-retrograde

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)th 5 te [O,T] s
XO =, YT = g(XT)7

in conditii uzuale Lipschitz si de monotonie impuse coeficientilor. Rezultate clasice obtinute de catre Pardoux
si Rdgcanu in 1998 demonstreaza existenta i unicitatea solutiei (Y3, Z¢, Ut )seo, 1) pentru sistemul (18).

Se demonstreazd convergenta unei scheme de aproximare pentru inecuatia variationald stochastica din
cuplul anterior. Pentru o partitie 7 = {t;, = ih : 0 < i < n}, cu h := T/n, n € N* a intervalului [0, T, fie
X" aproximarea Euler standard a procesului progresiv X. Consideram Y} := g(X%) drept conditie initial4 si,
pentru ¢ = n — 1,0, avem, intuitiv,

(19) Y0~ Y R F XY Z0) = Ve (Y] = 28 (W,

tit1

it Wtz)
Aplicdm media conditionata E’ (-) := E(- | F;,) si obtinem cd Y} ~ E/(Y}", )+h [F(ti7XZ, Y ZE) = Ver (V)] .
Multiplicdm (19) cu (W;,,, — W) si aplicdim incd o datd media conditionatd E’ pentru a obtine c& Z! ~
1_.
EEZ(K?+1 (Wti+1 - Wt@)) . .

Prin urmare, construim urmétoarea schema de aproximare implicitd, care defineste perechea (Y, Z") in-
ductiv:

0) V= BT+ R [F (s XE YR Z8) = Vi (V)]

. 1 ., - o iR
Zh =SB, Wiy - We) st D) = Vi (B (T,))

i+l i
unde EW" (-) := E (- |F]!) si Ff! := o(X[! : 0 < j < ). Y}" este definit implicit drept solutia unei probleme de

punct fix. In plus, pentru h > 0 poate fi estimat numeric intr-un mod eficient. Se poate, de asemenea, defini
schema explicitd

7= B,

)+ RES [P (L, X1 V!

tit1?

Zy) = Vena (Y,

*Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrarii [17].



schemad ce nu necesita aplicarea unui rezultat de tip punct fix, dar ridicd probleme suplimentare din punct de
vedere al aproximaérii numerice.

In continuare este definita o versiune continud a schemei de aproximare (20), definind, pentru fiecare ¢ €
(t;, tiy1], procesul

¢
(21) Vh=Y - (t—t) [F(ti,Xthi, Y Z6) - wha(}ft’;)} +/ Zhaw,.
t;
Rezultatul principal al lucrdrii (precedat de o serie de estimari) este urmatorul:
Teoremad. Existd o constantd C' > 0, ce depinde de constantele Lipschitz ale coeficientilor, astfel incat, pentru
aec(0,1/2):

T
sup E|Y; — Y/"|* + E/ [IYt Y/ + |2 - Z{ﬂ dt < Char(1=2a),
t€[0,T) 0

Obiectivul 3: Existenta si unicitatea solutiilor ecuatiilor diferentiale stochastice cu reflexie generalizata

O prima directie de cercetare a constat in studiul EDS considerate pe domenii neconvexe; mai precis avem in
vedere EDS multivocd dirijatd de operatorul subdiferentiald de tip Fréchet 0~ ¢ (unde ¢ este presupusd doar
semiconvexd):

2 Xo+ K =€+ [ F (s, Xs)ds + [ G (s, X,)dBs, t >0,
dK; (w) € 07 (X (w)) (dt) .

Este important sd precizam cd in acest caz solutia X rdmane in domeniul Dom(y) care nu este neapdrat
multime convexa.

Reamintim cd subdiferentiala Fréchet 0~ ¢ asociatd unei functii ¢ inferior semicontinue (i.s.c.) si semicon-
vexe este definitd de: 9~ ¢ (z) = 0, dacd = ¢ Dom () si

9 (1) = {7 € R liminf LW 9@ =@y =)

e ly — 2| -
In scopul demonstrarii existentei solutiei pentru problema (22) vom rezolva mai intai ecuatia determinista de
tipul
t
x(t) + k(1) :aco—l—/ f(s,z(s)ds+m((t), t>0,
0
dk (t) € 0" (x (1)) (dt).

(23)

Observam cd luand in particular f = 0 si ¢ ca indicatoarea unui domeniu inchis, obtinem ci (23) devine
problema clasicd Skorohod. De asemenea precizdm cd in cazul in care ¢ este chiar convexd, problema a fost
indelung studiatd; in acest caz domeniu de restrictie Dom(¢) devine unul convex.

Scopul principal este acela de a extinde atat problema determinista cat si problema stochastica (considerate
in cazul convex doar) la cazul inecuatiilor variationale de tip non-convex. In ceea ce priveste ipotezele si
presupunem ci zy € Dom (¢) = Dom (), inputul m este o functie continud iar ¢ este inferior semicontinua si
semiconvexd. Multimea Dom(y) satisface conditia bilei uniform exterioare precum si conditia “piciturii” uniform
interioare, adicd, Vx € Dom(y) existd 79, ho > 0 a.l. picdtura de varf x si de directie v, D, (v,r9) C Dom(yp)
pentru orice |v| < hg, unde

D, (v,r) :=conv{z,B(z+v,r)} ={z+t(u—2z):ueBx+uvr), tc[0,1]}.

Mai presupunem in plus cd |¢ (z) — ¢ (y)| < L+ L|z —y|, Y2,y € Dom (p).
Mai intai se vor obtine estiméri a-priori ale solutiei de tipul urmator:

Teorema. In ipotezele de mai sus, existd o constantd C' a.i., daci (z, k) este o solutie a problemei deterministe
(23) cu f = 0 atunci

(@) Nkl gvomrey <C s lzlpyorrey < |zl +C,

) [2() = 2 () + 1l gy (o < Cram - Vi (E—5), VO<s<t<T,

unde, daca y este o functie continud, p,, (¢) := ¢ + m, (¢) , cu m,, (¢) modulul de uniformd continuitate asociat
lui y.

*Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrarii [2].



Se va obtine apoi primul rezultat principal de existentd si unicitate a solutiei (z, k) pentru problema Sko-
rohod generalizatd (23) cu f = 0.

Se demonstreazd ci aplicatiam — z : C ([0,T];R?) — C ([0, T]; R?) este continud si, in consecintd, rezultd
existenta unei solutii progresiv masurabile pentru EDS asociatd
24) Xt (w) + Kt (w) =& (w) + Mz (w), t >0, we Q,

dK; (w) € 07 (Xt (w)) (di).

In continuare se vor generaliza rezultatele precedente la cazul ecuatiilor mai generale (23) si (22), unde f
(respectiv F) sunt continue si monotone (in raport cu a doua variabild) si satisface conditia:

T
/ f# (s)ds < 00, VT > 0, unde f# (t) := sup { |f(t,2)| : = € Dom (p) }.
0

Tot in cadrul acestui obiectiv a fost realizat suplimentar®, in continuarea lucrarii [2] si a lucrarii [9], studiul
existentei si unicitdtii solutiei pentru inecuatia variationald cu subgradienti oblici, considerate intr-un cadru
non—convex:

(25) o' (t)+ H(tz ()0 ¢ (z(t) 39t at), t=0, x(0)=€Dom(yp),

unde 9~ ¢ reprezintd subdiferentiala Fréchet a functiei semiconvexe ¢ si aplicatia = — H (-, z) satisface conditii
Lipschitz si anumite conditii de regularitate. Prezenta reflexiei oblice produse de termenul H0~ ¢ conduce la
utilizarea unor tehnici diferite de situatia reflexiei standard in domenii non-convexe sau de cea a reflexiei
oblice in domenii convexe. Studiul continud cu analizarea unei probleme non-convexe Skorohod, cu reflexie
generalizatd, iar trecerea la inecuatii variationale stochastice guvernate de un operator subdiferential de tip
Fréchet apare ca un pas natural.

Pentru abordarea Problemei Cauchy (25) a fost necesara stabilirea unor proprietati ale operatorilor aproximanti
©., Je si Ag, similare celor din cazul convex.
Teorema. Fie ¢ : R? — (—oc0, 400 o functie i.s.c. pentru care 3a,b,c > 0ai. ¢(v) +a ] + blo| + ¢ >0,
Vv € R% Daci 0 < € < 5, atunci Vu € R?, existd u. € Dom (¢) ald & [u—u|* + ¢ (u:) = ¢, (u). In plus,
avem J; (u) := u:. € Dom (97 ¢), Ac (u) := L (u—u.) € 0~ (ue) iar urmitoarele inegalititi au loc, Vu € R,
ug € Dom () §10 < e < 75
(26) |2 (u) —uf* < m | — uol” + % [8 (ul) +0* + ¢ (uo)] ,

_1
4a+2

in (26) rezultd lim._,¢ J: (ug) = uo, Yup € Dom (), Dom (0~¢) = Dom (p). Dacd, in plus, ¢ este o functie
(p,y) —semiconvexd, fixand uy € Dom(yp) si A\g > 0 atunci, pentru 0 < ry < 79 $i 0 < € < &y, Yu,v € B (ug, 7o)
avem

unde 3 (r) = ar? + br +c. in particular, J. si A. sunt subliniare global, pentru 0 < ¢ < . Alegand u = ug

<24+ NN

[Je (u) = J- ()| < (T4 (p+7)Ao) [u—v] st [Ac (u) — Ac (v)] < é_ lu—wvl.

In particular, punctul de minim J, (u) (= u.) pentru inf,,cga {% lu— o + ¢ (v)} este unic pentru 0 < € < &g

siu € &,(D) (am notat D := Dom (¢)); de asemenea, ¢, € C(&, (D)) si Vi, (u) = A (u) = % (u—Jou) €
0~ ¢ (J.u). In plus, Vi, si J. sunt Lipschitz pe orice multime submarginita a lui &, (D), iar int (Dom (¢)) =
int (Dom (0~ ¢)).

Consideram problema Cauchy (25) in ipotezele: ¢ : R? — (—o0, +00] este o functiei.s.c., (p, ) —semiconvex;
g : Ry x R? — R? este o functie Carathéodory ce satisface:

i) VN >0,3Gy 20:[g(t,z) —g(t,y)| <Gnlz—y|, Viz|, [y <N,
ii) 3Ly, Ly € LY(0,T;Ry), sit. |g(t,x)| < Ly(t) + La(t) |x|, Vr €RY ae.t € [0,7)

Matricile H(-,-),[H (-,)] " € O} ([0,T] x RLR¥>4) i V(t,x) € [0, T] x R avem: hy j (t,z) = h;, (t,z), Vi, j €
1,d;3cg > 1ai L lu]> < (H (t,z) u,u) < cg [ul*, Vu € R 3Ly > 0ai H si H~! sunt Lipschitz in raport cu
a doua variabila.

*Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrarii [20].



Definitie. O pereche de functii z, h : [0, 7] — R? este solutie pentru (25) (vom scrie (z,h) € OR (HO™ ¢; x¢, 9))
daca
i) x(t) €Dom(p), Vt>0, e C([0,T];RY)sih,¢(z)e L (0,T;R?),

/H rx( )dr:onr/Og(r,x(r))dr, vt € [0,T],
i) h(t)ed p(z(t), aetel0,T].

Teorema. Ecuatia diferentiald non-convexd cu subgradienti oblici (25) admite o solutie unica (x, k). In plus,
dacd (z,h) € OR (HO™ p;x0,9) si (&, h) € OR (HO™ p; 0, §) atunci

(27) o (1) — & ()| < CeU0 [|9Co — Zol +/ lg (ry(r)) = g(r,x(r))|dr|, YO<t<T,
unde U (¢ fo |z (r |dr+f0 |z (r) |dr + (1 + ) fo |h (r |dr+(1—|—fy)f0t|iz(r)\dr+2pt+GNt,cuN2||a:|\T\/
e

Teorema. Fie xy € Dom (). Presupunem ipotezele referitoare la ¢, g si H satisfacute si cd Dom(y) este marginit
si inchis. Atunci existd (z, h) € C([0,T];R?) x L%(0,T; R?) solutie pentru (25) pe intregul interval de timp [0, 7.

Consideram acum o problema generalizata Skorohod, cu reflexie datd de subgradienti Fréchet oblici. Aceasta

se poate scrie formal sub forma:
(28) da (t) + H(t,z(£)0" ¢ (z (1)) (dt) 3 g(t,z(t))dt +dm (t), ae.t>0, =z(0)=2z¢€ Dom(yp),
unde m € C (Ry;R?), m (0) = 0, iar ipotezele referitoare la ¢, g si H sunt presupuse satisficute.
Definitie. O pereche de functii continue z,% : R, — R? este o solutie pentru ecuatia cu input singular (28)
(vom scrie (z, k) € GSP (HO™ p; o, g, m)) dacd

i) w(t)eDom(p), ¥i=0sio(@()eLl, (Ry),

i) k€ BViee (R4;R%), k(0) =0,

t

(29) i) ac(t)—l—/oH(r,m(r))dk(r)=x0+/og(7“,x(r))dr+m(t), Yt > 0,
i) [ -em.dke)+ [e@edrs [owndrs [ o) o0 (par i),

pentru orice 0 < s < ¢t si orice y : R; — R? continua.
Impunem conditii suplimentare privitoare la functia ¢

i) IK>0 al |e@)—e@W| <K+ K|r—y|, Vz,yc€ Dom(yp),
i19) Dom () este mdrginit si satisface conditia bilei interioare uniforme

pentru a obtine urmadtoarele rezultate.

Teoremd. Dacd m € BVj,.(Ry;R?) atunci problema Skorohod non-convexd (28) admite cel mult o solutie
(z,k) € C(Ry;RY) x [C(R4;RY) N BVie(R4;RY)]. In plus, dacd (z,k) € GSP (HO p;x0,9,m) si (2, k) €
GSP(HO™ ¢; &g, g,mm), atunci

(30) |z (t) — 2 ()| < CeCVD [|xg — do| +Im —ml,], apt.t>0,

unde V (t) = Ja3, + 347, + (L + ) 3k, + (1 + ) Pds +20t + Gt

Rezultatul principal al sectiunii este urmatorul:
Teorema. Presupunem ipotezele (Hy ), (H,), (H,) satisfacute si considerdm m € C (Ry;R?), m (0) = 0. Dac4,
pentru orice T > 0, fOT(g#(t))zdt < +o0, unde g#(t) := Sup,cpom(y) [9(t, )|, atunci problema (28) admite o
solutie unica (z, k) € GSP (HO™ ¢; zo, g, m).

Primul pas ce permite trecerea din cadrul determinist in cel stochastic este dat de:

Teorema. Daci (2, F, P, {F; }+>0) este o baza stochasticd iar M este un proces stochastic continuu, F; —progresiv
madsurabil, atunci, P — a.s. w € Q, problema aleatoare Skorohod cu subgradienti oblici

{ X, <w>+/OH<Xt (@) dK, <w>:xo+/0f<sts (W) ds + My (w), t=0,
dK; (w) € 07 ¢ (X¢ (w)) (dt)



are o solufie unicad (X. (w), K. (w)) € GSP (HO™ ¢;xo, f, M. (w)). In plus, procesele stochastice X si K sunt
continue, F; —progresiv masurabile.

Studiul se incheie cu considerarea inecuatiei variationale stochastice (IVS) cu subgradienti Fréchet oblici:

t t t
X+ [ HEX) K =w0+ [ X)ds+ [ flsX)dB., 120,
0 0 0
dK; € 0~ (Xy) (dt), x0 € Dom (y),

(31)

unde (¢t,z) — g (t,r) : Ry x R? — R%si (t,x) — f (t,x) : Ry x R? — R¥* sunt functii Carathéodory a.i. are
loc o conditie specificd de locald marginire.In plus, 3u € L}, (Ry)sif € L?  (R}) ai, Vo,y € R%, ap.t.t >0,

loc loc
(32) lgtz) =gty <p@)|z—yl s [fEtz)—f(Ey)|<L@)][z—yl,

iar ipotezele impuse pentru ¢ si H in cadrul problemei deterministe Skorohod rdméan valabile.

Definitie. (/) Daté o baza stochastica (2, F, P, {F;},5,) si 0 miscare browniand k-dimensionald {B; : t > 0},
spunem ci o pereche (X, K) : © x Ry — R? x R? de procese stochastice continue, F; —progresiv masurabile
este o solutie tare pentru IVS (31) dacd, P —a.s. w € , (X. (w) , K. (w)) € GSP (HO™ ¢; 20,0, M. (w)), cu

t t
M, ::/ g(s,Xs)ds+/ f (s, Xs) dBs.
0 0

(II) Daci existd o bazd stochastica (2, F,P, ), 0 migcare browniand k-dimensionald {B; : t > 0} si o
pereche (X., K.) : © x R; — R? x R? de procese stochastice continue, F; —progresiv masurabile a.i.

(X. (w),K. (w)) € GSP (HO ¢;20,0,M. (w)), P—as weQ,

atunci colectia (2, F, P, F;, By, X, K;),~, se numeste solutie slaba pentru IVS (31).

Teoremd. Presupunem ipotezele (Hy), (H,), (Hy,4) satisfacute. Atunci IVS (31) admite cel putin o solutie
slaba (2, F,P, F;, By, X4, K),~- Dacd, in plus, (32) este satisfacutd, atunci (31) admite o solutie tare unicd
(X,K) e Sy xS9.

in cadrul acestui obiectiv a fost realizat suplimentar® (si este in legdturd cu lucrarea [20]), extinderea
rezultatelor obtinute privind reflexia oblica in contextul non-convex finit-dimensional intr-un cadru infinit-
dimensional. Aceasta va permite construirea de aplicatii ce vizeazda EDP multivoce, cu subgradienti generalizati.
Un prim pas in atingerea obiectivului il reprezinta analizarea detaliatd a proprietatilor solutiilor ecuatiilor pe-
nalizante pentru urmatoarea problema regulatd, cu reflexie intr-un domeniu non-convex:

. { Y () +0 0y () 29(t), apttel0,T],
7| y(0)=yo € Dom (),

unde H este un spatiu Hilbert, ¢ : H — (—o0, +00] este o functie proprie, i.s.c., y—semiconvexd de ordinul
al doilea, 0~ ¢ fiind subdiferentiala Fréchet. Metoda de abordare a studiului este cea semigrupald, solutia
problemei Cauchy apartinand spatiului C,, 4 [0, 7] al functiilor absolut continue y : [0, 7] — Dom (¢) ce verifica

T

/OT [ O + 1o O]t < cosi [ T(tiy.g)at < .

unde I (5, 9) = v(ly ()] + ¢* (y 1)1 + (' () + |9 (£)])?)-

Problema este analizatd prin considerarea a cinci probleme intermediare:
(@) unicitatea si proprietitile solutiei problemei (Py);
(b) existenta locald pentru problema (FP), atunci cand yy € Dom (0~ ¢);
(¢) existenta unei solutii globale (existenta pe intervalul [0, T] ) pentru problema (P), dacd yo € Dom (0~ ¢);
(d) existenta unei solutii globale pentru problema (F,), atunci cand yo € Dom (p);
(e) existenta unei solutii globale pentru problema generald (P,), atunci cand yo € Dom ().

Extinderea la situatia inecuatiilor variationale deterministe si stochastice cu perturbari multiplicative ale
operatorului multivoc ar putea fi realizatd prin utilizarea unei aborddri semigrupale similare celei utilizate
pentru problema (Py), dar de data aceasta prin introducerea unor semigrupuri oblice de operatori. Pentru aceasta,
analiza calitativa detaliatd a solutiilor obtinuta anterior este un pas esential.

*Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrarii [19].



A doua directie de cercetare* in cadrul acestui obiectiv este studiul existentei si unicitatii solutiei pentru o
problema Skorohod generalizata de tipul

- { dz (t) + 0 (x (1)) dt + Dod (x (1)) dt + G(t,z (£))dt > dm (t), t € [0,T],

2 (0) =29 € D(9cd) ND (p),

unde O¢ ¢ este operatorul subdiferential Clarke asociat functiei ¢, Oy este operatorul subdiferential clasic aso-
ciat unei functii convexe, proprii, i.s.c. ¢, G (t, ) este un operator multivoc dependent de timp si m : [0,7] —
R? este o functie continud. Vom presupune ci existd constantele pozitive csi M a.i. |0c¢ (z)| < ¢ (1 + |z|), pen-
trutotiz € Resi (x1 — x0,y1 —y2) > —M |21 — x2|2, V1, x2, Yy1,Y2 € Ocd (z;). Funtia ¢ este convexd, proprie,
i.s.c., cu Int (Dom (¢)) # 0, iar privitor la functia G presupunem existenta unei functii n € L' ([0,7],R*) a.i.
Va,y e RLVE€[0,T]siue G(tx),veG(ty): (v—uy—z)>—nt)|c—y.

Definitie. Un triplet de functii (z, j,) este o solutie a incluziunii diferentiale guvernate de o subdiferentiald
Clarke (33) daca z, 4,1 : [0, T] — R sunt continue si

i) x()eD(p),Vt >0,
ii) 4,0 € BV ([0,T];RY), cu j(0)=1(0)=0,
i) () +j(t)+ 1)+ [ B(s)ds =z +m(t),

) ()eaw(:c(t»dt dl()eac¢(x(t)>dt si B(t) € Gtz (1))

w

Teorema. In ipotezele mentionate, exista cel putin o solutie (z, 5, 1) a ecuatiei multivoce (33). In plus, dacd M
este 0 submultime marginita si echicontinua a spatiului C ([0, T] R?), atunci existd Cp ¢ > 0 ai:
(a) Dacd m € M i (x, j,1) este o solutie a ecuatiei (33) atunci

lallf. + 3337 + Wz < Conn (1+ o) -

(b) Daca (x1,41,01), (2,72,l2) sunt doud solutii, corespunzdtoare functiilor m,, ms si datelor initiale z; g,
22,0, atunci

1 2
121 — 2| < Cona (1 + [a1,0] + |22,0]) (J21,0 — T2,0] + [Ima — ma )3

(c) Aplicatia (zg,m) — z : D (¢) x C ([0,T];R?) — C([0,T]; D ()) este continua.

In ceea ce priveste trecerea la cazul stochastic, considerdm ecuatia

(34)

dXt + 8(,0 (Xt) dt + BC¢ (Xt) dt + G(t, Xt)dt = Q(t, Xt)dBt, te [0, T] s
XO = f €D (SO)7

in conditii similare pentru functiile ¢ si G. Presupunem ci Q (.,.,z) : Q x [0,T] — R¥*¥ este o functie Ca-
rathéodory ce este Lipschitz in raport cu z si fOT 1Q (t,0)]>dt < 00, P-as.

Rezultatul principal al sectiunii este enuntat in continuare.
Teorema. Fie ¢ € L°(Q, o, P; W) Dacd M € S91[0,7], My = 0, atunci EDS multivoc

(35) { dX; + 0 (Xy) dt + 0c¢ (Xy) dt + G(t, Xy)dt > dMy, t € [0,T7,

X, =¢.
admite o solutie unica (X, J, K, 3) € Sd [0,7] x S9[0,T] x S9[0,T] x L? (€ L* ([0,T];R?)). Dacé, in plus, M
se poate reprezenta sub forma M, = fo QsdBs, si, dacd existd p > 2, up € Int (Dom (9y)) a.l.

2

T P T p/
E|§|”+E</O !ﬂt,uoldt> +E</0 |Q(t,uo)2dt> <+4oo, cu By, €G(tu),

atunci
(X, K,B) € S5[0,T] x 55/2 (0, 7] N LP2(Q; BV ([0,T],R%)) x LP(Q; L1([0,T]; RY)).

*Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrarii [7].
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A treia directie de cercetare* in cadrul acestui obiectiv constd in demonstrarea existentei si unicitdtii solutiei
pentru IVS retrograda cu subgradienti oblici:

YT:77~

Similar problemei progresive studiate in articolul [9], termenul H (X)) actioneaza pe multimea subgradientilor,
fapt ce va cauza o modificare a directiei procesului feedback. Si in aceastd situatie termenul H (¢,Y;) 0y (Y2)
nu conservd nici proprietatea Lipschitz a matricei H nici maximala monotonie a operatorului multivoc d¢p.
Studiul va fi realizat prin considerarea a doud probleme care, pand la un punct vor beneficia de o abordare
unitard. Pentru situatia in care avem doar o dependentd de timp pentru matricea H demonstram unicitatea si
existenta unei solutii tari pentru problema studiata (impreund cu existenta unui subgradient feedback de tip
absolut continuu); in cazul in care H = H (t,y) vom utiliza criterii de tightness pentru a obtine o solutie slaba
pentru ecuatia (36).
Definitie. Datd (2, F, P, {F; },>0) o bazd stochasticd fixatd si o miscare Browniand, spunem ci tripletul (Y, Z, K)
este o solutie tare pentru (36) daci (Y, Z, K) : Q x [0,7] — R? x R™* x R sunt p.s.p.m. si P — a.s.,

Yo+ [ H(s)dK, =n+ [ F(s,Ys, Zs)ds — [ Z,dB,, Vte[0,T],

dKs € Op (Ys) (ds).
Considerand matricea H ca depinzand si de starea sistemului, putem rescrie ecuatia multivoca reflectatd ante-
rioard astfel
(37) }/t"‘rj;TH(Sa}/s)sz:n+j;TF(Sa}/saZs)d8_(MT_Mt)a VtE[O,T],

dK, € 9p (Ys) (ds), P —a.s.

unde M este doar o martingald continud. Introducem urmaétoare definitie pentru notiunea de solutie slabd a
ecuatiei.

Definitie. Dacd existd un spatiu de probabilitate (2, 7,P) si (Y, M, K) ai. M este o martingald continud in
raport cu filtrarea F,"M = o({Vy, M, : 0 < s < t}) VN, Y, K sunt p.s.p.m. cadlag si are loc ecuatia (37), atunci

(Q, F,P, F,Ys, My, Ky )epo,1) reprezinta o solutie slaba pentru (36).

Notim v, = [ L (s) [E”* [n["] YPgig = supye(o ) (E7 |77|p)1/p si formuldm in cele ce urmeaza rezultatele
principale.
Teoremad. Fie p > 1. In ipoteze convenabil alese (conditii standard) pentru termenii ce apar in (36) cu H (¢, y) =
H (t), dacd in plus Ee®? + E | ()| < oo, pentru toti 6 > 0, atunci (36) admite o unica solutie tare (Y, Z, K) €
S970,T) x AY..,. (0,T) x S9[0,T] ai., pentru toti § > 0,

(38) E sup e%Pvs

T p/2
Y,/ +E / €2 | Z,|° ds < 0.
s€[0,7] 0

in plus, existd o constantd pozitivd C, independentd de T, a.i, P — a.s., |Y;| < C (1 + [EJ"t |nm 1/;;)’ Vit €

[0, T ,iar procesul K poate fi reprezentat prin K, = fot U,ds, unde

T T T
E / U2t + E / |Zt|2dtsc<E|n|2+E|so<n>|+E / |F<t,o,o>|2dt>.
0 0 0

Teorema. In ipoteze similare celor din rezultatul precedent, ecuatia (36) admite cel putin o solutie slabd
(2, F,P, Fi, Bi, Yi, My, Ki)refo 1)

Remarca. Importanta studierii notiunii de solutie slaba este justificatd de formula de reprezentare Feynman-
Kag. Pentru k = 1, se poate demonstra fard dificultate cd u(t,z) = Y,"* este o functie continu si reprezinta o
solutie de vascozitate pentru EDP parabolicad semiliniara:

S 1)+ Acu(t, ) + Flt,,ult, ) € Ht,ult, 2)p(u(t, ),

(t,z) € 0,T) x R¥ si uw(T,x) = g(z), VreRF,

*Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrarii [8].
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unde operatorul A, este generatorul infinitesimal al procesului Markov {X%*, ¢ < s < T} si este dat de
1
Aw(z) = E'I‘r[(aa*)(t,a:)Dzv(m)] + (b(t,x), Vo(x)) .

A patra directie de cercetare* in cadrul acestui obiectiv are drept scop demonstrarea existentei si unicitatatii
solutiei (Y (¢), Z (t)),¢(o 7 pentru urmdtoarea EDS retrogradd multivoca si cu generatori de tip time-delayed:

(39) { —dY () + 00 (Y ())dt 2 F(,Y (t),Z(t), Y, Z))dt + Z (£)dW (t), 0< t < T,

Y(T)=¢.

unde generatorul F, la momentul ¢ € [0, 7], depinde si de valorile trecute ale solutiei prin intermediul can-
titatilor Y; si Z; definite de

(40) Y=Y ({+0))oe-10 $ Zi:=(Z(t+0))oel-T,0 -

Mentiondm cd vom lua Z(t) = 0si Y (t) = Y (0) pentru orice t < 0.
Fie (2, F,P,F) o baza stochasticd si fie 0 miscare Browniana standard in raport cu baza stochasticd si F =

{7 Yeepo.m)-
Impunem ipotezele standard de Lipschitzianitate ale lui F' in raport cu y si z precum si

0 0

ly(t + 0) — 5(t + 0)> a(dh) + fi/ 2(t + 0) — z(t + 0)|* (d)

|F(t7yaz7ytazt) - F(tayazvgtazt”Q S E/
-T

-T

si E[fOT |F(t,0,0,0,0)|? dt} < oo. Data finald ¢ : Q — R? este variabild aleatoare Fr-masurabild a.i. E[|¢]? +

()] < oo
Definitie. Tripletul (Y, Z, K) spunem ci este o solutie a EDS (39) daca

() (¥,2,K) € SHRY) x H(R™) x HA(RY)
(i) E[Jy (v (1) dt] < ox,

(#41) (Y ), K(t )) € 0y, P (dw) ® dt, apt. pe Q x (0,77,

(iv) +ft ds—f—l—ft Y(s),Z(s),Ys, Zs)ds — j; W(s),Vt € [0,T7], a

(41)

In scopul obtinerii unicitatii solutiei furnizam mai intai estimari apriori ale solutiei.
Propozitie. In ipotezele de mai sus, fie (Y, Z, K), (Y, Z, K) doua solutii pentru (39) corespunzitoare datelor
(&, F)si (& F). Dacd orizontul de timp T sau constanta Lipschitz L sunt suficient de mici atunci existd anumite
constante C; = Cy (L) > 0si Cy = Cs (L) > 0, independente de L si T, a.i.

T
- — 5 5502
1Y =Y 1123 oy 12— 2112, Rdxd/)<CleCQTE[|g,€|2+E/O |F(5,Y (), 2(5), Yo, Z4) = F(s, Y (s), Z(5), Vs, Z6)| " ds|

Rezultatul principal al sectiunii este urmatorul:
Teorema. In ipotezele de mai sus, daci orizontul de timp 7 sau constanta Lipschitz L sunt suficient de mici
atunci existd o unicd solutie (Y, Z, K) pentru (39).
Remarca. Pentru a demonstra existenta unei solutii pentru (39) este utilizata urmatoarea EDS aproximanta cu
generatori de tip time-delayed:

Ye (t)—&—/t Ve, (Y€ (s))d(s:f—i—/t F (s, Y (s),Z° (8),Y557Z§)d3—/t Z* (s)dW (s).

Obiectivul 4: Conditii necesare si suficiente de optimalitate pentru ecuatii diferentiale stochastice cu refle-
xie generalizata

in cadrul acestui obiectiv o directie de cercetare** consti in stabilirea conditiilor necesare de optimalitate sub

forma principiului de maxim pentru controlul optimal «* care minimizeaza o functionala de cost. Consideram

urmadtoarea IVS cu intarziere

w) AX (t) + Dp(X (£))dt 5 b(t, R(X) (1), u(t))dt + o(t, ROX)(1), u(t))dW (¢), ¢ € [0,T],
X(t) = &), t € [=6,0],

*Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrarii [4].
**Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrdrii [6]. De asemenea, parte a acestui obiectiv a fost realizat si prin elaborarea
articolului [5] (vezi Obiectivul 7).
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0
unde R este termenul de intarziere dat de R(z)(t) := / z(t + r)da(r) pentru x € C[—4,T]sit € [0,T].
-5

Functiile m&surabile b, o sunt Lipschitz; ¢ : R — (—o00, +0] este o functie convexd i.s.c. cu int Dom ¢ # §; &
satisface £ € C[—4,0] si £(0) € Dom .

Definitie. O pereche (X, K) de procese continue F-adaptate se numeste solutie pentru (42) dacd au loc urmatoarele
conditii P-a.s.: || K| gy 0,1 < o0; K(t) =0, Vt € [-6,0]; X(t) = £(t), Vt € [-0,0];

X(t)+ K(t) =£(0) + /O/b(S,R(X)(s),u(s))dS —l—/o a(s, R(X)(s),u(s))dW (s), Vte][0,T];

§1 T T T
/ (u(r) — X(r)dK(r) + / P(X(r))dr < / y(r))dr, Yy € C[0,T).
0 0 0

Teorema. Fie p > 1. Dacd ipotezele acestei sectiuni sunt satisfdcute, atunci pentru orice control u, ecuatia (42)
are o unicd solutie (X, K*).
Definim derivata de ordinul al doilea a lui ¢ ca unica masurd o-finitd si pozitiva u pe B(R) a.i.

/

n(la,a’)) = ¢, (@) - ¢/ (a), dacia < d.

Asupra coeficientilor ecuatiei de stare si functionalei de cost impunem: b, g, o si h sunt de clasd C' in (y, u) €
R? x U cu derivate uniform marginite.

Ca si in cazul EDS, ecuatia adjunctd asociatd problemei de control optimal este o EDS retrograda liniara.
Introducem Hamiltonianul sistemului H : [0,7] x R? x U x R x R — R prin H(t,y,u,p,q) = g(t,y,u) +
b(t,y,u)p + (o(t,y, u), q) . Pentru orice control u, sd considerdm urmatoarea EDSR de tip anticipativ, pe [0, T):
3) —dp(t) + p(t)dA"(t) = E7[F(t, R(X")(t), u(t), p(t), a(t))]dt — {q(t), dW (1))

p(T) = K'(X*(T)),

unde
t+6
Flto.p00) = G (u(®,p(0,a(0) + [ G 0060, 0(5), 509, a(5) Loy ()¢ — d)

Teoremd. Dacd u* este un control optimal, atunci existd un proces cadlag si cu variatie marginita (K'(t)).c[o0,1)
al
ob do dg

<p*(t)%(t» R(X7)(2),u™(8)) + " (t) 5 (8, RIXT)(8), u™ (1) + 57 (¢, R(XT)(F), u”(2)), v — u*(t)> >0,

Vv € U, dtdP a.p.t, unde (p*,q*) € LE(Q x [0,T]) x LE(Q x [0,T];R?) este solutia ecuatiei
m —dp*(t) = —dK(t) + B [F(t, R(X*)(t), w* (), p*(t), ¢" (t))] dt — (q"(t), dW (1))
p*(T) = W' (X*(T)).

Tot in cadrul acestui obiectiv* s-a realizat obtinerea unui criteriu algebric, usor verificabil pentru nula contro-
labilitate aproximativa a unei clase de sisteme diferentiale liniare, cu zgomot multiplicativ. Articolul se bazeaza
pe utilizarea unor rezultate recente [F. Confortola, M. Fuhrman, and ]. Jacod., BSDEs driven by a marked point
process: an elementary approach, with an application to optimal control, Annals of Applied Probability, 2015. ar-
Xiv:1407.0876 ], ce permit reducerea ecuatiei stochastice retrograde duale la o familie de ecuatii diferentiale
ordinare, iterate. Prin exemple, se aratd cd notiunea de controlabilitate aproximativa este strict mai tare decat
cea de nuld controlabilitate aproximativa. Este furnizat si un criteriu pentru verificarea primeia dintre ele.

Consideram un sistem cu switch (X (t),['(t)), definit pe spatiul RN x E, pentru N > 1 si familia finitd
de moduri E. Spatiul de definire a controalelor este presupus R%, d > 1. Studiem urméatorul model (A este
presupus a fi, implicit, 0 dupa primul salt):

(45) dXP" =[A(Ts) XP" + Bug|ds + [, C(Ts—,0) X" (ds,df), s>0,
Xg’u =z,
unde A (y) € RN B € RN*gi C (v,0) € RV*N (ker este nucleul sdu, iar Im spatiul imagine). Procesul de
control u : Q x Ry — R? este F*— progresiv masurabil, de patrat local integrabil.

*Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrarii [10].
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Construim ecuatia diferentiald stochastica (duald, liniard) retrograda

dy;" ¢ = {—A* (Ty) ¥,"5 — / (C* (T4, 0) + 1) Z* (0) X (Ty) Q (T, dO) | dt
(46) B
+/Z§?f (0)q(dt,do), Vi =¢eL?(Q,For, Po7o;RY) .
E

Definitie. Date un operator liniar A €eRY*¥ si o familie C = (C;),<;-;, C RV*¥, spunem ci

(i) O multime V C R" este A- invarianti daci AV C V. o

(ii) O multime V' C RY este (A;C)- invariantd dacd AV C V + Zle ImC;.

Generdm o familie de subspatii liniare ale lui RN, (VWM "™)o<n<M, ve E, indexate in raport cu modul, astfel.
Definim

(47) A" (7) 1= A% () /E (C* (1.0) + HAMQ(r.df) §i VMM = ker B,

pentru toti v € E, si construim, pentrutoti0 <n < M —1,

VM1 ca fiind cel mai mare subspatiu al lui ker B*,

(48) (A* 7); [(C*(% 0)+1) HVBJ\/I,nJrl :0eE, Q(v,0)> OD — invariant.

Iy reprezintd proiectia ortogonald pe subspatiul liniar V' C RV

Rezultatul principal este urmaétorul.

Teoremad. Sistemul cu switch (45) este aproximativ nul-controlabil (pand la momentul 7' > 0), avand pe v,
drept modul initial, dacd si numai daca subspatiul generat V$O se reduce la {0}.

Observatie. Folosind tehnici de tip Riccati pentru sisteme guvernate de procese Poisson, cu coeficienti independenti
de mod, se aratd cad notiunile de controlabilitate aproximativa si cea de nuld-controlabilitate aproximativa co-
incid. In cazul de fats, al sistemelor pentru care coeficientii depind de mod, cele doud notiuni nu se mai
suprapun, fapt ce este reliefat printr-un exemplu.

Obiectivul 5: Inecuatii variationale stochastice dirijate de termeni negaussieni

in cadrul acestui obiectiv:** o primd directie de cercetare este datd de studiul, in prealabil, al ecuatiilor

diferentiale stochastice cu zgomot aditiv sau, intr-o formd mai generald, a unei probleme Skorohod de tip
cadlag. Mai precis, avem in vedere studiul, intr-un cadru infinit dimensional, al existentei si unicitatii solutiei
pentru urmaétoarea ecuatie diferentiald cu input singular:

dxy + A (zy) (dt) + dki > dmy , t >0,
(49)

o = Mo,

unde A : H = H este un operator multivoc si maximal monoton pe spatiul Hilbert real si separabil H astfel
incat Int (D (A)) # 0 si m este o functie cadlag.
Fie Il : H — D(A) o proiectie de tip generalizat pe domeniul D(A), adicd, prin definitie, IT (H) C D(A) si

(z) = x, Vo € D(A) sica [II(z) — (y)| < |z —y|, Vz,y € H (i.e. II este neexpansivd). Precizdm ca proiectia

ortogonald clasicd II5 : H — D(A), datd de |z — 54y (z) | = inf a| este o proiectie generalizatd

D(A) -

aem |1’ o
pe D(A).

Un alt exemplu important de proiectie generalizata pe D(A) este conectat cu aga numita conditie de elasti-
citate: fie § € [0, 1], considerdm IT° : H — H dat4 de

I1°(2) := lg(2) — 0(2 — gr(2)), 2z €H

D(4) D(4)
si compunerea %" : H — H definitd de TI%"(2) := 11, 0 ... 0 II1(2), ¥z € H, unde IT; = ... = II,, = TI°, pentru
orice n € N*. Se arati cd pentru orice z € H, existd limita lim I1°"(2) gi TIS —(2) := lim,, o, [1%™(2) este o

n—o0 D(A)
proiectie generalizatd pe D(A).

Prin definitie, solutia problemei Skorohod (49) satisface x; = I(x;— + Am;), dacd x;— + Amy; ¢ D(A) si k¢
este functia de salturi astfel incat Ak = Am; — Ax; (unde notatia A desemneaz saltul functiei). Precizdm

*Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrarii [14].
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cd proiectia generalizata II asigurd cd saltul functiei de la z;_ la x;— + Am, sunt anulate ori de cate ori aceste
salturi pardsesc domeniul.

Prin solutie a problemei (49) intelegem o pereche (z, k) de functii cadlag astfel incat «; + k, = m; , ¢t > 0,
x, € D(A), t >0, k = k¢ + k% are variatie local marginita (k¢ este partea continud), dk{ € A () (dt) si

k=" Aky= ) (I-T)(z, +Am,).

0<s<t 0<s<t

In cazul particular al proiectiei ortogonale, ecuatia (49) devine

xt—i—kt:mt, tZO,
(50)

dky € A (zy) (dt).

In cazul in care input-ul m este regulat, ecuatia (50) a fost studiata intens in cadrul analizei neliniare.

Forme particulare ale ecuatiei (49) au fost studiate dar doar in cazul proceselor cu traiectorie continua.

Se stie cd dacd D C R? este o multime convexd si inchisd, atunci functia sa indicatoare ¢ (z) = I (z) := 0,
dacd x € D si oo, dacd z ¢ D, este o functie convexd si inferior semi-continud. Aceasta implica ca ecuatiile
deterministe cu conditii reflectate la frontiera unui domeniu convex sunt cazuri particluare ale ecuatiei (49)
avutd in vedere de studiul nostru.

Precizdm cd aproximdri ale problemei Skorohod au fost considerate in cazul cadlag de cdtre Laukajtys si
Stominski in 2013, in care este utilizatd proiectia ortogonald clasicd. Problema Skorohod cu salturi si cu bariere
dependente de timp a fost tratatd de catre Stominiski si Wojciechowski in 2010.

Rezultatele din lucrarea noastra asupra ecuatiilor deterministe multivoce si cu salturi sunt noi chiar si in
cazul proiectiei ortogonale clasice.

Foarte importante sunt aplicatiile problemei avute in vedere in studiul ecuatiilor stochastice cu reflexie, in
care dm; este vazut ca un zgomot aleator pe sistem.

Pentru a ardta existenta si unicitatea vom furniza si cateva rezultate de convergenta in tologia Skorokhod
J1. In ceea ce priveste aproximarea Yosida a solutiei, consideram mai intai ecuatia aproximantd

t
xf—i—/ A (2%)ds =my, tERT,
0

unde aproximanta A.(z) = 1 (z — J. (2)) si J.(z) = (I + £4)7*(2). Se va arita ci
2§ = T Am, =0 T (Ti— + Amy) 1 am, >0, VE € RT, pentrue \, 0,

unde z este solutia pentru (49) asociatd proiectiei clasice.
Daca considerdm ecuatia aproximanta de tipul

t
x§+/ AaS)ds+ S (I =T (25 + Ama)Ljap, e = my, ¢ ERY,
0

0<s<t

atunci se va demonstra ca z° este uniform convergentd, pe orice interval compact, chiar la solutia problemei
(49).

Obiectivul 6: Ecuatii cu derivate partiale asociate sistemelor diferentiale stochastice cu restrictii pe stare;
sisteme de inecuatii variationale parabolice via formule Feynman-Kac

In cadrul acestui obiectiv* s-a obtinut, pentru inceput, reprezentarea probabilistd (prin demonstrarea unei
formulei neliniare Feynman—Kac de reprezentare) a solutiei de vascositate pentru urmétoarea ecuatie Kolmo-
gorov neliniard cu dependentd de traiectorie (numita si ecuatie diferentiald functionala de tip parabolic):

—du(t, ¢) — f(t, ¢, ult,d),0uu(t,d) o(t,d), (u(-, ¢)),)
(PDKE) —Lu(t,$) =0, te[0,T), ¢ €A,
u(T, ¢) = h(®), ¢ €A,

unde A := C([0, T];RY),
(u(" (b))t = (u(t + 97¢))6€[76,O] , cu 6> 0,

*Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrarii [3].
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si L este un operator diferential de ordinul al doilea dat de

Lult,6) i= S Te[o(t, 6)0" (1, 0)02,u(t, )] + (4(1,0), Deu(t, )

cub:[0,T] x A= Rlgio:[0,T] x A — R4 doui functionale non-anticipative.

In continuarea acestei probleme se va incerca obtinerea, tot prin metode probabiliste, a existentei solutiei
de vascositate pentru o ecuatie deterministd de tipul (PDKE) de tip multivoc (cu restrictie asupra lui u datd de
aparitia subdiferentialei unei functii convexe).

Demonstram cd functionala deterministd si non-anticipativd v : [0,7] x A — R, definitd de u (¢,¢) =
Y9 (t), este solutie de véscositate pentru (PDKE), unde (X% (s),Y"? (s), Z"? (s))set,7) este unica solutie
pentru sistemul decuplat progresiv—retrograd de ecuatii diferentiale stochastice (EDS):

X1 (s) = 6 () + / b(r, X9)dr + / Co(n XUAW (1), s € [1.T]),

X4 (s)=0(s), sel0),
T
(51) Yo (s) = h(X"?) + / F(r, X", Y10 (r), 259 (r) Y00, Z0)dr

S

_/TZt7¢(r)dW(r)7 s€[t,T],

S

Y80 (s) = Y59 (s), ZY?(s)=2Z%%(s), scl0,t).

cu (t,¢) € [0,7] x A.

Notatia Y, reprezint4 traiectoria procesului V"¢ restrictionatd la [r — &, 7], ¥;"¢ := (Y*%(r 4+ 0))ge(—s,0) -

Mentiondm cd, mai sus, EDS progresiva este una functionald, in timp ce EDS retrogradd are generatori cu
intarziere (i.e. generatorul f poate depinde si de valorile trecute ale lui Y*9).

Avand 1n vedere cadrul de lucru pentru ecuatia (PDKE), mentiondm cé trebuie sa facem apel la calculul Itd
de tip functional (vezi [Cont, Fournié, Ann. Probab., 2013]).

Fie b : [0,7] x A — Résio : [0,7] x A — R¥% doud functionale non-anticipative astfel incat sunt
continue si Lipschitz in raport cu al doilea argument. De asemenea, impunem si asupra functiilor F : [0, T] x
A x R™ x R™*@ 5 [2(]=6,0];R™) x L2(]—6,0];R™*%) — R™ si h : A — R™ anumite conditii (continuitate,
lipschitzianitate in raport cu al doilea si al treilea argument, precum si conditia specificd EDS retrograde cu
intarziere:

0
(52) IF(t,6.y,2,9.2) = F(t. 6,92, ) < K / (190 =7 O + 1260) - 2O ) a(as),

pentru orice 4,4 € L? ([-0,0];R™), 2,5 € L*([-8,0]; R™*%) (a este 0 masurd de probabilitate pe [—d, 0)).
Primul rezultat important al lucrarii este urmatorul:

Teorema. [n ipotezele de mai sus, dacii in plus coeficientul de lipschitzianitate K sau coeficientul de intdrziere § sunt sufi-
cient de mici, atunci existd o unici solutie (X%, Y% Z0%) , syei0.1xa @ sistemului (51) astfel incat (X152, Y1, Z49) €

A x 82™ x HE™Y pentru orice t € [0,T) sit — (Y4®, Z49) este continud de la [0,T) la S;™ x p2mxd
(am notat prin H>"™ si S}™ spatiile proceselor stochastice progresiv mitsurabile Y : Q x [0,T] — R™ astfel incat

EUOT |Y(s)|2ds} < o0 i respectiv E[Supogth |y(t)|2] < o0).

Diferenta esentiald intre demonstratia teoremei de mai sus si rezultatele similare precedente (Theorem
2.1 din [Delong, Imkeller, 2010]) consta in conditia suplimentard Y% (s) = Y*?¢ (s), pentru orice s € [0,t),
care trebuie satisfidcutd de solutia Y?. Aceastd conditie este esentiald in scopul obtinerii reprezentdrii de tip
Feynman-Kac a solutiei unei EDP de tip functional. Aceasta este datd de urmatorul rezultat.

Teorema. [n ipotezele de mai sus, dacd in plus coeficientul de lipschitzianitate K sau coeficientul de intdrziere § sunt
suficient de mici, atunci existd o functionald non—anticipativd u : [0, T] x A — R astfel incdt u este continud i

Y4 (s) = u(s, X?), s€0,T], dP®ds-as.,
pentru orice (t,¢) € [0,T] x A.

Rezultatul principal al lucrarii este urmatoarea teorema.
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Teorema. [n ipotezele de mai sus, dacii in plus coeficientul de lipschitzianitate K sau coeficientul de intdrziere § sau
T sunt suficient de mici, atunci ecuatia Kolmogorov neliniard cu dependentd de traiectorie (PDKE) admite cel putin o
solutie de vdscositate.

O a doua directie de cercetare avuta in vedere in cadrul acestui obiectiv* este datd de rezolvarea problemei
continuitétii functiei, datd de formula de reprezentare Feynman—Kac,

(t,z) — u(t,z) ==Y,

problema rdmasd nerezolvatd (dar esentiald !) in studiul solutiilor de vascozitate pentru inecuatii variationale
de tip parabolic, cu conditii la frontiera neliniare multivoce de tip Neumann-Dirichlet:

Ou(t, x)
ot
Ou(t, x)
on

— Lyu (t,x) + 8@(u(t,x)) E) f(t,x,u(t, a:)), t>0, x€D,

+ aw(u(t,x)) E) g(t,x,u(t,x)), t>0, z€Bd(D),

cuu(0,z) = h(z), = € D.
Solutia de vascozitate u a acestei probleme este datd de o formula de reprezentare probabilisticd de tip
Feynman-Kac, u (t,z) := Y;"*, unde Y* este solutia urmétoarei ecuatiei diferentiale stochastice retrograde:

T T T

Yo 4 / Utedr + / VT GALT — B(XET) 4 / f (r, X1%,Y5%) dr
T S S S

+/ g (r, X", V5") dALT — (MP® — ME"), pentru orice s € [t,T] a.s.
S

cu ME = [7 Z0edMX"" sicu UbT € Op (Y1), P (dw) @ dt, VI € 9 (Y1), P (dw) @ A (w, dt), a.p.t., iar

(XL™, AL") se 1 este solutia unei ecuatii diferentiale stochastice reflectate.

Continuitatea aplicatiei (t,z) — Y,*” a fost un ingredient important (dar rdmas nerezolvat) intr-o se-
rie Intreagd de articole precedente: [Pardoux, Zhang/Probab. Theory Rel. Fields, 1998], [Ren, Xia/Stoch.
Anal. Appl., 2006], [Boufoussi, et al./Bernoulli, 2007], [Diakhaby, Ouknine/Stoch. Anal. Appl., 2010], [Ran,
Zhang/]. Theoret. Probab., 2010], [Ren, El Otmani/J. Comput. Appl. Math., 2010] si [Aman, Mrhardy/Stat.
Probab. Letters, 2013].

Ideea esentiala din articol care a stat la baza abordarii noastre a fost sa ardtam ca sirul {Y.t”’x” :n € N*}
este tight pe spatiul Skorohod D ([0, 7], R) al functiilor cadlag y : [0, 7] — R inzestrat cu S-topologia introdusd
de Jakubowski in 1997. Utilizarea S-topologiei a fost necesara pentru obtinerea unui rezultat de tip Helly-Bray,
esential in cadrul problemei noastre, de trecere la limita in integrale de forma fST G (1) X bnoTn (Y s ) g Al

In ceea ce priveste articolul [18], tehnica abordata este diferita.

Tot in cadrul acestui obiectiv**(dar si, suplimentar, in cadrul obiectivelor anterioare ale proiectului, de
exemplu, Obiectivul 3: Existenta si unicitatea solutiilor EDS cu reflexie generalizatd) s-a demarat studiul
unui nou tip de EDS retrograde: anticipate si cu reflexie generalizatd. Ulterior, solutia acestui tip de ecuatie
stochastica va fi folositd pentru demonstrarea unei formule de tip Feynman-Kac pentru reprezentarea solutiei
unui nou tip de EDP (corespunzatoare EDS retrograde anticipate).

Mai precis, s-a considerat o EDS retrogradd in care informatiile furnizate de cétre filtrarea naturald sunt pro-
duse si de cdtre valorile viitoare ale sistemului, nu doar de cele prezente. Studiul acestor incluziuni diferentiale
stochastice este motivat de rezultate recente ce oferd o corespondentd intre EDS retrograde anticipate si pro-
bleme de control pentru EDS progresive, cu intarziere.

Ecuatia retrogradd avutd in vedere este anticipatd si de tip multivoc (datoritad aparitiei subdiferentialei unei
functii convexe) cu subgradienti perturbati de un termen dependent de timp:

{ _d}/;f +H (t) 8@ (}/;5) (dt) > f(tu }/vt? Zt7 Y—H—J(t)y Zt+’l7(t))dt - thBt ) (&S [07 T}

(53)
Yi=&, Z1=(, te[l, T+, P-as.

Definitie. Spunem ci tripletul (Y, Z,U) este o solutie pentru (53) daci

T T T
Vit [ HOUds =6+ [ 16Ye 2o Yira Zuro)ds = [ ZudB,
t t t

U edp(Yy), tel0,T], Yi=¢&, Zi=(, te[l,T+{].

*Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrdrii [13] precum si a a lucrdrii [18].
**Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrarii [16].
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In plus fata de ipotezele standard sunt ipotezele specifice:

Functiile 6,7 : [0,7] — R4 sunt continue, existd o constantd ¢ > 0 a.i., pentru totit € [0,7], ¢+ (¢t) < T+ ¢,
t+n(t) <T+{¢siexistd L1 > 0al., pentrutotit € [0, 7] si pentru orice functie integrabild, non-negativa, g are
loc

T T+L T T+L
/ g(s—i—é(s))dsng/ g(s)ds, / g(s+n(s))ds§L1/ g(s)ds.
t t t t
Pentru toti s € [0, 77,
f(w,s,y,z,u,v) : QxR x R™** x L2(Q, F,., P;RY) x L*(Q, F.,P;R>*) — L2(Q, F,,P;R?),

unde r, 7" € [s,T + ] si existd Lo, L3 > 0 ai., pentru toti s € [0,7], y € RY, z € R, w,u' € S2[s, T + /),
v, € A3, (s, T+¥{),r7 € [s,T +{],avem, dP ® ds-a.e.

|f(s,y,z,ur,vf) - f(sayvzauioavfﬂ § LQ E]:S (
|f(s,y727ur,vr—) - f(sayvz7u?”7v7/?)| S L3 E]:S (|UF - UH) .

Ur 7““)7

Remarcid. Un exemplu de functie ce satisface ipoteza de mai sus: f (s, Usts, Vstn) = 9(8,E7* (usys) , ET* (vsin)),
unde g : Q x [0, T] x R% x R¥** — R4 este Lipschitz in raport cu (y, z).

Rezultatul principal este urmatorul.

Teorema. [n ipoteze convenabile impuse coeficientilor ecuatiei multivoce, existd o solutie unici (Y, Z,U) pentru (53),
a.i, P-a.s., pentru toti t € [0, T,

T T
E7 SUP,et, 1) P Y| + E]'-f/ ePrIU, 2dr + E}-t/ ePr|Z,2dr < C -0y, unde
¢ ¢

¢, ar+ |

T

(54)

T+ T4

T
01 =7 (e ler? + T (er) + [ o dr+
t

e [¢, 17 dr).
T

Demonstratia este bazatd pe ecuatia anticipatd aproximanta (si univoca):

T T T
Y'te + /H (S) V(pe (}/:) ds = §T =+ /f(s,}/;’ Z§7Ys€+6(s)’ Z;+n(t))d8 — /Z:ng, t < T,
t t

t

V=&, Zf =C(, te [T, T+ 1],

ecuatie ce admite o solutie unica (Y€, Z¢) € S3[0,7 + ¢] x A3, (0,7 +¢).

Sunt obtinute estimari ale solutiei ecuatiei aproximante si se aratd cd sirul solutiilor este sir Cauchy; apoi se
trece la limitd pentru a obtine solutia ecuatiei anticipate considerate.

S-a obtinut si un rezultat ce aratd efectul timpului anticipat asupra componentei Y a solutiei.
Teorema. Fie timpii anticipati 6,6" : [0,T] — Ry, ce satisfac conditiile ce asiguri existenta si unicitatea solutiei pentru
ecuatia consideratd. Fie (Y, Z,U) si (Y',Z',U") solutiile ecuatiei (53), corespunziitoare lui § si, respectiv, &', f fiind
independent de Zy . ,,y. Dacii 6 (t) < &' (t), pentru toti t € [0, T, atunci existi C' > 0 a.i.

¥ - Y[ < C/t (6 (s) — 3(s)) ds - ©,

T é T
unde Oz i= E7 (7T |er 2 + ¢ (&) + [, e lp ()P dr + [ e |¢, [ dr ).

Obiectivului 7: Ecuatii cu derivate partiale asociate sistemelor diferentiale stochastice cu restrictii pe stare*;
ecuatii HJB multivoce asociate ecuatiilor diferentiale stochastice cu reflexie generalizata.
In cadrul acestui obiectiv** sunt investigate, mai intai, probleme de control optimal asociate, in principal, EDS

- dX (1) + 0 (X (1)) dt 3 b (¢, X (1), (), TI()) df + o (£, X (), (1), TI(t)) dW (1), t € (0, ],
O\ xy=¢t), tels o,

*Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt realizate si prin elaborarea lucrarilor [1, 3, 13, 18].
**Rezultatele din cadrul acestor obiective sunt parte a lucrarii [5].
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unde O(t) := fi)(; X (t+r)dr = e M [[ erX(s)ds, TI(t) := X(t—3)cud > 0ointarziere fixi, A € Rsi¢ €

C([~6,0]; Dom (¢) ) arbitrar fixat. Fie s € [0,T), (Q, F, {F; }i>s, P) 0 bazi stochasticd. Impunem ipoteze stan-

dard asupra coeficientilor (Lipschitzianitate pentru b, ), Int (Dom (¢)) # 0 si £ € L?(€;C([—6,0]; Dom () )).
Definitie. O pereche de p.s.p.m. continue (X,K) : Q x [s — §,T] — R?? este solutie pentru (55) dacdX €

LE(9;C ([s —6,T);RY)), X (t) € Dom (¢), ap.t. t € [s—6,T], P-as, K € L2 (% C ([s,T];RY))NL! (4 BV ([s,T];RY)),
X(@t)=&(t—s), Vte[s—J,s]si

(56)

{ X))+ K@) =X(s)+ [To(r,X (r),00),10(r) dr + [Lo(r,X (r),0(r),1I(r)) dW (r), ¥t € (s,T], P-as.

[l =X (), dK (7)) + [ (X ()dr < (F = t)p(u), Yu €RY, ¥O<t<i<T, Pas.

Primul rezultat principal este cel de existentd a solutiei:
Teorema. In ipotezele de mai sus EDS (55) are o unicd solutie. In plus, existd o constantd C' = C (¢, k,9,T) > 0
al

T
Esg%xme+Esg%mme+Ez(mm%¢m@+E/’wuxmescu+Emw4m>
rels, re|s, s

In continuare vom demonstra ci functia valoare satisface principiul programarii dinamice (PPD) si ci este
solutie de vascozitate a unei ecuatii cu derivate partiale de tip Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB).

Mentiondm cd in cazul nostru problema de control optimal stochastic asociatd unui sistem cu intarziere este
dificil de tratat avand in vedere cd spatiul datelor initiale este infinit dimensional. Totusi se poate ca alegand o
structura specificd de dependentd de trecut, problema de control pentru sistemele cu intarziere s fie redusad la
o problemd finit dimensionald.

Clasa U [s, T de strategii de controale admisibile este definitd standard ; procesul de control u : Q x [s,T] —
U este F-adaptat a.i.

T
E[/ 1 (6, X(8),0(8), u(t)| dt + [ (X(T),0(T))|] < oo,

Considerdm urmadtorul sistem stochastic controlat de tipul (55) si functionala de cost

T

(57) J(s,&u) =E| / F (8, X284(8), 054 (1), u(t)) dt + h (X>5(T),0%(T)) .
Definim functia valoare asociata:

(58) V(s,€) = ueibﬂgT}J(s’ﬁ;u), (5,€) €[0,T) x C([—6,0]; Dom (¢) ).

Teorema. In ipotezele de mai sus, pentru orice (s, £) siu € U [s, T existd o unica pereche (X, K) = (XoSu Ko&w)
care este solutie a IVS controlate si cu intarziere de tipul (55).

Functionala de cost si functia valoare vor fi bine definite dacd f si i sunt continue si cu crestere polinomiala.
Propozitie. Existd C > 0ai. ¥ (s,£), (s',£), [V (5,6 | < C [1+ [€]{ 5 0]

[V (5,6) = V() < C g (1. M)+ C[LE EN 50y + €17 0]

(59) D32 |s—s' |2 (1 el s H1IE N —si0y) |, HIEN s 0 HlIE]] s
Y + M ’

unde g, (77, M) este modulul de continuitate al lui f si h.
Pentru a demonstra cd V satisface PPD vom considera, pentru € > 0, ecuatia penalizata:

(60)
dXe(t) + Vo, (X (t)dt =b(t, X (t),0c (), e (¢) ,u () dt + o (t, Xe (t),0c (), Zc (t) ,u (t) dW (2), t € (s,T],
X (t)=&(t—s),te[s—4,9],

si vom asocia functia valoare penalizata V. (s, &).

Rezultatul principal al acestei sectiuni este demonstrarea ca functia valoare V satisface PPD.

Avand in vedere cd V este definitd pe [0, 7] x C([—6,0]; Dom () ), ecuatia HJB asociata va fi o EDP infinit
dimensionald. In general functia valoare V (s, &) depinde de traiectoria initiald intr-un mod complicat. In
scopul simplificarii problemei, conjectura noastrd va fi cd functia valoare V' depinde de ¢ doar prin intermediul

lui (z,y), undez =2 (&) :==£(0) si y=y(&) = f_oé e (r) dr.
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Deci problema poate fi redusa la o problema finit dimensionala de control optimal lucrdnd cu noua functie
valoare V definitide V : [0, T] xR?*? - R, V (s,,y) := V (s,£) . Scopul nostru este si demonstram ca functia
valoare V' este solutie de vascozitate pentru urmdtoarea ecuatie HJB:

_%(57 xz, y) + SuPyeu H(S, Z,Y, 2, U, _D:EV (87 Z, y) ) _Dgzv (57 z, y) )
(61) —(z—e M2 = X\y, D,V (s,2,9)) € (—D,V (s,2,y),0p (z)),
V (T, z,y) =h(z,y)

unde H : [0, 7] x R x U x R? x R¥*4 — R este definit de

1
H (87 $7y7 Z? u?q?p) = <b (S7x7y7 Z7u)7q> + 5’]:‘1‘ (0-0-*) (87 $7y7 Z’ u)p - f (S7x7y7u) .
Teoremi. Functia valoare V este solutie de vascozitate pentru (61).

In cadrul obiectivelor anterioare ale proiectului a fost realizat suplimentar* studiul problemelor de
existentd si unicitate a unei solutii tari, precum si comportarea asimptoticd si un principiu de maxim pentru
inecuatia variationald stochastica:

(i) weLl,(2x(0,T);V)nL2,(QC(0,T);H))
(62) (i)  du(t) + A(t,u(t))dt 4+ 0T g ) (u(t))dt > g(t,u)dW (t), in Q x (0,T)
(i13) u(0,2) = uo(x), N Q x D,
unde D este o multime deschisd si marginitd din RY, V este un spatiu Banach, reflexiv, separabil.

In ceea ce priveste barierele, consideram v, : [0,7] x D — R, 1,1, € HY2((0,T) x D) N LP(0,T;V),
Pi(t, ) < Yy(t,x), V(t, z) € [0,T] x D si multimile-restrictii dependente de timp caracterizate prin:

K(t)={he€ H: h(z) > ,(t,x), aptx € D} = [[¢,(t),+0)) sau
K(t)={he€ H:h(z) <y(t,x), apt x € D} = ((—00,9y(t)]] sau
K(t) ={h € H: 4 (t,z) <h(x) <¢y(t,x), ap.t.x e D} = ([ (1), a(D)]]-

Ipoteza specificd studiului problemei (62) se refera la proprietitile difuziei g : [0,7] x D x R — R, ce este
mdsurabild si pentru care existd L, M > Osi o € [1/2,1] al, Vr,q € R, ap.t. (t,z) € [0,T] x D,

lg(t,z,7) —g(t,z,q)| < Llr —q|* si |g(t,z,r)| < M1+ |r]).

Privitor la domeniile de reflexie, presupunem cé exista £;,&,,&5 € HY((0,T) x D), §; > 0ap.t, Vi =1,2,3,
&y <lapt,ai e LP0,T;V)NH?((0,T) x D) si A(v)) € L?((0,T) x D), unde

Y1+ &, dacd K(t) = [[1,(t),00))
Yi=q Py — &y, dacd K(t) = ((—o0,¢4(t)]]
(1= &3)Y1 + &3%y, dacd K (t) = [[1h1(t), ¥5(1)]]

Studiem, intr-o prima etapd, existenta si unicitatea unei solutii tari pentru problema de reflexie (62). Pentru
aceasta, impunem o conditie tehnicd asupra difuziei. Mai precis, in ipoteza g(¢, z, ¥, (¢, ) = g(t, x, Y5 (t, z)) =
0, pentru orice (t,z) € [0,T] x D, obtinem si existenta unui feedback absolut continuu, ce mentine solutia v in
interiorul domeniului convex de reflexie. Renuntdnd apoi la aceastd conditie restrictiva, furnizam un rezultat
de existentd a unei solutii slab variationale pentru ecuatia multivoca.

Teoremdi. [n ipoteze convenabile impuse datelor problemei de reflexie (62), existi o pereche unicii de procese stochastice
(u,h) € [L2 (2 x (0,T); V)N L2, C([0,T); H))]x L2 (2 x (0,T); H) a.i., pentru toti t € [0,T], P-a.s.,

(i) u(t)e K(t), (i) h(t) € Ok (ut), apt inQx (0,T),

) : o
(i41) u(t)—i—/oA(s,u(s))ds—%-/Oh(s)dsfuo—i-/oG(s,u(s))dW(s),

egalitatea (63-iii) avand loc in V*. In plus, dacit (uy, h1) $i (ug, ho), sunt doud solutii, corespunzitoare datelor initiale
uo1 §1 Uog, atunci, pentru fiecare 0 < s <t < T

*Rezultatele din cadrul acestui obiectiv sunt parte a lucrarii [21].
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daci 1/2 < o < 1, E(Juy (t) — ua(t)]1]|Fs) < X9 |uy(s) — ug(s)|1, P-as.,
daci o = 1, atunci, pentru C(T) := exp(T(4|\| + 14L%|Trq|s)), au loc estimirile

() E(lur(t) = us(OBIF) < Jur(s) — ua(s)3et=0+5 1), pgs,
(i) E(supyepo ) lur (t) — ua()]3) < 4E(luor — ueal3) (D).

Furnizam, de asemenea, un principiu de maxim. Enuntdm o conditie pentru existenta unei solutii tari unice
(64 L2,(;C([0,T); H)) N LP (2 x (0,T); V) pentru problema

du(t)+A(t,u)dt = g(t,u)dW (t), P-a.s., in (0,T)xD, u(0)=wug, P-a.s.,,in D, wu(t) € K(t), Vt € [0,T], P-a.s.

Problema (64) este echivalentd cu gasirea unei solutii pentru (63), cu componenta secundd h = 0. Consideram
fiecare caz in parte pentru structura multimii /& (¢). In situatia K (¢) = [[¢; (t), +00)) (celelalte situatii se trateaza
in mod similar), are loc urmatorul rezultat de existentd si unicitate.

Teoremi. [n ipotezele cadrului de lucru anterior, daci A(v,) < 0, P-a.s., ap.t. in (0,T) x D, atunci problema (64)
admite o solufie unici
u € Lig(2x (0,T); V) N Liy(%:C([0, T); H)).

Renuntam acum la restrictia impuséd barierelor 1, 1, si construim cadrul de lucru pentru existenta unei
solutii slab variationale. Preupunem pentru aceasta cad A(t,u) := Ao(u) — F(t,u), cu Ay € L(V,V*), Ay = A,
(Ag(v),v) > ag ||v] |%/ , Vv € V (ag > 0)iar F(t,-) : V — H, Vt este Lipschitz si are cresteri subliniare in raport
cu al doilea argument. De asemenea, solicitdim ca incluziunea V' C H sd fie compacta.

Notdm cu WF(Q x (0, T) ; K) spatiul proceselor stochastice adaptate (in raport cu filtrarea F considerats pe
spai;iul inii;ial de probabilitate) v € L2 ,(Q; C([0,T]; H)) N L2,(Q2 x (0,T);V) de forma v(t) = vy + fotdn(s) +
Joo(s ,cuvg € H,ne C([0,T];V*)siv e L2,(0,T; L3 (H)), ad v(w,t) € K, P-as., dt-ap.t.

Deﬁmtle. Colecjla (Q, F,P,F = (F)i>0, W, ) este o solutie slab variationali pentru problema (62) daci
(i

) W este un H-proces Wiener, definit pe (Q, F, P, F), cu operatorul de covariantii Q,
(1) u € L*(Q x (0,T);V), ueste un proces stochastic Fy-progresiv mdasurabil,
)

)

u(t) € K,P-as.,apt. t € (0,T),
H(v,@) > 0, pentru fiecare v € WF(Q x (0,T); K),

unde
T

T
H(v,u) =E / (0(r) — u(r), Ao(u(r)) — F(r, u(r))) dr +E / (0(r) — u(r), dn(r))

0
T ~ ~
3E [ T - Glulr)Qe(r) - Glu(r))dr + 3Elo — uol.
0

Rezultatul principal al acestei sectiuni a studiului este furnizat in continuare. Probleme ce apar constau in
asigurarea cadrului de adaptabilitate pentru functiile test cu care se lucreaza. Se utilizeazd criterii de tightness,
ceea ce permite apoi folosirea teoremelor lui Skorohod si Prohorov, asigurand astfel existenta unor siruri echi-
valente in lege cu solutiile ecuatiilor aproximante. Aceasta conduce, in final, la identificarea solutiei inecuatiei
variationale considerate. Problema unicitatii solutiei este, pentru moment, o problema deschisa.

Teorema. I[n ipoteza ci incluziunea V- C H este una compactd, elimindnd restrictia impusd barierelor dar pdstrind restul

ipotezelor ce asiguri existenta si unicitatea unei solutii tari, problema (62) admite cel putin o solutie slab variationald, in
sensul definitiei anterioare.

De asemenea, in cadrul proiectului, a fost elaboratd si monografia [22]. Obiectivul aceste monografii este
acela de a prezenta rezultate importante din teoria EDS si a EDSR, impreund cu aplicatiile lor in studiul EDP
de ordinul doi, liniare si semiliniare, atat de tip eliptic cat si parabolic, cu diverse tipuri de conditii la frontiera.
In particular, introducem o versiune originala a celebrei formule de reprezentare Feynman-Kac. Unul din-
tre scopurile principale ale lucrarii vizeaza extinderi ale acestei formule la EDP semiliniare, prin intermediul
sistemelor cuplate de EDS si EDSR.
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Mentiondm si prezentdm succint capitolele monografiei: Chapter 1. Background of stochastic analysis (pp.
17-92); Chapter 2. Itd’s stochastic calculus (pp. 93-156); Chapter 3. Stochastic Differential Equations (pp. 157-
250); Chapter 4. SDE with multivalued drift (pp. 251-380); Chapter 5. Backward SDE (pp. 381-562); Annexes
(pp. 563-707).

Capitolele 1 si 2 prezintd instrumente si rezultate (unele clasice, altele originale) din teoria proceselor
stochastice si de analizd neliniara si analiza convexa.

Capitolul 3 furnizeazd o analizd completd si detaliatd a teoriei existentei si unicitatii solutiilor tari pentru
EDS generale, a cdror coeficienti pot fi aleatori. Analizam atat cazul Lipschitz cat si cel in care coeficientii
satisfac conditii de monotonie. Consideram situatii in care avem conditii de monotonie globale dar si cazul in
care sunt doar conditii locale. In continuare studiem EDS cu coeficienti deterministi si prezentim proprietatea
Markov a solutiei.

Capitolul 4 studiazd EDS multivoce, coeficientul de drift fiind guvernat de operatorul subdiferential al
unei functii convexe. Considerdm cazul reflexiei normale, dar si cel al reflexiei oblice. In continuare este
analizata din nou proprietatea Markov a solutiei ecuatiei reflectate si sunt stabilite formule de reprezentare de
tip Feynman-Kac pentru EDP parabolice si eliptice cu conditii Neumann la frontiera.

Capitolul 5 este dedicat studiului EDSR. Consideram, din nou, ecuatii cu coeficienti Lipschitz sau ce satis-
fac conditii de monotonie. Spre deosebire de cazul progresiv, nu existd o teorie generald privind existenta si
unicitatea pentru cazul coeficientilor local Lipschitz sau ce satisfac conditii de monotonie locale. Consideram
EDSR guvernate de operatorul subdiferential al unei functii convexe, fapt ce permite studiul EDSR reflectate
la frontiera unui domeniu convex.

Ultimul capitol contine rezultate tehnice variate ce sunt folosite pe parcursul lucrérii.

in cadrul proiectului, doi membri, respectiv Bakarime Diomande si Anouar Gassous, si-au finalizat tezele
de doctorat sub conducerea d-lui prof. dr. Aurel Riscanu. DI. B. Diomande a sustinul in sedintd publica in
data de 18.09.2013, teza de doctorat cu titlul “Ecuatii diferentiale stochastice cu intarziere, controlate”, iar dL
A. Gassous a sustinul in cadrul comisiei interne in data de 25.09.2013, teza de doctorat cu titlul “Reflexia oblica
in modele stochastice”, sustinere in sedinta publica fiind programata pentru data de 07.11.2013.

In scopul atingerii rezultatelor stipulate de obiectivele stiintifice propuse si a demararii unor noi directii de
cercetare s-au efectuat stagii de cercetare in strdindtate (ca activitati asociate obiectivelor mentionate) de catre
membrii echipei de cercetare:

e Lucian Maticiuc si Adrian Zalinescu: deplasiri la Université du Sud-Toulon-Var, Franta, in lunile martie
si noiembrie 2012; colaborare cu Prof. Khaled Bahlali, concretizata prin rezultate obtinute in articolul [1];

o Aurel Ridscanu: deplasare la Université de Bretagne Occidentale, Brest, Franta, in perioada 26.04.2012-
11.05.2012; colaborare stiintificd cu Prof. Rainer Buckdahn (cercetdtor in cadrul acestui proiect) in vederea
redactdrii articolului [2];

e Aurel Rédscanu: deplasare la Université du Provence, Marsilia, Franta, in perioada 02.06.2012-09.06.2012;
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obtinute in articolul [3].
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1. K. Bahlali, L. Maticiuc, A. Zilinescu, Penalization method for a nonlinear Neumann PDE via weak solutions
of reflected SDEs, Electronic Journal of Probability (IF=0.765, RIS=1.644), vol. 18, article 102, 1-19 (2013)
(https:/ / projecteuclid.org/euclid.ejp /1465064327).
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. B. Diomande, A. Zalinescu, Maximum principle for an optimal control problem associated to a stochastic vari-
ational inequality with delay, Electronic Journal of Probability, vol. 20, no. 12, 1-35 (2015)
(https:/ /projecteuclid.org/euclid.ejp /1465067118).

. A. Gassous, A Skorohod problem driven by Clarke subdifferential and applications to SDEs, acceptat spre pu-
blicare la revista Annals of the Alexandru Ioan Cuza University — Mathematics (IF=0.108).

. A. Gassous, A. Riscanu, E. Rotenstein, Multivalued backward stochastic differential equations with oblique
subgradients, Stochastic Processes and their Applications, vol. 125, no. 8, 3170-3195 (2015)
(http:/ /www.sciencedirect.com /science/article/pii/S030441491500068X).

. A. Gassous, A. Riscanu, E. Rotenstein, Stochastic variational inequalities with oblique subgradients, Stochas-
tic Processes and their Applications (IF=0.953, SRI=1.666), vol. 122, no. 7, 2668-2700 (2012).
(http:/ /www.sciencedirect.com/science/article/pii/S030441491200083X).

D. Goreac, C.A. Grosu, E. Rotenstein, Approximate and approximate null-controllability of a class of piecewise
linear Markov switch systems, Systems & Control Letters, 96, 118-123 (2016)
(http:/ /www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0167691116300998).

L. Maticiuc, A. Rascanu, Backward Stochastic Variational Inequalities on Random Interval, Bernoulli, vol. 21,
no. 2, 1166-1199 (2015) (http:/ /projecteuclid.org/euclid.bj/1429624974).

L. Maticiuc, A. Riscanu, LP-Solutions of Generalized Reflected Backward Stochastic Differential Equations,
trimisa spre publicare.

L. Maticiuc, A. Rascanu, On the continuity of the probabilistic representation of a semilinear Neumann—Dirichlet
problem, Stochastic Processes and their Applications, vol. 126, no. 2, 572-607 (2016)
(http:/ /www.sciencedirect.com/science/article/pii/S030441491500229X).

L. Maticiuc, A. Riascanu, L. Stominiski, M. Topolewski, Cadlag Skorokhod problem driven by a maximal mo-
notone operator, Journal of Mathematical Analysis and Applications, vol. 429, no. 2, 1305-1346 (2015)
(http:/ /www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0022247X15003807).

L. Maticiuc, A. Rascanu, A. Zalinescu, Backward stochastic variational inequalities with locally bounded ge-
nerators, Annals of the Alexandru Ioan Cuza University - Mathematics (IF=0.188), vol. 60, no. 2, 503-526
(2014) (http:/ /www.degruyter.com/view/j/aicu.2014.60.issue-2 /aicu-2013-0023 /aicu-2013-0023.xml).

L. Maticiuc, E. Rotenstein, Anticipated Backward Stochastic Variational Inequalities with Generalized Reflec-
tion, trimisa spre publicare la revista Stochastic and Dynamics.

L. Maticiuc, E.-P. Rotenstein, Numerical Schemes for Multivalued Backward Stochastic Differential Systems,
Central European Journal of Mathematics (IF=0.405, SRI=0.625), vol. 10, no. 2, 693-702 (2012)
(http:/ /link.springer.com/article /10.2478%2Fs11533-011-0131-y).

E. Pardoux, A. Ridscanu, Continuity of the Feynman-Kac formula for a generalized parabolic equation, acceptata
spre publicare la revista Stochastics.

A. Riscanu, E. Rotenstein, A comprehensive qualitative analysis of evolution equations featuring a multivalued
Fréchet driver, trimisd spre publicare la revista Nonlinear Analysis. Theory, Methods & Applications.

A. Riscanu, E. Rotenstein, A non—convex setup for multivalued differential equations driven by oblique subgra-

dients, Nonlinear Analysis (IF=1.612, SRI=1.755), vol. 111, 82-104 (2014).
(http:/ /www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0362546X14002818).
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21. A. Réscanu, E. Rotenstein, Obstacle problems for parabolic SDEs with Holder continuous diffusion: from weak
to strong solutions, acceptat cu revizii minore la Journal of Mathematical Analysis and Applications.

De asemenea, in cadrul proiectului, a fost elaboratd si monografia:

22. E. Pardoux, A. Rascanu, Stochastic Differential Equations, Backward SDEs, Partial Differential Equations,
Springer Series: Stochastic Modelling and Applied Probability, vol. 69, Berlin, Springer (2014).

Achizitionarea de echipamente s-a desfasurat conform planificarii. In ceea ceea ce priveste diseminarea
rezultatelor obtinute, colaborarea cu alti cercetdtori in domeniu precum si prezentarea si analiza rezultatelor
partiale a fost realizatd in cadrul Seminarului Stiintific de Analizi Stochastici si Aplicatii din cadrul Facultatii
de Matematicd, Universitatea “Alexandru Ioan Cuza” Iasi, al lucrdrilor stiintifice ale Institutului de Mate-
maticd “Octav Mayer”, Academia Roman4, filiala lasi. precum si prin participarea la manifestari stiintifice
internationale:
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e A. Réscanu, Workshop on Deterministic and Stochastic Dynamical Systems and Applications, From De-
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e E. Rotenstein, 8th World Congress in Probability and Statistics, Qualitative and quantitative results for sto-
chastic variational inequalities with oblique subgradients, Istanbul, Turcia, 9-14 iulie, 2012.

¢ E. Rotenstein, Workshop on Deterministic and Stochastic Dynamical Systems and Applications, A gene-
ralized Skorohod problem with oblique reflection, Voronet, Romania, 3-7 septembrie, 2012.

e A. Zilinescu, Workshop on Stochastic Analysis and Applications, A penalization method for the weak solu-
tion of reflected SDE, El Kelaa Mgouna, Maroc, 9-14 aprile 2012.

e A. Zilinescu, 6th International Conference on Stochastic Analysis and Its Applications, Stochastic varia-
tional inequalities driven by Poisson random measures, Bedlewo, Polonia, 10-14 Septembrie 2012.

e A. Réscanu, Cadlag reflected problems with elastic projections, 12éme Colloque Franco-Roumain de Mathé-
matiques Appliquées, Lyon, 25-30 August, 2014.

e E. Rotenstein, Multivalued BSDEs with oblique subgradients, 12éme Colloque Franco-Roumain de Mathé-
matiques Appliquées, Lyon, 25-30 August, 2014.

e L. Maticiuc, Backward stochastic variational inequalities with time—delayed generators, prezentare/Seminar,
Aula Seminari, Dipartimento di Matematica, Universita degli Studi di Trento, Trento, Italia, 3 Aprilie,
2014.

e L. Maticiuc, Stochastic Differential Delay Systems and Optimal Control Problems, prezentare/Seminar, Dipar-
timento di Informatica, Universita degli Studi di Verona, Verona, Italia, 9 Aprilie, 2014.

e L. Maticiuc, Path dependent partial differential equation with applications in Mathematical Finance, prezen-
tare/Seminar, Dipartimento di Informatica, Universita degli Studi di Verona, Verona, Italia, 13:30-15:30,
20 Noiembrie, 2014.

e A. Rdscanu, On the continuity of the probabilistic representation of a similinear Neumann-Dirichlet problem,
Workshop on “Stochastic Analysis, Controlled Dynamical Systems and Applications”, 09-13 Martie,
Jena, Germania, 2015.

o A. Rédscanu, Formule de representation probabiliste pour une inequation variationnelle parabolique: I'approche
du probleme de la continuite via la compacite dans la S-topologie de Jakubowski, Colloque Franco-Roumain en
Theorie des Probabilites, 30 Octombrie — 1 Noiembrie, Bucuresti, Romania, 2015.

e L. Maticiuc, A Cadlag Skorohod problem driven by a maximal monotone operator, Sesiunea de Comunicari
Stiintifice a Facultatii de Matematica, Iasi, Romania, 23 Octombrie, 2015.

e L. Maticiuc, Viscosity solutions for functional parabolic PDEs. A stochastic approach via BSDEs with time-
delayed, The Eighth Congress of Romanian Mathematicians, Iasi, Romania, 26 Tunie — 1 Iulie, 2015.

e L. Maticiuc, A Multivalued Cadlag Reflected Problem, International Conference on Applied and Pure Ma-
thematics, lasi, Romania, 6 — 8 Noiembrie, 2015.
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tions, International Conference on Applied and Pure Mathematics, lasi, Romania, 6 — 8 Noiembrie, 2015.

A. Réscanu, On the continuity of the Feynman-Kac Formula, XIII-eme Colloque Franco-Roumain de Mathé-
matiques Appliquées, lasi, Romania, 25-29 August, 2016.

L. Maticiuc, A Generalized Skorokhod Problem with Cadlag Discontinuities, XIII-eme Colloque Franco-Rou-
main de Mathématiques Appliquées, lasi, Romania, 25-29 August, 2016.

E. Rotenstein, Infection Time in Multi-Stable Gene Networks. A BSVI With Non-Convex, Switch-Dependent
Reflection Models, XIII-eme Colloque Franco-Roumain de Mathématiques Appliquées, lasi, Romania, 25-
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