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Contents

1 CURS 1 3

2 CURS 2 9

3 CURS 3 15

4 CURS 4 21

5 CURS 5 27

6 CURS 6 33

7 CURS 7 39

8 CURS 8 45

9 CURS 9 53

10 CURS 10 59

11 CURS 11 65

12 CURS 12 71

13 CURS 13 77

14 BIBLIOGRAFIE 81

1



2



1 CURS 1

Se vor studia următoarele tipuri de ecuaţii:

� Ecuaţii eliptice de forma

∆u(x) = f (x)

� Ecuaţii parabolice de forma

∂u

∂t
(x, t)− k∆u(x, t) = f (x, t)

(k ∈ (0,+∞))

� Ecuaţii hiperbolice de forma

∂2u

∂t2
(x, t)− k∆u(x, t) = f (x, t)

Vor fi foarte utilizaţi următorii operatori diferenţiali:

Gradientul:

∇g(x) =

(
∂g

∂x1
(x),

∂g

∂x2
(x), ...,

∂g

∂xN
(x)

)
,

unde x = (x1, x2, ..., xN) ∈ RN (N ∈ N∗), iar g este o funcţie scalară;

Divergenţa:

∇ ·G(x) =

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
, · · ·, ∂

∂xN

)
· (G1(x), G2(x), · · · , GN(x))

=
∂G1

∂x1
(x) +

∂G2

∂x2
(x) + · · · + ∂GN

∂xN
(x),

unde G = (G1, G2, ..., GN) este o funcţie vectorială.
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Laplaceanul:

∆g(x) = ∇ · ∇g(x) =
∂2g

∂x2
1

(x) +
∂2g

∂x2
2

(x) + · · · + ∂2g

∂x2
N

(x)

(∇ · ∇ = ∆).

Ecuaţiile se vor studia ı̂mpreună cu condiţii la limită şi cu condiţii

iniţiale (̂ın cazul celor de evoluţie).

Reamintim câteva rezultate utile:

Fie Ω ⊂ RN o mulţime deschisă şi mărginită, cu frontiera ∂Ω sufi-

cient de netedă.

� Dacă ∂Ω are ecuaţia ψ(x) = c (c este o constantă), atunci

n(x) =
∇ψ(x)

|∇ψ(x)|

este un versor normal la ∂Ω ı̂n x (notaţii: |·| este norma euclideană,

iar z
d = 1

dz, unde d ∈ R∗, z ∈ RN)

� Dacă Ω = B(x0; r) (unde x0 ∈ RN , r > 0, B(x0; r) = {x ∈
RN ; |x− x0| < r}), atunci n(x) =

x− x0

|x− x0|
este un versor normal

orientat spre exterior

� Teorema divergenţei. Dacă F ∈ C1(Ω;RN), atunci∫
Ω

∇ · F (x)dx =

∫
∂Ω

F (x) · n(x)dσ,

unde n(x) este versorul normal la ∂Ω ı̂n x, orientat spre exterior
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� Teorema lui Gauss-Ostrogradski. Dacă u ∈ C2(Ω), v ∈
C1(Ω), atunci∫

Ω

∆u(x)v(x)dx = −
∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx +

∫
∂Ω

∂u

∂n
(x)v(x)dσ,

unde

∂u

∂n
(x) = lim

h→0−

u(x + hn(x))− u(x)

h
= ∇u(x) · n(x), x ∈ ∂Ω

este derivata normală a lui u ı̂n x ∈ ∂Ω

� Teorema lui Green. Dacă u, v ∈ C2(Ω), atunci∫
Ω

[∆u(x)v(x)−u(x)∆v(x)]dx =

∫
∂Ω

[
∂u

∂n
(x)v(x)− u(x)

∂v

∂n
(x)

]
dσ.

Integrala Lebesgue (recapitulare)

Vom utiliza o serie de noţiuni şi rezultate din teoria integralelor Lebesgue

(vezi [H. Brezis]) şi a spaţiilor Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ +∞. Reamintim doar

câteva dintre acestea:

Fie Ω ⊂ RN o mulţime măsurabilă.

Teorema convergenţei monotone (Lebesgue-Beppo Levi).

Dacă fn : Ω −→ R este un şir de funcţii măsurabile a.̂ı.{
fn(x) ≥ 0 a.p.t. x ∈ Ω, ∀n ∈ N,
fn(x)↗ f (x) a.p.t.,

atunci f este măsurabilă şi∫
Ω

fn(x)dx −→
∫

Ω

f (x)dx.
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Lemă (Fatou). Dacă fn : Ω −→ R este un şir de funcţii măsurabile

a.̂ı. fn(x) ≥ 0 a.p.t. x ∈ Ω, ∀n ∈ N, atunci

lim inf

∫
Ω

fn(x)dx ≥
∫

Ω

lim inf fn(x)dx.

Teorema convergenţei dominate (Lebesgue). Dacă fn :

Ω −→ R este un şir de funcţii măsurabile a.̂ı.
fn(x) −→ f (x) a.p.t. x ∈ Ω,

|fn(x)| ≤ g(x) a.p.t. x ∈ Ω, ∀n ∈ N,
g ∈ L1(Ω),

atunci f ∈ L1(Ω) şi ∫
Ω

fn(x)dx −→
∫

Ω

f (x)dx.

Integrala Lebesgue de suprafaţă

Fie f : Γ = ∂Ω −→ RN continuă, unde Ω ⊂ RN este un domeniu

mărginit, cu frontiera de clasă C1. Considerăm o acoperire finită cu

deschişi a lui Γ, i.e. Γ ⊂ ∪pj=1Uj, unde Uj sunt deschişi din RN . În

plus

Γj = Γ ∩ Uj : xN = ϕj(x1, x2, ..., xN−1)

(ϕj : Dj ⊂ RN−1 −→ R sunt de clasă C1, ϕ(x1, x2, ..., xN−1) <

xN , ∀x ∈ Uj ∩ Ω, ϕ(x1, x2, ..., xN−1) > xN , ∀x ∈ Uj ∩ Ext(Ω),

ϕ(x1, x2, ..., xN−1) = xN , ∀x ∈ Uj∩Γ; de fapt avem o ecuaţie explicită

pentru Γj).
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Considerăm funcţiile αj ∈ C∞0 (Uj) a.̂ı.

αj(x) ≥ 0,

p∑
j=1

αj(x) ≤ 1, ∀x ∈ RN ,

∑p
j=1 αj(x) = 1 ı̂n vecinătatea lui Γ (partiţia unităţii).

Avem că f =
∑p

j=1 αjf ; notăm cu fj = αjf .

Se defineşte∫
Γ

f (x)dσ =

p∑
j=1

∫
Dj

fj(x1, ..., xN−1, ϕj(x1, x2, ..., xN−1))

·

√(
∂ϕj
∂x1

)2

+

(
∂ϕj
∂x2

)2

+ · · · +
(

∂ϕj
∂xN−1

)2

+ 1dx1dx2 · · · dxN−1.
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2 CURS 2

Ecuaţii eliptice

Vom deduce pentru ı̂nceput ecuaţia staţionară a căldurii.

Considerăm un conductor termic aflat ı̂n regim termic staţionar. Notăm

cu u(x) temperatura acestuia ı̂n punctul x ∈ Ω. Dacă x0 ∈ Ω şi

V = B(x0; ε) ⊂ Ω, S = ∂B(x0; ε), atunci avem din legea lui Fourier

“Cantitatea de căldură cedată de V (prin frontiera S) este dată de

Q = −
∫
S

k(x)
∂u

∂n
(x)dσ′′

=⇒ dQ = −k∂u
∂n
dσ.

Aici k(x) este conductivitatea termică ı̂n x. Dacă există şi o sursă

de căldură de intensitate f (x), x ∈ Ω, atunci din teorema divergenţei

avem

Q =

∫
V

f (x)dx = −
∫
S

k(x)
∂u

∂n
(x)dσ = −

∫
S

k(x)∇u(x) · n(x)dσ

= −
∫
V

∇ · (k(x)∇u(x))dx.

Făcând pe ε→ 0 şi ţinând cont că x0 este arbitrar ı̂n Ω, obţinem

−∇ · (k(x)∇u(x)) = f (x), x ∈ Ω. (2.1)

Dacă corpul este omogen (k constantă), atunci

−k∆u(x) = f (x), x ∈ Ω.

Observaţie. Prin renotări şi particularizări se obţin:
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Ecuaţia lui Laplace: ∆u(x) = 0,

Ecuaţia lui Poisson: ∆u(x) = f (x).

Condiţii la limită Ecuaţiilor eliptice li se asociază condiţii la

limită. Cele uzuale sunt următoarele:

� Condiţia Dirichlet: u(x) = ϕ(x), x ∈ ∂Ω (semnifică faptul că se

cunoaşte temperatura la suprafaţa conductorului),

� Condiţia Neumann:
∂u

∂n
(x) = ϕ(x), x ∈ ∂Ω (arată că se cunoaşte

fluxul de căldură prin frontiera conductorului; dacă ϕ ≡ 0, atunci

conductorul este izolat termic),

� Condiţia Robin:
∂u

∂n
(x) + α(x)u(x) = ϕ(x), x ∈ ∂Ω (arată după

o rearanjare că fluxul de căldură prin frontieră este proporţional

cu diferenţa de temperatură dintre conductor şi mediul ambiant).

Problemele la limită de care ne vom ocupa sunt următoarele:{
∆u(x) = f (x), x ∈ Ω

u(x) = ϕ(x), x ∈ ∂Ω, ∆u(x) = f (x), x ∈ Ω
∂u

∂n
(x) = ϕ(x), x ∈ ∂Ω, ∆u(x) = f (x), x ∈ Ω

∂u

∂n
(x) + α(x)u(x) = ϕ(x), x ∈ ∂Ω.

Observaţie. Ecuaţia eliptică (2.1) descrie şi difuzia gazelor ı̂n regim

staţionar. Dacă notăm cu y(x) densitatea unui gaz aflat ı̂ntr-o incintă

10



Ω ⊂ R3, cu D(x) coeficientul de difuzie şi cu f (x) intensitatea unei

surse de gaz, atunci din legea lui Nernst se deduce exact ca mai sus că

−∇ · (D(x)∇y(x)) = f (x), x ∈ Ω.

Semnificaţiile pentru condiţiile la limită sunt analoge celor din cazul

propagării căldurii.

Soluţia fundamentală a operatorului Laplace

Fie N ∈ N, N ≥ 2 şi funcţia E : RN \ {0N} −→ R,

E(x) =


1

2π
ln |x|, N = 2

− 1

(N − 2)ωN |x|N−2
, N ≥ 3,

unde ωN este aria sferei unitate {x ∈ RN ; |x| = 1}.
Această funcţie se numeşte soluţia fundamentală a operatorului Laplace.

Teorema 2.1. Funcţia E are următoarele proprietăţi

(i) E ∈ C∞(RN \ {0N}),

(ii) ∆E(x) = 0, ∀x ∈ RN \ {0N},

(iii) ∆E = δ0N .

Aici, δx este distribuţia Dirac concentrată ı̂n x. Vom vedea că, de fapt,

proprietatea (iii) este cea care justifică pentru E numele de soluţie

fundamentală a operatorului Laplace.

Demonstraţia teoremei. Vom demonstra (i) şi (ii) pentru cazul

N ≥ 3, lăsând ca exerciţiu cazul N = 2.
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(i) Funcţia E este definită pe RN \ {0N}. Să calculăm derivatele de

ordinul ı̂ntâi şi al doilea ale lui E. Pentru orice x = (x1, x2, ..., xN) ∈
RN \ {0N} avem că

E(x) = − 1

(N − 2)ωN
(x2

1 + x2
2 + · · · + x2

N)−
N−2
2 ,

∂E

∂xj
(x) =

1

ωN
(x2

1 + x2
2 + · · · + x2

N)−
N
2 xj =

1

ωN
xj|x|−N , ∀j = 1, N

şi deci

∇E(x) =
1

ωN
|x|−Nx.

Derivând ı̂ncă o dată se obţine că

∂2E

∂xi∂xj
(x) =

1

ωN
[δij|x|−N −Nxixj|x|−(N+2)], ∀i, j ∈ {1, 2, ..., N},

unde δij este simbolul lui Kronecker.

Ceea ce s-a obţinut sugerează că are loc următorul rezultat (care se

demonstrează prin inducţie completă):

∀k ∈ N, ∀α = (α1, α2, ..., αN) ∈ NN (un multiindice de derivare),

cu α1 + α2 + · · · + αN ≤ k avem că

DαE(x) = Pα,k(x)|x|−N+2−2k, ∀x ∈ RN \ {0N},

unde Pα,k este o funcţie polinomială de x = (x1, x2, ..., xN).

Acest rezultat arată că E ∈ C∞(RN \ {0N}).
(ii) Am arătat la (i) că ∀x ∈ RN \ {0N}, ∀j ∈ {1, 2, ..., N}:

∂2E

∂x2
j

(x) =
1

ωN
[|x|−N −Nx2

j |x|−N−2],
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de unde, prin sumare obţinem că ∆E(x) = 0.

Pentru (iii) se va utiliza următorul rezultat auxiliar:

Lema 2.2. Dacă Ω ⊂ RN deschisă, mărginită, cu frontiera ∂Ω de

clasă C1, atunci, pentru orice u ∈ C2(Ω):∫
Ω

∆u(y)E(x−y)dy−
∫
∂Ω

E(x−y)
∂u

∂ny
(y)dσy+

∫
∂Ω

∂E(x− y)

∂ny
u(y)dσy

=

{
u(x), x ∈ Ω

0, x ∈ RN \ Ω.

Demonstraţia lemei va fi prezentată ı̂n următorul curs.

Demonstraţia teoremei (continuare).

(iii) Considerăm ϕ ∈ C∞0 (RN) oarecare, dar fixat. Fie R > 0

a.̂ı. supp(ϕ) ⊂ B(0N ;R) = Ω. Aplicând lema 2.2 (pentru u := ϕ,

x := 0N) obţinem∫
Ω

∆ϕ(y)E(y)dy −
∫
∂Ω

E(y)
∂ϕ

∂ny
(y)dσy +

∫
∂Ω

∂E(−y)

∂ny
ϕ(y)dσy

= ϕ(0N).

Cum ∂ϕ
∂ny

(y) = ϕ(y) = 0, ∀y ∈ ∂Ω, rezultă că∫
Ω

∆ϕ(y)E(y)dy = ϕ(0N), ∀ϕ ∈ C∞0 (RN),

adică ∆E = δ0N .
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3 CURS 3

Demonstraţia lemei. Pentru claritate vom prezenta demonstraţia ı̂n

cazul N = 3.

Dacă x ∈ Ω, atunci există ε0 > 0 astfel ı̂ncât B(x; ε0) ⊂ Ω. Con-

siderăm un ε ∈ (0, ε0) arbitrar, dar fixat şi notăm cu

Ωε = Ω \B(x; ε).

Aplicând formula lui Green pentru funcţiile (de variabilă y) u(y) şi

E(x− y) şi domeniului Ωε, se obţine că∫
Ωε

∆u(y)E(x− y)dy −
∫

Ωε

∆y(E(x− y))u(y)dy

=

∫
∂Ωε

∂u

∂ny
(y)E(x− y)dσy −

∫
∂Ωε

∂E(x− y)

∂ny
u(y)dσy

Folosind că ∂Ωε = ∂Ω∪ ∂B(x; ε), iar pentru orice y ∈ ∂B(x; ε) avem

că versorul normal la ∂Ωε orientat spre exteriorul lui Ωε este de fapt

versor normal la ∂B(x; ε) orientat spre interiorul lui B(x0; ε), deducem

că

=

∫
∂Ω

∂u

∂ny
(y)E(x− y)dσy −

∫
∂B(x;ε)

∂u

∂ny
(y)E(x− y)dσy

−
∫
∂Ω

∂E(x− y)

∂ny
u(y)dσy +

∫
∂B(x;ε)

∂E(x− y)

∂ny
u(y)dσy.

Cum ∆yE(x− y) = 0, ∀y ∈ Ωε, rezultă că∫
Ωε

∆u(y)E(x−y)dy−
∫
∂Ω

E(x−y)
∂u

∂ny
(y)dσy+

∫
∂Ω

∂E(x− y)

∂ny
u(y)dσy
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= −
∫
∂B(x;ε)

∂u

∂ny
(y)E(x−y)dσy +

∫
∂B(x;ε)

∂E(x− y)

∂ny
u(y)dσy. (3.1)

Avem că∣∣∣∣∫
∂B(x;ε)

∂u

∂ny
(y)E(x− y)dσy

∣∣∣∣ =
1

4π

∣∣∣∣∫
∂B(x;ε)

∇u(y) · n(y)
1

|y − x|
dσy

∣∣∣∣
≤ 1

4π

∫
∂B(x;ε)

|∇u(y)| · |n(y)| · 1

ε
dσy ≤

M

4πε
m(∂B(x; ε))

(am folosit mărginirea lui ∇u pe Ω; m(∂B(x; ε)) = 4πε2 este aria

sferei {y; |y − x| = ε})

= Mε −→ 0, pentru ε→ 0. (3.2)

Pe de altă parte∫
∂B(x;ε)

∂E(x− y)

∂ny
u(y)dσy =

1

4π

∫
∂B(x;ε)

∇y(E(x− y)) · n(y)u(y)dσy

=
1

4π

∫
∂B(x;ε)

y − x
|y − x|3

· y − x
|y − x|

u(y)dσy =
1

4πε2

∫
∂B(x;ε)

u(y)dσy

−→ u(x), pentru ε→ 0, (3.3)

deoarece u este continuă ı̂n x.

Din (3.1), (3.2) şi (3.3) deducem (făcând pe ε→ 0) concluzia lemei

ı̂n cazul x ∈ Ω.

Dacă x ∈ RN \Ω, atunci aplicând formula lui Green pentru funcţiile

(de variabilă y) u(y) şi E(x− y) şi domeniul Ω, se obţine concluzia.

Observaţie. Se poate demonstra analog că∫
Ω

∆u(y)E(x− y)dy −
∫
∂Ω

E(x− y)
∂u

∂ny
(y)dσy
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+

∫
∂Ω

∂E(x− y)

∂ny
u(y)dσy =

u(x)

2
, dacă x ∈ ∂Ω.

Soluţii generalizate pentru ecuaţii eliptice.

Spaţii de distribuţii

Fie Ω ⊂ RN deschisă şi spaţiile de funcţii

Ck
0 (Ω) = {ϕ ∈ Ck(Ω); supp(ϕ) ⊂ Ω, supp(ϕ) compact}, k ∈ N,

C∞0 (Ω) = {ϕ ∈ C∞(Ω); supp(ϕ) ⊂ Ω, supp(ϕ) compact}.
Se mai foloseşte notaţia D(Ω) = C∞0 (Ω).

Pentru orice α = (α1, α2, ..., αN) ∈ NN (multiindice de derivare) se

notează |α| = α1 + α2 + · · · + αN şi

Dαϕ(x) =
∂α1

∂xα11

∂α2

∂xα22

· · · ∂
αN

∂x
αN
n
ϕ(x).

Un exemplu netrivial de element al spaţiului D(RN) este următorul

ϕ(x) =

{
e

1
|x|2−1 , |x| < 1,

0, |x| ≥ 1.

Mai mult, avem că supp(ϕ) = B(0N ; 1).

Observăm pentru ı̂nceput că Ck
0 (Ω) şi C∞0 (Ω) sunt spaţii vectoriale

peste R.

Definiţie. Un operator liniar u : D(Ω) −→ R este o distribuţie

(“funcţie generalizată”) dacă

u(ϕn) −→ 0,

pentru orice şir {ϕn}n∈N ⊂ D(Ω) cu proprietăţile următoare
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(i) ∃K ⊂ Ω, o mulţime compactă a.̂ı.

supp(ϕn) ⊂ K, ∀n ∈ N,

(ii) Dαϕn −→ 0 uniform pentru orice multiindice α.

Notăm cu

D′(Ω) = {u : D(Ω) −→ R; u distribuţie}.
D′(Ω) este un spaţiu vectorial peste R.

Următorul rezultat ne dă o caracterizare extrem de utilă a distribuţiilor.

Proprietate. Fie operatorul liniar u : D(Ω) −→ R. Următoarele

afirmaţii sunt echivalente

(j) u este distribuţie;

(jj) ∀K ⊂ Ω compactă, ∃CK ≥ 0, `K ∈ N:

|u(ϕ)| ≤ CK
∑
|α|≤`K

sup
x∈K
|Dαϕ(x)|, ∀ϕ ∈ D(Ω), supp(ϕ) ⊂ K.

Demonstraţie. Este evidentă implicaţia (jj) =⇒ (j).

Pentru a arăta (j) =⇒ (jj) vom raţiona prin reducere la absurd.

Presupunem că există o mulţime compactă K ⊂ Ω a.̂ı. ∀C ≥ 0,∀` ∈
N,∃ϕ ∈ D(Ω), supp(ϕ) ⊂ K:

|u(ϕ)| > C
∑
|α|≤`

sup
x∈K
|Dαϕ(x)|.

Pentru orice n ∈ N∗ considerăm C = ` = n şi ϕn ∈ D(Ω), supp(ϕ) ⊂
K a.̂ı.

1 = |u(ϕn)| > n
∑
|α|≤n

sup
x∈K
|Dαϕn(x)|.
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Rezultă că pentru orice multiindice α:

sup
x∈Ω
|Dαϕn(x)| = sup

x∈K
|Dαϕn(x)| < 1

n
, ∀n ≥ |α|

şi de aici Dαϕn −→ 0 uniform, ∀α multiindice.

Pe de altă parte este evident că u(ϕn) 6−→ 0 şi cu aceasta am ajuns

la o absurditate.

Oricărei funcţii f ∈ L1
loc(Ω) i se asociază uf ∈ D′(Ω), definită astfel

uf(ϕ) =

∫
Ω

f (x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Vom identifica ı̂n continuare pe uf şi f şi astfel vom putea spune că

orice funcţie local integrabilă este o “funcţie generalizată”, i.e.

L1
loc(Ω) ⊂ D′(Ω).

Se pune ı̂ntrebarea firească dacă avem şi incluziunea inversă. Răspunsul

la această ı̂ntrebare este negativ. Se poate arăta că distribuţia lui Dirac

(concentrată ı̂n x0 ∈ Ω):

δx0(ϕ) = ϕ(x0), ∀ϕ ∈ D(Ω),

nu este de forma uf , unde f ∈ L1
loc(Ω) (6 ∃f ∈ L1

loc(Ω) a.̂ı. δx0 = uf).

Deci,

L1
loc(Ω) 6= D′(Ω).
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4 CURS 4

Regularizarea funcţiilor

Fie ρ ∈ D(RN) ce satisface

ρ(x) ≥ 0, ∀x ∈ RN , supp(ρ) ⊂ B(0N ; 1),

∫
RN
ρ(x)dx = 1

(ρ este o funcţie regularizantă sau “mollifier”).

Funcţia

ρ(x) =
ϕ(x)∫

RN ϕ(y)dy
, x ∈ RN ,

unde

ϕ(x) =

{
e

1
|x|2−1 , |x| < 1

0, |x| ≥ 1,

satisface condiţiile de mai sus.

Definiţie. Dacă u ∈ L1
loc(RN), atunci pentru orice ε > 0 se defineşte

regulatizanta lui u astfel

uε(x) =

∫
RN
u(x− εy)ρ(y)dy, ∀x ∈ RN .

Făcând schimbarea de variabilă

x− εy = z =⇒ y =
x− z
ε

, dy = (−1)N
1

εN
dz,

obţinem că

uε(x) =
1

εN

∫
RN
u(z)ρ

(
x− z
ε

)
dz, ∀x ∈ RN .
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Cum ρ ∈ C∞0 (RN), rezultă că uε ∈ C∞(RN).

Teorema 4.1. Dacă f ∈ Lp(RN), 1 ≤ p < +∞, atunci

fε −→ f ı̂n Lp(RN), pentru ε→ 0 + .

Demonstraţie. Avem că∫
RN
|fε(x)−f (x)|pdx =

∫
RN

∣∣∣∣∫
RN
f (x− εy)ρ(y)dy −

∫
RN
f (x)ρ(y)dy

∣∣∣∣p dx
=

∫
RN

∣∣∣∣∫
B(0N ;1)

(f (x− εy)− f (x))ρ(y)dy

∣∣∣∣p dx
≤
∫
RN

∫
B(0N ;1)

|f (x− εy)− f (x)|pdy
(∫

B(0N ;1)

ρ(y)qdy

)p
q

dx

(unde 1
p + 1

q = 1 dacă 1 < p < +∞; altfel se majorează ρ(y))

≤M

∫
B(0N ;1)

∫
RN
|f (x− εy)− f (x)|pdx dy. (4.1)

Cum f ∈ Lp(RN) =⇒
∫
RN |f (x+h)−f (x)|pdx −→ 0 pentru h→ 0N .

Dacă notăm

gε(y) =

∫
RN
|f (x− εy)− f (x)|pdx,

atunci rezultă că gε(y)→ 0 a.p.t. y ∈ B(0N ; 1) şi cum

0 ≤ gε(y) ≤ C

[∫
RN
|f (x− εy)|pdx +

∫
RN
|f (x)|pdx

]
= 2C

∫
RN
|f (x)|pdx a.p.t. y ∈ B(0N ; 1),
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atunci din teorema convergenţei dominate (Lebesgue) rezultă că∫
B(0N ;1)

∫
RN
|f (x− εy)− f (x)|pdx dy −→ 0, pentru ε→ 0 + .

Din (4.1) rezultă concluzia teoremei.

Observaţii. Dacă f ∈ L∞(RN) atunci fε ∈ L∞(RN) şi ı̂n plus

‖fε‖L∞(RN ) ≤ ‖f‖L∞(RN ), ∀ε > 0.

Dacă f ∈ L1
loc(RN) şi supp(f ) ⊂ K, atunci

supp(fε) ⊂ K + B(0N ; ε).

Teorema 4.2. Dacă Ω ⊂ RN este deschisă şi mărginită şi dacă

1 ≤ p < +∞, atunci

C∞(Ω) ⊂ Lp(Ω) dens.

Demonstraţie. Fie f ∈ Lp(Ω) şi

f̃ (x) =

{
f (x), x ∈ Ω

0, x ∈ RN \ Ω

(prelungire a lui f ). Este evident că f̃ ∈ Lp(RN) şi deci f̃ε ∈ C∞(RN)

=⇒ f̃ε|Ω ∈ C∞(Ω), ∀ε > 0. În plus,

f̃ε −→ f̃ ı̂n Lp(RN) =⇒ f̃ε|Ω −→ f̃ |Ω = f ı̂n Lp(Ω), (4.2)

pentru ε→ 0+.

Cum C∞(Ω) ⊂ Lp(Ω), folosind (4.2) tragem concluzia.
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Observaţie. Se poate arăta că avem ı̂n plus

C∞0 (Ω) ⊂ Lp(Ω) dens.

Teorema 4.3. Fie Ω ⊂ RN deschisă şi f ∈ L1
loc(Ω) a.̂ı.∫

Ω

f (x)ϕ(x)dx = 0, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Atunci, f (x) = 0 a.p.t. x ∈ Ω.

Demonstraţie. Fie r > 0 a.̂ı. B(x0; r) ⊂ Ω şi

ψ(x) =

{
sgn f (x), x ∈ B(x0; r)

0, x ∈ RN \B(x0; r).

Pentru orice 0 < ε < dist(B(x0; r), ∂Ω) avem că

ψε ∈ D(Ω), supp(ψε) ⊂ B(x0; r) + B(0N ; ε).

Din definiţia lui ψε avem că

|ψε(x)| =
∣∣∣∣∫

RN
sgn f̃ (x− εy)ρ(y)dy

∣∣∣∣ ≤ ∫
RN
ρ(y)dy = 1, ∀x ∈ RN .

Din ipoteza teoremei avem că

0 =

∫
Ω

f (x)ψε(x)dx =

∫
B(x0;r+ε)

f (x)ψε(x)dx =

∫
B(x0;r+ε0)

f (x)ψε(x)dx

(4.3)

(∀0 < ε < ε0 < dist(B(x0; r), ∂Ω)). Fie un şir εn → 0+. Avem că

ψεn −→ ψ a.p.t. Cum f |B(x0;r+ε0) ∈ L1(B(x0; r + ε0)), rezultă din

(4.3) că

0 =

∫
B(x0;r+ε0)

f (x)ψ(x)dx =

∫
B(x0;r)

|f (x)|dx
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şi deci f (x) = 0 a.p.t. x ∈ B(x0; r). Concluzionăm că f (x) = 0 a.p.t.

x ∈ Ω.

Consecinţă. Dacă Ω ⊂ RN deschisă şi x0 ∈ Ω, atunci δx0 6∈
L1
loc(Ω).

Demonstraţie. Raţionăm prin reducere la absurd.

Presupunem că există f ∈ L1
loc(Ω) a.̂ı. δx0 = f in D′(Ω). Rezultă

că ∫
Ω

f (x)ϕ(x)dx = ϕ(x0), ∀ϕ ∈ D(Ω). (4.4)

De aici deducem că ∀ϕ ∈ D(Ω \ {x0}):∫
Ω\{x0}

f (x)ϕ(x)dx = 0 =⇒ f (x) = 0 a.p.t. x ∈ Ω \ {x0}.

Din (4.4) rezultă că

0 = ϕ(x0), ∀ϕ ∈ D(Ω); absurd.

Deci, L1
loc(Ω) 6= D′(Ω) (δx0 este o “funcţie generalizată” care nu este şi

funcţie (din L1
loc(Ω)).

Derivatele distribuţiilor

Fie u ∈ D′(Ω), ϕ ∈ D(Ω) şi α = (α1, α2, ..., αN) ∈ NN .

Definiţie.

Dαu(ϕ) = (−1)|α|u(Dαϕ),

unde Dαϕ este derivata lui ϕ ı̂n sens clasic.

Observăm că Dαu ∈ D′(Ω) (satisface condiţia de caracterizare a

distribuţiei, cu acelaşi CK şi cu `K := `K + |α|).
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Exemplu. Dacă H este funcţia lui Heaviside, atunci

D1H = H ′ = δ.

Demonstraţie. Cum H ∈ L1
loc(R), rezultă că H ∈ D′(R) şi din

definiţia derivatei

D1H(ϕ) = −H(D1ϕ) = −H(ϕ′) = −
∫
R
H(x)ϕ′(x)dx

(am folosit faptul că H ∈ L1
loc(R))

= −
∫ ∞

0

ϕ′(x)dx = −ϕ(x)
∣∣∣∞
0

= ϕ(0) = δ(ϕ).

Observaţie. Dacă f ∈ L1
loc(RN), f derivabilă ı̂n raport cu xj şi

∂f

∂xj
∈ L1

loc(RN), atunci

Dαf =
∂f

∂xj
ı̂n D′(RN),

unde α = (δij)i=1,...,N (derivata ı̂n sensul teoriei distribuţiilor coincide

cu derivata clasică).

Demonstraţie. ∀ϕ ∈ D(RN):

Dαf (ϕ) = −f (Dαϕ) = −
∫
RN
f (x)

∂ϕ

∂xj
(x)dx

=

∫
RN

∂f

∂xj
(x)ϕ(x)dx =

∂f

∂xj
(ϕ)

(am integrat prin părţi şi am folosit că ∂f
∂xj
∈ L1

loc(RN)). De aici rezultă

concluzia.
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5 CURS 5

Definiţie. Spunem că E ∈ D′(RN) este soluţie fundamentală a

operatorului diferenţial P (D) dacă

P (D)E = δ.

Observaţie. Funcţia E definită ı̂n cursul 1 este soluţie fundamentală

a operatorului Laplace: ∆ =

N∑
j=1

∂2

∂x2
j

.

Spaţii Sobolev

Definiţie. Fie Ω o submulţime a lui RN şi m ∈ N∗.

Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω); Dαu ∈ L2(Ω), ∀α ∈ NN , |α| ≤ m},

unde Dα este derivata lui u ı̂n sensul teoriei distribuţiilor.

Observaţia 1. Dacă u ∈ L2(Ω), atunci u ∈ L1
loc(Ω) ⊂ D′(Ω) şi deci

există Dαu ∈ D′(Ω), ∀α ∈ NN .

Ce ı̂nseamnă că Dαu ∈ L2(Ω) ?

Înseamnă că există gα ∈ L2(Ω) (=⇒ gα ∈ D′(Ω)) şi că Dαu = gα
ı̂n D′(Ω), i.e.

(Dαu)(ϕ) = gα(ϕ), ∀ϕ ∈ D(Ω)⇐⇒ (−1)|α|u(Dαϕ) = gα(ϕ)

⇐⇒ (−1)|α|
∫

Ω

u(x)Dαϕ(x)dx =

∫
Ω

gα(x)ϕ(x), ∀ϕ ∈ D(Ω).
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Observaţia 2. Hm(Ω) se numesc spaţii Sobolev. Se mai notează

Hm(Ω) = Wm,2(Ω).

Hm(Ω) sunt spaţii vectoriale peste corpul R.

Teorema 5.1. (Hm(Ω); 〈·, ·〉) este un spaţiu Hilbert, unde

〈f, g〉 =
∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαf (x)Dαg(x)dx, f, g ∈ Hm(Ω).

Demonstraţie. Folosind faptul că Dα : D′(Ω) −→ D′(Ω) este un

operator liniar, se poate verifica imediat că 〈·, ·〉 este un produs scalar

ı̂n Hm(Ω).

Fie ‖ · ‖Hm(Ω) norma indusă de produsul scalar. A rămas să demon-

străm că orice şir Cauchy este convergent.

În adevăr, orice şir Cauchy {un}n∈N ⊂ Hm(Ω) verifică

∀ε > 0, ∃n(ε) ∈ N, ∀n, p ∈ N, n ≥ n(ε) =⇒

‖un+p− un‖2
Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαun+p(x)−Dαun(x)|2dx < ε2 (5.1)

=⇒
∑
|α|≤m

‖Dαun+p −Dαun‖2
L2(Ω) < ε2.

Deci, {Dαun}n∈N este şir Cauchy ı̂n L2(Ω) (∀α ∈ NN , |α| ≤ m).

Cum L2(Ω) este un spaţiu Banach, concluzionăm că ∃u ∈ L2(Ω),

∃gα ∈ L2(Ω) (pentru orice α ∈ NN , |α| ≤ m) a.̂ı.

un −→ u ı̂n L2(Ω)

Dαun −→ gα ı̂n L2(Ω).
(5.2)

Vom demonstra că ∀α ∈ NN , 0 < |α| ≤ m: Dαu = gα ı̂n D′(Ω).
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În adevăr, ∀ϕ ∈ D(Ω), ∀α ∈ NN , 0 < |α| ≤ m:

Dαun(ϕ) = (−1)|α|un(Dαϕ)

⇐⇒
∫

Ω

Dαun(x)ϕ(x)dx = (−1)|α|
∫

Ω

un(x)Dαϕ(x)dx

(deoarece Dαun ∈ L2(Ω) ⊂ L1
loc(Ω), un ∈ L2(Ω) ⊂ L1

loc(Ω)). Trecând

la limită şi folosind (5.2) rezultă că∫
Ω

gα(x)ϕ(x)dx = (−1)|α|
∫

Ω

u(x)Dαϕ(x)dx⇐⇒ gα(ϕ) = Dαu(ϕ)

(deoarece gα ∈ L1
loc(Ω))

⇐⇒ gα = Dαu (∈ L2(Ω)).

Deci, Dαu se identifică cu gα ∈ L2(Ω). Putem rescrie (5.2) ca

un −→ u ı̂n L2(Ω)

Dαun −→ Dαu ı̂n L2(Ω)

şi folosind acum (5.1) concluzionăm că∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαun+p(x)−Dαun(x)|2dx ≤ ε2, ∀n ≥ n(ε).

Înseamnă că şirul {un}n∈N converge la u ı̂n Hm(Ω).

Observaţie. Avem că

‖u‖Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

‖Dαu‖2
L2(Ω)

1
2

, u ∈ Hm(Ω).
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Pentru m = 1 se obţine

‖u‖2
H1(Ω) = ‖u‖2

L2(Ω) + ‖∇u‖2
L2(Ω;RN ), ∀u ∈ H

1(Ω).

Teorema 5.2. Pentru orice a, b ∈ R, a < b, avem

H1(a, b) = {u : [a, b] −→ R; u absolut continuă, u′ ∈ L2(a, b)}.

Observaţie. Teorema dă o caracterizare a elementelor din H1(Ω),

pentru Ω = (a, b).

Demonstraţia teoremei 5.2. Pentru orice u : [a, b] −→ R, u abso-

lut continuă, rezultă că u este derivabilă aproape peste tot ı̂n [a, b] (u′

este derivata). Rezultă că

u′ = D1u ı̂n D′(a, b),

unde D1u este derivata lui u ı̂n sensul teoriei distribuţiilor. Cum u ∈
AC([a, b]) =⇒ u ∈ L2(a, b). Pe de altă parte, D1u = u′ ı̂n D′(a, b) şi

u′ ∈ L2(a, b)

=⇒ D1u ∈ L2(a, b) =⇒ u ∈ H1(a, b).

Să demonstrăm acum incluziunea inversă. Considerăm

u ∈ H1(a, b) oarecare, dar fixat şi un subinterval [c, d] ⊂ (a, b) oarecare

(cu c < d). Fie ψ ∈ C∞0 ((a, b)) cu proprietatea că ψ(x) = 1, ∀x ∈
[c, d].

Se consideră funcţia

v(x) =

{
u(x)ψ(x), x ∈ [a, b]

0, x ∈ (−∞, a) ∩ (b,+∞).
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Se verifică cu uşurinţă că

D1v = D1uψ + uψ′

(are loc formula de derivare a unui produs de două funcţii).

Construim acum şirul regularizatelor

vε(x) =

∫ ∞
−∞

v(x− εy)ρ(y)dy =
1

ε

∫ ∞
−∞

v(z)ρ

(
x− z
ε

)
dz. (5.3)

Este evident că vε ∈ D(R), ∀ε > 0 şi cum v ∈ L2(R), rezultă că

vε −→ v ı̂n L2(R).

Din (5.3) rezultă că

v′ε(x) =
1

ε

∫
R
v(z)

∂

∂x

(
ρ(
x− z
ε

)

)
dz

= −1

ε

∫
R
v(z)

∂

∂z

(
ρ(
x− z
ε

)

)
dz =

1

ε
D1v

(
ρ(
x− z
ε

)

)
=

1

ε

∫
R
D1v(x)ρ

(
x− z
ε

)
dz = (D1v)ε(x)

(adică derivata regularizatei lui v este regularizata derivatei lui v).

Cum D1v ∈ L2(R) =⇒ (D1v)ε −→ D1v ı̂n L2(R).

Avem că

vε(x)− vε(y) =

∫ x

y

(D1v)ε(z)dz =

∫ x

y

v′ε(z)dz, ∀y < x

=⇒ v(x)− v(y) =

∫ x

y

D1v(z)dz.
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Pentru c ≤ y < x ≤ d avem că

u(x)− u(y) =

∫ x

y

D1u(z)dz.

De aici urmează că ∃u′(z) = D1u(z) a.p.t. z ∈ [c, d]. Cum [c, d] ⊂
(a, b) oarecare şi u′ = D1u ∈ L2(a, b), rezultă că pentru orice x, y ∈
[a, b], y < x:

u(x)− u(y) =

∫ x

y

u′(z)dz =⇒ u(x) = u(a) +

∫ x

a

u′(z)dz.

Cum u′ ∈ L2(a, b) ⊂ L1(a, b) =⇒ u este absolut continuă pe [a, b].

Definiţie.

H1
0(Ω) = C∞0 (Ω)

H1(Ω)
.

Cum C∞0 (Ω) este un subspaţiu vectorial, ı̂nchiderea sa ı̂n H1(Ω) este

un subspaţiu vectorial ı̂nchis al lui H1(Ω).

Observaţii. Se poate demonstra folosind regularizatele că

C∞0 (RN)
H1(RN )

= H1(RN),

adică

H1
0(RN) = H1(RN).

Dacă Ω 6= RN , atunci H1
0(Ω) 6= H1(Ω).

Dacă pe H1
0(Ω) se consideră produsul scalar de pe H1(Ω), atunci

(H1
0(Ω), 〈·, ·〉) este un spaţiu Hilbert

(orice subspaţiu vectorial ı̂nchis al unui spaţiu Hilbert este un spaţiu

Hilbert).
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6 CURS 6

Dacă Ω ⊂ RN este deschisă şi mărginită, atunci

C1(Ω) ⊂ H1(Ω) continuu şi dens.

Lema lui Gagliardo. Fie funcţiile f1(x2, x3, ..., xN) (de N − 1

variabile; lipseşte x1), f2(x1, x3, ..., xN) (de N−1 variabile; lipseşte

x2), ..., fN(x1, x2, ..., xN−1) (de N − 1 variabile; lipseşte xN),

f1, f2, ..., fN ∈ LN−1(RN−1) şi

f (x1, x2, ..., xN) = f1(x2, x3, ..., xN) · · · fN(x1, x2, ..., xN−1)

(de N variabile). Atunci, f ∈ L1(RN) şi∫
RN
|f (x1, x2, ..., xN)|dx1dx2 · · · dxN ≤

N∏
j=1

‖fj‖LN−1(RN−1).

Demonstraţie. Vom utiliza metoda inducţiei matematice. Luăm

P (N) : ∀f1, f2, ..., fN ∈ LN−1(RN−1), atunci f = f1f2 · · · fN ∈ L1(RN),

‖f1f2 · · · fN‖L1(RN ) ≤
N∏
j=1

‖fj‖LN−1(RN−1).

P (2) este adevărată. În adevăr, dacă f1, f2 ∈ L1(R), atunci∫
R2
|f1(x2)f2(x1)|dx1dx2 =

∫
R
|f2(x1)|dx1

∫
R
|f1(x2)|dx2

=⇒ ‖f1f2‖L1(R2) ≤ ‖f1‖L1(R)‖f2‖L1(R).
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Să arătăm acum că dacă P (N) adevărată (N ≥ 2), atunci P (N+1)

adevărată.

Fie f1(x2, x3, ..., xN+1), f2(x1, x3, ..., xN+1), ..., fN+1(x1, x2, ..., xN) ∈
LN(RN) şi notăm cu xk = (x1, ..., xk−1, xk+1, ..., xN+1). Atunci∫

RN+1
|f1(x1)f2(x2) · · · fN+1(xN+1)|dx1dx2 · · · dxN+1

=

∫
RN
|fN+1(xN+1)|

∫
R
|f1(x1)f2(x2) · · · fN(xN)|dxN+1dx1dx2 · · · dxN

≤
(∫

RN
|fN+1(xN+1)|Ndx1dx2 · · · dxN

) 1
N

·

[∫
RN

(∫
R
|f1(x1) · · · fN(xN)|dxN+1

) N
N−1

dx1dx2 · · · dxN

]N−1
N

(din inegalitatea lui Hölder; N şi N
N−1 sunt conjugate armonic)

≤ ‖fN+1‖LN (RN ){
∫
RN

[(

∫
R
|f1(x1)|NdxN+1)

1
N · · ·

· · · (
∫
R
|fN(xN)|NdxN+1)

1
N ]

N
N−1dx1 · · · dxN}

N−1
N

(din inegalitatea lui Hölder)

= ‖fN+1‖LN (RN )

(∫
RN
g1(x2, ..., xN) · · · gN(x1, ..., xN)dx1dx2 · · · dxN

)N−1
N

(unde gk(x1, ..., xk−1, xk+1, ..., xN) =

(∫
R
|fk(xk)|NdxN+1

) 1
N−1
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∈ LN−1(RN−1)). Aplicând ipoteza inductivă obţinem că

≤ ‖fN+1‖LN (RN )

 N∏
j=1

∫
RN−1

(∫
R
|fj(xj)|NdxN+1dx1 · · · dxN

) 1
N−1

N−1
N

=

N+1∏
j=1

‖fj‖LN (RN ) =⇒ P (N + 1) adevărată.

Teorema de scufundare. Dacă N ≥ 3, atunci

H1(RN) ⊂ Lp(RN)

(scufundarea fiind continuă), unde 1
p = 1

2 −
1
N .

Observaţie. Aceasta ı̂nseamnă că pentru un p = 2N
N−2 > 2 avem că

∀u ∈ H1(RN) =⇒ u ∈ Lp(RN) şi

‖u‖Lp(RN ) ≤ C‖u‖H1(RN ), ∀u ∈ H1(RN)

(C fiind o constantă pozitivă).

Observaţie. Dacă N ∈ {1, 2}, atunci se poate demonstra că

H1(RN) ⊂ Lp(RN) continuu ,∀p ≥ 2.

Demonstraţia teoremei de scufundare. Pentru orice u ∈ C1
0(RN)

fixat, avem că

supp(u) ⊂ (a1, b1)× (a2, b2)× · · · × (aN , bN).

Avem că ∀x ∈ RN :

u(x1, ..., xj, ..., xN)− u(x1, ..., xj−1, aj, xj+1, ..., xN)
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=

∫ xj

aj

∂u

∂xj
(x1, ..., xj−1, t, xj+1, ..., xN)dt

=⇒ |u(x)| ≤
∫ xj

aj

∣∣∣∣ ∂u∂xj (x1, ..., xj−1, t, xj+1, ..., xN)

∣∣∣∣ dt
≤
∫
R

∣∣∣∣ ∂u∂xj (x1, ..., xN)

∣∣∣∣ dxj = gj(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xN).

Cum

|u(x)|
N

N−1 ≤
N∏
j+1

(∫
R

∣∣∣∣ ∂u∂xj (x1, ..., xN)

∣∣∣∣ dxj) 1
N−1

,

atunci din lema lui Gagliardo rezultă că∫
RN
|u(x)|

N
N−1dx ≤

N∏
j+1

(∫
RN

∣∣∣∣ ∂u∂xj (x1, ..., xN)

∣∣∣∣ dx1dx2 · · · dxN
) 1

N−1
.

(6.1)

Considerăm un v ∈ C∞0 (RN) şi u = |v|q−1v, unde q > 1 va fi precizat

ulterior

=⇒ ∂u

∂xj
(x) = q|v(x)|q−1 ∂v

∂xj
(x), j ∈ {1, 2, ..., N}

=⇒
∫
RN

∣∣∣∣ ∂u∂xj
∣∣∣∣ dx

≤ q

∫
RN
|v|q−1

∣∣∣∣ ∂v∂xj
∣∣∣∣ dx ≤ q

(∫
RN
|v|2(q−1)dx

)1
2

(∫
RN

∣∣∣∣ ∂v∂xj
∣∣∣∣2 dx

)1
2

.
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Din (6.1) rezultă că

∫
RN
|v|q·

N
N−1dx ≤

N∏
j=1

q(∫
RN
|v|2(q−1)dx

)1
2

(∫
RN

∣∣∣∣ ∂v∂xj
∣∣∣∣2 dx

)1
2


1

N−1

≤ C

(∫
RN
|v|2(q−1)dx

) N
2(N−1)

‖v‖
N

N−1
H1(RN )

(6.2)

(unde C ≥ este o constantă). Alegem q astfel ı̂ncât

q · N

N − 1
= 2(q − 1)⇐⇒ 2 = 2q − q N

N − 1
⇐⇒ q =

2(N − 1)

N − 2
.

Rezultă că 2(q − 1) = 2N
N−2 = p. Din (6.2) obţinem∫

RN
|v|pdx ≤ C

(∫
RN
|v|pdx

) N
2(N−1)

‖v‖
N

N−1
H1(RN )

=⇒
(∫

RN
|v|pdx

)1− N
2(N−1)

≤ C‖v‖
N

N−1
H1(RN )

=⇒
(∫

RN
|v|pdx

)N−2
2N

≤ C̃‖v‖H1(RN )

⇐⇒ ‖v‖Lp(RN ) ≤ C̃‖v‖H1(RN ), ∀v ∈ C∞0 (RN). (6.3)

Cum C∞0 (RN) este o submulţime densă a lui H1(RN) şi a lui Lp(RN),

rezultă că ∀v ∈ H1(RN), ∃{vn}n∈N ⊂ C∞0 (RN) a.̂ı.

vn −→ v ı̂n H1(RN), vn −→ v ı̂n Lp(RN).

(DE CE ?) În adevăr, din (6.3):

‖vn+m − vn‖Lp(RN ) ≤ C̃‖vn+m − vn‖H1(RN ).
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Cum {vn} este şir Cauchy ı̂n H1(RN) (fiind şir convergent), rezultă că

este şir Cauchy şi ı̂n Lp(RN) şi deci există ṽ ∈ Lp(RN) a.̂ı. vn −→ ṽ

ı̂n Lp(RN). De ce avem că ṽ = v ?

Din vn −→ v ı̂n H1(RN) şi deci şi ı̂n L2(RN), rezultă

∃{vnk}k∈N : vnk(x) −→ v(x) a.p.t. x ∈ RN .

Din vnk −→ ṽ ı̂n Lp(RN), rezultă

∃{vnkl}l∈N : vnkl
(x) −→ ṽ(x) a.p.t. x ∈ RN .

Deci, v(x) = ṽ(x) a.p.t. x ∈ RN .

Din (6.3) (pentru v := vn) se obţine prin trecere la limită concluzia

teoremei.
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7 CURS 7

Teorema de prelungire. Dacă Ω ⊂ RN este deschisă, mărginită,

cu frontiera de clasă C1, atunci există un operator de prelungire

P : H1(Ω) −→ H1(RN) liniar, care verifică

(i) Pu|Ω = u;

(ii) ‖Pu‖L2(RN ) ≤ C0‖u‖L2(Ω), ∀u ∈ H1(Ω);

(iii) ‖Pu‖H1(RN ) ≤ C0‖u‖H1(Ω), ∀u ∈ H1(Ω),

unde C0 ≥ 0 este o constantă ce depinde de Ω.

Pentru demonstraţie a se vedea [Barbu], [Brezis].

Teoremă de scufundare. Dacă Ω ⊂ RN este deschisă, mărginită,

cu frontiera de clasă C1, atunci

H1(Ω) ⊂ Lp(Ω)

continuu, unde 1
p = 1

2 −
1
N pentru N ≥ 3 şi pentru orice p ≥ 1

pentru N ∈ {1, 2}.
Demonstraţie. Fie P : H1(Ω) −→ H1(RN)un operator de prelun-

gire. Atunci, pentru orice u ∈ H1(Ω) avem că Pu ∈ H1(RN). Din

teorema de scufundare din cursul precedent rezultă că

‖Pu‖Lp(RN ) ≤ C̃‖Pu‖H1(RN ).

Dar ‖u‖Lp(Ω) = ‖Pu‖Lp(Ω) ≤ ‖Pu‖Lp(RN ), iar ‖Pu‖H1(RN ) ≤ C0‖u‖H1(Ω)

(din teorema de prelungire) şi deci putem concluziona că

‖u‖Lp(Ω) ≤ C0C̃‖u‖H1(Ω), ∀u ∈ H1(Ω).
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Teoremă de scufundare compactă. Dacă Ω ⊂ RN este des-

chisă, mărginită, cu frontiera de clasă C1, atunci

H1(Ω) ↪→ L2(Ω)

(H1(Ω) este scufundat compact ı̂n L2(Ω), adică i : H1(Ω) −→
L2(Ω), definit prin i(u) = u, ∀u ∈ H1(Ω), este un operator liniar

continuu şi compact).

Demonstraţie. Vom utiliza criteriul de compactitate al lui Fréchet-

Kolmogorov: “Fie q ∈ [1,+∞) şiM⊂ Lq(Ω). Dacă

(j) ‖u‖Lq(Ω) ≤ C, ∀u ∈M (M este mărginită),

(jj) ∀ω ⊂⊂ Ω deschisă (adică ω ⊂ Ω), ∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, ∀h ∈ RN ,

|h| < δ(ε)

=⇒
(∫

ω

|u(x + h)− u(x)|qdx
)1

q

< ε, ∀u ∈M,

(jjj) ∀ε > 0, ∃ω ⊂⊂ Ω deschisă:(∫
Ω\ω
|u(x)|qdx

)1
q

< ε, ∀u ∈M,

atunciM este relativ compactă ı̂n Lq(Ω).”

Vom mai folosi şi următoarea lemă:

Lemă. Pentru orice ω ⊂⊂ Ω deschisă:∫
ω

|u(x + h)− u(x)|2dx ≤ |h|2‖u‖2
H1(Ω), ∀u ∈ H1(Ω),
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∀h ∈ RN cu |h| suficient de mic.

Demonstraţia lemei. ∀u ∈ C1(Ω) avem că

u(x + h)− u(x) =

∫ 1

0

∇u(x + λh) · hdλ

(“·” este produsul scalar ı̂n RN), ∀h ∈ RN , |h| < dist(ω, ∂Ω)

=⇒ |u(x + h)− u(x)|2 ≤
∣∣∣∣∫ 1

0

∇u(x + λh) · hdλ
∣∣∣∣2

≤ |h|2
∫ 1

0

|∇u(x + λh)|2dλ

=⇒
∫
ω

|u(x + h)− u(x)|2dx ≤ |h|2
∫
ω

∫ 1

0

|∇u(x + λh)|2dλ dx

= |h|2
∫ 1

0

∫
ω

|∇u(x + λh)|2dx dλ.

Dar∫
ω

|∇u(x+λh)|2dx =

∫
ω+λh

|∇u(y)|2dy ≤
∫

Ω

|∇u(y)|2dy ≤ ‖u‖2
H1(Ω).

Deci,∫
ω

|u(x + h)− u(x)|2dx ≤ |h|2‖u‖2
H1(Ω), ∀u ∈ C

1(Ω), (7.1)

∀h ∈ RN cu |h| suficient de mic. Cum C1(Ω) ⊂ H1(Ω) continuu,

rezultă că ∀u ∈ H1(Ω), ∃{un}n∈N ⊂ C1(Ω) a.̂ı.

un −→ u ı̂n H1(Ω) =⇒ un −→ u ı̂n L2(Ω). (7.2)
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Din (7.1) avem că∫
ω

|un(x + h)− un(x)|2dx ≤ |h|2‖un‖2
H1(Ω), ∀u ∈ C

1(Ω). (7.3)

Cum din (7.2) rezultă că un(·+h)−un(·) −→ u(·+h)−u(·) ı̂n L2(ω)

=⇒
∫
ω

|un(x + h)− un(x)|2dx −→
∫
ω

|u(x + h)− u(x)|2dx.

Folosind (7.3) şi (7.2) rezultă concluzia lemei.

Demonstraţia teoremei (continuare). Cum ∀u ∈ H1(Ω) =⇒ u ∈
L2(Ω) şi

‖u‖L2(Ω) ≤ ‖u‖H1(Ω),

ı̂nseamnă că ne mai rămâne să arătăm că ∀M mărgintă ı̂n H1(Ω)

=⇒ M relativ compactă ı̂n L2(Ω). Vom utiliza criteriul lui Fréchet-

Kolmogorov.

CumM este mărginită ı̂n H1(Ω) =⇒ (j) (pentru q = 2).

Pentru a demonstra (jj): ∀ω ⊂⊂ Ω deschisă avem∫
ω

|u(x + h)− u(x)|2dx ≤ |h|2‖u‖H1(Ω) ≤ C|h|2

(din lemă), ∀u ∈ M (deoarece ‖u‖H1(Ω) ≤ C, ∀u ∈ M), ∀h ∈ RN

a.̂ı. |h| < dist(ω, ∂Ω)

=⇒
(∫

ω

|u(x + h)− u(x)|2dx
)1

2

≤ C
1
2 |h| < ε,

dacă |h| < dist(ω, ∂Ω) şi |h| < C−
1
2ε. Deci, ∀ε > 0, ∃δ(ε) =
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min{C−1
2ε, dist(ω, ∂Ω)} a.̂ı. ∀h ∈ RN , |h| < δ(ε)

=⇒
(∫

ω

|u(x + h)− u(x)|2dx
)1

2

< ε, ∀u ∈M =⇒ (jj).

Pentru a demonstra (jjj) considerăm ω ⊂⊂ Ω deschisă. Avem că∫
Ω\ω
|u(x)|2dx ≤

(∫
Ω\ω
|u(x)|2·

p
2dx

)2
p
(∫

Ω\ω
1

p
p−2dx

)p−2
p

(aici p > 2 este dat de teorema precedentă de scufundare)

≤

[(∫
Ω

|u(x)|1·
p
2dx

)1
p

]2

m(Ω \ ω)
p−2
p ≤ C1‖u‖2

H1(Ω)m(Ω \ ω)
p−2
p

(din H1(Ω) ⊂ Lp(Ω))

≤ C1C
2m(Ω \ ω)

p−2
p < ε,

dacă m(Ω \ ω) < (C−1
1 C−2ε)

p
p−2 . Deci, ∀ε > 0, ∃ω ⊂⊂ Ω deschisă cu

m(Ω \ ω) < (C−1
1 C−2ε)

p
p−2 =⇒

(∫
Ω\ω
|u(x)|2dx

)1
2

< ε, ∀u ∈M

=⇒ (jjj) are loc.

Din criteriul lui Fréchet-Kolmogorov rezultă concluzia.

43



“Urma” unui element din H1(Ω)

Avem că C1(Ω) ⊂ H1(Ω) dens. Fie γ : C1(Ω) −→ L2(∂Ω), definit

prin

γ(u) = u|∂Ω.

Se poate demonstra că

‖γ(u)‖L2(∂Ω) ≤ C‖u‖H1(Ω), ∀u ∈ C1(Ω), (7.4)

unde C este o constantă pozitivă.

Cum C1(Ω)este un subspaţiu liniar şi dens al lui (H1(Ω), ‖ · ‖H1(Ω)),

rezultă că γ se poate prelungi ı̂n mod unic la γ : H1(Ω) −→ L2(∂Ω),

cu păstrarea liniarităţii şi a mărginirii (7.4), ∀u ∈ H1(Ω).

Observaţii. γ(u) este “urma” lui u ∈ H1(Ω). Se va nota simplu u

(atunci când nu există pericol de confuzie).

H1
0(Ω) = {u ∈ H1(Ω); γ(u) = 0 pe ∂Ω}.
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8 CURS 8

Inegalitatea lui Friedrichs-Poincaré. Fie Ω ⊂ RN deschisă şi

mărginită. Atunci există C ≥ 0 a.̂ı.

‖u‖L2(Ω) ≤ C‖∇u‖L2(Ω), ∀u ∈ H1
0(Ω).

Demonstraţie. Cum Ω este mărginită rezultă că

Ω ⊂ ×Nj=1[−aj, aj], unde aj ∈ (0,+∞).

Avem că ∀u ∈ C∞0 (Ω), ∀x ∈ Ω:

u(x) =

∫ xi

−∞

∂u

∂xi
(x1, ..., xi−1, s, xi+1, ..., xN)ds

=

∫ xi

−ai

∂u

∂xi
(x1, ..., xi−1, s, xi+1, ..., xN)ds

=⇒ |u(x)| ≤
∫ ai

−ai

∣∣∣∣ ∂u∂xi(x1, ..., xi−1, s, xi+1, ..., xN)

∣∣∣∣ ds
≤ (2ai)

1
2

(∫ ai

−ai

∣∣∣∣ ∂u∂xi(x1, ..., xi−1, s, xi+1, ..., xN)

∣∣∣∣2 ds
)1

2

(din inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz)

=⇒ ‖u‖2
L2(Ω) ≤ (2ai)

2‖∇u‖2
L2(Ω), ∀u ∈ C

∞
0 (Ω). (8.1)

Fie u ∈ H1
0(Ω) oarecare. Din densitatea lui C∞0 (Ω) ı̂n H1

0(Ω) rezultă

∃{un}n∈N ⊂ C∞0 (Ω) a.̂ı. un −→ u ı̂n H1
0(Ω)

un −→ u ı̂n L2(Ω), ∇un −→ ∇u ı̂n L2(Ω;RN)
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‖un‖L2(Ω) −→ ‖u‖L2(Ω), ‖∇un‖L2(Ω) −→ ‖∇u‖L2(Ω).

Din (8.1) rezultă că

‖u‖2
L2(Ω) ≤ (2ai)

2‖u‖2
L2(Ω), ∀u ∈ H

1
0(Ω) =⇒ concluzia.

Consecinţă. Cum ‖∇u‖2
L2(Ω)

≤ ‖u‖2
H1(Ω)

= ‖u‖2
L2(Ω)

+ ‖∇‖2
L2(Ω)

≤ (1 + C2)‖∇u‖2
L2(Ω)

, ∀u ∈ H1
0(Ω), rezultă că

u 7→ ‖∇u‖L2(Ω)

este o normă pe H1
0(Ω) şi este echivalentă cu cea moştenită de pe

H1(Ω).

De acum ı̂nainte, prin normă uzuală pe H1
0(Ω) vom ı̂nţelege

‖u‖H1
0 (Ω) = ‖∇u‖L2(Ω) =

(∫
Ω

|∇u(x)|2dx
)1

2

.

Observaţii. (H1
0(Ω), 〈·, ·〉) este un spaţiu Hilbert real, unde

〈u, v〉 =

∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx, u, v ∈ H1
0(Ω).

Inegalitatea lui Friedrichs-Poincaré are loc dacă Ω se găseşte ı̂ntre

două hiperplane paralele (nu este nevoie ca Ω să fie mărginită).
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Dualul lui H1
0(Ω)

Notaţie. (H1
0(Ω))∗ = H−1(Ω).

Teorema de caracterizare.

H−1(Ω) =

u ∈ D′(Ω); u = f +

N∑
j=1

∂fj
∂xj

, f, fj ∈ L2(Ω), j = 1, N

 .

Demonstraţie. Pentru orice u ∈ H−1(Ω), există F ∈ H1
0(Ω), ∀ϕ ∈

D(Ω) (teorema lui Riesz):

u(ϕ) = 〈F, ϕ〉H1
0 (Ω) =

∫
Ω

∇F (x)·∇ϕ(x)dx =

N∑
j=1

∫
Ω

∂F

∂xj
(x)

∂ϕ

∂xj
(x)dx

(notăm gj = ∂F
∂xj
∈ L2(Ω))

=

N∑
j=1

[
−
∫

Ω

gj(x)
∂ϕ

∂xj
(x)dx

]
=

N∑
j=1

[
−gj

(
∂ϕ

∂xj

)]
=

N∑
j=1

∂gj
∂xj

(ϕ)

=⇒ u =

N∑
j=1

∂gj
∂xj

ı̂n D′(Ω) =⇒ prima incluziune .

Să demonstrăm acum cea de-a doua incluziune. ∀u ∈ D′(Ω), u =

f +
∑N

j=1
∂fj
∂xj
, f, fj ∈ L2(Ω), j = 1, N , ∀ϕ ∈ D(Ω):

u(ϕ) = f (ϕ) +

N∑
j=1

∂fj
∂xj

(ϕ) = f (ϕ)−
N∑
j=1

fj

(
∂ϕ

∂xj

)
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=

∫
Ω

f (x)ϕ(x)dx−
N∑
j=1

∫
Ω

fj(x)
∂ϕ

∂xj
(x)dx

=⇒ |u(ϕ)| ≤ ‖f‖L2(Ω)‖ϕ‖L2(Ω) +

N∑
j=1

‖fj‖L2(Ω)‖∇ϕ‖L2(Ω)

≤M‖ϕ‖H1
0 (Ω) (din inegalitatea lui Poincaré; M ≥ 0).

Avem deci că ϕ 7→ u(ϕ) este operator liniar de la D(Ω) la R, ce

satisface

|u(ϕ)| ≤M‖ϕ‖H1
0 (Ω), ∀ϕ ∈ D(Ω).

Cum D(Ω) este densă ı̂n H1
0(Ω), rezultă că acest operator se poate

prelungi ı̂n mod unic (notându-l tot cu u) cu păstrarea liniarităţii şi

mărginirii, i.e. |u(ϕ)| ≤ M‖ϕ‖H1
0 (Ω), ∀ϕ ∈ H1

0(Ω). Deci, u = f +∑N
j=1

∂fj
∂xj

.

Observaţie. Dacă Ω ⊂ R deschisă şi mărginită şi x0 ∈ Ω, atunci

δx0 ∈ H−1(Ω) (deoarece δx0 = H ′(· − x0)).

Probleme la limită pentru ecuaţii eliptice

Lema lui Lax-Milgram. Fie V un spaţiu Hilbert real, V ∗ dualul

său şi a : V × V −→ R biliniară, continuă şi coercivă. Atunci,

∀f ∈ V ∗, ∃∗u ∈ V a.̂ı.

a(u, v) = 〈f, v〉V ∗,V , ∀v ∈ V.

Dacă ı̂n plus a este simetrică, atunci u este unicul punct de

minim (pe V ) pentru

1

2
a(v, v)− 〈f, v〉V ∗,V .
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Observaţie. Dacă a este biliniară, atunci este continuă dacă şi numai

dacă a este un operator mărginit, adică

∃M ≥ 0 : |a(u, v)| ≤M‖u‖V · ‖v‖V , ∀u, v ∈ V.

a este coercivă dacă ∃ω > 0 a.̂ı.

a(v, v) ≥ ω‖v‖2
V , ∀v ∈ V.

〈f, v〉V ∗,V este o altă notaţie pentru f (v).

Demonstraţia teoremei. Pentru orice u ∈ V , considerăm Au ∈ V ∗
definit prin

〈Au, v〉V ∗,V = a(u, v), ∀v ∈ V.
Este evident că pentru orice u ∈ V avem că v 7→ a(u, v) este un

operator liniar şi mărginit,

|〈Au, v〉V ∗,V | = |a(u, v)| ≤M‖u‖V ‖v‖V , ∀u, v ∈ V

=⇒ Au ∈ V ∗ şi ‖Au‖V ∗ ≤M‖u‖V , ∀u ∈ V.
Avem deci că A ∈ L(V ;V ∗) şi ‖A‖L(V ;V ∗) ≤M .

Va trebui să demonstrăm ı̂ntâi că ∀f ∈ V ∗,∃∗u ∈ V a.̂ı.

a(u, v) = 〈f, v〉V ∗,V ⇐⇒ Au = f

(adică A este operator bijectiv).

Injectivitatea lui A: Pentru orice u1, u2 ∈ V a.̂ı.

Au1 = Au2 ⇐⇒ a(u1, v) = a(u2, v), ∀v ∈ V

⇐⇒ a(u1 − u2, v) = 0, ∀v ∈ V.
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Pentru v = u1 − u2 obţinem că

0 = a(u1 − u2, u1 − u2) ≥ ω‖u1 − u2‖2
V

=⇒ u1 − u2 = 0V ⇐⇒ u1 = u2.

Deci, A este injectiv.

Surjectivitatea lui A: Cum A : V −→ V ∗ este un operator

liniar, rezultă că R(A) = A(V ) este un subspaţiu vectorial al lui V ∗.

Trebuie să demonstrăm că R(A) = V ∗. Vom arăta ı̂ntâi că R(A)

este un subspaţiu vectorial ı̂nchis (R(A) = R(A)) şi apoi că este un

subspaţiu dens ı̂n V ∗ (adică R(A) = V ∗).

Închiderea lui R(A): Pentru orice γ ∈ R(A), ∃{vn}n∈N ⊂ V a.̂ı.

Avn −→ γ ı̂n V ∗. Rezultă că {Avn}n∈N este un şir Cauchy ı̂n V ∗, i.e.

∀ε > 0,∃n(ε) ∈ N,∀n, p ∈ N, n ≥ n(ε) =⇒ ‖Avn+p − Avn‖V ∗ < ε.

Rezultă că

〈Avn+p − Avn, vn+p − vn〉V ∗,V ≤ ε‖vn+p − vn‖V
=⇒ ω‖vn+p − vn‖2

V ≤ a(vn+p − vn, vn+p − vn) ≤ ε‖vn+p − vn‖V
=⇒ ω‖vn+p − vn‖V ≤ ε.

Deci, {vn}n∈N este un şir Cauchy ı̂n V . Rezultă că există v ∈ V astfel

ca

vn −→ v ı̂n V =⇒ Avn −→ Av ı̂n V ∗.

Concluzionăm că γ = Av ∈ R(A). Deci, R(A) ⊂ R(A) şi deci R(A)

ı̂nchis ı̂n V ∗.

Densitatea lui R(A) ı̂n V∗: Raţionăm prin reducere la absurd.

Presupunem căR(A) este un subspaţiu vectorial nedens ı̂n V ∗. Rezultă

existenţa unui w∗∗ ∈ V ∗∗, w∗∗ 6= 0V ∗∗ a.̂ı.

〈Av,w∗∗〉V ∗,V ∗∗ = 0, ∀v ∈ V.
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Din teorema lui Riesz avem că există un unic w∗ ∈ V ∗ a.̂ı. ‖w∗‖V ∗ =

‖w∗∗‖V ∗∗ şi

〈v∗, w∗∗〉V ∗,V ∗∗ = 〈v∗, w∗〉V ∗, ∀v∗ ∈ V ∗.

Tot din teorema lui Riesz avem că există w ∈ V a.̂ı.

〈v, w∗〉V,V ∗ = 〈v, w〉V , v ∈ V

şi ‖w∗‖V ∗ = ‖w‖V . Avem deci că

0 = 〈Av,w∗∗〉V ∗,V ∗∗ = 〈Av,w∗〉V ∗ = 〈Av,w〉V ∗,V

=⇒ a(v, w) = 0, ∀v ∈ V.
Luând v := w şi utilizând coercivitatea lui a deducem că w = 0V .

Cum

‖w∗∗‖V ∗∗ = ‖w∗‖V ∗ = ‖w‖V = 0,

urmează că w∗∗ = 0V ∗∗; contradicţie.

Observaţie. Am folosit faptul că

〈v∗, w∗〉V ∗ = 〈v, w〉V ,

unde u,w sunt elementele din V care se identifică cu v∗, respectiv w∗

(prin teorema lui Riesz).

Partea a doua a demonstraţiei. Dacă a este şi simetrică, atunci

〈〈u, v〉〉 = a(u, v), u, v ∈ V

defineşte un produs scalar pe V care induce o normă echivalentă că

‖ · ‖V (pe care o notăm cu |‖ · ‖|).
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Fie u soluţia ecuaţiei a(u, v) = 〈f, v〉V ∗,V , ∀v ∈ V. Să demon-

străm ı̂ntâi că u este punct de minim pentru 1
2a(v, v) − 〈f, v〉V ∗,V pe

V . În adevăr

1

2
a(u, u)− 〈f, u〉V ∗,V ≤

1

2
a(v, v)− 〈f, v〉V ∗,V

⇐⇒ 1

2
〈〈u, u〉〉 − 〈f, u〉V ∗,V ≤

1

2
〈〈v, v〉〉 − 〈f, v〉V ∗,V

⇐⇒ 1

2
〈〈u, u〉〉 ≤ 1

2
〈〈v, v〉〉 − 〈f, v − u〉V ∗,V

⇐⇒ 1

2
〈〈u, u〉〉 ≤ 1

2
〈〈v, v〉〉 − 〈〈u, v − u〉〉

⇐⇒ 0 ≤ |‖u− v‖|2.
Deci, u este punct de minim pentru funcţionala de mai sus. De aseme-

nea rezultă că este unicul punct de minim.
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9 CURS 9

Problemă la limită cu condiţie Dirichlet omogenă

Considerăm problema

(D)

{
−∆u(x) + a0(x)u(x) = f (x), x ∈ Ω

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

unde f ∈ L2(Ω), a0 ∈ L∞(Ω) (Ω ⊂ RN este deschisă şi mărginită).

Definiţie. Spunem că u este o soluţie slabă (variaţională) pentru

problema (D) dacă

(i) u ∈ H1
0(Ω),

(ii)

∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx +

∫
Ω

a0(x)u(x)v(x)dx =

∫
Ω

f (x)v(x)dx,

∀v ∈ H1
0(Ω).

Observaţie. Cum s-a ajuns la aceasta ?

Condiţia (ii) s-a obţinut făcând un calcul formal. Am ı̂nmulţit (D)

cu v şi am obţinut:

−
∫

Ω

∆u(x)v(x)dx +

∫
Ω

a0(x)u(x)v(x)dx =

∫
Ω

f (x)v(x)dx.

Din formula lui Gauss-Ostrogradski (aplicată formal) obţinem∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx−
∫
∂Ω

∂u

∂n
(x)v(x)dσ +

∫
Ω

a0(x)u(x)v(x)dx

=

∫
Ω

f (x)v(x)dx.
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Pentru ca aceste integrale să fie corect definite apare natural ca u, v ∈
L2(Ω), ∇u,∇v ∈ L2(Ω;RN). Cum u = 0 pe ∂Ω rezultă condiţia

u ∈ H1
0(Ω) ((i)). Deci, v aparţine aceluiaşi spaţiu =⇒ v ∈ H1

0(Ω) =⇒
v = 0 pe ∂Ω =⇒

∫
∂Ω

∂u
∂n(x)v(x)dσ =⇒ (ii).

Teoremă. Dacă a0 ∈ L∞(Ω), a0(x) ≥ 0 a.p.t. x ∈ Ω şi f ∈ L2(Ω),

atunci problema (D) admite o unică soluţie slabă u. Mai mult, u

este unicul punct de minim pe H1
0(Ω) pentru

1

2

[∫
Ω

|∇v(x)|2dx +

∫
Ω

a0(x)|v(x)|2dx
]
−
∫

Ω

f (x)v(x)dx.

Demonstraţie. Fie V = H1
0(Ω), V ∗ = H−1(Ω),

a(u, v) =

∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx +

∫
Ω

a0(x)u(x)v(x)dx,

F (v) = 〈F, v〉V ∗,V =

∫
Ω

f (x)v(x)dx.

Avem că a : V × V −→ R este un operator biliniar. În plus,

|a(u, v)| ≤ ‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω) + ‖a0‖L∞(Ω)‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

(din inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz)

≤ (1 + C2‖a0‖L∞(Ω))‖u‖V ‖v‖V , ∀u, v ∈ V.

De asemenea

a(v, v) =

∫
Ω

|∇v(x)|2dx +

∫
Ω

a0(x)|v(x)|2dx ≥ ‖v‖2
V

(deci, a este coercivă cu ω = 1).
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Avem că F : V −→ R este operator liniar şi

|F (v)| ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω)‖v‖V , ∀v ∈ V

=⇒ F ∈ V ∗.
Din lema lui Lax-Milgram rezultă că există un unic u ∈ V = H1

0(Ω)

a.̂ı.

a(u, v) = F (v), ∀v ∈ V
(adică u este soluţie slabă pentru (D)).

Cum a este simetrică =⇒ u este unicul punct de minim pe V =

H1
0(Ω) pentru

1

2

[∫
Ω

|∇v(x)|2dx +

∫
Ω

a0(x)|v(x)|2dx
]
−
∫

Ω

f (x)v(x)dx.

Problemă la limită cu condiţie Robin neomogenă

Considerăm problema

(R)

 −∆u(x) + a0(x)u(x) = f (x), x ∈ Ω
∂u

∂n
(x) + α(x)u(x) = ϕ(x), x ∈ ∂Ω,

unde f ∈ L2(Ω), ϕ ∈ L2(∂Ω), a0 ∈ L∞(Ω), α ∈ L∞(∂Ω) (Ω ⊂ RN

este deschisă şi mărginită, cu frontiera ∂Ω de clasă C1 pe porţiuni).

Definiţie. Spunem că u este o soluţie slabă (variaţională) pentru

problema (R) dacă

(i) u ∈ H1(Ω),
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(ii)

∫
Ω

∇u(x) ·∇v(x)dx+

∫
Ω

a0(x)u(x)v(x)dx+

∫
∂Ω

α(x)u(x)v(x)dσ

=

∫
Ω

f (x)v(x)dx +

∫
∂Ω

ϕ(x)v(x)dσ, ∀v ∈ H1(Ω).

Observaţie. Cum s-a ajuns la aceasta ?

Condiţia (ii) s-a obţinut făcând un calcul formal. Am ı̂nmulţit (R)

cu v şi am obţinut:

−
∫

Ω

∆u(x)v(x)dx +

∫
Ω

a0(x)u(x)v(x)dx =

∫
Ω

f (x)v(x)dx.

Din formula lui Gauss-Ostrogradski (aplicată formal) obţinem∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx−
∫
∂Ω

∂u

∂n
(x)v(x)dσ +

∫
Ω

a0(x)u(x)v(x)dx

=

∫
Ω

f (x)v(x)dx.

Deci,∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx +

∫
∂Ω

α(x)u(x)v(x)dσ +

∫
Ω

a0(x)u(x)v(x)dx

=

∫
Ω

f (x)v(x)dx +

∫
∂Ω

ϕ(x)v(x)dσ

(adică(ii)). De asemenea este natural să cerem ca u, v ∈ H1(Ω) (de

unde şi (i)).

Teoremă. Dacă a0 ∈ L∞(Ω), a0(x) ≥ ρ > 0 a.p.t. x ∈ Ω,

f ∈ L2(Ω), α ∈ L∞(∂Ω), α(x) ≥ 0 a.p.t. x ∈ ∂Ω, ϕ ∈ L2(∂Ω),
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atunci problema (R) admite o unică soluţie slabă u. Mai mult, u

este unicul punct de minim pe H1(Ω) pentru

1

2

[∫
Ω

|∇v(x)|2dx +

∫
Ω

a0(x)|v(x)|2dx +

∫
∂Ω

α(x)|v(x)|2dσ
]

−
∫

Ω

f (x)v(x)dx−
∫
∂Ω

ϕ(x)v(x)dσ.

Observaţie. Asupra lui a0 s-a impus o condiţie mai tare decât nene-

gativitatea.

Condiţia la limită este de tip Robin neomogenă.

Demonstraţie. Fie V = H1(Ω), V ∗ = (H1(Ω))∗,

a(u, v) =

∫
Ω

∇u(x)·∇v(x)dx+

∫
Ω

a0(x)u(x)v(x)dx+

∫
∂Ω

α(x)u(x)v(x)dσ,

F (v) = 〈F, v〉V ∗,V =

∫
Ω

f (x)v(x)dx +

∫
∂Ω

ϕ(x)v(x)dσ.

Avem că a : V ×V −→ R este un operator biliniar. În plus, ∀u, v ∈ V :

|a(u, v)| ≤ ‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω) + ‖a0‖L∞(Ω)‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

+‖α0‖L∞(∂Ω)‖u‖L2(∂Ω)‖v‖L2(∂Ω)

(din inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz)

≤ ‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω) + ‖a0‖L∞(Ω)‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

+‖α0‖L∞(∂Ω)C
2
1‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω)

=⇒ a operator mărginit.
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De asemenea

a(v, v) =

∫
Ω

|∇v(x)|2dx +

∫
Ω

a0(x)|v(x)|2dx +

∫
∂Ω

α(x)|v(x)|2dσ

≥
∫

Ω

|∇v(x)|2dx + ρ

∫
Ω

|v(x)|2 = min{1, ρ}‖v‖2
V =⇒ a coercivă.

Avem că F : V −→ R este operator liniar şi

|F (v)| ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) + ‖ϕ‖L2(∂Ω)‖v‖L2(∂Ω)

≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖H1(Ω) + ‖ϕ‖L2(∂Ω)C1‖v‖H1(Ω)

=⇒ F mărginit. Deci, F ∈ V ∗.
Din lema lui Lax-Milgram rezultă că există un unic u ∈ V = H1(Ω)

a.̂ı.

a(u, v) = F (v), ∀v ∈ V
(adică u este soluţie slabă pentru (R)).

Cum a este simetrică =⇒ u este unicul punct de minim pe V =

H1(Ω) pentru
1

2
a(v, v)− F (v),

adică obţinem partea a doua a concluziei teoremei.

Observaţii. Condiţia a0(x) ≥ ρ > 0 a.p.t. x ∈ Ω a fost folosită ı̂n

demonstrarea coercivităţii lui a.

Dacă luăm α ≡ 0, atunci obţinem un rezultat pentru condiţia la

limită de tip Neumann.

58



10 CURS 10

Sisteme ortonormale ı̂n spaţii Hilbert

Propoziţie. Fie {un}n∈N∗ un sistem ortonormal ı̂n spaţiul Hilbert

real H. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) {un}n∈N∗ este complet;

(ii)
∞∑
n=1

|〈un, u〉|2 = ‖u‖2, ∀u ∈ H (identitatea lui Parceval);

(iii) u =

∞∑
n=1

〈un, u〉un, ∀u ∈ H.

Observaţie. {un}n∈N∗ ⊂ H este o bază ortonormală dacă {un}n∈N
este sistem ortonormal şi ∀u ∈ H , ∃∗{αn}n∈N∗ ⊂ R a.̂ı.

u =

∞∑
n=1

αnun.

(iii) ne spune că {un}n∈N∗ este bază ortonormală şi ne dă ı̂n plus că

αn = 〈un, u〉.

O serie de forma
∑∞

n=1 βnun, unde {un}n∈N∗ este bază ortonormală

şi βn ∈ R, se numeşte serie Fourier (̂ın raport cu baza {un}n∈N∗).
Demonstraţia propoziţiei. Să demonstrăm ı̂ntâi că (ii) =⇒ (i).

Pentru orice u ∈ H , 〈un, u〉 = 0, ∀n ∈ N∗ rezultă din (ii) că

‖u‖2 = 0 =⇒ u = 0H

şi deci {un}n∈N∗ este sistem complet.
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Să demonstrăm că (iii) =⇒ (ii).

Pentru orice u ∈ H , u =
∑∞

n=1〈un, u〉un

=⇒
N∑
n=1

〈un, u〉un −→ u ı̂n H

=⇒ ‖
N∑
n=1

〈un, u〉un‖2 −→ ‖u‖2 pentru N −→ +∞

⇐⇒
N∑
n=1

|〈un, u〉|2 −→ ‖u‖2,

adică

∞∑
n=1

|〈un, u〉|2 = ‖u‖2.

A rămas să demonstrăm că (i) =⇒ (iii).

Cum

0 ≤ ‖u−
N∑
n=1

〈un, u〉un‖2 = ‖u‖2 −
N∑
n=1

|〈un, u〉|2

=⇒
N∑
n=1

|〈un, u〉|2 ≤ ‖u‖2, ∀N ∈ N∗

=⇒
∞∑
n=1

|〈un, u〉|2 ≤ ‖u‖2 (inegalitatea lui Bessel).

Să arătăm că seria
∑∞

n=1〈un, u〉un este convergentă ı̂n H , adică şirul{∑N
n=1 |〈un, u〉un

}
n∈N∗

este Cauchy.
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În adevăr∥∥∥∥∥
N+p∑
n=1

|〈un, u〉un −
N∑
n=1

|〈un, u〉un

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
N+p∑

n=N+1

|〈un, u〉un

∥∥∥∥∥
2

< ε,

∀N, p ∈ N∗, N ≥ N(ε) (deoarece şirul {
∑N

n=1 |〈un, u〉|2}N∈N∗ este

Cauchy)

=⇒ ∃v ∈ H :

∞∑
n=1

〈un, u〉un = v

(H este spaţiu complet).

Să arătăm că v = u. Pentru aceasta vom demonstra că v − u este

ortogonal pe un, ∀n ∈ N∗. În adevăr

〈v − u, un〉 = 〈un, u〉 − 〈un, u〉 = 0, ∀n ∈ N∗.

Din (i) rezultă că v − u = 0H =⇒ v = u. Deci, are loc (iii).

Autovalori şi autofuncţii pentru operatorul −∆

Fie Ω ⊂ RN domeniu.

Definiţie. Spunem că λ ∈ C este o autovaloare pentru −∆ cu

condiţie Dirichlet omogenă pe ∂Ω dacă există ϕ soluţie nebanală pentru{
−∆ϕ(x) = λϕ(x), x ∈ Ω

ϕ(x) = 0, x ∈ ∂Ω.
(10.1)

O soluţie pentru (10.1) corespunzătoare unei autovalori λ se numeşte

autofuncţie corespunzătoare lui λ.

Teorema 10.1. Dacă Ω este mărginită, cu frontiera de clasă

C2, atunci există un sistem ortonormal complet {ϕn}n∈N∗ ⊂ L2(Ω)
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format din autofuncţii ale lui −∆ cu condiţie Dirichlet omogenă

la frontieră. De fapt{
−∆ϕn(x) = λnϕn(x), x ∈ Ω

ϕn(x) = 0, x ∈ ∂Ω

şi 0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ · · · , λn −→ +∞.

Observaţie. Toate autovalorile sunt reale, pozitive. Prima autova-

loare este simplă, celelalte autovalori pot avea multiplicitate > 1, dar

finită.

Dacă λk are multiplicitate r, atunci convenim să scriem λk+1 =

λk+2 = · · · = λk+r−1 = λk şi {ϕk, ϕk+1, ..., ϕk+r−1} autofuncţii orto-

gonale ı̂n L2(Ω) corespunzătoare lui λk.

Observaţie. Autofuncţiile ϕn ∈ H1
0(Ω).

Demonstraţia teoremei se bazează pe teoria Riesz-Schauder-Fredholm.

Aceasta ne asigură că dacă T : H −→ H este un operator liniar, com-

pact şi autoadjunct, atunci H admite o bază ortonormală formată din

autofuncţii ale lui T : {ϕn}n∈N∗ a.̂ı.

T ϕn = µnϕn.

În plus, orice autovaloare este

� reală,

� are multiplicitate finită,

� mulţimea autovalorilor este cel mult numărabilă şi are cel mult un

punct de acumulare şi acesta este 0

(deci avem fie un număr finit de autovalori, fie µn −→ 0).
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Demonstraţia teoremei (continuare). Pentru orice f ∈ L2(Ω), fie

ϕf ∈ H1
0(Ω) soluţia slabă a problemei De fapt{

−∆ϕ(x) = f (x), x ∈ Ω

ϕ(x) = 0, x ∈ ∂Ω
(10.2)

(existenţa şi unicitatea lui ϕf rezultă din lema lui Lax-Milgram). Fie

T : L2(Ω) −→ L2(Ω),

T f = ϕf , f ∈ L2(Ω).

Evident T este liniar. Să demonstrăm că este compact şi autoadjunct.

În adevăr, din (10.2) obţinem că∫
Ω

|∇ϕf(x)|2dx =

∫
Ω

f (x)ϕf(x)dx

=⇒ ‖ϕf‖2
H1
0 (Ω)
≤ ‖f‖L2(Ω)‖ϕf‖L2(Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω)‖ϕf‖H1

0 (Ω)

(din inegalitatea lui Poincaré)

=⇒ ‖ϕf‖H1
0 (Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω), ∀f ∈ L2(Ω).

Deci, ‖T f‖H1
0 (Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω), ∀f ∈ L2(Ω). Rezultă că pentru orice

mulţimeM⊂ L2(Ω) mărginită, T (M) este mărginită ı̂nH1
0(Ω) şi deci

relativ compactă ı̂n L2(Ω). În concluzie, T este operator compact.

Mai rămâne să arătăm că T este autoadjunct. Pentru orice f, g ∈
L2(Ω) avem că

〈T f, g〉L2(Ω) = 〈f, T g〉L2(Ω).

Cum ∫
Ω

∇ϕf · ∇ψdx =

∫
Ω

fψdx, ψ ∈ H1
0(Ω), (10.3)
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∫
Ω

∇ϕg · ∇ψdx =

∫
Ω

gψdx, ψ ∈ H1
0(Ω). (10.4)

Luând ψ = ϕg ı̂n (10.3) şi ψ = ϕf ı̂n (10.4), rezultă că∫
Ω

∇ϕf(x) · ∇ϕg(x)dx =

∫
Ω

fT gdx =

∫
Ω

gT fdx

=⇒ 〈f, T g〉L2(Ω) = 〈T f, g〉L2(Ω).

Deci, T este autoadjunct.

Din teoria Riesz-Schauder-Fredholm rezultă că avem o bază ortonor-

mală {ϕn}n∈N∗ ı̂n L2(Ω):

T ϕn = µnϕn,

adică ∫
Ω

∇(µnϕn) · ∇ψdx =

∫
Ω

ϕnψdx, ∀ψ ∈ H1
0(Ω)

=⇒ µn

∫
Ω

∇ϕn · ∇ψdx =

∫
Ω

ϕnψdx, ∀ψ ∈ H1
0(Ω).

Pentru ψ = ϕn =⇒ µn‖ϕn‖2
H1
0 (Ω)

= ‖ϕn‖2
L2(Ω)

=⇒ µn > 0.

Luând λn = 1
µn

obţinem concluzia teoremei.

Observaţie. Analog se arată existenţa unei baze ortonormale pentru

−∆ cu condiţii Neumann sau Robin omogene la frontiera ∂Ω.
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11 CURS 11

Ecuaţia căldurii (ecuaţia parabolică)

Deducerea ecuaţiei. Fie Ω ⊂ R3 un conductor termic. Notăm cu

u(x, t) temperatura acestuia ı̂n punctul x ∈ Ω la momentul t. Dacă

V ⊂⊂ Ω este un subdomeniu mărginit cu frontiera S netedă, atunci

“Cantitatea de căldură cedată de V , la momentul t, prin frontiera

S este dată de

Qc = −
∫
S

k(x)
∂u

∂n
(x, t)dσ (legea lui Fourier)”,

unde k(x) este conductivitatea termică.

Dacă există o sursă de căldură de intensitate F (x, t), atunci căldura

primită de V la momentul t este

Qp =

∫
V

F (x, t)dx.

Făcând bilanţul termic se obţine∫
V

[u(x, t + dt)− u(x, t)]ρ(x)c(x)dx =

∫
S

k(x)
∂u

∂n
(x, t)dx · dt

+

∫
V

F (x, t)dx · dt

(ρ(x) = densitatea, c(x) = căldura specifică)

=⇒
∫
V

u(x, t + dt)− u(x, t)

dt
ρ(x)c(x)dx =

∫
V

∇ · (k(x)∇u(x, t))dx

+

∫
V

F (x, t)dx.
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Alegând V = B(x0; r) ⊂ Ω =⇒
1

m(B(x0; r))

∫
B(x0;r)

∂u

∂t
(x, t)ρ(x)c(x)dx

=
1

m(B(x0; r))

∫
B(x0;r)

∇ · (k(x)∇u(x, t))dx

+
1

m(B(x0; r))

∫
B(x0;r)

F (x, t)dx

=⇒ ∂u

∂t
(x0, t)ρ(x0)c(x0) = ∇ · (k(x0)∇u(x0, t)) + F (x0, t).

Cum x0 ∈ Ω este arbitrar, rezultă că

∂u

∂t
(x, t)ρ(x)c(x) = ∇·(k(x)∇u(x, t))+F (x, t), x ∈ Ω, t ∈ I ⊂ R.

Dacă conductorul este omogen, atunci ρ(x) constant, c(x) constant,

k(x) constant, atunci

ρc
∂u

∂t
(x, t) = k∆u(x, t) + F (x, t), x ∈ Ω, t ∈ I

=⇒ ∂u

∂t
(x, t) =

k

ρc
∆u(x, t) +

1

ρc
F (x, t), x ∈ Ω, t ∈ I.

Printr-o rescalare se obţine

∂u

∂τ
= ∆u + f.

Vom studia următoarea problemă
∂u

∂t
(x, t) = ∆u(x, t) + f (x, t), x ∈ Ω, t ∈ (0, T )

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T )

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(11.1)
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unde T > 0, Ω ⊂ RN este un domeniu mărginit cu frontiera ∂Ω de

clasă C1.

Definiţie. Spunem că u este o soluţie slabă pentru problema (11.1)

dacă

(i) u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ C1((0, T ];L2(Ω)) ∩ C((0, T ];H1
0(Ω));

(ii)
d

dt

∫
Ω

u(x, t)ϕ(x)dx+

∫
Ω

∇u(x, t) ·∇ϕ(x)dx =

∫
Ω

f (x, t)ϕ(x)dx,

∀t ∈ (0, T ], ∀ϕ ∈ H1
0(Ω);

(iii) u(x, 0) = u0(x) a.p.t. x ∈ Ω.

Teorema 11.1. Dacă u0 ∈ L2(Ω) şi f ∈ C1([0, T ];L2(Ω)), atunci

există o unică soluţie slabă u pentru (11.1). Aceasta satisface∫
Ω

|u(x, t)|2dx +

∫ t

0

∫
Ω

|∇u(x, s)|2dx ds

≤ C

[∫
Ω

|u0(x)|2dx +

∫ t

0

∫
Ω

|f (x, s)|2dx ds
]

(C ≥ 0 este o constantă ce nu depinde de u0, f ; depinde doar de

Ω).

Dacă ı̂n plus u0 ∈ H1
0(Ω), atunci u ∈ C([0, T ];H1

0(Ω)).

Demonstraţie. Se va folosi următorul rezultat din teoria seriilor

Fourier:

Lemă. Fie X un spaţiu Hilbert real, {en}n∈N∗ o bază ortonormală şi

seria de funcţii
∞∑
n=1

cn(t)en, unde cn : [0, T ] −→ R continue.
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(j) Dacă

∞∑
n=1

cn(t)2 este uniform convergentă, atunci

∞∑
n=1

cn(t)en este

convergentă uniform ı̂nX la x : [0, T ] −→ X continuă şi ‖x(t)‖2
X =

∞∑
n=1

cn(t)2;

(jj) Dacă cn ∈ C1([0, T ]) şi
∞∑
n=1

cn(t)2 este uniform convergentă,

∞∑
n=1

c′n(t)2 este uniform con-

vergentă, atunci

∞∑
n=1

cn(t)en converge uniform la x : [0, T ] −→ X .

În plus,
∞∑
n=1

c′n(t)en = x′(t) ı̂n X

uniform ı̂n raport cu t ∈ [0, T ].

Demonstraţia teoremei 11.1 (continuare). Metoda este una con-

structivă. Se caută soluţia sub forma

u(x, t) =

∞∑
n=1

un(t)ϕn(x), (11.2)

unde un : [0, T ] −→ R, iar {ϕn}n∈N∗ este o bază ortonormală ı̂n L2(Ω),

formată din autofuncţii pentru −∆, cu condiţie Dirichlet omogenă la

frontieră. ϕn satisface{
−∆ϕn(x) = λnϕn(x), x ∈ Ω

ϕn(x) = 0, x ∈ ∂Ω
(11.3)
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(0 < λ1 < λ2 ≤ · · · , λn −→ +∞).

Observaţie. (2) poate fi văzută ca

u(t) =

∞∑
n=1

un(t)ϕn

(serie Fourier ı̂n L2(Ω) ı̂n raport cu baza {ϕn}n∈N∗).
Vom face acum un calcul formal. Pornim de la faptul că

u0 =

∞∑
n=1

u0nϕn ı̂n L2(Ω), (11.4)

unde u0n ∈ R (şi
∑∞

n=1 u
2
0n = ‖u0‖2

L2(Ω)
din identitatea lui Parceval).

Cum f ∈ C1([0, T ];L2(Ω)) =⇒

f (t) =

∞∑
n=1

fn(t)ϕn ı̂n L2(Ω), (11.5)

unde fn : [0, T ] −→ R, fn ∈ C1([0, T ]) şi

∞∑
n=1

fn(t)2 = ‖f (t)‖2
L2(Ω), ∀t ∈ [0, T ].

Calculul lui u0n şi fn: Din (11.4) şi (11.5) rezultă că

u0n = 〈u0, ϕn〉L2(Ω), fn(t) = 〈f (t), ϕn〉L2(Ω).

Vom face ı̂n continuare un calcul formal:

Din (11.2) avem că

∂u

∂t
=

∞∑
n=1

u′n(t)ϕn,
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∆u =

∞∑
n=1

un(t)∆ϕn =

∞∑
n=1

(−λn)un(t)ϕn,

f =

∞∑
n=1

fn(t)ϕn.

Din (11.1) şi din condiţia iniţială obţinem identificând coeficienţii că{
u′n(t) + λnun(t) = fn(t), t ∈ (0, T )

un(0) = u0n.
(11.6)

Soluţia problemei (11.6) este

un(t) = e−λntu0n +

∫ t

0

e−λn(t−s)fn(s)ds, t ∈ [0, T ]. (11.7)

Vom demonstra ı̂ntâi că u dat de (11.2), unde un este dat de (11.7),

este soluţie slabă pentru (11.1).
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12 CURS 12

Să ı̂ncepem prin a arăta că u ∈ C([0, T ];L2(Ω)). În adevăr, ∀t ∈ [0, T ]:

u(t) =

∞∑
n=1

un(t)ϕn ı̂n L2(Ω)

(un ∈ C([0, T ]) şi sunt date de (11.7)). Dacă arătăm că
∑∞

n=1 un(t)2

converge uniform, atunci din lema rezultă că u ∈ C([0, T ];L2(Ω)).

Pentru ∀t ∈ [0, T ]:

un(t)2 ≤ 2e−2λntu2
0n + 2

(∫ t

0

e−2λn(t−s)fn(s)ds

)2

≤ 2u2
0n + 2

(∫ T

0

|fn(s)|ds
)2

≤ 2u2
0n + 2T

∫ T

0

|fn(s)|2ds = αn

(constantă nenegativă). Din

un(t)2 ≤ αn,

∞∑
n=1

αn = 2‖u0‖2
L2(Ω) + 2T

∫ T

0

‖f (t)‖2
L2(Ω)dt,

rezultă că

N+p∑
n=N+1

un(t)2 ≤
N+p∑

n=N+1

αn < ε, ∀N, p ∈ N∗, N ≥ N(ε)

(cum
∑∞

n=1 αn este convergentă =⇒ ∀ε > 0, ∃N(ε) ∈ N∗, ∀N, p ∈
N∗, N ≥ N(ε) =⇒

∑N+p
n=N+1 αn < ε). Deci, şirul sumelor parţiale

pentru
∑∞

n=1 un(t)2 este uniform Cauchy, deci şi uniform convergent

=⇒ u ∈ C([0, T ];L2(Ω)).
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Să arătăm acum că u ∈ C((0, T ];H1
0(Ω)). Vom arăta de fapt că

∀θ ∈ (0, T ) avem că u ∈ C([θ, T ];H1
0(Ω)).

Din

u(t) =

∞∑
n=1

un(t)ϕn ı̂n L2(Ω) =⇒ u(t) =

∞∑
n=1

√
λnun(t)

ϕn√
λn

ı̂n H1
0(Ω).

Cum { ϕn√
λn
}n∈N∗ este o bază ortonormală ı̂n H1

0(Ω), este suficient

(̂ın virtutea lemei) să demonstrăm că
∞∑
n=1

λnun(t)2

este uniform convergentă pentru t ∈ [θ, T ], pentru a obţine concluzia.

În adevăr, avem că ∀t ∈ [θ, T ]:

λnun(t)2 ≤ λn

[
2e−2λntu2

0n + 2

(∫ t

0

e−2λn(t−s)fn(s)ds

)2
]

≤ 2λne
−2λntu2

0n + 2λne
−2λnt

∫ t

0

e2λnsds

∫ t

0

fn(s)2ds

(folosim că e2λnt ≥ e2λnθ ≥ 2λnθ)

≤ 1

θ
u2

0n + 2λne
−2λnt

e2λnt − 1

2λn

∫ T

0

fn(s)2ds

≤ 1

θ
u2

0n +

∫ T

0

fn(s)2ds = βn

(avem că
∑∞

n=1 βn = 1
θ‖u0‖2

L2(Ω)
+
∫ T

0 ‖f (s)‖2
L2(Ω)

ds este convergentă)

=⇒
∞∑
n=1

λnun(t)2 uniform convergentă pentru t ∈ [θ, T ]
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=⇒ u ∈ C([θ, T ];H1
0(Ω)).

Tot făcând apel la lemă se poate arăta că u ∈ C1((0, T ];L2(Ω)) şi

că ∀t ∈ (0, T ]:

du

dt
(t) =

∞∑
n=1

u′n(t)ϕn ı̂n L2(Ω). (12.1)

Rezultă deci că u satisface condiţia (i) din definiţia soluţiei slabe.

Vom demonstra ı̂n continuare că u satisface condiţia (ii). Din (12.1)

obţinem că

〈du
dt

(t), ϕ〉 =

∞∑
n=1

u′n(t)〈ϕn, ϕ〉, ∀ϕ ∈ H1
0(Ω),

unde 〈·, ·〉 este produsul scalar uzual pe L2(Ω). Pe de altă parte

〈∇u(t),∇ϕ〉 = 〈u(t), ϕ〉H1
0 (Ω), ∀t ∈ (0, T ].

Din

u(t) =

∞∑
n=1

√
λnun(t)

ϕn√
λn

ı̂n H1
0(Ω)

=⇒ 〈u(t), ϕ〉H1
0 (Ω) =

∞∑
n=1

√
λnun(t)〈 ϕn√

λn
, ϕ〉H1

0 (Ω)

=

∞∑
n=1

un(t)〈ϕn, ϕ〉H1
0 (Ω) =

∞∑
n=1

λnun(t)〈ϕn, ϕ〉, ∀ϕ ∈ H1
0(Ω).

Ţinând cont de dezvoltarea ı̂n serie Fourier a lui f rezultă (ii). Folosind

acum dezvoltarile Fourier ale lui u(0) şi u0, obţinem şi cea de-a treia

condiţie (iii).
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Deci, u este soluţie slabă pentru (11.1).

Unicitatea soluţiei slabe. Fie y o soluţie slabă pentru (11.1).

Rezultă că

y(t) =

∞∑
n=1

yn(t)ϕn ı̂n L2(Ω), t ∈ (0, T ]

(admite o dezvoltare Fourier). Cum y satisface (i) şi de aici urmează

că
dy

dt
(t) =

∞∑
n=1

y′n(t)ϕn ı̂n L2(Ω), t ∈ (0, T ].

Cum y satisface (ii) rezultă (pentru ϕ := ϕn):

y′n(t) + 〈y(t), ϕn〉H1
0 (Ω) = fn(t), t ∈ (0, T ]. (12.2)

Dar

〈y(t), ϕn〉H1
0 (Ω) = 〈

∞∑
m=1

ym(t)
√
λm

ϕm√
λm
, ϕm〉H1

0 (Ω)

= yn(t)‖ϕm‖2
H1
0 (Ω)

= λnyn(t).

Folosind relaţia (12.2) rezultă că

y′n(t) + λbyn(t) = fn(t), t ∈ (0, T ]. (12.3)

Pe de altă parte, din (iii) rezultă

yn(0) = u0n. (12.4)

Din (12.3) şi (12.4) concluzionăm că

yn(t) = e−λntu0n +

∫ t

0

e−λn(t−s)fn(s)ds, ∀t ∈ [0, T ].
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Deci, yn(t) = un(t), ∀t ∈ [0, T ] =⇒ y ≡ u =⇒ unicitatea.

Observaţie. Celelalte concluzii din teoremă rezultă de asemenea din

dezvoltările Fourier ale soluţiei ı̂n L2(Ω) şi H1
0(Ω).
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13 CURS 13

Ecuaţia undelor (ecuaţia hiperbolică)

Considerăm următoarea problemă
∂2y

∂t2
(x, t) = a2∆y(x, t) + f (x, t), x ∈ Ω, t ∈ (0, T )

y(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T )

y(x, 0) = y0(x), x ∈ Ω
∂y
∂t (x, 0) = y1(x), x ∈ Ω

(13.1)

unde T > 0, Ω ⊂ RN este un domeniu mărginit cu frontiera ∂Ω de

clasă C1. Aici a > 0.

Este ecuaţia unei membrane elastice (unde y(x, t)=amplitudinea

ı̂n x, la momentul t, a2=constanta elastică, f (x, t)=forţa verticală.

Condiţia la limită arată că membrana este fixată la frontieră.

Definiţie. Spunem că y este soluţie slabă pentru (13.1) dacă

(i) y ∈ C1([0, T ];L2(Ω)) ∩ C([0, T ];H1
0(Ω));

(ii) Funcţia t 7→
∫

Ω

dy

dt
(x, t)ϕ(x)dx este absolut continuă pentru orice

ϕ ∈ H1
0(Ω) şi

d

dt

(∫
Ω

dy

dt
(x, t)ϕ(x)dx

)
+ a2

∫
Ω

∇y(x, t) · ∇ϕ(x)dx

=

∫
Ω

f (x, t)ϕ(x)dx a.p.t. t ∈ (0, T ), ∀ϕ ∈ H1
0(Ω);

(iii) y(x, 0) = y0(x),
dy

dt
(x, 0) = y1(x) a.p.t. x ∈ Ω.
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Teorema 13.1. Dacă y0 ∈ H1
0(Ω), y1 ∈ L2(Ω) şi f ∈ C([0, T ];L2(Ω)),

atunci există o unică soluţie slabă y pentru (13.1).

În plus, ∫
Ω

∣∣∣∣dydt (x, t)

∣∣∣∣2 dx + a2

∫
Ω

|∇y(x, t)|2dx

≤ C

[
‖y0‖2

H1
0 (Ω)

+ ‖y1‖2
L2(Ω) +

∫ t

0

∫
Ω

|f (x, s)|2dx ds
]

(C ≥ 0 este o constantă).

Dacă f ≡ 0 =⇒∫
Ω

∣∣∣∣dydt (x, t)

∣∣∣∣2 dx +

∫
Ω

|∇y(x, t)|2dx este constantă.

Metoda de demonstraţie este aceeaşi ca ı̂n cazul ecuaţiei parabo-

lice.

Se caută soluţia sub forma

y(x, t) =

∞∑
n=1

un(t)ϕn(x).

Făcând calculele formal obţinem

∂2y

∂t2
(x, t) =

∞∑
n=1

u′′n(t)ϕn ı̂n L2(Ω),

∆y(x, t) = ∆

( ∞∑
n=1

un(t)ϕn

)
=

∞∑
n=1

un(t)∆ϕn =

∞∑
n=1

(−λn)un(t)ϕn.
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Avem că

f (t) =

∞∑
n=1

fn(t)ϕn,

y0 =

∞∑
n=1

y0nϕn

y1 =

∞∑
n=1

y1nϕn.

Rezultă că 
u′′n(t) + λna

2un(t) = fn(t), t ∈ (0, T )

un(0) = y0n

u′n(0) = y1n.

Avem deci o ecuaţie diferenţială de ordinul al doilea. Soluţia este dată

de

un(t) = y0n cos a
√
λnt +

y1n

a
√
λn

sin a
√
λnt

+
1

a
√
λn

∫ t

0

fn(s) sin a
√
λn(t− s)ds.

Faptul că y satisface (i)-(iii) se demonstrează folosind lema.
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