Ecuatii cu Derivate Partiale

Note de curs

Sebastian Anita
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1 CURS1

Se vor studia urmatoarele tipuri de ecuatii:

e Ecuatii eliptice de forma
Au(z) = f(x)

e Ecuatii parabolice de forma
Wi, t) — k(e 1) = f(a,1)

(k € (0,+00))
e Ecuatii hiperbolice de forma

82
8_75(;57 t) — kAu(z,t) = f(z,1)

Vor fi foarte utilizati urmatorii operatori diferentiali:
Gradientul:

_ (99 dg dg
Voto) = (S0 L0 52 a)).
unde x = (21, Tg, ..., vy) € RY (N € N¥), iar g este o functie scalara;
Divergenta:
J 0 0
VGl = (s gt o)+ (Gala), Gafa) e, Galo)

B aGl (9G2 a(;1]V
= Ba x) + 970 (x) + + . (x),

unde G = (G, Go, ..., Gy) este o functie vectoriala.
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Laplaceanul:

0%g 0%g 0%g
Ag(z) =V -Vg(z) = @(ﬂf) + @(x) et 5,?(33)
1 2 N

(V-V=A).
Ecuatiile se vor studia Impreuna cu conditii la limita si cu conditii
initiale (in cazul celor de evolutjie).

Reamintim cateva rezultate utile:
Fie 2 ¢ RY o multime deschisa si marginita, cu frontiera 9 sufi-
cient de neteda.

e Daca 0 are ecuatia ¥(x) = ¢ (c este o constanta), atunci

~ Vi(x)
o) = 1)

este un versor normal la €2 in x (notatii: |-| este norma euclideana,
iar 5 = éz, unde d € R*, z € RY)

e Dacd Q = B(xg;r) (unde 29 € RY, r > 0, B(xg;r) = {x €
r — Xy

RY: |z — x| < r}), atunci n(x) este un versor normal

: . |z — |
orientat spre exterior

e Teorema divergentei. Daca F € C*(Q;RY), atunci

vamm—ég@@mm

unde n(x) este versorul normal la 92 in x, orientat spre exterior



e Teorema lui Gauss-Ostrogradski. Daca u € C?*(Q), v €
C(Q), atunci

ou
/QAu(x)v(a:)dx = — /Q Vu(x) - Vou(z)dr + ” a—n(x)fv(:c)da,
unde
ou, . ulr+hn(r) —ulx)
8—n(x) hlggl_ p = Vu(x) -n(x), x € 0

este derivata normala a lui v In © € 0f)

e Teorema lui Green. Daca u, v € C?*(Q), atunci

/Q[Au(a:)v(:v)—u(x)Av(x)]dx = /(99 [%(m)v(m) — u(x)g—:;(x) do.

Integrala Lebesgue (recapitulare)

Vom utiliza o serie de notiuni si rezultate din teoria integralelor Lebesgue
(vezi [H. Brezis]) si a spatiilor LP(€2), 1 < p < +00. Reamintim doar
cateva dintre acestea:

Fie Q ¢ RY o multime masurabila.

Teorema convergentei monotone (Lebesgue-Beppo Levi).
Daca f, : €2 — R este un sir de functii masurabile a.i.

{ falx) >0 apt xzeQ, VneN,
falz) 7 f(x) apt,

atunci f este masurabila si

/Q fulz)de —s /Q f(a)dz.



Lema (Fatou). Daca f, : 2 — R este un gir de functii masurabile
al fu(z) >0apt €, Vne N, atunci

liminf/an(a:)da: > /Qliminffn(x)d:c.

Teorema convergentei dominate (Lebesgue). Daca f, :
() — R este un sir de functii masurabile a.l.

folz) — f(x) apt. x €,
|fu(x)] < g(x) apt. x €, VneN,
g € L(Q),

atunci f € LYQ) si

/Q fulz)dz — /Q fla)dz.

Integrala Lebesgue de suprafata

Fie f : [ = 00 — RY continua, unde 2 C RY este un domeniu
marginit, cu frontiera de clasa C*. Consideram o acoperire finita cu
deschisi a lui I', i.e. T' C Ué?:lUj, unde U; sunt deschisi din RY. In
plus

Fj =1'N UJ’ TN = ng(ﬂfl,LUQ, ...,xN_l)
(¢; : D; € RY1 — R sunt de clasa Ct, o(x1, 29, ..., oy_1) <
ry, Vo € Uj N €, go(xl,ajg,...,:v]v_l) > xy, Vo € Uj M ECCt(Q),
o(x1, 29, ..., xN_1) = zn, Vo € U;NT; de fapt avem o ecuatie explicita
pentru I';).



A

Consideram functiile o; € C§°(U;) a.l.
p

a;(z) >0, Zozj(x) <1, VzeR",
j=1

L_1aj(z) = 1in vecinatatea lui I' (partitia unitatii).

Avem ca f =" a;f; notam cu f; = a; f.
Se defineste

/Pf(:zj)da = ;/Dj fi(z1, ., enor, (21, 20, .., xN—1))

2 2 2
O0x1 0o Orn_1







2 CURS 2

Ecuatii eliptice

Vom deduce pentru inceput ecuatia stationara a caldurii.
Consideram un conductor termic aflat in regim termic stationar. Notam
cu u(z) temperatura acestuia in punctul x € Q. Daca zp € Q si
V = B(xg;e) C 2, S = 0B(x¢;€), atunci avem din legea lui Fourier
“Cantitatea de caldura cedata de V' (prin frontiera S) este data de

au 7
Q= [ Hagria)do

— dQ = —kg—Zda.

Aici k(x) este conductivitatea termica in x. Daca exista si o sursa
de caldura de intensitate f(x), z € (), atunci din teorema divergentei
avern

0= /V Fla)dr = — /5 k(x)%(a;)da: _ /S k(2)Vu(z) - n(x)do
= — /V V- (k(x)Vu(z))dz.

Facand pe ¢ — 0 &i tinand cont ca x( este arbitrar in €2, obtinem
—V - (k(z)Vu(z)) = f(x), =z €. (2.1)
Daca corpul este omogen (k constanta), atunci
—kAu(x) = f(x), x= €.
Observatie. Prin renotari si particularizari se obtin:
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Ecuatia lui Laplace: Au(z) = 0,

Ecuatia lui Poisson: Au(x) = f(x).

Conditii la limita Ecuatiilor eliptice li se asociaza conditii la
limita. Cele uzuale sunt urmatoarele:

e Conditia Dirichlet: u(x) = p(x), x € 92 (semnifica faptul ca se
cunoaste temperatura la suprafata conductorului),

ou

e Conditia Neumann: —(x) = ¢(x), x € 95 (arata ca se cunoaste

fluxul de caldura prin frontiera conductorului; daca ¢ = 0, atunci
conductorul este izolat termic),

ou
e Conditia Robin: a—(az) + a(x)u(x) = ¢(x), © € I (arata dupa
n
o rearanjare ca fluxul de caldura prin frontiera este proportional
cu diferenta de temperatura dintre conductor i mediul ambiant).

Problemele la limita de care ne vom ocupa sunt urmatoarele:

{ Au(z) = f(z), x€Q
u(x) = o(x), x € 05,

Au(x) = f(x), x€Q
(

Ola) = plr), we 00,
Au(zx) = f(x), x € 2

%(:1:) + a(x)u(zr) = p(x), © € .

Observatie. Ecuatia eliptica (2.1) descrie si difuzia gazelor in regim
stationar. Daca notam cu y(x) densitatea unui gaz aflat intr-o incinta
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Q C R? cu D(z) coeficientul de difuzie si cu f(z) intensitatea unei
surse de gaz, atunci din legea lui Nernst se deduce exact ca mai sus ca

=V (D(x)Vy(z)) = f(z), =€

Semnificatiile pentru conditiile la limita sunt analoge celor din cazul
propagarii caldurii.

Solutia fundamentala a operatorului Laplace

Fie N € N, N > 2 i functia E : RV \ {0y} — R,
1
— In ||, N =2
Blz)=q 2"

— N >3
(N = 2wyl|z[V=2 -

unde wy este aria sferei unitate {x € RY; |z| = 1}.
Aceasta functie se numeste solutia fundamentala a operatorului Laplace.

Teorema 2.1. Functia E are urmatoarele proprietat:
(i) E € C®RY \ {0n}),

(ii) AE(z) =0, Vo € RY\ {0y},

(111) AE = by, .

Aici, d,, este distributia Dirac concentrata in . Vom vedea ca, de fapt,
proprietatea (7i7) este cea care justifica pentru E numele de solutie
fundamentala a operatorului Laplace.

Demonstratia teoremei. Vom demonstra (i) si (ii) pentru cazul
N > 3, lasand ca exercitiu cazul N = 2.
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(i) Functia E este definita pe RY \ {Ox}. Sa calculam derivatele de
ordinul intai si al doilea ale lui E. Pentru orice x = (x1, xo, ..., xy) €
RY\ {Ox} avem ca

1 _
Bla) =~y g @ e ak) T
23 L 2 2 \— 4 1 ~-N TN
- _ _|_ _|__|_ 2 S —= . , \v/::l’N
&Uj(x) wN(xl Lo Ty) 2T; wa]’a:‘ J
51 deci .
VE(z) = —lz| V.

WN

Derivand inca o data se obtine ca
O°F 1 N
e F Y PR e[|~ (NH2) -

axzaxj(x) WN{5ZJ|£U| N$Z$]|$| ]7 VZ,] € {1727 "'7N}7

unde 9;; este simbolul lui Kronecker.

Ceea ce s-a obtinut sugereaza ca are loc urmatorul rezultat (care se
demonstreaza prin inductie completa):

Vk € N, Va = (ay,ag, ...,ay) € NV (un multiindice de derivare),
cuap+as+ -+ ay < kavem ca

DYE(x) = Pyp(x)|z| N2 v e RV \ {0y},

unde P, ;. este o functie polinomiala de x = (x4, za, ..., xy).
Acest rezultat arata ca £ € C®(RN \ {0n}).
(i) Am aratat la (i) ca Vo € RY \ {0y}, V5 € {1,2,..., N }:
O°E 1 ~N 21 | —N—2
a—x?(x)zm[!x\ —ij\$| ],
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de unde, prin sumare obtinem ca AFE(x) = 0.
Pentru (iii) se va utiliza urmatorul rezultat auxiliar:

Lema 2.2. Dacd Q2 C RY deschisa, marginitd, cu frontiera O) de
clasa C*t, atunci, pentru orice u € C*(Q):

ou OE(x —y)
[ duw By | By S e, [ = yin,

Jou(z), xe€Q
B { 0, r € RY\ Q.
Demonstratia lemei va fi prezentata in urmatorul curs.
Demonstratia teoremei (continuare).
(iii) Consideram ¢ € C°(RY) oarecare, dar fixat. Fie R > 0
1. supp(p) C B(On; R) = €. Aplicand lema 2.2 (pentru u = ¢,

a.
x = On) obtinem

0 OF (—
[ sewrway- [ e+ [ ey,
QO o9 Ty o0 Oy
= ¢(0n).
Cum 5_72(3/) = p(y) =0, Yy € 09, rezulta ca

/QAsO(y)E(y)dy = o(0y), Ve e CFRY),

adica AL = 0y,

13
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3 CURS 3

Demonstratia leme:r. Pentru claritate vom prezenta demonstratia in

cazul N = 3.
Daca x € (2, atunci exista gy > 0 astfel incat B(x;e0) C Q. Con-
sideram un € € (0, gy) arbitrar, dar fixat i notam cu

Q. =Q\ B(x;e).

Aplicand formula lui Green pentru functiile (de variabila y) u(y) si
E(x — y) si domeniului )., se obtine ca

| Suw B =y~ [ (B - y)uty)dy

Q

— / u (v)E(xr —y)do, — / OE(z — y)u(y)day
0

Folosind ca 0€). = 02U 0B(x;¢), iar pentru orice y € 0B(x;¢) avem
ca versorul normal la 0€). orientat spre exteriorul lui €2, este de fapt
versor normal la OB (x; €) orientat spre interiorul lui B(x¢; €), deducem

ca
ou ou
= —yEa:—yda—/ —(y)E(r — y)do
| @B o, — [ LB =y,
OE(x —y) / OE(x —y)
— u(y)do, + u(y)do,.
[ o oy [ Sy,
Cum A E(x —y) =0, Vy € €2, rezulta ca

ou OE(x —y)

/Q Au(y)E(x—y)dy—/aQ E(:z:—y)a—ny(y)daer/aQ on, u(y)do,

15



= —/ Ou (y)E(:U—y)day+/ OE(x - y)u(y)d0y° (3.1)
0

B(x;e) any 0B(x;e) any
Avem ca
ou 1 1
—(y)E(x —y)do,| = — / Vu(y) - n(y)——do
/8B(x;€) 8”1/ ! dm 0B(z:¢) ‘y - .’L" !
1 1 M
< . Zdo, < - m(0B(z:
< G VU )] oy < Zm(@B )

(am folosit marginirea lui Vu pe Q; m(0B(z;¢)) = 4me? este aria
sferei {y; |y — x| =¢})

= Me — 0, pentru € — 0. (3.2)
Pe de alta parte

OE(x —vy) 1
u(y)do, = — V,(E(x—1vy)) nlyu(y)do
/33(:6’;6) ony (W)doy AT JoB(w:e) B y)) - nly)uly)de,

1 y—xr yYy— 1
_ L Loy = [l
dm 0B(z:¢) ‘y - x‘g ’y - ZC’ ! dme? 0B(x;e) !

— u(x), pentru € — 0, (3.3)

deoarece u este continua in .
Din (3.1), (3.2) si (3.3) deducem (facand pe € — 0) concluzia lemei
n cazul z € .

Daca z € RV \ Q, atunci aplicand formula lui Green pentru functiile
(de variabila y) u(y) si E(x — y) si domeniul €, se obtine concluzia.

Observatie. Se poate demonstra analog ca

ou
/QAU(y)E@S —y)dy — /aQ E(x — y)a—ny(y)d%
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OE(x —y) _ ulz) »
+/m on, u(y)do, = R daca z € 0.

Solutii generalizate pentru ecuatii eliptice.
Spatii de distributii

Fie 2 C RY deschisa si spatiile de functii
Cy () = {p € CH(Q); supp(p) C Q, supp(p) compact}, k€N,

Co(8) = {e € C%(Q); supp(p) C €2, supp(p) compact}.
Se mai foloseste notatia D(Q2) = C5°(2).
Pentru orice a = (o, g, ..., ay) € NV (multiindice de derivare) se
noteaza |a| = a; + as + -+ - + ay s
0t 0™ OUN
) o).

Un exemplu netrivial de element al spatiului D(RY) este urmatorul

_1
90(55) = { e|x‘2_17 ‘ZL" <1,

0, x| > 1.

D%p(x)

Mai mult, avem ca supp(¢) = B(0y; 1).
Observam pentru inceput ca CF(€) si C°(€2) sunt spatii vectoriale
peste R.

Definitie. Un operator liniar u : D(Q2) — R este o distributie
(“functie generalizata”) daca

pentru orice gir {@, tneny C D(2) cu proprietatile urmatoare
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(i) AK C €2, o multime compacta a.l.
supp(pn) C K, VYn €N,

(ii) D%p, — 0 uniform pentru orice multiindice a.
Notam cu
D'(Q) = {u:D(Q) — R; u distributie}.
D'(2) este un spatiu vectorial peste R.

Urmatorul rezultat ne da o caracterizare extrem de utila a distributiilor.

Proprietate. Fie operatorul liniar u : D()) — R. Urmatoarele
afirmatic sunt echivalente

(j) u este distributie;
(1) VK C Q compactd, ICx > 0, £ € N:
lu(p)| < Ck Z sup |D%(z)], Ve € D(Q), supp(p) C K.

al<(x reK

Demonstratie. Este evidenta implicatia (j7) = (j).
Pentru a arata (j) = (jj) vom rationa prin reducere la absurd.

Presupunem ca exista o multime compacta K C Q a1 VC > 0,V/ €
N, 3¢ € D(2), supp(p) C K:

[u(g)] > C Y sup |Dp()].
MgEIEK
Pentru orice n € N* consideram C' = ¢ = n si ¢, € D(S), supp(p) C
K ai.

L= Julp,)| > n S sup D, (a)].

]algn zeK

18



Rezulta ca pentru orice multiindice o
1
Sup\D pn(z)| = sup [Dy(z)| < —, Vn >|qf
e reK n

si de aici D%p,, — 0 uniform, Va multiindice.
Pe de alta parte este evident ca u(p,) #— 0 si cu aceasta am ajuns
la o absurditate.

Oricarei functii f € Ly, () ise asociazd uy € D'(Q), definita astfel

loc

/f )dz, Vo € D().

Vom identifica in continuare pe uy si f si astfel vom putea spune ca
orice functie local integrabila este o “functie generalizata”, i.e.

Se pune intrebarea fireasca daca avem si incluziunea inversa. Raspunsul
la aceasta intrebare este negativ. Se poate arata ca distributia lui Dirac
(concentrata in zy € 2):

Oug(p) = plw0), Vo € D(Q),

nu este de forma ug, unde f € Ly, (Q) (Af € L, (Q) al 0, = uy).
Deci,

Lio () # D'(52).

19
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4 CURS 4

Regularizarea functiilor

Fie p € D(RY) ce satisface

p(x) >0, Vo € RY,  supp(p) € B(0y;1), /N plx)dr =1
R

(p este o functie regularizanta sau “mollifier”).

Functia ( )
P\T N
plx) = , ¢€eR",
(@) Jry e(y)dy
unde )
eld?-1 x| < 1
) = Y
i {o, 2] > 1,

satisface conditiile de mai sus.

Definitie. Dacau € L}OC(]RN ), atunci pentru orice & > 0 se defineste

regulatizanta lui u astfel

uela) = / ule—ey)ply)dy, Ve e R

Facand schimbarea de variabila

r—z

1
dy = (=) —dz

xT—ey=z=—y= N7

obtinem ca

1 _
u-(z) = 6_N/RN u(z)p (95 - Z) dz, Vo € R,
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Cum p € C°(RY), rezulta ca u. € C*°(RY).
Teorema 4.1. Dacd f € LP(RY), 1 < p < +o0, atunci

fo— f in LP(RY), pentrue — 04 .

Demonstratie. Avem ca

[ to-sapar= [
_ /R )

_ _ p q ‘
< [ = s ([ ) ae

(unde ]lg + % = 1 daca 1 < p < +oo; altfel se majoreaza p(y))

p
dx

flz—ey)ply)dy — [ f(z)p(y)dy
RN RN

[ G = ety

p

dx

<M / - / e —ey) ~ f@Pdedy. (41)

Cum f € LP(RY) = [on |f(z+h)— f(2)[Pdz — O pentru h — Oy
Daca notam

00) = [ 1f =)= S

atunci rezulta ca g-(y) — 0 a.p.t. y € B(On; 1) si cum

020 <0 [ Vw-zpiss |

RN

s
=20 /]RN |f(x)|Pdz  a.pt. y e B0y;1),
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atunci din teorema convergentei dominate (Lebesgue) rezulta ca

/ / (x —ey) — f(z)Pde dy — 0, pentrue — 0+ .
B(0y;1) JRY
Din (

4.1) rezulta concluzia teoremei.
Observatii. Daca f € L®(R") atunci f. € L=(R") si in plus

[ fell ooy < M fllpoomay, Ve > 0.
Daca f € L}, .(RY) si supp(f) C K, atunci

supp(fe) C K + B(0x;¢).

Teorema 4.2. Dacd Q C RY este deschisd si marginitd si dacd
1 < p < +o0, atunct

C>®(Q) C LP(Q) dens.
Demonstratie. Fie f € LP() si

flx), ze€Q
0, r e RY\Q

(prelungire a lui f). Este evident ca f e LP(RY) gi deci f- € C®(RN)
— f.|g € C°(Q), Ve > 0. In plus,

fo— fin LPRY) = f.|og — flo = f in LP(Q), (4.2)

pentru € — 0+.
Cum C™(Q) C LP(Q), folosind (4.2) tragem concluzia.
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Observatie. Se poate arata ca avem in plus

C(QQ) € LP(©2)  dens.

Teorema 4.3. Fie Q C RY deschisd si f € L} (Q) a.i.

loc

/Qf(a:)gp(a:)dx =0, Ve D).

Atunci, f(x) =0 a.p.t. x € .
Demonstratie. Fie r > 0 ai. B(xg;r) C Qsi

[ sgn f(x), x € B(zgr)
Plz) = { 0, v € RV \ B(xg;r).

Pentru orice 0 < € < dist(B(xg;7),02) avem ca
e € D(Q),  supp(the) C Blxo;r) + B(On;e).

Din definitia lui . avem ca

V()| = /RN sgn f(x — €y)p(y)dy‘ < /RN p(y)dy =1, VzeRY.

Din ipoteza teoremei avem ca

0= / F(@)u(z)dr = / S - / . f<x>zi<sc)>dx
3

(V0 < € < g9 < dist(B(xg;r),00)). Fie un sir €, — 0+. Avem ca
Ve, — ¥ apt. Cum flpuyriey) € L' (B(xo;r + €0)), rezulta din

(4.3) ca
— dr = d
0 / s / @)
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i deci f(z) =0 a.p.t. z € B(zg;r). Concluzionam ca f(x) =0 a.p.t.
x € S
Consecinta. Dacd Q@ C RY deschisd si xy € ), atunci Opy &
L ().

loc
Demonstratie. Rationam prin reducere la absurd.

Presupunem ca exista f € Lj .(Q) al. 0, = f in D'(Q). Rezultd

| f@ipta)ds = pla), Vo€ D), (4.4
De aici deducem ca Vo € D(Q\ {x}):

/ flx)p(x)de =0 = f(z)=0apt z € Q\{x}.
Q\{zo}

Din (4.4) rezulta ca
0=(xg), Ve € D(); absurd.

Deci, L, .(Q) # D'(Q2) (04, este o “functie generalizatd” care nu este si

loc

functie (din Lj, ().
Derivatele distributiilor

Fieu € D'(Q), ¢ € D(Q) 51 a = (ay, ag, ..., ay) € NV,
Definitie.
Du(ip) = (=1)"lu(D%),
unde D% este derivata lui ¢ in sens clasic.
Observam ca D% € D’'(€2) (satisface conditia de caracterizare a

distributiei, cu acelasi C'k si cu £ = Lg + |al).
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Exemplu. Daca H este functia lui Heaviside, atunci
D'H=H'=4.

Demonstratie. Cum H € L (R), rezulta ca H € D'(R) si din
definitia derivatei

D'H(¢) = ~H(D'y) = ~H() = - [ Hw)yla)do

(am folosit faptul ca H € L, (R))

:_Amwgmxz—ﬂw)=wﬂD=ﬂw-

Observatie. Dacia f € L (RY), f derivabild in raport cu z; si

0
83{7 e L}, (RY), atunci

o _8f A ! N
D f—axj in D'(R™),

unde o = (0;;)i=1,..n (derivata in sensul teoriei distributiilor coincide

.....

cu derivata clasica).
Demonstratie. Vo € D(RY):

D'fig) = ~1(D") = = | fw)5E e
of of
- [ t@eladia = 5L

(am integrat prin parti si am folosit ca 8f € L} (RY)). De aici rezulta
concluzia.
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5 CURS S5

Definitie. Spunem ca E € D'(RY) este solutie fundamentala a
operatorului diferential P(D) daca

P(D)E = 6.

Observatie. Functia E definita in cursul 1 este solutie fundamentala
N
82
a operatorului Laplace: A = —.

Spatii Sobolev

Definitie. Fie ) o submultime a lui RY gi m € N*.
H™Q) = {u € L*(Q); D*u € L*Q), Va € N, |a| < m},

unde D® este derivata lui w 1n sensul teoriei distributiilor.

Observatia 1. Dacd u € L*(Q), atunci u € L; () C D'(9) si deci
exista D% € D'(), Va € NV,
Ce inseamnd ca D%u € L?(Q2) ?

[nseamna ca exista g, € L*() (= g0 € D'(Q)) si ca D% = g,
in D'(Q), ie.

(Du)(¢) = galp), Vo € D(Q) <> (—1)u(D%) = gu(y)

= (1) / u(2) D% (x)dz = / ga(@)p(z), Vg € D(Q).

27



Observatia 2. H™(f)) se numesc spatii Sobolev. Se mai noteaza
H™(Q) = W™2(Q).
H™(S)) sunt spatii vectoriale peste corpul R.

Teorema 5.1. (H™(Q);(-,-)) este un spatiu Hilbert, unde

/Do‘f \Dg(z)dz, f,g € H™Q).

la|<m

Demonstratie. Folosind faptul ca D* : D'(2) — D'(Q)) este un
operator liniar, se poate verifica imediat ca (-, -) este un produs scalar
m H™(Q).

Fie || - || m(q) norma indusa de produsul scalar. A ramas sa demon-
stram ca orice gir Cauchy este convergent.

In adevér, orice sir Cauchy {up bney C H™(Q) verifica

Ve >0, dn(e) e N, Vn,p e N, n > n(e) =

Hun+p—unH§qm Z /\Do‘un+p — D%, (z)*dz < €* (5.1)

la|<m

— Z | D"y — Do‘unH%g(m < e

la|<m

Deci, {D%uy, }nen este sir Cauchy in L?(Q) (Va € NV, |a| < m).
Cum L?() este un spatiu Banach, concluzionam ca Ju € L*(Q),
39, € L*(Q) (pentru orice a € NV o] < m) a.l.

Uy — U in L*(Q)

Douy — g in L2(Q). (5:2)

Vom demonstra cd Vo € NV 0 < |a| < m: D% = g, in D'(Q2).
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In adevir, Vo € D(Q), Yo € NV, 0 < |a| < m:

Du() = (=1)"u, (D)

— / D (2)p(@)dz = (—1) /Q () D ()

(deoarece D“u,, € LQ(Q) C L (), u, € L*(Q) C L}, (Q)). Trecand
la limita si folosind (5.2) rezulta ca

[ otz = (1" [ @)D clards = gulip) = Dule)
(deoarece g, € L; ()

> g, = D"u (€ L*(Q)).
Deci, D%u se identifica cu g, € L*(€2). Putem rescrie (5.2) ca

Up — U in L*(Q)
Du, —s D™ in L)

si folosind acum (5.1) concluzionam ca

> / | D%y () — D%y (2))?dz < €2, ¥n > n(e).

la|<m

Inseamna ca sirul {u, },en converge la w in H™(S2).

Observatie. Avem ca

fallimy = | S 10wl |+ we H(Q).
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Pentru m = 1 se obtine

lalZ ) = lullZag + IVl m, Vu € HY(Q),

Teorema 5.2. Pentru orice a, b € R, a < b, avem
H'(a,b) = {u: [a,b] — R; u absolut continua, u' € L*(a,b)}.

Observatie. Teorema da o caracterizare a elementelor din H'(),
pentru §2 = (a, b).

Demonstratia teoremei 5.2. Pentru orice u : [a,b] — R, u abso-
lut continua, rezulta ca u este derivabila aproape peste tot in [a, b] (v
este derivata). Rezulta ca

u' = D'u in D'(a,b),

unde D'u este derivata lui « in sensul teoriei distributiilor. Cum u €
AC([a,b]) = u € L*(a,b). Pe de alta parte, D'u = «’ in D’(a, b) si
u' € L*(a,b)

— D'w € L*(a,b) = u € H'(a,b).

Sa demonstram acum incluziunea inversa. Consideram
u € H'(a,b) oarecare, dar fixat si un subinterval [c, d] C (a, b) oarecare
(cu ¢ < d). Fie v € C3°((a,b)) cu proprietatea ca ¥(z) = 1, Vo €
e, d].

Se considera functia

o(z) = { u(x)y(x), x € la,b

0, x € (—o0,a)N (b, +00).
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Se verifica cu usurinta ca
D' = D'uap + wy/

(are loc formula de derivare a unui produs de doua functii).
Construim acum girul regularizatelor

nte) = [ vl —epptay == [ oz ( - ) i (5.3

00 € 00 €

Este evident ca v. € D(R), Ve > 0 si cum v € L*(R), rezulta ca
v. — v in L*(R).

Din (5.3) rezulta ca

o) =1 [y (o555

=2 [0 (p(’“" = Z)) dz=-D'y (p(x - Z))

G
_ é /]R Dlo(z)p (“T - Z) dz = (D'v).(x)

€

(adica derivata regularizatei lui v este regularizata derivatei lui v).
Cum D'v € L*(R) = (D). — D' in L*(R).
Avem ca

ww)—uly) = [ (DW= [ s vy <a
— v(z) —v(y) = /I D'v(2)dz.
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Pentru ¢ <y <z < d avem ca

u(z) —u(y) = [ D'wu(z)dz.

S

N~—

a.pt. z € [c,d]. Cum [c,d] C
), rezulta ca pentru orice x,y €

De aici urmeaza ca Ju'(z) = D'u(z

S

(a,b) oarecare si v/ = D'u € L*(a,
[a,0], y < =

() — uly) = /y " (2)dr = u(z) = ula) + / ().

Cum v € L*(a,b) C L*(a,b) = u este absolut continua pe [a, b].
Definitie.
oo ()
Hy(Q) = C°()
Cum C§°(€) este un subspatiu vectorial, inchiderea sa in H*(Q) este
un subspatiu vectorial inchis al lui H((2).
Observatii. Se poate demonstra folosind regularizatele ca

————H(RY)

Cr®n)" "~ H®Y)

adica
HIRY) = H'(RY).
Daca Q # RV atunci H}(Q) # HY(Q).
Daca pe Hg () se considera produsul scalar de pe H'(£2), atunci
(Hy (), (-,+)) este un spatiu Hilbert
(orice subspatiu vectorial inchis al unui spatiu Hilbert este un spatiu

Hilbert).
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6 CURS®G6

Daca © C RY este deschisa si marginita, atunci

C'(Q) c H'(Q) continuu si dens.

Lema lui Gagliardo. Fie functiile fi(xo,x3,...,xy) (de N — 1
variabile; lipseste 1), fo(x1,x3,...,xN) (de N —1 variabile; lipseste
To), ..., fn(x1,To,...,xn_1) (de N — 1 wariabile; lipseste xy ),
fl; fg, cees fN € LN_l(RN_l) §Z

f(ajlax% 7:6]\7) - fl(ﬂfg,ﬂfg, 733N> e fN(xlax% "'7xN—1)

(de N wvariabile). Atunci, f € LY(RY) gi

N
/N | f(x1, o, ..., xy)|drrdas - - - doy < H 1 fill Lv-1mav-1y.-
R ‘
7=1

Demonstratie. Vom utiliza metoda inductiel matematice. Luam

P(N): Yfi, fo, oo, fv € LY HRY ), atunci f = fifo--- fv € LNRY),

N
[fifz- - fNHLl(RN) < H HfjHLN—l(RN—l)-
j=1
P(2) este adevirati. In adevar, dacd fi, f» € LY(R), atunci

/szl(@)ﬁ(xl”dxldx?/R|f2(551)|d551/R|f1(272)|d:c2

= [ fifollwe) < [ Aallpiw) | f2ll o m)-
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Sa aratam acum ca daca P(N) adevarata (N > 2), atunci P(N +1)
adevarata.

Fie f1<$27 L3y ey xN—i-l)? f2<x17 L3y eeny ajN—i—l)a E3) fN—f-l(xl) L2y -eey LCN) €
LY (RY) si notdm cu Ty, = (21, .., Th—1, Thi1s -, Tn41). Atunci

/}RN+1 | f1(Z1) fo(T2) - - - fve1(Tya)|derdas - - - dey i
:/ ‘fN+1(fN+1)|/ |f1(T1) fo(T2) - - fy(@N)|dey1drydey - - - doy
RN R

1
¥
< (/N v (@) [N dyday - "dZUN)
R

N-1

. [/RN (/R | f1(T1) - "fN(fN)‘deJrl)%dxlde ' "dﬂSN] -

din inegalitatea lui Holder; N si <~ sunt conjugate armonic
N-1 JUg

< Ivalgn [ (] 1@ doga)b -

1

"'(/RfN(fN)‘Nde+1)N]%dml"'de}%

(din inegalitatea lui Holder)

N-1

— HfN-i—luLN(RN) (/]RN gl('x% 737]\7) T 'gN(xl, -.-,CUN)dﬂfldCUQ' . dI'N)

1

N-1
(unde gk;(xl,...,xk_l,ﬂl?k;+1,...,fl?N) = (/ |fk‘(§/€)’Nde—l—l>
R
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e LYY R 1), Aplicand ipoteza inductiva obtinem ca

[N
< Il [IT [ ([ 15 doydn - dax)
=1

i

N+1
= [ Ifillov@y) = P(N + 1) adevarati.
j=1

Teorema de scufundare. Daca N > 3, atunci
HY(RY) ¢ L/(RY)

1

, o 1 1
(scufundarea fiind continud), unde 5 =35 — .

2N

A3 > 2 avem ca

Observatie. Aceasta inseamna ca pentru un p =
Vu € HY(RY) = u € LP(RY) si

lull pory < Cllull gy, Yu € H(RY)
(C' fiind o constanta pozitiva).
Observatie. Daca N € {1, 2}, atunci se poate demonstra ca
HYRY) ¢ LP(RY) continuu ,Vp > 2.

Demonstratia teoremei de scufundare. Pentru orice u € Ci(RY)
fixat, avem ca

SUpp(U) C (aflabl) X (a27b2) Koo X (CLN,bN)-
Avem ca Vo € RY:

ULy ey Ty ey TN) — U(T1, ey Tj1, Ay Tjt 1y ooy TN)
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il Ou
= |u(z)| < 5 (@1, s 1, Ty, ) | dE
aj x]
ou
S/ a—(xla ’ ) dxj_gj<x17 '7$j 17xj+17 ZUN)
R |OT;

xl,... )

atunci din lema lui Gagliardo rezulta ca

N N-T
) F-1dr < dridzs---d :
/RN’ H(/RN ax]fﬁla xy)| dwidzy xN)
(6.1)
Consideram un v € C°(RY) si u = |v|? ', unde ¢ > 1 va fi precizat
ulterior
ou ov
—(z) = -1 e {1,2,...N
= (o) = @ @), € {12, N
0
— Tz
RN (937]

ov

aZCj

»
a.ij

1
2
RN RN

2 2
Sq/ o] M)-
RN
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Din (6.1) rezulta ca

N }
/ ojrvtde < IT g (/ \012(‘“)da:> </
RN 1 RN RN

J

N
o1 2(N-1) N
<o ([ wrovar) ™ (6.2

(unde C' > este o constanta). Alegem ¢ astfel incat

al —2q—1)<=2=2 N AN
N—1 M I = T Y

Rezulta ca 2(¢ — 1) = = p. Din (6.2) obtinem

N
wpdz < (| pprde) ol
RN N RN H(RY)
1_2(J§V—1) N
— ([ 1rae) T <ol

—(/ |vpda:) < Gl
]RN

= vl peyy < Clvllmeyy, Yo € CPRY). (6.3)
Cum C§°(RY) este o submultime densa a Iui H(RY) i a lui LP(RY),
rezulta ca Vo € HY(RY), 3{v, ey C CO(RY) ald.

v, — v in H'RY), v, — v in L2(RY).

(DE CE ?) In adevar, din (6.3):

v
(%cj

q .

[Vnm — Un“Lp(RN) < C~’||vn+m - UnHHl(RN)-
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Cum {v,} este sir Cauchy in H'(RY) (fiind sir convergent), rezulta ca
este sir Cauchy si in LP(RY) si deci exista © € LP(RY) ai. v, — ©
in LP(RY). De ce avem ca 0 = v ?

Din v, — v in H'(RY) si deci si in L2(RY), rezulta

Hon, bren © U (z) — v(2) apt. z € RY.
Din v,, — v In LP(RY), rezulta
El{vnkl}leN L Uny, (2) — (x) apt. x € RY.

Deci, v(z) = 9(x) ap.t. z € RY.
Din (6.3) (pentru v := v,,) se obtine prin trecere la limita concluzia
teoremel.
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7 CURST7

Teorema de prelungire. Dacd ) C RY este deschisd, marginitd,
cu frontiera de clasq C', atunci existd un operator de prelungire

P: HYQ) — HYRY) liniar, care verificd

(1) Pu|g = u;

(ii) || Pull 2y < Collull 2y,  Vu € HY(Q);
(iti) || Pull g vy < Collullmnq),  Vu € HH(Q),
unde Cy > 0 este o constanta ce depinde de ().

Pentru demonstratie a se vedea [Barbu/, [Brezis/.

Teorema de scufundare. Dacd ) C RY este deschisd, marginitd,
cu frontiera de clasa C*t, atunci

HY(Q) € IP(Q)

% pentru N > 3 si pentru orice p > 1

continuu, unde 1 = %

pentru N € {1, 2}

Demonstratie. Fie P : HY(Q) — HY(R")un operator de prelun-
gire. Atunci, pentru orice u € H(Q) avem ca Pu € HY(R"). Din
teorema de scufundare din cursul precedent rezulta ca

HPUHLP(RN) < C~'||PU”1111(RN)-

Dar [|ul o) = |Pull @) < [|1Pull oy, 1ar || Pull gy < Collull giq)
(din teorema de prelungire) si deci putem concluziona ca

|| o) <COC'HuHH1 , VuEHl(Q).
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Teoremi de scufundare compactia. Dacd 2 C RY este des-
chisd, marginitd, cu frontiera de clasd C', atunci

HY(Q) — L*(Q)

(HY(Q) este scufundat compact in L*(Q), adicd i : HY(Q) —
L*(Q), definit prin i(u) = u, Yu € HY(Q), este un operator liniar
continuu i compact).

Demonstratie. Vom utiliza criteriul de compactitate al lui Fréchet-
Kolmogorov: “Fie ¢ € [1,+00) st M C L%(€2). Daca
() lwllzo) < C, Vu € M (M este marginita),
(jj) Yw CC Q deschisa (adicd @ C ), Ve > 0, 3d(e) > 0, Vh € RY,

7] < o(e)

N (/w u(z + h) —u(x)]%l:v)q <& YueM,

(jjj) Ve > 0, Jw CC Q2 deschisa:

(/ \u(az)lqu)q <e, YueM,
QN\w

atunci M este relativ compacta in L7(€2).”
Vom mai folosi si urmatoarea lema:

Lema. Pentru orice w CC €2 deschisa:
[t + 1)~ alw)Pde < WPl Ya € HYQ)
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Vh € RY cu |h| suficient de mic.
Demonstratia lemei. Yu € C(Q) avem ca

u(z +h) —u(x) = /01 Vu(x + Ah) - hdA

(“” este produsul scalar in RY), Vh € RN, |h| < dist(w, 09)

1 2
s u(z 4+ B) — ulz)? < / Vu(z + ) - hd
0

1
< yh|2/ [Vu(z + Ah)[7d)

:>/]u r+h)—u(x)’dr < |h\2// (Vu(z + Ah)|*d\ dx
yh|2/ /]Vu:z:+)\h )|*dz d.
Dar

[1vutzisnps = [ [QutPay < [ [Vu)Pdy < ol
w w+Ah Q
Deci,

/\u(x+h)—u(x)‘2dx§yhmuuiﬂ(m, vue CYQ),  (T.1)

Vh € RY cu |h| suficient de mic. Cum CY(Q) c HYQ) continuu,
rezulta ca Vu € HY(Q), 3{u, ey C CHQ) ad

u, — uin H'(Q) = u, — uin L*(Q). (7.2)
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Din (7.1) avem ca
[ ot + ) = )P < Py Vu € O (73)
Cum din (7.2) rezulta ca w, (- +h) —u,(-) — u(-+h) —u(-) in L*(w)
— / up(z + h) — u,(2)]*de — / lu(x 4+ h) — u(z)|*dz.

Folosind (7.3) si (7.2) rezulta concluzia lemei.

Demonstratia teoremei (continuare). Cum Yu € H(Q) = u €
L*(Q) si
ull 2 < llull g1,
inseamna ca ne mai ramane sa aratdm cd VM marginta in H(Q)
= M relativ compacta in L*(2). Vom utiliza criteriul lui Fréchet-
Kolmogorov.

Cum M este marginita in H'(Q) = (j) (pentru q = 2).

Pentru a demonstra (j7): Yw CC 2 deschisa avem
[tz -+ ) = ) Pdz < 18Pl oy < ClAP

(din lemd), Yu € M (deoarece ||ul| g1y < C, Vu € M), Vh € RY
al. |h| < dist(w,00)

1
2
— </ ju(x + h) — u(x)]%l:c) < C%]h\ < g,
daci |h| < dist(@,dQ) si |h| < C 2e. Deci, Ve > 0, 38(c) =
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min{C~2¢, dist(w, OQ)} ai. Vh € RY, |h| < §(¢)

— ([ Iz 4 1) - )P < vue M= (1)

Pentru a demonstra (jjj) consideram w CC €2 deschisa. Avem ca

p—2

/Q\w\uwd:c < (/\ e )\Qde)z (/\ ﬁdx)T

(aici p > 2 este dat de teorema precedenta de scufundare)

[(/ ul) )] MO\ w)'7 < CrllullZgm(@\ w)'5

(din HY(Q2) C LP(Q))

*@\
[N}

< OCm(Q\ W) <,

daca m(2\ w) < (Cf10_25)m. Deci, Ve > 0, Jw CC  deschisa cu

m(Q\ w) < (C;'C™ 5)%:(/9 |u(x)]2dcc)%<6, Yu € M

\w

— (jjj) are loc.
Din criteriul lui Fréchet-Kolmogorov rezulta concluzia.
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“Urma” unui element din H*(2)

Avem ca CH(Q) ¢ HYQ) dens. Fie v : CHQ) — L%(09), definit
prin
7(u) = ulso.

Se poate demonstra ca
(W)l 200) < Cllullgi), Yu € CHQ), (7.4)

unde C' este o constanta pozitiva.

Cum C*(Q)este un subspatiu liniar si dens al lui (H'(Q), || - | 1)),
rezultd ca v se poate prelungi in mod unic la v : H*(Q) — L%(09),
cu pastrarea liniaritatii si a marginirii (7.4), Vu € HY(Q).

Observatii. v(u) este “urma” lui u € H'(Q). Se va nota simplu u
(atunci cand nu exista pericol de confuzie).

HY(Q) = {u € HY(Q); (u) = 0 pe 92},
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8 CURS 8
Inegalitatea lui Friedrichs-Poincaré. Fie Q) C RV deschisd si
marginita. Atunci exista C' > 0 a.1,
lull 2y < ClIVull 2y, Vu € Hy(Q).
Demonstratie. Cum €2 este marginita rezulta ca
QC xjyzl[—aj,aj], unde a; € (0, +00).

Avem ca Vu € C°(Q), Vo € Q:

YiQu
u(x) = L1y ey Ti1,8, Tixl, ..., TN)AS
() /Ooaxl( ) y L9 9 Oy L1y ) )

Y OQu
— (T15 s i1, 8, Tis 1, o, Ty )dS
—a; 8952

a;

— Ju(w)] < /
ou

(T15 s Tic1, 8, Tig1, -0y TN)
a;
—a; 7

1
2 2
ds)
(din inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz)

= |lullzg) < 20| Vulljzg), Yue€ Q).  (8.1)

ou

d
833’2' °

a;

DO —

(T15 00 i1, 8, Tis 1, o0y TN)

Fie u € H}(S2) oarecare. Din densitatea lui C5°(2) in H} () rezulta
Hap bney C C(Q) ad. u, — uin Hy(Q)
u, — uin L*(Q), Vu, — Vu in L*(Q;RY)
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[unllz2@) — Nlullr2) IVunllr2o) — [IVullzzq)

Din (8.1) rezulta ca

HUH%Q(Q) < (2az~)2HuH%Q(Q), Yu € Hy(Q) = concluzia.

Consecinta. Cum HVUHLQQ < HuH%ﬂ(Q) — HuH%Q(Q) + HVH%QQ
<1+ CQ)HVUH ) Vu € Hl(Q), rezulta ca

u = [[Vull 20

este 0 norma pe H(Q) si este echivalenta cu cea mostenitd de pe
HY(Q).

De acum Inainte, prin norma uzuala pe Hg(€) vom intelege

1
2
Jull gy 0 = [Vl 20y = ( / w<x>12dx)

Observatii. (Hj(Q),(-,-)) este un spatiu Hilbert real, unde

(u,v) = /QVu(:U) - Vo(x)dr, u, ve Hyj(Q).

Inegalitatea lui Friedrichs-Poincaré are loc daca ) se gaseste intre
doua hiperplane paralele (nu este nevoie ca €2 sa fie marginita).
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Dualul lui H}(92)

Notatie. (Hi(Q))* = H Q).

Teorema de caracterizare.

N
H Q)= {UED’(Q); u:f—l—Z%, I, fi ELQ(Q),jl,N}.
j=1

Demonstratie. Pentru orice u € H1(Q), exista F' € H(Q), Vo €
D(2) (teorema lui Riesz):

N

o) = (Fpbuyor = [ VF@Tetayte =3 [ S22 @i

J=1

dg; . o .
— U = E ag] in D'(Q2) = prima incluziune .
x
j

Sa demonstram acum cea de-a doua incluziune. Yu € D'(Q)), u =
0 . T
f+3 mj}, f.f; € LA(Q),j = T, N, Yy € D(Q):

Y of
axj Zf] (a%)
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= T CEI'—N (Ta—gpl'ilf
| faelaya Z/f( e (@)

= [u()] < [ fll 2 llell 2 + Z [ fill 2 I Vel L2
j=1

< M||<,0||H6(Q) (din inegalitatea lui Poincaré; M > 0).

Avem deci ca ¢ — u(p) este operator liniar de la D(Q2) la R, ce
satisface

ule)| < Mol g1y Ve € D).
Cum D(Q) este densa in Hj (), rezulta ca acest operator se poate
prelungi in mod unic (notandu-l tot cu u) cu pastrarea liniaritagii si
marginirii, i.e. |u(p)] < Mllollgiq), Vo € H{(Q). Deci, u = f +
S
Observatie. Daca () C R deschisa si marginita si x¢g € {2, atunci
0z, € H 1) (deoarece 6,, = H'(- — x)).

Probleme la limita pentru ecuatii eliptice

Lema lui Lax-Milgram. Fie V' un spatiu Hilbert real, V* dualul
sau st a @V x V. — R biliniara, continua st coerciva. Atunci,

VeV FueV ai.
CL(U,’U) = <f7U>V*,V7 Vv eV.

Daca in plus a este simetrica, atunci u este unicul punct de
minim (pe V') pentru
1
éa(vv U) - <f,U>V*,V-
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Observatie. Daca a este biliniara, atunci este continua daca si numai
daca a este un operator marginit, adica

AM >0:  Ja(u,v)| < M||ul|ly - ||v]lv, Yu,veV.
a este coerciva daca Jdw > 0 a.l.
a(v,v) > w|v||?, VYveV.

(f,v)y=y este o alta notatie pentru f(v).

Demonstratia teoremei. Pentru orice u € V', consideram Au € V*
definit prin
(Au,v)y+y = a(u,v), YvelV.

Este evident ca pentru orice v € V avem ca v — a(u,v) este un
operator liniar si marginit,

[{Au, v}y v| = la(u, )] < M[ullv[vlly, Yu,veV

— Au € V' i ||Au|ly» < M||ully, YuelV.

Avem deci ca A € L(V; V) s || Al povae < M.
Va trebui sa demonstram intai ca Vf € V* d*u € V a.l.

a(“? U) - <f7 U>V*,V — Au = f

(adica A este operator bijectiv).
Injectivitatea lui A: Pentru orice uj,uy € V a.l.

Aug = Auy <= a(uq,v) = a(ug,v), Yo € V
< a(u; —ug,v) =0, Yo e V.

49



Pentru v = u; — u9 obtinem ca
0 = alu — ug, u1 — uz) > wljus — U2H%/
= U] — Uy = Oy <= uy = us.
Deci, A este injectiv.

Surjectivitatea lui A: Cum A : V — V* este un operator
liniar, rezulta ca R(A) = A(V') este un subspatiu vectorial al lui V*.

Trebuie sa demonstram ca R(A) = V*. Vom arata intai ca R(A)
este un subspatiu vectorial inchis (R(A) = R(A)) si apoi ca este un
subspatiu dens in V* (adica R(A) = V™).

Inchiderea lui R(A): Pentru orice v € R(A), 3{vy bney C V al.
Av, — v In V*. Rezulta ca {Av, },en este un gir Cauchy in V*, ie.
Ve > 0,3n(e) € N,Vn,p € Nyn > n(e) = || Avpsp — Avy||lv+ < €.
Rezulta ca

(Avyyp — Avp, Vpgp — Un)ve v < €||Unap — Unllv
= W|[vnp — vl < @(Vnrp — Vny Vnp — ) < €l[Vnsy — vallv
= wW||vpsp — nllv L €.
Deci, {v, }nen este un gir Cauchy in V. Rezulta ca exista v € V astfel

ca
v, —vinV = Av, — Avin V",

Concluzionam ca v = Av € R(A). Deci, R(A) C R(A) si deci R(A)
inchis in V'*.

Densitatea lui R(A) in V*: Rationam prin reducere la absurd.
Presupunem ca R(A) este un subspatiu vectorial nedens in V*. Rezulta
existenta unui w** € V** w* # Oy« a.l.

<A’U,’LU**>V>k7v** =0, YvelV
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Din teorema lui Riesz avem ca exista un unic w* € V* al. ||w*||y+ =
lw™ [Jyre- s

(U, Wy e = (U5, W )y, YO e V7
Tot din teorema lui Riesz avem ca exista w € V' a.l.
(v, WHyy« = (v,w)yy, veV
st ||w*||y+ = [|Jw]|y. Avem deci ca
0= (Av, W)=y = (Av, w* )y = (Av, W)=y

— a(v,w) =0, Yvel.

Luand v := w si utilizand coercivitatea lui a deducem ca w = Oy.
Cum
[w™ |y = [Jw*[Jy= = [Jw]lv =0,

urmeaza ca w** = Oy++; contradictie.
Observatie. Am folosit faptul ca
* *
(0", W)y = (v, W)y,

unde u, w sunt elementele din V' care se identifica cu v*, respectiv w*
(prin teorema lui Riesz).

Partea a doua a demonstratier. Daca a este si simetrica, atunci
((u,v)) = a(u,v), u,veV

defineste un produs scalar pe V' care induce o norma echivalenta ca
| - |lv (pe care o notam cu ||| - |||).
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Fie u solutia ecuatiei a(u,v) = (f,v)y+y, Vv € V. Sa demon-
stram Intai ca u este punct de minim pentru %a(v, v) — (f,v)v+v pe
V. In adevar

saluu) — (F.u)yew < 2a(v.0) — {F vy
— %<<u7u>> - <f7 U>V*,V < %<<U,U>> - <f7U>V*,V
= Sl w) < 5o, 0) — (o — ey

Deci, u este punct de minim pentru functionala de mai sus. De aseme-
nea rezulta ca este unicul punct de minim.
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9 CURSHY9

Problema la limita cu conditie Dirichlet omogena

Consideram problema

(D) —Au(z) + ap(x)u(x) = f(z), x€Q

u(z) =0, x € 01,
unde f € L2(Q), ag € L>®(Q) (2 C RY este deschisa si marginita).
Definitie. Spunem ca wu este o solutie slaba (variagionala) pentru

problema (D) daca
) u € H(Q),

(i / Vau(z) - Volz)de + /Q o(z)u(z)v(z)de = /Q f(a)o(z)dx

VvGHl

Observatie. Cum s-a ajuns la aceasta 7
Conditia (ii) s-a obtinut facand un calcul formal. Am inmultit (D)
cu v sl am obtinut:

—/QAu()()der/( dx—/f

Din formula lui Gauss-Ostrogradski (aplicata formal) obtinem

/ Vu(z) - Vu(z)dr — @(:U)v(a:)da + / ao(z)u(x)v(x)dx
0 Q

o0 On

_ / f(w)o(e)da



Pentru ca aceste integrale sa fie corect definite apare natural ca u, v €
L*(Q), Vu, Vv € L*(Q;RY). Cum u = 0 pe 99 rezultd conditia
u € H(Q) ((i). Deci, v apar@ine aceluiasi spatiu = v € H}(Q) =
U—OpeaQ:>faQ Ju(z)do = (i1).

Teoremd. Dacd ag € LOO(Q), ap(r) >0 a.p.t. x € Qi f € L*Q),
atunci problema (D) admite o unica solutie slaba u. Mai mult, u
este unicul punct de minim pe H} () pentru

U\W \d:c—l—/ao( )| v(z Qdas] /f

Demonstratie. Fie V = H3(Q), V* = H™Y(

7

a(u,v) /Vu -Vo(z )daz+/a0( Ju(x)v(x)dz,
Pl

)= FUv*v—/f

Avem ca a : V x V — R este un operator biliniar. In plus,
a(u, v)| < ||Vull i) IVl 1200y + [laollzoo@) [l p2i0) 101l 20
(din inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz)

< (L+ C?llag| e lullvlvllv,  Vu,v € V.

De asemenea

afv,v) = / V(o) de + / aola) (@) Pde > [[v]]?
0 0
(deci, a este coerciva cu w = 1).
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Avem ca F': V — R este operator liniar si
()] < [[fll2ollvllzz) < Clfllzgllvllv, YoeV

— F e V",

Din lema lui Lax-Milgram rezultd cd exista un unic u € V = H(Q)
a.l.

a(u,v) = F(v), YveV

(adica u este solutie slaba pentru (D)).
Cum a este simetrica = u este unicul punct de minim pe V' =
H{ () pentru

[/WU |dx—|—/a0( )v(x 2dx] /f

Problema la limita cu conditie Robin neomogena

Consideram problema

—Au(z) + ap(x)u(x) = f(z), x€Q

(B) %(3:) + a(x)u(x) = p(x), x € 01,

unde f € L*(Q), ¢ € L*(99Q), ag € L>(Q2), a € L>(0Q) (2 Cc RY
este deschisa si marginitd, cu frontiera 9 de clasa C* pe portiuni).

Definitie. Spunem ca u este o solutie slaba (variationala) pentru
problema (R) daca

(i) w e HY(Q),
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(ii) | Vu(z) -Vo(z)de+ [ ap(x)u(z)v(z)de+ | a(z)u(z)v(z)do
AL J Js
/f daer/ o(z)v(z)do, Yo e HY(Q).

Observatie. Cum s-a ajuns la aceasta 7
Conditia (ii) s-a obtinut facand un calcul formal. Am inmultit (R)
cu v si am obtinut:

—/QAu()()da:Jr/( d:z:—/f

Din formula lui Gauss-Ostrogradski (aplicata formal) obtinem

/ Vu(z) - Vu(x)dr — @(az)v(m)da + / ao(z)u(x)v(x)dx
0 0

90 8n

_ / fw)u(e)de
Deci,

/Vu -Vo(z )dfC—i—/ a(x)u(z)v(z )da+[2ao(x)u(x)v(x)dx

/ F@)o()dz + / o()0(x)do

(adica(ii)). De asemenea este natural sa cerem ca u,v € H*(Q) (de

):
unde si (1)).

Teorema. Daca ay € L*(), ag(x) > p > 0 a.p.t. = € Q,
feL?), ae L®0), alz) > 0 apt. x € 0, ¢ L*(00),
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atunci problema (R) admite o unica solutie slaba w. Mai mult, u
este unicul punct de minim pe H*(Q) pentru

U Vo(z |dx+/ao( )|o(z)] dx+/moz(x)|v(x)\2da]
/ f(z)v(z)de — /a _plau(z)do.

Observatie. Asupra lui ag s-a impus o conditie mai tare decat nene-
gativitatea.
Conditia la limita este de tip Robin neomogena.

Demonstratie. Fie V = H(Q), V* = (HY(Q))*,

alu, v) / Vu(z)-Vo(z)de+ / ao(z)u(z)v(z)dz+ / a(z)u(z)v(z)do,

o0
F(v) = (F,v)y«y —/f dx—i—/mtp(x)v(:v)da.
Avem caa : V XV — R este un operator biliniar. In plus, Vu,v € V:
la(u, v)| < [|Vul| 20) V]l 20) + laoll Lo lull 210l 22(0)

+llewll ooy lull 200y [V 1| 200y

(din inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz)
< |IVull 2 VUl 1200 + [laol] ooy |wll p2io 10l 200
+HO‘0HLOO(aQ)C%Hu”Hl(Q)HUHHl(Q)

—> @ operator marginit.
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De asemenea

a(v,v):/Q\Vv(x)\zdx+[2ao(x)]v(x)]2dx+/ a(z)v(z)*do

of

> / Vo(z)|*ds + p/ lv(z)|* = min{1, p}||v|;- = a coerciva.
0 0

Avem ca F' : V — R este operator liniar si
[F(v)| < ”f||L2(Q)HUHL2(Q) + HSOHL?(aQ)HUHL?(aQ)

< Nz lvll ) + el 2o Crllvll g
—> F marginit. Deci, F' € V™.
Din lema lui Lax-Milgram rezulta ca exista un unicu € V= H'(Q)

A

a.l.

a(u,v) = F(v), YveV

(adica u este solutie slaba pentru (R)).
Cum a este simetrica = u este unicul punct de minim pe V' =

H(Q) pentru

%a(v, v) — F(v),

adica obtinem partea a doua a concluziei teoremei.
Observatii. Conditia ag(z) > p > 0 a.p.t. € Q a fost folosita in
demonstrarea coercivitatii lui a.

Daca luam o = 0, atunci obtinem un rezultat pentru conditia la
limita de tip Neumann.
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10 CURS 10

Sisteme ortonormale in spatii Hilbert

Propozitie. Fie {u,},en+ un sistem ortonormal in spatiul Hilbert
real H. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) {un}nen+ este complet;
(ii) Z [(un, u))? = ||ul|?, Vu € H (identitatea lui Parceval);
n=1

0,@)

(11i) u = Z(un,u>un, Vu e H.

n=1

Observatie. {u,},en+ C H este o baza ortonormala daca {u, }pen
este sistem ortonormal i Vu € H, F*{a, fnen+ C R all.

00
U = E Oy Up,.
n=1

(iii) ne spune ca {u, }nen+ este baza ortonormala si ne da in plus ca
= (Up, u).

O serie de forma Y~ | B,uy, unde {u, }ren+ este baza ortonormala
i B, € R, se numeste serie Fourier (in raport cu baza {u, }pen+).

Demonstratia propozitiei. Sa demonstram intai ca (ii) = (7).
Pentru orice u € H, (u,,u) =0, Yn € N* rezulta din (ii) ca

|u|* =0 = u =0y
st deci {uy, }nen+ este sistem complet.
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Sa demonstram ca (ii1) = (7).
Pentru orice u € H, u =Y~ (U, uyuy,

N
— Z<un,u>un —>u in H

n=1
N
2 9
— || Z<Un,u>un|| — ||ul|® pentru N — 400

n=1

N

= g, u) P —> Jlul”,
n=1

oo
adici » |, u)|* = [Jul|*
n=1

A ramas sa demonstram ca (i) = (4i7).

Cum
N N
0< = S (w2 =l = 3 [, )
n=1 n=1

N
= 5w w2 < Jul?, VN €N
n=1

— Z | (t, u)]? < ||ul|® (inegalitatea lui Bessel).
n=1

S& aratam ca seria » > (u,, uyu, este convergenta in H, adica sirul
N
{Z | (n, u)un} _este Cauchy:.

n=l neN

60



In adevar

N+p N N+p
D N wyun =Y [unywhun|| = || > [, wyun|| <,
n=1 n=1 n=N+1

VN,p € N*, N > N(e) (deoarece sirul {Zivzl | (ty, u)|?} yene este
Cauchy)

o0
— Jv € H : Z(un,u>un =0
n=1
(H este spatiu complet).
Sa aratam ca v = uw. Pentru aceasta vom demonstra ca v — u este
ortogonal pe u,, Vn € N*. In adevir

(v —u,up) = (Up,u) — (up,u) =0, Vn & N*,

Din (i) rezulta ca v — u = 0y = v = u. Deci, are loc (iii).
Autovalori si autofunctii pentru operatorul —A

Fie Q ¢ RY domeniu.

Definitie. Spunem ca A € C este o autovaloare pentru —A cu
conditie Dirichlet omogena pe 02 daca exista ¢ solutie nebanala pentru

—Ap(x) = Ap(x), x€Q
{ () =0, r € 05 (10.1)

O solutie pentru (10.1) corespunzatoare unei autovalori A se numeste
autofunctie corespunzatoare lui \.

Teorema 10.1. Daca () este marginita, cu frontiera de clasa
C?, atunci existd un sistem ortonormal complet {p, }nens C L*(Q)

61



format din autofunctic ale lui —A cu conditie Dirichlet omogena
la frontiera. De fapt

—Apy(x) = Apon(x), x€Q
@n(x) - O; xr € oS
§i0<)\1<)\2§)\3§"',)\n—>—|—00.

Observatie. Toate autovalorile sunt reale, pozitive. Prima autova-
loare este simpla, celelalte autovalori pot avea multiplicitate > 1, dar
finita.

Daca A are multiplicitate r, atunci convenim sa scriem Apy; =

Mewo =+ = Newr—1 = Mg §1 {0k Ohaty ey Orar_1} autofunctii orto-
gonale in L*(Q) corespunzatoare lui \y.

Observatie. Autofunctiile o, € H ().

Demonstratia teoremei se bazeaza pe teoria Riesz-Schauder-Fredholm.
Aceasta ne asigura ca daca T : H — H este un operator liniar, com-
pact si autoadjunct, atunci H admite o baza ortonormala formata din
autofunctii ale lui T {@, }pen+ al.

Ton = [inPn-
In plus, orice autovaloare este
e reala,
e are multiplicitate finita,

e multimea autovalorilor este cel mult numarabila si are cel mult un
punct de acumulare si acesta este 0

(deci avem fie un numar finit de autovalori, fie g, — 0).
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Demonstratia teoremei (continuare). Pentru orice f € L*(Q), fie
@ € H}(9) solutia slabd a problemei De fapt

—Ap(z) = f(x), x€Q
{ () =0, x € 0f) (10.2)

(existenta si unicitatea lui ¢y rezulta din lema lui Lax-Milgram). Fie

T : L*(Q) — L*(Q),
Tf = @f, f € LQ(Q)

Evident T este liniar. Sa demonstram ca este compact si autoadjunct.
In adevar, din (10.2) obtinem ca

[ 196z = [ flaosta

= llerlZnm < Ilz@llerlezo < Ol oo

(din inegalitatea lui Poincaré)

— ”SOfHH(}(Q) < CO\flle2), V€ L*(Q).

Deci, HTfHHé(Q) < C|fllr2) Yf € L*(€). Rezulta ca pentru orice
multime M C L*(Q2) mérginita, 7 (M) este marginita in Hj () si deci
relativ compactd in L?(€2). In concluzie, T este operator compact.
Mai ramane sa aratam ca 7T este autoadjunct. Pentru orice f,g €
L*(Q) avem ca
(T1,9) 20 = (- T9) 2

Cum

/ Vo Vide = / fodr, ¥ € HAQ), (10.3)
Q Q
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/Vgog - Vibdx = / gdx, € Hy(Q). (10.4)
Q Q
Luand ¢ = ¢, In (10.3) si ¢ = ¢ in (10.4), rezulta ca

/Q Vo (x) - Vi (x)da = /Q FTgdz — /Q oT fdu

= (, T9) 1200 = (T [, 9) 12(00)-
Deci, T este autoadjunct.
Din teoria Riesz-Schauder-Fredholm rezulta ca avem o baza ortonor-

mala {©, fnens In L2(9):

T on = tnPn,

adica

V(e Vids = [ e, v € 1Y
Q Q

— Ly / Vo, - Vipdr = / opdr, Vi € Hy(9).
Q Q

Pentru ¢ = ¢, = Nn”@pn”i%@) - HSOnH%2(Q) = i > 0.
Luand A\, = uin obtinem concluzia teoremei.

Observatie. Analog se arata existenta unei baze ortonormale pentru
—A cu conditii Neumann sau Robin omogene la frontiera 0f).
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11 CURS 11

Ecuatia caldurii (ecuatia parabolica)

Deducerea ecuatiei. Fie QO C R? un conductor termic. Notam cu
u(x,t) temperatura acestuia in punctul x € ) la momentul t. Daca
V CC ) este un subdomeniu marginit cu frontiera S neteda, atunci
“Cantitatea de caldura cedata de V', la momentul £, prin frontiera
S este data de
ou

Q,=— / k(x)—(x,t)do (legea lui Fourier)”,
g on

unde k(x) este conductivitatea termica.
Daca exista o sursa de caldura de intensitate F'(x,t), atunci caldura
primita de V' la momentul ¢ este

Qp—/vF(a:,t)dx.

Facand bilantul termic se obtine

ou
/V fule,t + dt) — ulz, D]pl(e)elz)de = /S ) 2 o, )

+/ F(z,t)dx - dt
Vv

(p(x) = densitatea, c(x) = caldura specifica)

— /V wla, b dt) = ul@b) oy - /V V- (k(2)Vule, £)da

dt
—|—/ F(x,t)dx.
v
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Alegand V' = B(xg;r) C ) =

1 ou
m(B(xo; 1)) /B(xo;r) E@’ t)p(x)c(x)dx

1
— m(B(zo;7)) /B(a:o;r) v ) Vete, 1)z
1
+m(B($o; r)) /B(:co;r) Flo,t)dz
ou

— E(azg, t)p(zo)c(zo) =V - (k(zo) Vulzo, 1) + F(z0, ).

Cum xg € () este arbitrar, rezulta ca

%(az,t)p(aj)c(w) = V- (k(x)Vu(z,t)+ F(z,t), z€Q, tel CR.

Daca conductorul este omogen, atunci p(x) constant, c¢(x) constant,

k(x) constant, atunci

ou

pca(x,t) = kAu(z,t)+ F(z,t), z€Q, tel
ou k 1
— —(x,t) = —A t —F(x,t Q, tel.
at(x, ) p” u(z, )+pc (x,t), x€Q, te
Printr-o rescalare se obtine
ou
—=A :
or utf

Vom studia urmatoarea problema

(
%(:B,t) = Au(z,t) + f(z,t), =€ te(0,T)

] ulz.t) =0, veon, te@r) (LD
u(x,0) = up(x), z €4,
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unde T > 0, Q C RY este un domeniu marginit cu frontiera 92 de
clasa O

Definitie. Spunem ca u este o solutie slaba pentru problema (11.1)
daca

(i) w € C([0,T7]; L*(2)) N CH((0, TT; L2(€2)) N C((0, T; Hp (€2));

(i1) %/Qu(aj,t)go(a:)dx—l—/QVu(:v,t)-Vg&(a:)dx/Qf(a:,t)go(:c)dx,

vt € (0,T], Yo € Hy(Q);
(iii) w(zx,0) = up(x) a.p.t. x € Q.

Teorema 11.1. Dacd ug € L*(Q) si f € CY([0,T]; L*(Q)), atunci
existd o unicd solutie slabd u pentru (11.1). Aceasta satisface

/Q|U(37>t)\2d95+/0t/9\Vu(a:,s)\Qda: ds
<C [/Q\uo(x)lzda:Jr/Ot/Q\f(ac,s)|2da: ds]

(C > 0 este o constantd ce nu depinde de ug, f; depinde doar de
Dacd in plus ug € H}(Q), atunci u € C([0,T); H}(Q)).
Demonstratie. Se va folosi urmatorul rezultat din teoria seriilor

Fourier:

Lema. Fie X un spatiu Hilbert real, {e, },en+ 0 baza ortonormala si
seria de functii

Z Co(t)en, unde ¢, : [0,7T] — R continue.

n=1
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o0 o
(j) Daca Z cn(t)? este uniform convergenta, atunci Z cy(t)e, este
n=1 n=1
convergenta uniform in X la z : [0, T] — X continuasi ||z(2)||5% =

o0
2 calt)’
n=1
(i) Daca ¢, € C*{([0,T7]) si
(0. 9] (0. 9]
cn(t)? este uniform convergenta, Z ¢ (t)* este uniform con-
n=1 n=1

0

vergenta, atunci Z ¢y (t)e,, converge uniform la z : [0,7] — X.

n=1

In plus,

Z d.(t)e, =2'(t) mX

1

n—=
uniform in raport cu ¢ € [0, 7).

Demonstratia teoremei 11.1 (continuare). Metoda este una con-
structiva. Se cauta solutia sub forma

(@, t) =Y un(t)n(), (11.2)

unde u, : [0,T] — R, iar {¢, }ren+ este o baza ortonormala in L?(£2),
formata din autofunctii pentru —A, cu conditie Dirichlet omogena la
frontiera. ¢, satisface

—Apy () = A\on(z), x€Q
{ on(x) =0, x € 0f) (11.3)
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D<M <A< A\ — +00).
Observatie. (2) poate fi vazuta ca

=) ult)e

(serie Fourier in L*(€) in raport cu baza {p, }nen+).
Vom face acum un calcul formal. Pornim de la faptul ca

wg =Y ugnpn in LA(Q), (11.4)
n=1

unde ug, € R (51 Y07 ud, = |luo||? 12() din identitatea lui Parceval).
Cum f € C([0,T]; L*(Q)) =

- Z fa(t)n n L*(9), (11.5)
n=1
unde f, : [0, 7] — R, f, € CY([0,T]) si
an — 1 F(0)22y V€ [0.7].

Calculul lui ug, si f,: Din (11.4) si (11.5) rezulta ca

Uon = (o, Pn) 1200y, Jult) = (f(1), 0n) 12000

Vom face 1n continuare un calcul formal:
Din (11.2) avem ca



AU = Z un(t)Agpn == Z(_An>un(t)§0na

o0
f — Z fn(t)@n-
n=1
Din (11.1) si din conditia initiala obtinem identificand coeficientjii ca

{ (1) + Avun(t) = fu(t), t€(0,T) (11.6)

u,(0) = ugy.

Solutia problemei (11.6) este
t
un(t) = e g, —|—/ e MU= £ (s)ds, te0,T] (11.7)
0

Vom demonstra intai ca v dat de (11.2), unde u,, este dat de (11.7),
este solutie slaba pentru (11.1).
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12 CURS 12

S& incepem prin a arata ca u € C([0, T]; L*(2)). In adevir, ¥t € [0, T):
= Zun(t)gpn n LQ(Q)
n=1

(u, € C([0,T]) si sunt date de (11.7)). Dacd aratam ca > | u,(t)?
converge uniform, atunci din lema rezulta ca u € C([0, T]; L*(2)).
Pentru Vvt € [0, T7:

t
U, (t)? < 2e™ iy 42 (/ e%”(ts>fn(s)ds)
0

2

2

T T
< 2u%n +2 (/o \fn(s)]ds> < 2ugn + ZT/O |fn(s)]2ds = qy,

(constanta nenegativa). Din

wnt < an, 3 o = 2o + 2T / £ 2200

n=1

rezulta ca
N+p N+p

d )< > an<e VYN, peN N> N(e)
n=N+1 n=N+1

(cum > 7° | «ay, este convergenta = Ve > 0, IN(e) € N*, VN,p €
N* N > N(g) = ZN+]€, 10y < €). Deci, sirul sumelor partiale
pentru Y > uy,(t)? este uniform Cauchy, deci i uniform convergent

— u € O([0,T]; L*(2)).
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S& aratam acum cd u € C((0,T]; H(Q2)). Vom ardta de fapt ca
VO € (0, T) avem cd u € C([0,T]; Hi(Q2)).

Din
- ) ) on_s
= Zun(t)gon in L*(Q) = u Z V Aptn(t \/7 n Hy(€).
Cum { — 1} en+ este o baza ortonormala in H}(Q), este suficient

vV

(n virtutea lemei) sa demonstram ca

i At (1)
n=1

este uniform convergenta pentru ¢t € |A, T, pentru a obtine concluzia.
In adevar, avem ca vVt € [0, T):

t 2
Mt (1) < Ay [26””%(2)” + 2 (/ e””(t5>fn(s)ds) ]
0

/ t
< 2)\n6_2A”tugn — 2)\716%”75/ emnsds/ fu(s)*ds
0 0

(folosim ca e?Mnf > 2 > 9),.0)

1y € =1 1 2
< —ug, + 2 e ™" —/ fn(s)“ds

| T
< 5u(2)n +/ fn(s)st = B,

(avem ca Y B, = %HUOH ot fo 1/ ($) 1172 ds este convergentd)
— Z Antiy (t)? uniform convergenta pentru ¢ € [0, T
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— u c C([0,T]; Hy(Q)).

Tot facand apel la lema se poate ardta ca u € C((0,T]; L*(Q)) si
ca Vt € (0,77

Z—?:(t) = u(t)p, in L(Q). (12.1)

Rezulta deci ca u satisface conditia (i) din definitia solutiei slabe.

Vom demonstra in continuare ca u satisface conditia (ii). Din (12.1)
obtinem ca

Zu (on,p), Vi € Hy(9),

unde (-, -) este produsul scalar uzual pe L?(€2). Pe de alta parte

(Vu(t), Vo) = (u(t), ) iy, ¥t € (0,7]
Din
in H;(Q)

N #n
— Z \/Tnun@)\/—)\fn

= (ul?) Z\ﬁ“n \ﬁﬂpﬂou

= Z Un gOn, Z )\nun 90717 ‘v’gp S HO (Q)

T inand cont de dezvoltarea in serie Fourier a lui f rezulta (ii). Folosind
acum dezvoltarile Fourier ale lui u(0) si ug, obtinem gi cea de-a treia
conditie (iii).
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Deci, u este solutie slaba pentru (11.1).

Unicitatea solutiei slabe. Fie y o solutie slaba pentru (11.1).
Rezulta ca

_ Zyn(t)% in L*(Q), t € (0,7

(admite o dezvoltare Fourier). Cum y satisface (i) si de aici urmeaza
ca

=D yh(hen I LA(Q), t € (0,T],
n=1
Cum y satisface (ii) rezulta (pentru ¢ = ,):

Yn(t) + W), on) i) = fult), t€(0,T]. (12.2)
Dar

(y(t), en) (@ Zym VA gam 790m HA(Q)

= yu(t )HSOmHH(%(Q) = )‘nyn< ).

Folosind relatia (12.2) rezulta ca

Yn(t) + Xoyn(t) = fult), t € (0,T]. (12.3)
Pe de alta parte, din (iii) rezulta

Din (12.3) si (12.4) concluzionam ca

t
yn(t) = e g, —i—/ e_A”(t_S)fn(s)ds, vVt € [0,T].
0
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Deci, y,(t) = un(t), Vt € [0,T] = y = u = unicitatea.

Observatie. Celelalte concluzii din teorema rezulta de asemenea din
dezvoltarile Fourier ale solutiei in L?(2) si Hj ().
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13 CURS 13

Ecuatia undelor (ecuatia hiperbolica)

Consideram urmatoarea problema

( ?;g(:c t) = a’Ay(x,t) + fla,t), x€Q, te(0,7T)

{ ylz,t) =0, red te(0,T) (13.1)
y(x,0) = yolx), z e

\%1’(95 0) = yi(z), T €}

unde T > 0, Q C RY este un domeniu marginit cu frontiera 9 de
clasa C. Aici a > 0.

Este ecuatia unei membrane elastice (unde y(z,t)=amplitudinea
in x, la momentul ¢, a’=constanta elastica, f(x,t)=forta verticala.
Conditia la limita arata ca membrana este fixata la frontiera.

Definitie. Spunem ca y este solutie slaba pentru (13.1) daca

(i) y € CH([0, T]: L*(2)) N C([0, T); Ho(2));

d
(ii) Functia t — / d—i(:{:, t)p(x)dx este absolut continua pentru orice
p € Hy(Q) si

i(/‘j;i( )()dx)+a/Vyxt Ve(z)dz

/f:ct r)dr apt. t€(0,T), Vo€ Hy(Q);

(iii) y(z,0) = yo(x), d?z(x 0) =wy(x) apt zel
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Teorema 13.1. Dacdy, € Hy(Q), y1 € L*(Q) si f € C([0,T]; L*(2)),
atunci existd o unica solutie slaba y pentru (13.1).
In plus,

dy
¢
0 —(x,1t)

<C [HQOH?{(%(Q) + ||3/1H%2<Q) —i—/o /Q|f(:1:,5)\2d:1: ds]

(C >0 este o constantad).
Daca f=0=

da:+a /]V;y (z,t)|*dx

2

dy
x,t
; (1)

dx +/ |Vy(x,t)[*dz este constanta.
Q

Metoda de demonstratie este aceeasi ca in cazul ecuatier parabo-
lice.

Se cauta solutia sub forma

t) = Z un(t)¢n(x)

Facand calculele formal obtinem

=S ullt)p, in LX(Q),
n=1

= A <Zun(t ) Zun Agpn—Z(—)\) U (£) P

n=1
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Avem ca

f(t) — Z fn(t)@na
n=1
00
Yo = Z YonPn
n=1
00
= Z Y1nPn
n=1

Rezulta ca

Un(t) + Aaa®un(t) = falt),
un(o) = Yon
U (0) = Y1n-

Avem deci o ecuatie diferentiala de ordinul al doilea. Solutia este data

de

Un(t) = Yon cos ar/ At + Jin

in a\/)THt

+ 1 /Ofn(s) sin av/ A\, (t — s)ds.

av/ Ay,

Faptul ca y satisface (i)-(iii) se demonstreaza folosind lema.
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