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Prefaţă

Punctul de plecare pentru scrierea acestei cărţi ı̂l constituie cursul pe care
autorul ı̂l ţine la Facultatea de Informatică de la Universitatea “Al. I. Cuza”
din Iaşi, sub denumirea de Cercetări operaţionale.

Prin acest curs căutăm să punem la ı̂ndemâna studenţilor şi a cercetătorilor
care lucrează ı̂n teoria optimizării şi ı̂n domenii conexe, ı̂ntr-o prezentare rigu-
roasă, un set de rezultate interesante ı̂n sine, dar şi utile pentru ı̂nţelegerea
altor cursuri.

Din dorinţa de a-l face intrinsec (self-contained), ı̂n Capitolul 1 prezentăm
noţiunile şi rezultatele de bază de topologie şi analiză funcţională, ı̂n succe-
siunea lor firească; dacă toate aceste rezultate ar fi demonstrate, cititorul,
cu puţine excepţii, pentru ı̂nţelegerea unui rezultat ar avea nevoie numai de
noţiunile şi rezultatele anterioare din text. Însă multe din rezultatele de
topologie sunt date fără demonstraţii. Acele rezultate care se folosesc mai
frecvent sau care nu se găsesc ı̂n prea multe tratate, totuşi, le demonstrăm:
teoremele lui Cantor, Baire, Weierstrass, principiul variaţional al lui Ekeland,
teoremele referitoare la funcţii semicontinue.

Având ı̂n vedere că cele mai multe rezultate referitoare la programarea
matematică sunt prezentate ı̂n spaţii normate, dar mai ales faptul că ı̂n prob-
leme de programare convexă utilizarea topologiilor slabe este deosebit de utilă,
ı̂n continuarea Capitolului 1 studiem spaţiile local convexe şi spaţiile normate;
toate rezultatele importante, cu excepţia teoremei lui James, sunt date cu
demonstraţii. Apoi dăm trei rezultate importante din teoria spaţiilor Hilbert,
care conduc, ı̂n final, la stabilirea faptului că spaţiile Hilbert sunt reflexive.
De asemenea punem ı̂n evidenţă rezultatele referitoare la funcţii Gâteaux şi
Fréchet diferenţiabile de care avem nevoie ı̂n secţiunile următoare; un astfel
de rezultat este şi Teorema 1.10.10 care va fi utilizată ı̂n Capitolul 3 pentru
obţinerea Teoremelor lui Aubin-Frankowska şi a lui Graves.

În Capitolul 2 facem un studiu detaliat al funcţiilor convexe şi al pro-
gramării convexe. Stabilim astfel mai multe rezultate de dualitate, formule
pentru funcţii conjugate şi ε-subdiferenţiale, precum şi condiţii de optimali-
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vi Prefaţă

tate. De asemenea, ca aplicaţii, punem ı̂n evidenţă proprietăţi ale aplicaţiilor
de dualitate şi prezentăm câteva rezultate fundamentale ale analizei convexe:
teoremele Brøndsted-Rockafellar, Bishop-Phelps, Rockafellar.

În Capitolul 3 punem ı̂n evidenţă condiţii necesare şi condiţii suficiente
pentru probleme de programare neconvexă, ı̂nsă ı̂n care funcţiile care intervin
sunt funcţii Fréchet diferenţiabile de ordin I sau II. Deosebit de util pentru sta-
bilirea condiţiilor necesare şi ale celor suficiente de extrem este conul tangent
ı̂n sensul lui Bouligand. În legătură cu acesta introducem, şi studiem puţin,
şi conurile tangente ı̂n sensurile Clarke şi Ursescu; ı̂n text aceste conuri au un
caracter auxiliar, ı̂nsă ele sunt deosebit de utile atât ı̂n teoria optimizării pre-
cum şi ı̂n alte domenii. Capitolul se ı̂ncheie cu câteva aplicaţii ale principiului
variaţional al lui Ekeland pentru probleme de programare neconvexă.

În continuare dăm enunţurile şi soluţiile complete a peste treizeci de exer-
ciţii; considerăm că aceste exerciţii sunt ilustrative pentru problematica acestei
cărţi.

Indexul de termeni şi rezultate este ı̂ntocmit cu intenţia de a uşura lec-
tura textului; ı̂n plus lectura acestuia dă o imagine mai completă asupra
conţinutului cărţii decât chiar cuprinsul ei. La sfârşitul cărţii se găseşte şi
o listă completă a notaţiilor utilizate ı̂n text.

C. Zălinescu
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1.8 Spaţii normate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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de dualitate şi condiţii de optimalitate . . . . . . . . . . . . . . 131
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Capitolul 1

Rezultate preliminare de
analiză funcţională

1.1 Spaţii topologice

În această secţiune punem ı̂n evidenţă noţiunile şi rezultatele referitoare la
spaţii topologice de care vom avea nevoie ı̂n continuare. Cu puţine excepţii,
rezultatele sunt date fără demonstraţii.

Fie X 6= ∅; o familie de mulţimi τ ⊂ {Y | Y ⊂ X} =: P(X) se numeşte
topologie (pe X) dacă sunt ı̂ndeplinite următoarele condiţii: T1) ∅, X ∈ τ ,
T2)

⋃
i∈I Di ∈ τ ∀ (Di)i∈I ⊂ τ şi T3) D1 ∩ D2 ∈ τ ∀D1, D2 ∈ τ . In

această situaţie perechea (X, τ) se numeşte spaţiu topologic iar mulţimile din
τ se numesc mulţimi deschise.

Fie (X, τ) un spaţiu topologic şi x ∈ X. Spunem că V ⊂ X este vecinătate
a lui x dacă există D ∈ τ astfel ı̂ncât x ∈ D ⊂ V . Clasa tuturor vecinătăţilor
lui x faţă de topologia τ se notează Vτ (x) sau V(x), când nu există pericol
de confuzie. Este evident că dacă x ∈ D ∈ τ atunci D ∈ V(x); ı̂n particular
X ∈ V(x) pentru orice x ∈ X.

Având două topologii τ şi σ pe X, spunem că τ este mai puţin fină decât
σ, sau că σ este mai fină decât τ , dacă τ ⊂ σ şi notăm τ ¹ σ; dacă τ ¹ σ şi
σ ¹ τ atunci τ = σ, adică topologiile sunt egale.

Teorema 1.1.1 Fie τ, σ topologii pe X. Atunci

τ ¹ σ ⇔ Vτ (x) ⊂ Vσ(x) ∀x ∈ X.

Teorema 1.1.2 Fie (X, τ) spaţiu topologic. Familia {V(x) | x ∈ X} are
urmă-toarele proprietăţi:

1



2 Cap. 1 Rezultate preliminare de analiză funcţională

V1) ∀V ∈ V(x) : x ∈ V ,

V2) ∀V ∈ V(x), ∀W ⊂ X : V ⊂ W ⇒ W ∈ V(x),

V3) ∀V1, V2 ∈ V(x) : V1 ∩ V2 ∈ V(x),

V4) ∀V ∈ V(x), ∃W ∈ V(x), ∀ y ∈ W : V ∈ V(y).

Este interesant de observat că se poate proceda şi invers, ceea ce se face
de altfel frecvent. Mai exact are loc

Teorema 1.1.3 Fie X 6= ∅. Presupunem că pentru fiecare x ∈ X avem o
familie nevidă V(x) ⊂ P(X) astfel că mulţimea {V(x) | x ∈ X} satisface
condiţiile V1)–V4) din Teorema 1.1.2. Atunci există o unică topologie τ pe X
astfel ı̂ncât V(x) = Vτ (x) pentru orice x ∈ X.

Demonstraţie. Considerăm

τ := {∅} ∪ {D ⊂ X | D ∈ V(x) ∀x ∈ D}.

Se verifică cu uşurinţă că τ este topologie pe X.
Fie V ∈ Vτ (x); atunci există D ∈ τ cu x ∈ D ⊂ V . Din definiţia lui

τ, D ∈ V(x) şi deci V ∈ V(x). Prin urmare Vτ (x) ⊂ V(x).
Invers, fie V ∈ V(x). Considerăm D := {y ∈ V | V ∈ V(y)}. Este evident

că x ∈ D ⊂ V . Să arătăm că D ∈ τ . Pentru aceasta fie y ∈ D; deci V ∈ V(y).
Din proprietatea V4) a vecinătăţilor, există W ∈ V(y) astfel ca pentru orice
z ∈ W să avem V ∈ V(z). Prin urmare W ⊂ D. Deoarece W ∈ V(y), avem
că D ∈ V(y). Rezultă că D ∈ τ . Unicitatea rezultă din Teorema 1.1.1.

De multe ori este suficient să se lucreze numai cu o subfamilie de vecinătăţi
ale lui x. Astfel, familia U(x) ⊂ P(X) se numeşte sistem fundamental de
vecinătăţi ale lui x ∈ (X, τ) dacă sunt ı̂ndeplinite condiţiile U1) U(x) ⊂ Vτ (x)
şi U2) ∀V ∈ Vτ (x), ∃U ∈ U(x) : U ⊂ V . Se observă că dacă U(x) este
sistem fundamental de vecinătăţi ale lui x atunci (exerciţiu !)

V(x) = {V ⊂ X | ∃U ∈ U(x) : U ⊂ V }. (1.1)

Un exemplu de sistem fundamental de vecinătăţi ale lui x ∈ (X, τ) este familia
U(x) = {D ∈ τ | x ∈ D}.

Referitor la sisteme fundamentale de vecinătăţi are loc un rezultat asemă-
nător celui din teorema precedentă.

Teorema 1.1.4 Fie X 6= ∅. Presupunem că pentru fiecare x ∈ X avem o
familie nevidă U(x) ⊂ P(X). Atunci pentru fiecare x ∈ X, U(x) este un
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sistem fundamental de vecinătăţi ale lui x pentru o topologie τ pe X, dacă şi
numai dacă sunt ı̂ndeplinite urmă-toarele condiţii:

VF1) ∀U ∈ U(x) : x ∈ U ,

VF2) ∀U1, U2 ∈ U(x), ∃U3 ∈ U(x) : U3 ⊂ U1 ∩ U2,

VF3) ∀U ∈ U(x), ∃V ∈ U(x), ∀ y ∈ V, ∃W ∈ U(y) : W ⊂ U .

În plus, topologia definită de familia {U(x) | x ∈ X} satisfăcând condiţiile
VF1)–VF3) este unică.

Demonstraţie. Presupunem pentru ı̂nceput că U(x) este sistem fundamen-
tal de vecină-tăţi ale lui x relativ la topologia τ , oricare ar fi x. Este evident
atunci că VF1) şi VF2) sunt satisfăcute. Fie U ∈ U(x) ⊂ V(x). Din V4)
avem că există Ṽ ∈ V(x) astfel ca U ∈ V(y) pentru orice y ∈ Ṽ . Deoarece
Ṽ ∈ V(x), există V ∈ U(x), V ⊂ Ṽ . Fie y ∈ V ⊂ Ṽ ; cum U ∈ V(y), există
W ∈ U(y), W ⊂ U . Deci VF3) are loc.

Invers, presupunem că {U(x) | x ∈ X} satisface condiţiile VF1)–VF3).
Pentru fiecare x ∈ X considerăm familia de mulţimi V(x) definită de relaţia
(1.1). Este evident că {V(x) | x ∈ X} satisface V1), V2) şi V3) din Teo-
rema 1.1.2. Pentru V4) procedăm ı̂n modul următor. Fie V ∈ V(x); din
relaţia (1.1), există U ∈ U(x), U ⊂ V . Din VF3),

∃W ∈ U(x), ∀ y ∈ W, ∃ W̃ ∈ U(y) : W̃ ⊂ U.

Cum W̃ ∈ U(y), U ∈ V(y) şi deci V ∈ V(y). Aplicând Teorema 1.1.3, există o
unică topologie τ pe X astfel că Vτ (x) = V(x) pentru orice x ∈ X. Deoarece
V(x) este determinată ı̂n mod unic de U(x) prin intermediul relaţiei (1.1),
concluzia teoremei are loc.

Se spune că (X, τ) satisface prima axiomă a numărabilităţii dacă fiecare
element x ∈ X are un sistem fundamental de vecinătăţi cel mult numărabil.

Spunem că spaţiul topologic (X, τ) este separat Hausdorff sau, simplu,
separat dacă pentru orice două elemente distincte x şi y din X există U ∈ V(x)
şi V ∈ V(y) astfel ca U ∩ V = ∅. Această condiţie de separaţie este foarte
importantă şi asigură, printre altele, unicitatea limitelor.

O altă noţiune topologică importantă este aceea de mulţime ı̂nchisă: mul-
ţimea A ⊂ (X, τ) se numeşte ı̂nchisă dacă X \A este deschisă. Să notăm prin
Fτ familia mulţimilor ı̂nchise relativ la τ .

Teorema 1.1.5 Familia Fτ a mulţimilor ı̂nchise din spaţiul topologic (X, τ)
are proprietă-ţile: F1) ∅, X ∈ Fτ , F2)

⋂
i∈I Fi ∈ Fτ ∀ (Fi)i∈I ⊂ Fτ şi

F3) F1 ∪ F2 ∈ Fτ ∀F1, F2 ∈ Fτ .
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Introducem acum alte două noţiuni topologice importante. Fie mulţimea
A ⊂ (X, τ). Se numeşte interiorul mulţimii A, şi se notează intA, mulţimea
{x ∈ X | A ∈ V(x)}; un element al mulţimii intA se numeşte punct interior
mulţimii A. Se numeşte aderenţa sau ı̂nchiderea mulţimii A, şi se notează clA
sau A, mulţimea {x ∈ X | V ∩ A 6= ∅ ∀V ∈ V(x)}; un element al mulţimii
cl A se numeşte punct aderent mulţimii A.

Teorema 1.1.6 Fie (X, τ) un spaţiu topologic şi A, B ⊂ X. Au loc urmă-
toarele proprietăţi: (i) intA =

⋃{D ∈ τ | A ⊃ D} ∈ τ ; (ii) intA ⊂ A;
(iii) A ∈ τ ⇔ intA = A; (iv) int (intA) = intA; (v) intX = X;
(vi) A ⊂ B ⇒ intA ⊂ intB; (vii) intA ∪ intB ⊂ int (A ∪ B);
(viii) intA ∩ intB = int (A ∩B).

Are loc un rezultat dual pentru aderenţă.

Teorema 1.1.7 Fie (X, τ) un spaţiu topologic şi A, B ⊂ X. Au loc urmă-toa-
rele: (i) A =

⋂{F ∈ Fτ | A ⊂ F} ∈ Fτ ; (ii) A ⊂ A; (iii) A ∈ Fτ ⇔ A = A;
(iv) clA = A; (v) ∅ = ∅; (vi) A ⊂ B ⇒ A ⊂ B; (vii) A ∪ B = A ∪B;
(viii) A ∩B ⊂ A ∩ B; (ix) A ∩ intB ⊂ A ∩B.

Relaţiile dintre interior şi aderenţă sunt date ı̂n următoarea teoremă.

Teorema 1.1.8 Fie (X, τ) un spaţiu topologic şi A ⊂ X. Atunci

X \A = X \ intA, int (X \A) = X \A.

Mulţimea A ⊂ (X, τ) se numeşte densă dacă A = X. Spunem că spaţiul
topologic (X, τ) este separabil dacă există A ⊂ X densă şi cel mult numărabilă.

O altă noţiune topologică importantă este aceea de frontieră. Se numeşte
frontiera mulţimii A ⊂ (X, τ) mulţimea FrA := A ∩ X \A = A \ intA.

Fie acum (X, τ) un spaţiu topologic şi ∅ 6= X0 ⊂ X. Putem considera
τX0 := {D ∩X0 | D ∈ τ}. Rezultă imediat (exerciţiu !) că τX0 este topologie
pe X0, numită urma topologiei τ pe X0 sau topologia indusă de τ pe X0. Se
observă uşor (exerciţiu !) că pentru x ∈ X0

V0 ∈ VτX0
(x) ⇔ ∃V ∈ Vτ (x) : V0 = V ∩X0.

Analog (exerciţiu !), avem că

F0 ∈ FτX0
⇔ ∃F ∈ Fτ : F0 = F ∩X0.

Mai observăm că dacă (X, τ) este separat atunci (X0, τX0) este de asemenea
separat.
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Dacă (X1, τ1) şi (X2, τ2) sunt spaţii topologice atunci pentru fiecare (x1, x2)
din X1 ×X2 putem considera

V(x1, x2) := {V ⊂ X1 ×X2 | ∃V1 ∈ Vτ1(x1), V2 ∈ Vτ2(x2) : V1 × V2 ⊂ V }.
Se obţine cu uşurinţă (exerciţiu !) că {V(x1, x2) | (x1, x2) ∈ X1 ×X2} satis-
face condiţiile din Teorema 1.1.2. Prin urmare există o unică topologie τ pe
X1 × X2, notată τ1 × τ2, astfel ı̂ncât Vτ (x1, x2) = V(x1, x2) pentru orice
(x1, x2) ∈ X1 × X2. Topologia τ se numeşte topologia produs pe X1 × X2

a topologiilor τ1 şi τ2. Remarcăm că topologia τ1 × τ2 este separată dacă şi
numai dacă topologiile τ1 şi τ2 sunt separate (exerciţiu !).

Mai general, dacă avem o familie de spaţii topologice (Xi, τi), i ∈ I 6= ∅,
putem considera spaţiul

X :=
∏

i∈I
Xi = {(xi)i∈I | xi ∈ Xi ∀ i ∈ I}

=
{

x : I →
⋃

i∈I
Xi

∣∣∣ x(i) = xi ∈ Xi ∀ i ∈ I
}

.

Pentru x = (xi) ∈ X considerăm

V(x) := {V ⊂ X | ∃ J ⊂ I, J finită, ∀ i ∈ I, ∃Vi ∈ Vτi(xi) :
∏

i∈IVi ⊂ V, Vi = Xi ∀ i ∈ I \ J} .

Se constată din nou că {V(x) | x ∈ X} satisface condiţiile din Teorema 1.1.2 şi
deci există o unică topologie τ pe X, notată

∏
i∈Iτi, astfel ı̂ncât Vτ (x) = V(x)

pentru orice x ∈ X. În plus, avem că (X, τ) este separat dacă şi numai dacă
(Xi, τi) este separat pentru orice i ∈ I.

Are loc următorul rezultat.

Teorema 1.1.9 Fie (X, τ) un spaţiu topologic. Următoarele afirmaţii sunt
echivalente:

(i) ∀ (Di)i∈I ⊂ τ, X =
⋃

i∈I Di, ∃J ⊂ I, J finită : X =
⋃

i∈J Di,

(ii) ∀ (Fi)i∈I ⊂ Fτ ,
⋂

i∈I Fi = ∅, ∃J ⊂ I, J finită :
⋂

i∈J Fi = ∅,
(iii) ∀ (Fi)i∈I ⊂ Fτ : [

⋂
i∈J Fi 6= ∅ ∀ J ⊂ I, J finită ] ⇒ ⋂

i∈I Fi 6= ∅.
O familie de mulţimi (Di)i∈I ⊂ τ astfel ı̂ncât A ⊂ ⋃

i∈I Di se numeşte
acoperire deschisă pentru A. Proprietatea (i) din Teorema 1.1.9 se enunţă
de obicei sub forma : din orice acoperire deschisă a lui X se poate extrage o
subacoperire finită.

Spaţiul topologic (X, τ) se numeşte compact dacă este separat şi din orice
acoperire deschisă a lui X se poate extrage o subacoperire finită.

Un rezultat deosebit de important este dat de următoarea teoremă.
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Teorema 1.1.10 (Tihonov). Fie (Xi, τi), i ∈ I 6= ∅, o familie de spaţii
topologice, X =

∏
i∈IXi şi τ =

∏
i∈Iτi. Atunci (X, τ) este compact dacă şi

numai dacă (Xi, τi) este compact pentru orice i ∈ I.

Noţiunea de compacitate se poate extinde şi la submulţimi ale unui spaţiu
topologic. Astfel mulţimea A ⊂ (X, τ) se numeşte compactă dacă (A, τA)
este spaţiu compact. Se verifică cu uşurinţă (exerciţiu !) că dacă (X, τ) este
separat, A ⊂ X este compactă dacă şi numai dacă din orice acoperire deschisă
a mulţimii A se poate extrage o subacoperire finită. În plus are loc următorul
rezultat.

Teorema 1.1.11 Fie (X, τ) un spaţiu topologic separat şi A, B ⊂ X.

(i) Dacă (X, τ) este compact şi A este ı̂nchisă atunci A este compactă.

(ii) Dacă A este compactă atunci A este ı̂nchisă.

(iii) Dacă A este compactă şi B este ı̂nchisă, iar B ⊂ A, atunci B este
compactă.

Fie acum (X, τ), (Y, σ) spaţii topologice şi f : X → Y o funcţie. Spunem
că f este continuă ı̂n a ∈ X dacă

∀V ∈ V(f(a)), ∃U ∈ V(a), ∀x ∈ U : f(x) ∈ V. (1.2)

Desigur, ı̂n condiţia (1.2) V(f(a)) şi V(a) pot fi ı̂nlocuite cu sisteme funda-
mentale de vecinătăţi U(f(a)) şi U(a) ale lui f(a) respectiv a.

Spunem că f : (X, τ) → (Y, σ) este continuă (pe X) dacă f este continuă
ı̂n orice punct din X. Dacă f este bijectivă şi bicontinuă (adică f şi f−1 sunt
continue) spunem că f este un homeomorfism, iar spaţiile (X, τ) şi (Y, σ) se
numesc homeomorfe.

Desigur, dacă f : (X, τ) → (Y, σ) este continuă (̂ın punctul a ∈ X) şi
g : (Y, σ) → (Z, θ) este continuă (̂ın b = f(a) ∈ Y ) atunci g ◦ f este continuă
(̂ın a).

Are loc următorul rezultat.

Teorema 1.1.12 Fie f : (X, τ) → (Y, σ). Următoarele afirmaţii sunt echiva-
lente: (i) f este continuă, (ii) f−1(D) ∈ τ ∀D ∈ σ, (iii) f−1(F ) ∈ Fτ

∀F ∈ Fσ, (iv) f(A) ⊂ f(A) ∀A ⊂ X.

Un rezultat util este următorul.

Teorema 1.1.13 Fie (X, τ), (Y, σ) spaţii topologice separate şi f : X → Y o
funcţie continuă. Dacă A ⊂ X este compactă atunci f(A) este compactă.
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Notăm prin IR mulţimea numerelor reale, iar mulţimea {λ ∈ IR | λ ≥ 0},
a numerelor reale pozitive, prin IR+. Pe IR considerăm acea topologie τ cu
proprietatea că

Vτ (λ) = {V ⊂ IR | ∃ ε > 0 : ]λ− ε, λ + ε[⊂ V }

pentru orice λ ∈ IR. Topologia introdusă mai ı̂nainte se numeşte topologia
uzuală a lui IR, şi se notează prin τ0.

Foarte mult utilizată ı̂n continuare va fi şi mulţimea IR := IR∪{−∞,+∞},
unde elementele distincte −∞ şi ∞ := +∞ nu se găsesc ı̂n IR. Convenim
ca −∞ < λ < ∞ pentru orice λ ∈ IR. Şi mulţimea IR va fi ı̂nzestrată cu
topologia sa uzuală, notată tot τ0; această topologie este definită de familia
{V(x) | x ∈ IR}, unde V(x) = {V ⊂ IR | ∃ ε > 0 : ]x − ε, x + ε[⊂ V } pentru
x ∈ IR, V(∞) = {V ⊂ IR | ∃ ε ∈ IR : ]ε,∞] ⊂ V }, iar V(−∞) se defineşte
ı̂n mod similar. Observăm că urma topologiei uzuale a lui IR pe IR este chiar
topologia uzuală a lui IR.

Să observăm că funcţia f : (X, τ) → IR este continuă ı̂n a dacă şi numai
dacă

∀λ ∈ IR, λ < f(a), ∃U ∈ V(a), ∀x ∈ U : λ < f(x) (1.3)

şi
∀λ ∈ IR, λ > f(a), ∃U ∈ V(a), ∀x ∈ U : λ > f(x). (1.4)

Aceste condiţii sugerează introducerea funcţiilor semicontinue. Astfel,
funcţia f : (X, τ) → IR este inferior semicontinuă ı̂n a ∈ X, pe scurt i.s.c.
ı̂n a, dacă este ı̂ndeplinită condiţia (1.3), iar f este superior semicontinuă ı̂n
a, pe scurt s.s.c. ı̂n a, dacă este ı̂ndeplinită condiţia (1.4). Se observă că f
este s.s.c. ı̂n a dacă şi numai dacă −f este i.s.c. ı̂n a. Din definiţia de mai sus
rezultă că dacă f(a) = −∞, f este i.s.c. ı̂n a, iar dacă f(a) = ∞ atunci f este
s.s.c. ı̂n a.

Spunem că f : (X, τ) → IR este inferior (superior) semicontinuă, pe scurt
i.s.c. (s.s.c.), dacă f este inferior (superior) semicontinuă ı̂n fiecare punct din
mulţimea X.

Uneori, pentru a pune ı̂n evidenţă faptul că f este i.s.c. (s.s.c.) ı̂n raport
cu topologia τ vom scrie τ -i.s.c. (τ -s.s.c.).

Pentru f : X → IR şi λ ∈ IR notăm

dom f := {x ∈ X | f(x) < ∞},
epi f := {(x, t) ∈ X × IR | f(x) ≤ t},

nivλf := {x ∈ X | f(x) ≤ λ}.



8 Cap. 1 Rezultate preliminare de analiză funcţională

Mulţimile dom f şi epi f se numesc domeniul şi respectiv epigraful funcţiei
f , iar nivλf se numeşte mulţimea de nivel λ al funcţiei f . Funcţia f este
proprie dacă dom f 6= ∅ şi f(x) > −∞ pentru orice x ∈ X. Este evident că
dom f = PrX(epi f), unde PrX : X × IR → X, PrX(x, t) := x, este proiecţia
lui X × IR pe X; astfel de proiecţii vor mai fi folosite ı̂n continuare.

Referitor la funcţii inferior semicontinue are loc următorul rezultat.

Teorema 1.1.14 Fie f : (X, τ) → IR. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) f este inferior semicontinuă,

(ii) nivλf este mulţime ı̂nchisă pentru orice λ ∈ IR,

(iii) epi f este mulţime ı̂nchisă ı̂n X × IR,

(iv) {x ∈ X | f(x) > λ} ∈ τ pentru orice λ ∈ IR.

Demonstraţie. (i) ⇒ (ii) Fie λ ∈ IR şi x /∈ nivλf ; atunci f(x) > λ. Cum f
este i.s.c. ı̂n x, există U ∈ V(x) astfel ı̂ncât f(y) > λ pentru orice y ∈ U . Prin
urmare U ∩ nivλf = ∅, ceea ce arată că x /∈ nivλf . Deci nivλf este ı̂nchisă.

(ii) ⇒ (iii) Fie (x, t) ∈ (X × IR) \ epi f ; deci f(x) > t. Există λ ∈ IR astfel
ca f(x) > λ > t. Atunci x /∈ nivλf , şi deci există U ∈ V(x) cu U ∩ nivλf = ∅.
Prin urmare U× ] −∞, λ] ∩ epi f = ∅. Cum U× ] −∞, λ] ∈ V(x, t), avem că
(x, t) /∈ epi f . Deci epi f este mulţime ı̂nchisă.

(iii) ⇒ (i) Fie x ∈ X şi t ∈ IR astfel ca f(x) > t. Atunci (x, t) /∈ epi f şi
deci există U ∈ V(x) şi ε > 0 astfel ı̂ncât (U× ]t−ε, t+ε[)∩epi f = ∅. Rezultă
că pentru orice y ∈ U, (y, t) /∈ epi f , adică f(y) > t. Prin urmare f este i.s.c.
ı̂n x. Cum x este arbitrar, f este i.s.c.

(ii) ⇔ (iv) deoarece {x ∈ X | f(x) > λ} = X \ nivλf pentru λ ∈ IR.

În următoarea teoremă colectăm câteva rezultate importante referitoare la
operaţii cu funcţii i.s.c.

Teorema 1.1.15 Fie f, f1, f2, fi : (X, τ) → IR (i ∈ I 6= ∅) funcţii inferior
semicontinue şi α ∈ ]0,∞[. Atunci: (i) αf este i.s.c., (ii) f1 + f2 este i.s.c.
dacă f1(x) + f2(x) are sens pentru orice x ∈ X şi (iii) supi∈I fi este i.s.c.

Demonstraţie. (i) şi (iii) rezultă imediat din definiţie. Presupunem că
f1(x) + f2(x) are sens pentru orice x ∈ X. Fie a ∈ X şi λ ∈ IR astfel ca
λ < f1(a) + f2(a). Există λ1, λ2 ∈ IR astfel ca λ = λ1 + λ2 şi λ1 < f1(a),
λ2 < f2(a). Într-adevăr, dacă f2(a) = ∞ considerăm λ1 ∈ ] − ∞, f1(a)[ şi
λ2 := λ−λ1. Dacă f2(a) < ∞ atunci λ−f2(a) < f1(a); ı̂n acest caz considerăm
λ1 ∈ ]λ − f2(a), f1(a)[ şi λ2 := λ − λ1. Cum f1, f2 sunt i.s.c. ı̂n a, există
V1, V2 ∈ V(a) astfel ca

∀ i ∈ {1, 2}, ∀x ∈ Vi : λi < fi(x).
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Considerând V := V1 ∩ V2, avem că λ < f1(x) + f2(x) pentru orice x ∈ V .
Deci f1 + f2 este i.s.c. ı̂n a. Cum a ∈ X este arbitrar, f1 + f2 este i.s.c.

Un exemplu de funcţie frecvent utilizată ı̂n teoria optimizării este funcţia
indicatoare a unei mulţimi. Astfel funcţia indicatoare a mulţimii A ⊂ X este

IA : X → IR, IA(x) :=

{
0 dacă x ∈ A,
∞ dacă x ∈ X \A.

Observăm că dom IA = A şi epi IA = A× [0,∞[. În plus IA este i.s.c. dacă şi
numai dacă A este ı̂nchisă.

Observaţia că pentru o funcţie f : X → IR, f(x) = inf{t | (x, t) ∈ epi f}
pentru orice x ∈ X (cu convenţia că inf ∅ = +∞), sugerează următoarea
construcţie. Fie A ⊂ X × IR o mulţime de tip epigraf, adică (x, t2) ∈ A dacă
(x, t1) ∈ A şi t1 ≤ t2 < ∞. Pentru o astfel de mulţime A considerăm funcţia

ϕA : X → IR, ϕA(x) := inf{t | (x, t) ∈ A}.
Este clar că domϕA = PrX(A). Observăm că dacă (X, τ) este spaţiu topologic
şi A ⊂ X × IR este de tip epigraf atunci

A ⊂ epi ϕA ⊂ A. (1.5)

Prin urmare, dacă A este ı̂nchisă, ϕA este i.s.c. Se numeşte ı̂nfăşurătoarea
i.s.c. sau ı̂nchiderea i.s.c. a funcţiei f : (X, τ) → IR funcţia f̄ := ϕepi f

.

Fie f : A ⊂ (X, τ) → IR o funcţie; limita inferioară şi limita superioară a
funcţiei f ı̂n a ∈ Ā sunt, respectiv, numerele:

lim inf
x→a

f(x) := sup
U∈V(a)

inf
x∈U∩A

f(x), lim sup
x→a

f(x) := inf
U∈V(a)

sup
x∈U∩A

f(x);

este evident că

lim inf
x→a

f(x) ≤ lim sup
x→a

f(x) şi lim sup
x→a

f(x) = − lim inf
x→a

(−f)(x).

În plus, dacă a ∈ A atunci lim infx→a f(x) ≤ f(a) ≤ lim supx→a f(x).
Are loc următorul rezultat.

Teorema 1.1.16 Fie f, g : (X, τ) → IR şi x ∈ X. Atunci:

(i) epi f̄ = epi f , şi deci f̄ ≤ f ;

(ii) f̄ = sup{g : X → IR | g ≤ f, g i.s.c.};
(iii) f̄(x) = lim infy→x f(y);

(iv) f(x) = f̄(x) ⇔ f este i.s.c. ı̂x.
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Demonstraţie. (i) Din relaţia (1.5) avem că

epi f ⊂ epi f̄ ⊂ cl
(

epi f
)

= epi f.

Prin urmare epi f̄ = epi f şi f̄ ≤ f .
(ii) Fie f̃ := sup{g : X → IR | g ≤ f, g i.s.c.}. Din Teorema 1.1.14

avem că f̄ este i.s.c., iar din (i) avem că f̄ ≤ f . Prin urmare f̄ ≤ f̃ . Din
Teorema 1.1.15 (iii) avem că f̃ este i.s.c., iar din construcţie f̃ ≤ f . Rezultă
că f̃ ≤ f̄ , şi deci f̄ = f̃ .

(iii) Fie x ∈ X fixat şi λ := lim infy→x f(y); să arătăm că f̄(x) = λ.
Fie t ∈ IR astfel ca (x, t) ∈ epi f şi V ∈ V(x). Atunci pentru ε > 0,
V×]−∞, t + ε[∈ V(x, t), şi deci există (x′, t′) ∈ epi f ∩ V× ]−∞, t + ε[. Deci
infy∈V f(y) ≤ f(x′) ≤ t′ < t + ε. Cum ε > 0 este arbitrar, infy∈V f(y) ≤ t, şi
deci λ ≤ t. Prin urmare λ ≤ f̄(x). Dacă nu există t ∈ IR astfel ca (x, t) ∈ epi f̄ ,
atunci f̄(x) = ∞, şi deci inegalitatea de mai sus are loc. Dacă f̄(x) = −∞,
din cele de mai sus avem că λ = f̄(x). Presupunem deci că f̄(x) > −∞ şi fie
t ∈ IR, t < f̄(x). Atunci (x, t) /∈ epi f̄ = epi f . Prin urmare există V0 ∈ V(x)
şi ε0 > 0 astfel ca epi f ∩ V0× ]t − ε0, t + ε0[ = ∅. Deci f(y) ≥ t + ε0 pentru
orice y ∈ V0, de unde λ ≥ infy∈V0 f(y) ≥ t + ε0 > t. Prin urmare f̄(x) ≤ λ.
Am obţinut astfel că λ = f̄(x).

(iv) Fie x ∈ X. Ştim deja că f̄(x) ≤ f(x). Presupunem că f este i.s.c. ı̂n x
şi fie λ ∈ IR, λ < f(x). Atunci există V ∈ V(x) astfel ca λ < f(y) pentru orice
y ∈ V . Din (iii) avem că f̄(x) ≥ infy∈V f(y) ≥ λ. Prin urmare f(x) ≤ f̄(x), şi
deci f̄(x) = f(x). Presupunem acum că f̄(x) = f(x) şi fie λ ∈ IR, λ < f(x).
Din (iii) avem că există V ∈ V(x) astfel ca λ < infy∈V f(y), adică f(y) > λ
pentru orice y ∈ V . Prin urmare f este i.s.c. ı̂n x.

În cele ce urmează IN notează mulţimea numerelor naturale, iar IN∗ mulţi-
mea IN \ {0} a numerelor naturale strict pozitive.

Fie (X, τ) spaţiu topologic; spunem că şirul (xn)n∈IN ⊂ X este convergent
dacă

∃x ∈ X, ∀V ∈ V(x), ∃nV ∈ IN , ∀n ∈ IN , n ≥ nV : xn ∈ V. (1.6)

Desigur, ı̂n condiţia (1.6) se poate ı̂nlocui V(x) cu un sistem fundamental de
vecinătăţi U(x) ale lui x.

Elementul x din condiţia (1.6) se numeşte limită a şirului (xn) şi se notează
(xn) → x, sau, mai simplu, xn → x. Să observăm că dacă (X, τ) este separat,
iar şirul (xn) ⊂ X este convergent, atunci limita sa este unică; ı̂n acest caz mai
notăm şi x = limxn. Rezultă imediat că dacă (xn) ⊂ A ⊂ (X, τ) şi xn → x
atunci x ∈ A (exerciţiu !).
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Să observăm că lim infn→∞ f(xn) ≥ f(x), dacă f este i.s.c. ı̂n x şi xn → x,
unde pentru (λn) ⊂ IR, lim infn→∞ λn := supn∈IN infm≥n λm.

Existenţa soluţiilor problemelor de optimizare este obţinută, ı̂n mod obiş-
nuit, utilizând următorul rezultat.

Teorema 1.1.17 (Weierstrass). Fie (X, τ) un spaţiu topologic compact şi
f : X → IR o funcţie inferior semicontinuă. Atunci există x̄ ∈ X astfel ı̂ncât
f(x̄) ≤ f(x) pentru orice x ∈ X. În plus, dacă f este proprie, f este mărginită
inferior şi ı̂şi atinge minimul.

Demonstraţie. Dacă f nu-i proprie concluzia este evidentă. Fie deci f
proprie şi λ̄ := inf{f(x) | x ∈ X}. Dacă există x̄ ∈ X astfel ca f(x̄) = λ̄
atunci λ̄ ∈ IR şi concluzia are loc. Presupunem deci că f(x) > λ̄ pentru
orice x ∈ X. Atunci X =

⋃
λ>λ̄ Dλ, unde Dλ := {x ∈ X | f(x) > λ}.

Deoarece f este i.s.c., Dλ este deschisă pentru orice λ ∈ ]λ̄,∞[. Cum X este
compact, există λ1, . . . , λn ∈ ]λ̄,∞[ astfel ca X =

⋃n
i=1 Dλi . Putem presupune

că λ1 = min{λi | 1 ≤ i ≤ n}. Atunci X = Dλ1 şi deci f(x) > λ1 > λ̄ pentru
orice x, contrazicând alegerea lui λ̄.

1.2 Spaţii metrice

Un exemplu important de spaţiu topologic este acela de spaţiu metric. În
această secţiune, pe lângă definiţiile spaţiului metric şi câteva noţiuni uzuale,
punem ı̂n evidenţă câteva rezultate deosebit de importante.

Fie X 6= ∅; aplicaţia d : X×X → IR+ se numeşte metrică sau distanţă dacă
M1) ∀x, y ∈ X : d(x, y) = 0 ⇔ x = y, M2) ∀x, y ∈ X : d(x, y) = d(y, x),
M3) ∀x, y, z ∈ X : d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z). Perechea (X, d) se numeşte
spaţiu metric. Definim B(x, ε) := {y ∈ X | d(x, y) < ε}, numită sferă deschisă
de centru x ∈ X şi rază ε > 0, şi U(x) := {B(x, ε) | ε > 0}. Se verifică cu
uşurinţă că {U(x) | x ∈ X} satisface condiţiile din Teorema 1.1.4 (exerciţiu !).
Prin urmare există o topologie unică τd pe X astfel ı̂ncât U(x) este sistem
fundamental de vecinătăţi pentru x, oricare ar fi x ∈ X. De fiecare dată când
avem un spaţiu metric (X, d), considerăm pe X topologia τd obţinută mai
sus. Să observăm că orice spaţiu metric este separat (exerciţiu !). Pentru un
element x ∈ (X, d) există mai multe sisteme fundamentale de vecinătăţi; pe
lângă cel indicat mai sus iată ı̂ncă două exemple :

U1(x) =
{
B(x, 1

n) | n ∈ IN∗
}

, U2(x) = {D(x, ε) | ε > 0},
unde D(x, ε) := {y ∈ X | d(y, x) ≤ ε}. Prin urmare orice spaţiu metric
satisface prima axiomă a numărabilităţii. Remarcăm că B(x, ε) este mulţime
deschisă, iar D(x, ε) este mulţime ı̂nchisă, pentru orice x ∈ (X, d) şi ε > 0.
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Un exemplu deosebit de important de spaţiu metric este IR cu metrica
d(x, y) = |x − y|, numită metrica uzuală; topologia determinată de metrica
uzuală pe IR este tocmai topologia uzuală descrisă ı̂n secţiunea precedentă. În
mod asemănător, pe IRk, k ∈ IN∗, considerăm metrica

d : IRk × IRk → IR, d(x, y) :=
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xk − yk)2;

topologia determinată de această metrică o notăm tot prin τ0. În spaţii metrice
mai avem şi următoarea noţiune. Şirul (xn) ⊂ (X, d) se numeşte fundamental
sau Cauchy dacă

∀ ε > 0, ∃nε ∈ IN , ∀n,m ≥ nε : d(xn, xm) < ε.

Observăm că dacă şirul (xn) ⊂ (X, d) este convergent atunci (xn) este şir
fundamental. Reciproca nu este ı̂n general adevărată. Reamintim că un şir de
forma (xnk

)k∈IN , cu (nk) ⊂ IN şir strict crescător, se numeşte subşir al şirului
(xn). Are loc următorul rezultat.

Teorema 1.2.1 Fie (xn) ⊂ (X, d) şir fundamental. Dacă (xn) are un subşir
convergent la x ∈ X atunci xn → x.

Spaţiul metric (X, d) se numeşte complet dacă orice şir fundamental este
convergent. Uneori este utilă următoarea caracterizare a spaţiilor metrice
complete.

Teorema 1.2.2 Fie (X, d) spaţiu metric. Următoarele două afirmaţii sunt
echivalente:

(i) (X, d) este spaţiu metric complet,

(ii) ∀ (xn) ⊂ X astfel ca
∑

n≥0d(xn, xn+1) < ∞ : (xn) este convergent.

Demonstraţie. (i) ⇒ (ii) Fie (xn) ⊂ X un şir cu proprietatea că seria∑
n≥0d(xn, xn+1) este convergentă. Deoarece pentru n, m ∈ IN , n < m, are

loc inegalitatea

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn+1) + · · ·+ d(xm−1, xm),

utilizând Teorema lui Cauchy de caracterizare a convergenţei unei serii, obţi-
nem imediat că şirul (xn) este şir Cauchy, şi deci este convergent.

(ii) ⇒ (i) Fie (xn) ⊂ X şir Cauchy. Atunci

∀ k ∈ IN , ∃mk ∈ IN , ∀n, m ∈ IN , n, m ≥ mk : d(xn, xm) < 2−k.
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Considerăm n0 := m0, n1 := max{n0 + 1, m1}, . . . , nk+1 := max{nk + 1,
mk+1}, . . .; este clar că şirul (nk) ⊂ IN este strict crescător şi nk ≥ mk pentru
orice k ∈ IN . Prin urmare d(xnk

, xnk+1
) < 2−k, ceea ce implică faptul că seria∑

k≥0d(xnk
, xnk+1

) este convergentă. Din ipoteză rezultă că şirul (xnk
)k∈IN este

convergent, iar din teorema precedentă rezultă că şirul (xn) este convergent.

Pentru a stabili o altă caracterizare utilă a spaţiilor metrice complete avem
nevoie de următoarea noţiune. Fie A ⊂ (X, d); se numeşte diametrul mulţimii
A elementul diamA := sup{d(x, y) | x, y ∈ A} ∈ IR; avem că diamA = diamA
(exerciţiu !). Spunem că A este mărginită dacă diamA < ∞. Observăm că A
este mărginită dacă şi numai dacă A este conţinută ı̂ntr-o sferă.

Teorema 1.2.3 (Cantor). Spaţiul metric (X, d) este complet dacă şi numai
dacă orice şir descrescător de mulţimi ı̂nchise şi nevide din X, cu diametrul
tinzând la 0, are intersecţia nevidă.

Demonstraţie. Presupunem pentru ı̂nceput că (X, d) este spaţiu metric
complet şi fie (Fn) ⊂ P(X) astfel ca pentru orice n ∈ IN , ∅ 6= Fn+1 ⊂ Fn = Fn

şi diamFn → 0. Pentru fiecare n ∈ IN considerăm xn ∈ Fn. Atunci pentru
n, m ≥ p, xn, xm ∈ Fp, şi deci d(xn, xm) ≤ diamFp. Prin urmare (xn) este
şir fundamental. Deoarece (X, d) este complet, există x ∈ X astfel ca xn → x.
Cum xn ∈ Fp pentru n ≥ p şi xn → x, rezultă că x ∈ Fp = Fp pentru orice
p ∈ IN , şi deci x ∈ ⋂

p∈IN Fp 6= ∅.
Demonstrăm implicaţia inversă. Fie deci (xn) ⊂ X un şir Cauchy; conside-

răm Fn := An, unde An := {xm | m ≥ n}. Este evident că pentru orice n ∈ IN ,
∅ 6= Fn+1 ⊂ Fn = Fn . Deoarece (xn) este şir Cauchy, diamFn = diamAn → 0.
Deci există x ∈ ⋂

n∈IN Fn. Cum x ∈ Fn, avem că d(xn, x) ≤ diamFn → 0, ceea
ce arată că xn → x.

Un rezultat interesant este următorul.

Teorema 1.2.4 (Baire). Fie (X, d) spaţiu metric complet şi (Dn) un şir de
mulţimi deschise şi dense din X. Atunci

⋂
n∈IN Dn este densă ı̂n X.

Demonstraţie. A arăta că A :=
⋂

n∈IN Dn este densă revine la a arăta
că D ∩ A 6= ∅ pentru orice D ∈ τ \ {∅}. Fie deci D mulţime deschisă şi
nevidă. Cum D1 = X, există x1 ∈ D ∩D1, şi deci există r1 ∈ ]0, 1] astfel ca
D(x1, r1) ⊂ D ∩ D1. Cum D2 = X, avem că există x2 ∈ B(x1, r1) ∩ D2, şi
deci există r2 ∈ ]0, 1/2] astfel ı̂ncât D(x2, r2) ⊂ B(x1, r1) ∩ D2. Continuând
ı̂n acest mod, găsim şirurile (xn) ⊂ X şi (rn) ⊂ ]0,∞[, rn → 0, astfel ı̂ncât
D(xn+1, rn+1) ⊂ B(xn, rn)∩Dn+1 pentru orice n ≥ 1. Luând Fn := D(xn, rn),
avem că şirul (Fn) este un şir descrescător de mulţimi ı̂nchise, nevide, cu
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diamFn → 0. Din teorema lui Cantor rezultă existenţa unui x ∈ ⋂
n∈IN Fn.

Cum Fn ⊂ Dn pentru orice n ∈ IN , x ∈ ⋂
n∈IN Dn = A şi x ∈ F1 ⊂ D, ceea ce

arată că D ∩A 6= ∅.
O consecinţă a acestui rezultat, cu profunde implicaţii ı̂n cele ce urmează,

este următoarea teoremă.

Teorema 1.2.5 (Baire). Fie (X, d) spaţiu metric complet şi (Fn) un şir de
mulţimi ı̂nchise din X. Dacă X =

⋃
n∈IN Fn atunci există n0 ∈ IN astfel ca

intFn0 6= ∅.
Demonstraţie. Presupunem, prin reducere la absurd, că intFn = ∅ pentru

orice n. Atunci Dn := X \Fn este deschisă şi Dn = X \ intFn = X. Aplicând
teorema precedentă, obţinem că

⋂
n∈IN Dn = X \ (

⋃
n∈IN Fn) = ∅ este densă ı̂n

X, absurd.

Un alt rezultat, stabilit relativ recent, cu importante aplicaţii, este “prin-
cipiul variaţional al lui Ekeland”.

Teorema 1.2.6 (Ekeland). Fie (X, d) spaţiu metric complet şi f : X → IR
o funcţie proprie, inferior semicontinuă şi mărginită inferior. Atunci pentru
orice x0 ∈ dom f şi ε > 0 există xε ∈ X astfel ca

f(xε) ≤ f(x0)− εd(x0, xε),

şi
f(xε) < f(x) + εd(xε, x) ∀x ∈ X \ {xε}.

Demonstraţie. Fie x0 ∈ dom f şi ε > 0 daţi. Pentru fiecare x ∈ X
considerăm mulţimea F (x) := {y ∈ X | f(y) + εd(x, y) ≤ f(x)}. Avem că
x ∈ F (x) ⊂ dom f pentru orice x ∈ dom f şi F (x) = X pentru x ∈ X \dom f .
Mai observăm că pentru y ∈ F (x), F (y) ⊂ F (x). Relaţia este evidentă pentru
x /∈ dom f . Fie deci x ∈ dom f, y ∈ F (x) şi z ∈ F (y). Atunci

f(z) + εd(y, z) ≤ f(y), f(y) + εd(x, y) ≤ f(x), d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Înmulţind ultima relaţie cu ε şi apoi sumând cele trei relaţii, rezultă că
f(z) + εd(x, z) ≤ f(x), adică z ∈ F (x). Pentru fiecare x ∈ X considerăm

g(x) := inf{f(y) | y ∈ F (x)} ∈ IR

(f fiind mărginită inferior). Obţinem că pentru x ∈ dom f şi y ∈ F (x), avem

εd(x, y) ≤ f(x)− f(y) ≤ f(x)− g(x). (1.7)
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Construim un şir (xn)n≥0 ı̂n modul următor: există x1 ∈ F (x0) astfel ca
f(x1) < g(x0) + 2−1; prin recurenţă, avându-l pe xn, există xn+1 ∈ F (xn)
astfel ca f(xn+1) < g(xn) + 2−n−1. Cum xn+1 ∈ F (xn), F (xn+1) ⊂ F (xn), şi
deci g(xn+1) ≥ g(xn). Din (1.7) obţinem că

εd(xn, xn+1) ≤ f(xn)− g(xn) ≤ f(xn)− g(xn−1) < 2−n.

Prin urmare seria
∑

n≥0d(xn, xn+1) este convergentă, şi deci, utilizând Teo-
rema 1.2.2, există xε ∈ X astfel ca xn → xε. Cum xn ∈ F (xm) pentru
orice n ≥ m, avem că f(xn) ≤ f(xm) − εd(xm, xn). Ţinând seama de faptul
că f este i.s.c. ı̂n xε, prin trecere la limită, obţinem că xε ∈ F (xm), şi deci
F (xε) ⊂ F (xm) pentru orice m ∈ IN . În particular xε ∈ F (x0), adică xε satis-
face prima relaţie din concluzie. Fie acum x̃ ∈ F (xε); prin urmare x̃ ∈ F (xn)
pentru orice n. Din (1.7) avem că

εd(xn, x̃) ≤ f(xn)− f(x̃) ≤ f(xn)− g(xn) ≤ f(xn)− g(xn−1) < 2−n,

şi deci d(xε, x̃) = 0, adică x̃ = xε. Prin urmare F (xε) = {xε}, ceea ce arată că
şi a doua relaţie din concluzia teoremei are loc.

1.3 Teorema Hahn-Banach şi teoreme de
separare algebrică

În acest paragraf X este un spaţiu liniar real. Pentru simplificarea scrierii,
pentru x, y ∈ X, vom folosi notaţiile: [x, y] := {(1 − λ)x + λy | λ ∈ [0, 1]},
[x, y[ := {(1 − λ)x + λy | λ ∈ [0, 1[}, ]x, y[ := {(1 − λ)x + λy | λ ∈ ]0, 1[},
numite segment ı̂nchis, semîınchis respectiv deschis de extremităţi x şi y.

Dacă ∅ 6= A, B ⊂ X, x ∈ X, λ ∈ IR şi ∅ 6= Γ ⊂ IR, atunci

A + B := {a + b | a ∈ A, b ∈ B}, Γ ·A := {γa | γ ∈ Γ, a ∈ A},

iar x + A := {x}+ A şi λA := {λ} ·A; considerăm că A + ∅ = ∅ şi λ∅ = ∅.
Mulţimea nevidă A ⊂ X se numeşte convexă dacă [x, y] ⊂ A pentru orice

x, y ∈ A; A este con dacă [0,∞[·A ⊂ A; A este (varietate) afină dacă
λx + (1 − λ)y ∈ A pentru orice x, y ∈ A, λ ∈ IR; A este echilibrată dacă
λx ∈ A pentru orice x ∈ A, λ ∈ [−1, 1]; A este simetrică dacă A = −A.
Considerăm că mulţimea vidă este convexă. Este uşor de dovedit că

A este afină ⇔ ∃ a ∈ X, ∃X0 ⊂ X subspaţiu liniar : A = a + X0

⇔ ∀ a ∈ A ( ∃ a ∈ A) : A− a este subspaţiu liniar.
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Să observăm că dacă (Ai)i∈I ⊂ P(X) este o familie de mulţimi afine (con-
vexe, echilibrate, conuri) atunci

⋂
i∈I Ai este afină (convexă, echilibrată, con)

(exerciţiu !); folosim convenţia
⋂

i∈∅Ai = X. Având ı̂n vedere cele de mai
sus putem introduce noţiunile de ı̂nfăşurătoare afină, convexă, echilibrată şi
conică a unei mulţimi. Astfel ı̂nfăşurătoarea afină a mulţimii A ⊂ X este

aff A :=
⋂
{V | A ⊂ V ⊂ X, V afină},

ı̂nfăşurătoarea convexă este

convA :=
⋂
{C | A ⊂ C ⊂ X, C convexă},

ı̂nfăşurătoarea conică este

conA :=
⋂
{C | A ⊂ C ⊂ X, C con},

iar ı̂nfăşurătoarea echilibrată este

echA :=
⋂
{E | A ⊂ E ⊂ X, E echilibrată}.

Desigur, ı̂nfăşurătoarea liniară a mulţimii A este

lin A :=
⋂
{Y | A ⊂ Y ⊂ X, Y subspaţiu liniar}.

Se poate dovedi cu uşurinţă (exerciţiu !) că

affA =
{∑n

i=1
λixi

∣∣∣ n ∈ IN∗, (λi) ⊂ IR, (xi) ⊂ A,
∑n

i=1
λi = 1

}
,

convA =
{∑n

i=1
λixi

∣∣∣ n ∈ IN∗, (λi) ⊂ [0,∞[, (xi) ⊂ A,
∑n

i=1
λi = 1

}
,

conA = {λx | λ ≥ 0, x ∈ A} = [0,∞[·A,

echA = {λx | λ ∈ [−1, 1], x ∈ A} = [−1, 1] ·A.

Un rezultat deosebit de interesant este formulat ı̂n teorema următoare.

Teorema 1.3.1 (Carathéodory). Fie X spaţiu liniar de dimensiune n ∈ IN∗

şi A ⊂ X o mulţime nevidă. Atunci

convA =

{
n+1∑

i=1

λixi

∣∣∣∣∣ (λi)1≤i≤n+1 ⊂ [0,∞[, (xi)1≤i≤n+1 ⊂ A,
n+1∑

i=1

λi = 1

}
.
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Punem ı̂n evidenţă câteva proprietăţi ale ı̂nfăşurătorilor afină şi convexă.
Pentru A, B ⊂ X mulţimi nevide, x ∈ X şi λ ∈ IR avem: 1) aff (A + B) =
= aff A + affB; 2) aff (x + A) = x + affA; 3) affA = a + aff (A − A) pentru
orice a ∈ A; 4) affA = lin A dacă 0 ∈ A; 5) aff (A−A) =

⋃
λ>0 λ(A−A) dacă

A este convexă; 6) aff (λA) = λ · affA; 7) conv (A + B) = convA + convB;
8) conv (λA) = λ · convA; 9) conv (conA) = con (convA) (exerciţiu !).

Fie M ⊂ X un subspaţiu liniar şi A ⊂ X o mulţime nevidă; interiorul
algebric al mulţimii A relativ la M este

aint MA := {a ∈ X | ∀x ∈ M, ∃ δ > 0, ∀λ ∈ [0, δ] : a + λx ∈ A}.
Este clar că aint MA ⊂ A, iar dacă aint MA 6= ∅ atunci M ⊂ aff (A−A).

Distingem două cazuri importante: 1) M = X; ı̂n acest caz notăm aint MA
prin aintA şi se numeşte interiorul algebric al mulţimii A, 2) M = aff (A−A);
ı̂n acest caz aint MA se notează raintA şi se numeşte interiorul algebric relativ
al mulţimii A. Prin urmare a ∈ aintA dacă şi numai dacă affA = X şi
a ∈ raintA (exerciţiu !).

În cazul ı̂n care mulţimea A este convexă avem (exerciţiu !) :

a ∈ aintA ⇔ ∀x ∈ X, ∃λ > 0 : a + λx ∈ A,

a ∈ raintA ⇔ ∀x ∈ A, ∃λ > 0 : (1 + λ)a− λx ∈ A.

Dacă X, Y sunt spaţii liniare reale, prin L(X, Y ) notăm spaţiul liniar real
al operatorilor liniari de la X la Y . Cazul ı̂n care Y = IR ocupă un loc aparte.
Spaţiul L(X, IR) ı̂l notăm prin X ′ şi se numeşte dualul algebric al lui X; un
element din X ′ se numeşte funcţională liniară.

În analiza funcţională următoarele tipuri de funcţii sunt foarte importante.
Aplicaţia p : X → IR este subliniară dacă 1) p(x+y) ≤ p(x)+p(y) ∀x, y ∈ X
şi 2) p(λx) = λp(x) ∀x ∈ X, ∀λ ∈ [0,∞[; p este seminormă dacă satisface
condiţiile 1) şi 2’) p(λx) = |λ|p(x) ∀x ∈ X, ∀λ ∈ IR. Funcţia p : X → IR
este normă dacă satisface 1), 2’) şi 3) p(x) = 0 ⇒ x = 0; ı̂n acest caz, ı̂n
mod obişnuit, p(x) se notează prin ‖x‖ şi se numeşte norma lui x.

Observăm că dacă p este seminormă atunci p(x) ≥ 0 pentru orice x ∈ X.
Într-adevăr, ı̂n acest caz avem 0 ≤ p(0) = p(x+(−x)) ≤ p(x)+p(−x) = 2p(x).

Dacă p1, . . . , pn sunt funcţionale subliniare (seminorme) atunci p1+· · ·+pn

şi max{p1, . . . , pn} sunt de asemenea funcţionale subliniare (seminorme).
Un exemplu important de aplicaţie subliniară este dat ı̂n continuare. Fie

A ⊂ X absorbantă, adică 0 ∈ aintA; aplicaţia

pA : X → IR, pA(x) := inf{λ ≥ 0 | x ∈ λA}
se numeşte funcţionala Minkowski asociată mulţimii A.
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Teorema 1.3.2 Fie A ⊂ X o mulţime convexă şi absorbantă. Atunci pA este
subliniară şi

aintA = {x ∈ X | pA(x) < 1} ⊂ A ⊂ {x ∈ X | pA(x) ≤ 1}.

În plus, dacă A este simetrică, pA este seminormă.

Demonstraţie. Fie Λ(x) := {λ ≥ 0 | x ∈ λA} pentru fiecare x ∈ X.
Deoarece A este absorbantă, Λ(x) 6= ∅ pentru orice x ∈ X şi Λ(0) = [0,∞[, iar
pentru că A este convexă, Λ(x) este un interval nemărginit la dreapta. Într-
adevăr, pentru x 6= 0, λ ∈ Λ(x) şi µ > λ avem că λ > 0, 1

λx ∈ A, λ
µ ∈ ]0, 1[ şi

deci 1
µx = λ

µ · 1λx+(1− λ
µ)·0 ∈ A, adică µ ∈ Λ(x). Este clar că pA(x) = inf Λ(x).

Cum Λ(tx) = tΛ(x) pentru t > 0 şi x ∈ X, avem că pA(tx) = tpA(x) pentru
t > 0, egalitatea fiind evidentă pentru t = 0.

Fie acum x, y ∈ X astfel ca 0 ≤ pA(x) < λ, 0 ≤ pA(y) < µ. Avem că
λ ∈ Λ(x), µ ∈ Λ(y), şi deci x + y ∈ λA + µA = (λ + µ)A. Prin urmare
pA(x + y) ≤ λ + µ. Luând λ = pA(x) + 1/n şi µ = pA(y) + 1/n, apoi, trecând
la limită, obţinem că pA(x + y) ≤ pA(x) + pA(y), şi deci pA este subliniară.
Este evident că

{x ∈ X | pA(x) < 1} ⊂ A ⊂ {x ∈ X | pA(x) ≤ 1}.

Fie pA(a) < 1; arătăm că a ∈ aintA. Fie x ∈ X; pentru λ := 1−pA(a)
1+pA(x) > 0

avem

pA(a + λx) ≤ pA(a) + λpA(x) = pA(a) + (1− pA(a))
pA(x)

1 + pA(x)
< 1.

Deci a + λx ∈ A, de unde rezultă că a ∈ aintA.
Fie a ∈ aintA; pentru x = a există λ > 0 astfel ca a + λa = (1 + λ)a ∈ A,

şi deci pA(a) ≤ (1 + λ)−1 < 1. Prin urmare aintA = {x ∈ X | pA(x) < 1}.
Dacă A este simetrică este evident că Λ(x) = Λ(−x) pentru orice x; rezultă

că pA este seminormă.

În condiţiile Teoremei 1.3.2 avem că [0, x[⊂ aintA pentru orice x ∈ A.
Cum a ∈ aintA ⇔ A − a este absorbantă, dacă A este convexă atunci
aintA este convexă şi [a, x[⊂ aintA pentru orice a ∈ aintA şi x ∈ A. Acelaşi
rezultat este valabil şi pentru interiorul algebric relativ, adică, dacă A este
convexă atunci raintA este convexă şi [a, x[⊂ raintA pentru orice a ∈ raintA
şi x ∈ A.

Interiorul algebric mai are şi următoarele proprietăţi. Fie A, B ⊂ X mul-
ţimi nevide, x ∈ X şi λ ∈ IR \ {0}; atunci: 1) raint (x + A) = x + raintA;
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2) raint (λA) = λ · raintA; 3) A + aintB ⊂ aint (A + B); 4) dacă aintB = B,
A+aintB = aint (A+B); 5) raintA+raintB ⊂ raint (A+B); 6) dacă A, B
sunt convexe, raintA 6= ∅ şi raintB 6= ∅, raint (A + B) = raintA + raintB;
7) raintA 6= ∅ dacă dimX < ∞ şi A este convexă.

Un rezultat fundamental al analizei funcţionale este teorema Hahn-Banach.

Teorema 1.3.3 (Hahn-Banach). Fie X spaţiu liniar real, X0 un subspaţiu
liniar al lui X, p : X → IR o funcţională subliniară şi ϕ0 : X0 → IR o
funcţională liniară. Dacă ϕ0(x) ≤ p(x) pentru orice x ∈ X0 atunci există
ϕ : X → IR o funcţională liniară astfel ca ϕ|X0 = ϕ0 şi ϕ(x) ≤ p(x) pentru
orice x ∈ X.

Demonstraţie. Facem demonstraţia ı̂n două etape: a) ϕ0 se prelungeşte la
X0 + IRx, unde x ∈ X \X0, prin păstrarea majorării cu p şi b) aplicând lema
lui Zorn, ϕ0 se prelungeşte la ı̂ntreg spaţiul X prin păstrarea majorării cu p.

a) Fie x /∈ X0 şi X1 := X0 + IRx. Fiecare y ∈ X1 se scrie ı̂n mod unic sub
forma y = u + λx cu u ∈ X0, λ ∈ IR.

Fie u, v ∈ X0, λ, µ > 0. Avem că

λϕ0(v) + µϕ0(u) = ϕ0(λv + µu) ≤ p(λv + µu)
≤ p(λv − λµx) + p(µu + µλx)
≤ λp(v − µx) + µp(u + λx).

Deci

[ϕ0(v)− p(v − µx)]/µ ≤ [p(u + λx)− ϕ0(u)]/λ ∀λ, µ > 0, ∀u, v ∈ X0,

ceea ce arată că există α ∈ IR astfel ca

[ϕ0(v)− p(v − µx)]/µ ≤ α ≤ [p(u + λx)− ϕ0(u)]/λ ∀λ, µ > 0, ∀u, v ∈ X0.

Considerăm
ϕ1 : X1 → IR, ϕ1(y) := ϕ0(u) + λα,

unde y = u+λx, u ∈ X0, λ ∈ IR. Este evident că ϕ1 este liniară şi ϕ1|X0 = ϕ0.
În plus, dacă λ > 0 atunci

ϕ1(u + λx) = ϕ0(u) + λα ≤ ϕ0(u) + λ · [p(u + λx)− ϕ0(u)]/λ = p(u + λx),

iar dacă λ < 0 atunci (luând µ = −λ > 0 şi v = u)

ϕ1(u + λx) = ϕ0(u) + λα ≤ ϕ0(u) + λ · [ϕ0(v)− p(v − µx)]/µ = p(u + λx).
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Deci ϕ1(y) ≤ p(y) pentru orice y ∈ X1.
b) Fie

F := {(ϕ, Y ) | X0 ⊂ Y ⊂ X, Y = linY, ϕ : Y → IR liniară,
ϕ|X0 = ϕ0, ϕ(y) ≤ p(y) ∀ y ∈ Y }.

Pentru (ϕ, Y ), (ψ, Z) ∈ F spunem că (ϕ, Y ) ¹ (ψ, Z) dacă Y ⊂ Z şi ψ|Y = ϕ.
Este evident că (F ,¹) este o mulţime ordonată. Fie L = {(ϕi, Yi) | i ∈ I} ⊂ F
un lanţ (I 6= ∅). Considerăm Y :=

⋃
i∈I Yi şi ϕ : Y → IR, ϕ(y) := ϕi(y) pentru

y ∈ Yi. Rezultă uşor că Y este spaţiu liniar (deoarece L este lanţ) şi ϕ este bine
definită şi liniară. În plus ϕ|Yi = ϕi şi ϕ(y) ≤ p(y) pentru orice y ∈ Y . Prin
urmare (ϕ, Y ) ∈ F şi (ϕi, Yi) ¹ (ϕ, Y ) pentru orice i ∈ I. Am obţinut astfel că
L este majorat ı̂n F . Din lemma lui Zorn rezultă că F are elemente maximale.
Fie (ϕ, Y ) un element maximal al lui F . Presupunem că Y 6= X; atunci există
x ∈ X \ Y . Din etapa a), aplicată pentru ϕ, Y şi x, obţinem o funcţională
liniară ψ : Z := Y + IRx → IR astfel ca ψ|Y = ϕ şi ψ(z) ≤ p(z) pentru
orice z ∈ Z. Deoarece (ϕ, Y ) ∈ F , ψ|X0 = ϕ0, şi deci (ψ, Z) ∈ F . În plus
(ϕ, Y ) ¹ (ψ,Z); (ϕ, Y ) fiind element maximal ı̂n F , avem că (ϕ, Y ) = (ψ, Z).
Prin urmare obţinem contradicţia x ∈ Z = Y . Rezultă că X = Y , ceea ce
arată că ϕ este funcţionala căutată.

O consecinţă importantă a teoremei Hahn-Banach este următoarea teo-
remă de separare.

Teorema 1.3.4 (separare algebrică). Fie A ⊂ X o mulţime convexă cu
raintA 6= ∅ şi x0 ∈ X\raintA. Atunci există o funcţională liniară ϕ : X → IR,
neconstantă pe A ∪ {x0}, astfel ı̂ncât

ϕ(x) ≤ ϕ(x0) ∀x ∈ A. (1.8)

Demonstraţie. Fără a restrânge generalitatea putem presupune că 0 este
ı̂n raintA (̂ın caz contrar se face o translaţie).

Pentru ı̂nceput considerăm cazul ı̂n care affA = X (= linA). În această
situaţie A este convexă şi absorbantă. Din Teorema 1.3.2 rezultă că funcţionala
Minkowski pA este subliniară; ı̂n plus, cum x0 /∈ aintA = raintA, pA(x0) ≥ 1.
Considerăm ϕ0 : IRx0 → IR, ϕ0(λx0) := λpA(x0). Este evident că ϕ0 este
liniară pe X0 := IRx0 şi ϕ0(x) ≤ pA(x) pentru orice x ∈ X0. Aplicând
teorema Hahn-Banach obţinem o funcţională liniară ϕ : X → IR astfel ı̂ncât
ϕ(x0) = pA(x0) şi ϕ(x) ≤ pA(x) pentru orice x ∈ X. În particular, pentru
x ∈ A avem

ϕ(x) ≤ pA(x) ≤ 1 ≤ pA(x0) = ϕ(x0).
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Este evident că ϕ nu-i constantă pe A ∪ {x0} (ϕ(0) = 0, ϕ(x0) ≥ 1).
Fie acum affA 6= X. Desprindem două subcazuri: a) x0 ∈ affA =: X0 şi

b) x0 /∈ X0. În cazul a) obţinem, ca mai sus, ı̂nlocuind X cu X0, o funcţională
liniară ϕ0 : X0 → IR, neconstantă pe A ∪ {x0}, astfel ı̂ncât ϕ0(x) ≤ ϕ0(x0)
pentru orice x ∈ A. Luând o prelungire liniară ϕ a lui ϕ0 la ı̂ntreg spaţiul
se obţine funcţionala dorită. În cazul b) considerăm X1 := X0 + IRx0 şi
ϕ1 : X1 → IR, ϕ1(x + λx0) := λ pentru x ∈ X0, λ ∈ IR. Atunci ϕ1(x) = 0
pentru x ∈ A şi ϕ1(x0) = 1. Luând o prelungire liniară a lui ϕ1 la ı̂ntreg
spaţiul se obţine funcţionala căutată.

Condiţia (1.8) de separare poate fi exprimată şi ı̂ntr-un alt mod. Fie
ϕ ∈ X ′ \ {0} şi α ∈ IR. Considerăm mulţimile

Hϕ,α := {x ∈ X | ϕ(x) = α}, H<
ϕ,α := {x ∈ X | ϕ(x) < α}

şi
H≤

ϕ,α := {x ∈ X | ϕ(x) ≤ α},
numite respectiv hiperplan, semispaţiu deschis şi semispaţiu ı̂nchis. În mod
analog se definesc H>

ϕ,α (= H<
−ϕ,−α) şi H≥

ϕ,α (= H≤
−ϕ,−α). Toate aceste mulţimi

sunt convexe, nevide şi aintH≤
ϕ,α = H<

ϕ,α.
Teorema 1.3.4 afirmă că există ϕ ∈ X ′ \ {0} şi α ∈ IR astfel ca A ⊂ H≤

ϕ,α

şi x0 ∈ Hϕ,α (sau x0 ∈ H≥
ϕ,α); ı̂n această situaţie spunem că Hϕ,α separă A

şi x0. În cazul ı̂n care x0 ∈ A şi Hϕ,α separă A şi x0 spunem că Hϕ,α este
hiperplan suport sau de sprijin pentru A ı̂n x0; x0 se numeşte punct suport sau
de sprijin, iar ϕ se numeşte funcţională suport sau de sprijin. Prin urmare
ϕ ∈ X ′ \ {0} este funcţională suport dacă ϕ ı̂şi atinge supremul pe A. În
general, Hϕ,α, ϕ 6= 0, este hiperplan de sprijin pentru A dacă A ⊂ H≤

ϕ,α (sau
A ⊂ H≥

ϕ,α) şi A ∩Hϕ,α 6= ∅.
În practică apare, ı̂n mod obişnuit, problema separării a două mulţimi. În

acest sens are loc următorul rezultat.

Teorema 1.3.5 Fie A, B ⊂ X două mulţimi convexe şi nevide. Presupu-
nem că a) aintA 6= ∅ şi B ∩ aintA = ∅ sau b) raintA 6= ∅, raintB 6= ∅
şi raintA ∩ raintB = ∅. Atunci există ϕ ∈ X ′, ϕ neconstantă pe A ∪ B, şi
α ∈ IR astfel ca

ϕ(x) ≤ α ≤ ϕ(y) ∀x ∈ A, ∀ y ∈ B ( ⇔ supϕ(A) ≤ inf ϕ(B) ). (1.9)

Demonstraţie. a) Fie C := aintA − B; C este convexă, aintC = C 6= ∅ şi
0 /∈ aintC. Din teorema precedentă rezultă că există ϕ ∈ X ′, ϕ neconstantă
pe C ∪ {0}, şi deci pe A ∪B, astfel ca

ϕ(x) ≤ ϕ(0) = 0 ∀x ∈ aintA − B.



22 Cap. 1 Rezultate preliminare de analiză funcţională

Prin urmare ϕ(x) ≤ ϕ(y) pentru x ∈ aintA, y ∈ B, şi deci există α ∈ IR astfel
ı̂ncât

ϕ(x) ≤ α ≤ ϕ(y) ∀x ∈ aintA, ∀ y ∈ B.

Fie a ∈ aintA fixat. După cum am observat imediat după Teorema 1.3.2,
pentru orice x ∈ A avem că [a, x[⊂ aintA. Din inegalitatea de mai sus
obţinem că

ϕ(λa + (1− λ)x) = λϕ(a) + (1− λ)ϕ(x) ≤ α ∀x ∈ A, ∀λ ∈ ]0, 1[.

Făcând λ → 0, obţinem că ϕ satisface concluzia teoremei.
b) Considerăm C := A − B; atunci raintC = raintA − raintB 6= ∅ şi

0 /∈ raintC. Aplicând teorema precedentă, ca ı̂n cazul a), obţinem existenţa
lui ϕ satisfăcând condiţiile cerute.

Să observăm că ı̂n cazul a) din teorema de mai sus condiţia că ϕ nu-i
constantă pe A ∪B este echivalentă cu condiţia că ϕ este nenulă.

Teorema 1.3.5 afirmă că există ϕ ∈ X ′ \ {0} şi α ∈ IR astfel ca A ⊂ H≤
ϕ,α şi

B ⊂ H≥
ϕ,α. În această situaţie spunem că hiperplanul Hϕ,α separă mulţimile

A şi B; separarea este chiar proprie deoarece A∩H<
ϕ,α 6= ∅ sau B ∩H>

ϕ,α 6= ∅.
După cum se ştie, mulţimea kerϕ := {x ∈ X | ϕ(x) = 0}, unde ϕ ∈ X ′, se

numeşte nucleul lui ϕ; este evident că kerϕ = Hϕ,0. Rezultatul următor, foarte
util ı̂n cele ce urmează, se ı̂ntâlneşte sub denumirea de “teorema nucleelor”.

Teorema 1.3.6 (a nucleelor). Fie ϕ,ϕ1, . . . , ϕn ∈ X ′. Atunci
⋂n

i=1
kerϕi ⊂ kerϕ ⇔ ∃λ1, . . . , λn ∈ IR : ϕ =

∑n

i=1
λiϕi.

Demonstraţie. Suficienţa este evidentă. Demonstraţia necesităţii o facem
prin inducţie după n ≥ 1. Propoziţia P (n) afirmă că pentru orice spaţiu liniar
Y şi pentru orice funcţionale liniare ψ,ψ1, . . . , ψn ∈ Y ′

⋂n

i=1
kerψi ⊂ kerψ ⇒ ∃µ1, . . . , µn ∈ IR : ψ =

∑n

i=1
µiψi.

P (1) este adevărată. Într-adevăr, fie ψ, ψ1 ∈ Y ′, kerψ1 ⊂ kerψ. Dacă
kerψ = Y atunci ψ = 0 = 0 ·ψ1. Presupunem deci că kerψ 6= Y ; atunci există
y0 ∈ Y cu ψ(y0) 6= 0. Din ipoteză avem că ψ1(y0) 6= 0. Fie y ∈ Y ; avem că
y − ψ1(y)

ψ1(y0)y0 ∈ kerψ1 ⊂ kerψ, şi deci ψ(y) = ψ(y0)
ψ1(y0)ψ1(y). Luând µ1 = ψ(y0)

ψ1(y0) ,
avem că ψ = µ1ψ1.

P (n) ⇒ P (n + 1) Presupunem că propoziţia P (n) este adevărată (n ≥ 1
fixat) şi fie ψ, ψ1, . . . , ψn, ψn+1 ∈ Y ′ astfel ca

⋂n
i=1 kerψi ⊂ kerψ. Con-

siderăm Y0 := kerψn+1, ψ0
i := ψi|Y0 , 1 ≤ i ≤ n, şi ψ0 := ψ|Y0 . Este
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clar că ψ0, ψ0
1, . . . , ψ

0
n ∈ Y ′

0 şi
⋂n

i=1 kerψ0
i ⊂ kerψ0 (kerψ0 = kerψ ∩ Y0 !).

Aplicând P (n) pentru ψ0, ψ0
1, . . . , ψ

0
n şi Y0, există µ1, . . . , µn ∈ IR astfel ca

ψ0 =
∑n

i=1µiψ
0
i . Fie χ := ψ − ∑n

i=1µiψi ∈ Y ′. Observăm că kerψn+1 =
Y0 ⊂ kerχ. Din prima parte (n = 1) rezultă că există µn+1 ∈ IR astfel
ca χ = µn+1ψn+1 şi deci ψ =

∑n+1
i=1 µiψi. Deci P (n + 1) este adevărată.

Demonstraţia este terminată.

În Capitolul 3 va apare frecvent condiţia ca un operator liniar să fie sur-
jectiv. Ca aplicaţie a teoremei precedente dăm o caracterizare a operatorilor
liniari şi surjectivi cu valori ı̂n spaţii finit dimensionale.

Teorema 1.3.7 Fie ϕ1, . . . , ϕn ∈ X ′, şi operatorul T : X → IRn definit prin
Tx := (ϕ1(x), . . . , ϕn(x)). Operatorul T este surjectiv dacă şi numai dacă
familia (ϕi)1≤i≤n este liniar independentă.

Demonstraţie. Reamintim că (ϕi)1≤i≤n este familie liniar independentă
dacă

∀λ1, . . . , λn ∈ IR : λ1ϕ1 + · · ·+ λnϕn = 0 ⇒ λ1 = · · · = λn = 0.

Să presupunem pentru ı̂nceput că T este surjectiv şi fie λ1, . . . , λn ∈ IR astfel
ca λ1ϕ1 + · · · + λnϕn = 0. Cum T este surjectiv, există x̄ ∈ X astfel ca
ϕi(x̄) = λi pentru 1 ≤ i ≤ n. Avem astfel că

0 = λ1ϕ1(x̄) + · · ·+ λnϕn(x̄) = λ2
1 + · · ·+ λ2

n,

şi deci λ1 = · · · = λn = 0, adică (ϕi)1≤i≤n este liniar independentă. Dovedim
implicaţia inversă prin inducţie după n. Prin ipoteză, (ϕi)1≤i≤n este liniar
independentă. Considerăm y = (y1, . . . , yn) ∈ IRn. Fie n = 1; rezultă imediat
că ϕ1 6= 0, şi deci există x̄ ∈ X astfel ca ϕ1(x̄) 6= 0. Considerând x := y1

ϕ1(x̄) · x̄,
avem că ϕ1(x) = y1, şi deci Tx = y. Prin urmare T este surjectiv ı̂n acest caz.

Presupunem că afirmaţia este adevărată pentru n− 1 (n ≥ 2) şi să arătăm
că este adevărată şi pentru n. Deoarece (ϕi)1≤i≤n este liniar independentă,
familia (ϕi)1≤i≤n−1 este şi ea liniar independentă. Din ipoteza inductivă avem
că operatorul T̃ : X → IRn−1, definit prin T̃ x := (ϕ1(x), . . . , ϕn−1(x)), este
surjectiv. Deci există x̃ ∈ X astfel ca ϕi(x̃) = yi pentru 1 ≤ i ≤ n − 1.
Deoarece (ϕi)1≤i≤n este liniar independentă, din teorema precedentă avem că⋂n−1

i=1 kerϕi 6⊂ kerϕn. Deci există x̄ ∈ ⋂n−1
i=1 kerϕi astfel ca x̄ /∈ kerϕn. Luând

λ := (yn − ϕn(x̃))/ϕn(x̄), x := x̃ + λx̄,

avem că ϕi(x) = yi pentru 1 ≤ i ≤ n, adică Tx = y. Deci T este surjectiv.
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1.4 Spaţii local convexe

În acest paragraf X este un spaţiu liniar real iar P este o familie nevidă de
seminorme pe X.

Pentru x ∈ X, p1, . . . , pn ∈ P (n ∈ IN∗) şi ε > 0 definim

V (x; p1, . . . , pn; ε) := {y ∈ X | pi(y − x) < ε ∀ i, 1 ≤ i ≤ n}.

Este evident că

V (x; p1, . . . , pn; ε) = x + V (0; p1, . . . , pn; ε). (1.10)

Pentru fiecare element x ∈ X considerăm familia de mulţimi

U(x) := {V (x; p1, . . . , pn; ε) | n ∈ IN∗, p1, . . . , pn ∈ P, ε > 0}.

Are loc următorul rezultat.

Teorema 1.4.1 Există o topologie unică τ = τP pe X astfel ca U(x) să fie sis-
tem fundamental de vecinătăţi pentru x, oricare ar fi x ∈ X. În plus aplicaţiile
(x, y) 7→ x + y şi (λ, x) 7→ λx sunt continue de la (X × X, τ × τ), respectiv
(IR×X, τ0 × τ), ı̂n (X, τ).

Demonstraţie. Familia {U(x) | x ∈ X} satisface condiţiile VF1)–VF3) ale
Teoremei 1.1.4. Acest fapt rezultă, respectiv, din următoarele relaţii:

x ∈ V (x; p1, . . . , pn; ε),
V (x; p1, . . . , pn+m;min{ε1, ε2})

⊂ V (x; p1, . . . , pn; ε1) ∩ V (x; pn+1, . . . , pn+m; ε2),
V (y; p1, . . . , pn; δ) ⊂ V (x; p1, . . . , pn; ε),

unde y ∈ V (x; p1, . . . , pn; ε) şi δ := ε−max{pi(y − x) | 1 ≤ i ≤ n}; desigur, ı̂n
relaţiile de mai sus n, m ∈ IN∗, ε, ε1, ε2 ∈ ]0,∞[ şi p1, . . . , pn+m ∈ P.

Utilizând teorema mai sus menţionată, există o unică topologie τ = τP pe
X cu proprietatea că U(x) este sistem fundamental de vecinătăţi ale lui x
pentru fiecare x ∈ X. Continuitatea aplicaţiei

(X ×X, τ × τ) 3 (x, y) 7→ x + y ∈ (X, τ)

este o consecinţă imediată a relaţiei

V (x; p1, . . . , pn; ε/2) + V (y; p1, . . . , pn; ε/2) = V (x + y; p1, . . . , pn; ε),
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iar continuitatea aplicaţiei (IR×X, τ0× τ) 3 (λ, x) 7→ λx ∈ (X, τ) rezultă uşor
din relaţia

]λ− δ, λ + δ[ ·V (x; p1, . . . , pn; δ) ⊂ V (λx; p1, . . . , pn; ε),

unde δ := min{1, ε/(1 + |λ|+ max{pi(x) | 1 ≤ i ≤ n})}; desigur, ε > 0.

Să observăm că putem ı̂nlocui familia P de seminorme cu

P ′ := {max{p1, . . . , pn} | n ∈ IN∗, p1, . . . , pn ∈ P},
fără ca familia U(x) (x ∈ X) să se schimbe. În plus P ′ are proprietatea că
pentru orice p1, p2 ∈ P ′ există p3 ∈ P ′ astfel ca p1 ≤ p3, p2 ≤ p3, adică P ′
este dirijată . Astfel V ∈ V(x) dacă şi numai dacă există p′ ∈ P ′ şi ε > 0 astfel
ca V (x; p′; ε) ⊂ V . Având ı̂n vedere această discuţie, ı̂n cele ce urmează vom
presupune (̂ın general) că familia de seminorme P este dirijată (̂ın caz contrar
poate fi ı̂nlocuită cu o familie dirijată care să inducă aceeaşi topologie).

Consecinţa 1.4.1 Considerăm a ∈ X, λ ∈ IR \ {0} şi aplicaţiile

Ta, Oλ : (X, τP) → (X, τP), Ta(x) = a + x, Oλ(x) = λx.

Atunci Ta şi Oλ sunt homeomorfisme.

O topologie τ pe spaţiul liniar X se numeşte liniară dacă aplicaţiile
(x, y) 7→ x + y şi (λ, x) 7→ λx definite ı̂n teorema precedentă sunt continue.
O topologie liniară pe X faţă de care originea (şi deci fiecare punct din X)
are un sistem fundamental de vecinătăţi convexe se numeşte local convexă, iar
spaţiul X se numeşte local convex. Teorema 1.4.1 ne arată că dacă P este o
familie de seminorme pe X atunci X este un spaţiu local convex, notat (X,P).
De fiecare dată când avem un spaţiu local convex (X,P), considerăm pe X
topologia τP dată de Teorema 1.4.1.

Relaţia (1.10) arată că topologia τP este perfect determinată de familia
U := U(0). Această clasă de mulţimi are proprietăţile :

LC1) ∀U ∈ U : U este convexă, absorbantă şi echilibrată,

LC2) ∀U1, U2 ∈ U , ∃U3 ∈ U : U3 ⊂ U1 ∩ U2,

LC3) ∀U ∈ U , ∃V ∈ U : V + V ⊂ U .

Proprietăţile LC2) şi LC3) le are şi familia V := V(0), dar nu şi proprietatea
LC1), ı̂nsă orice mulţime din V este absorbantă.

Se poate dovedi că dacă o familie nevidă U de părţi ale unui spaţiu liniar
real are proprietăţile LC1)–LC3) de mai sus atunci există o familie de semi-
norme P pe X astfel ca U să fie sistem fundamental de vecinătăţi ale lui 0
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faţă de topologia τP . De fapt P = {pU | U ∈ U}, unde pU este funcţionala
Minkowski asociată mulţimii U [din LC2) avem că această familie de semi-
norme este dirijată !].

În spaţii local convexe are loc o formulă simplă pentru aderenţa unei
mulţimi.

Teorema 1.4.2 Fie A ⊂ (X,P) şi U0 un sistem fundamental de vecinătăţi
ale lui 0. Atunci

A =
⋂

U∈U0

(A + U). (1.11)

Demonstraţie. Este clar că formula (1.11) are loc pentru A = ∅. Fie
deci A 6= ∅. Demonstrăm mai ı̂ntâi formula pentru U0 = V, sistemul tuturor
vecinătăţilor lui 0. Fie x ∈ A şi V ∈ V. Atunci −V ∈ V, şi deci x− V ∈ V(x).
Prin urmare A ∩ (x− V ) 6= ∅ (⇔ x ∈ A + V ). Deci x ∈ ⋂

V ∈V(A + V ).
Invers, dacă x aparţine acestei mulţimi şi U ∈ V(x), atunci V := x−U ∈ V.

Rezultă că x ∈ A + V (⇔ (x − V ) ∩ A 6= ∅), adică U ∩ A 6= ∅. Prin urmare
x ∈ A.

În cazul general, deoarece U0 ⊂ V,
⋂

V ∈V(A + V ) ⊂ ⋂
V ∈U0

(A + V ). Însă
pentru orice V ∈ V există U ∈ U0 astfel ca U ⊂ V , ceea ce arată că are loc şi
incluziunea inversă.

Mulţimile convexe dintr-un spaţiu local convex au proprietăţi deosebite şi
din punct de vedere topologic.

Teorema 1.4.3 Fie C ⊂ (X,P) (P dirijată) o mulţime convexă şi nevidă.

(i) C este mulţime convexă;

(ii) dacă a ∈ intC şi x ∈ C atunci [a, x[⊂ intC;

(iii) intC este mulţime convexă;

(iv) dacă intC 6= ∅ atunci intC = C şi intC = intC;

(v) dacă intC 6= ∅ atunci aintC = intC.

Demonstraţie. (i) Luăm U0 = U ı̂n formula (1.11). Cum suma a două
mulţimi convexe este convexă, obţinem că C este convexă.

(ii) Fie a ∈ intC, x ∈ C şi λ ∈ ]0, 1[; arătăm că aλ := (1−λ)a+λx ∈ intC.
Există ε > 0 şi p ∈ P astfel ca V (a; p; ε) ⊂ C. Luăm δ := 1−λ

λ ε > 0. Deoarece
x ∈ C, există x′ ∈ C ∩ V (x; p; δ). Avem că V ′ := V (a′λ; p; (1− λ)ε) ⊂ C, unde
a′λ := (1− λ)a + λx′. Într-adevăr, dacă y ∈ V ′ atunci

y = a′λ + (1− λ)u = (1− λ)(a + u) + λx′,
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cu p(u) < ε; deci a + u ∈ V ⊂ C. Deoarece C este convexă avem că y ∈ C.
Însă

p(aλ − a′λ) = λp(x− x′) < λδ = (1− λ)ε,

şi deci

V (aλ; p; (1− λ)ε− p(aλ − a′λ)) ⊂ V (a′λ; p; (1− λ)ε) = V ′ ⊂ C.

Deci αλ ∈ intC.
(iii) Fie a, b ∈ intC. Cum b ∈ C, din (ii) rezultă că [a, b[⊂ intC, şi deci

[a, b] ⊂ intC. Prin urmare intC este mulţime convexă.
(iv) Fie a0 ∈ intC fixat. Din proprietăţile aderenţei şi interiorului avem că

intC ⊂ C şi intC ⊂ intC. Fie x ∈ C. Din (ii) avem că 1
na0 +(1− 1

n)x ∈ intC
pentru orice n ∈ IN∗. Trecând la limită obţinem că x ∈ intC; deci avem şi
C ⊂ intC. Fie x ∈ intC. Datorită continuităţii aplicaţiei

χ : IR → X, χ(λ) := (1− λ)a0 + λx,

ı̂n 1, cum χ(1) ∈ intC, există λ0 > 1 astfel χ(λ0) =: x0 ∈ C. Prin urmare,
din (ii) avem că x = (1− 1

λ0
)a0 + 1

λ0
x0 ∈ intC. Avem astfel că intC ⊂ intC,

ceea ce completează demonstraţia.
(v) Cum orice vecinătate a originii ı̂ntr-un spaţiu local convex este ab-

sorbantă, avem ı̂ntotdeauna că intA ⊂ aintA. Fie deci a0 ∈ intC (6= ∅ !).
Fără a restrânge generalitatea putem presupune că a0 = 0 (̂ınlocuim eventual
C cu C − a0). Fie x ∈ aintC; din Teorema 1.3.2 avem că pC(x) < 1. Prin
urmare există λ0 > 1 astfel ca pC(λ0x) < 1, adică x0 := λ0x ∈ C. Atunci, din
(ii), x = 1

λ0
x0 ∈ [0, x0[⊂ intC. Demonstraţia este completă.

Următorul rezultat se referă la continuitatea funcţionalelor subliniare.

Teorema 1.4.4 Fie (X,P) spaţiu local convex, cu P dirijată, şi f : X → IR
o funcţională subliniară. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) f este continuă;

(ii) f este continuă ı̂n origine;

(iii) ∃λ > 0 : {x ∈ X | f(x) ≤ λ} este vecinătate a originii;

(iv) ∃M > 0, ∃ p ∈ P, ∀x ∈ X : f(x) ≤ M · p(x);

(v) ∃M > 0, ∃ p ∈ P, ∀x, y ∈ X : |f(x)− f(y)| ≤ M · p(x− y).

Demonstraţie. Este evident că (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) şi (v) ⇒ (i).
(iii) ⇒ (iv) Fie λ > 0 cu {x | f(x) ≤ λ} ∈ V(0). Atunci există ε > 0, p ∈ P

astfel ca V (0; p; ε) ⊂ {x | f(x) ≤ λ}. Fie x ∈ X astfel ca p(x) > 0. Atunci
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p
(

ε
2p(x)x

)
= ε/2 < ε, şi deci f

(
ε

2p(x)x
)

= ε
2p(x)f(x) ≤ λ. Luând M := 2λ/ε,

obţinem că f(x) ≤ M · p(x). Dacă p(x) = 0, atunci p(tx) = 0 pentru orice
t > 0, de unde rezultă că f(x) ≤ 0 = M · p(x).

(iv) ⇒ (v) Avem că f(x) = f(x − y + y) ≤ f(x − y) + f(y), şi deci
f(x) − f(y) ≤ f(x − y) ≤ M · p(x − y). Schimbând x cu y, obţinem că
|f(x)− f(y)| ≤ M · p(x− y) pentru orice x, y ∈ X.

Printre altele, acest rezultat ne arată că o funcţională subliniară este con-
tinuă dacă şi numai dacă este lipschitziană (condiţia (v) ), şi toate seminormele
din P sunt continue ı̂n raport cu topologia τP .

Consecinţa 1.4.2 Fie U ⊂ (X,P) o vecinătate convexă a originii. Atunci
funcţionala Minkowski pU asociată vecinătăţii U este continuă şi

intU = {x ∈ X | pU (x) < 1}, U = {x ∈ X | pU (x) ≤ 1}. (1.12)

Demonstraţie. Să observăm mai ı̂ntâi că 0 ∈ intU ⊂ aintU , şi deci, din
Teorema 1.3.2 şi Teorema 1.4.3, avem că intU = {x ∈ X | pU (x) < 1}. Tot
din Teorema 1.3.2 obţinem că U ⊂ {x ∈ X | pU (x) ≤ 1}. Chiar această
relaţie, ı̂mpreună cu teorema precedentă, ne asigură că pU este continuă, şi
deci U ⊂ {x ∈ X | pU (x) ≤ 1}. Pentru a dovedi incluziunea inversă fie
x ∈ X, pU (x) ≤ 1. Atunci pU

(
n

n+1x
)

< 1 şi deci n
n+1x ∈ intU ⊂ U pentru

orice n ∈ IN . Trecând la limită, obţinem că x ∈ U .

Pe un spaţiu liniar X putem să avem mai multe topologii local convexe.
Se pune problema, de multe ori, de a compara acele topologii. O consecinţă a
teoremei precedente este şi următorul rezultat.

Teorema 1.4.5 Fie P şi Q două familii nevide şi dirijate de seminorme pe
X. Atunci

τQ ¹ τP ⇔ ∀ q ∈ Q, ∃M > 0, ∃ p ∈ P : q ≤ M · p,

adică orice seminormă din Q este τP–continuă.

Demonstraţie. Conform Teoremei 1.1.1, ţinând seama şi de faptul că ı̂ntr-o
topologie liniară V(x) = {x + V | V ∈ V(0)}, avem că

τQ ¹ τP ⇔ VQ(x) ⊂ VP(x) ∀x ∈ X ⇔ VQ(0) ⊂ VP(0).

Concluzia rezultă imediat utilizând teorema precedentă.

Are loc următoarea teoremă de caracterizare a continuităţii unui operator
liniar.
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Teorema 1.4.6 Fie (X,P), (Y,Q), cu P şi Q dirijate, două spaţii local con-
vexe şi T ∈ L(X, Y ). Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) T este continuu;

(ii) T este continuu ı̂n origine;

(iii) ∀ q ∈ Q : q ◦ T este continuu;

(iv) ∀ q ∈ Q, ∃ p ∈ P, ∃M > 0 : q ◦ T ≤ M · p;
(v) ∀ q ∈ Q, ∃ p ∈ P, ∃M > 0, ∀x, y ∈ X :

|q(T (x))− q(T (y))| ≤ M · p(x− y).

Demonstraţie. Este evident că (i) ⇒ (ii), iar (ii) ⇒ (iii) deoarece q este
τQ–continuă şi T este continuu ı̂n origine.

Echivalenţa condiţiilor (iii), (iv) şi (v) rezultă din Teorema 1.4.4.
(v) ⇒ (i) Fie x ∈ X fixat şi V ∈ V(Tx). Atunci există q ∈ Q, ε > 0

astfel ca V (Tx; q; ε) ⊂ V . Prin ipoteză, există M > 0, p ∈ P astfel ca
|q(T (y)) − q(T (x))| ≤ M · p(y − x) pentru orice y ∈ X. Obţinem astfel că
T (V (x; p; ε/M)) ⊂ V (Tx; q; ε) ⊂ V , şi deci T este continuu ı̂n x.

Spaţiul liniar al operatorilor liniari şi continui de la (X,P) la (Y,Q) ı̂l
notăm prin L(X, Y ). Dacă T : (X,P) → (Y,Q) este operator liniar, bijectiv,
continuu şi T−1 este continuu, spunem că T este un izomorfism (de spaţii local
convexe), iar spaţiile (X,P) şi (Y,Q) sunt izomorfe.

Desigur, (IRk, τ0), k ∈ IN∗, este un spaţiu local convex, topologia τ0 fiind
generată de norma ‖ ‖ : IRk → IR, ‖x‖ :=

√
x2

1 + · · ·+ x2
k. Un spaţiu local

convex (X,P) pentru care familia P conţine o singură normă se numeşte spaţiu
normat. Această clasă de spaţii este studiată ı̂n Secţiunea 1.8.

Este uşor de demonstrat (exerciţiu !) că dacă T : IRk → (X,P) este
operator liniar atunci T este continuu. Teorema 1.4.9 ne va da informaţii mai
precise ı̂ntr-un caz particular.

Dualul (topologic) al spaţiului local convex (X,P), notat (X,P)∗ sau X∗,
este spaţiul L(X, IR).

Dacă X şi Y sunt spaţii local convexe, iar T ∈ L(X,Y ), pentru fiecare
ψ ∈ Y ∗ avem că ψ ◦ T ∈ X∗. În acest mod obţinem operatorul

T ∗ : Y ∗ → X∗, T ∗ψ := ψ ◦ T.

Se constată cu uşurinţă că T ∗ este operator liniar, numit adjunctul lui T .
În teorema următoare punem ı̂n evidenţă mai multe caracterizări pentru

continuitatea unei funcţionale liniare.
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Teorema 1.4.7 Fie (X,P) un spaţiu local convex şi ϕ ∈ X ′ \{0}. Urmă-toa-
rele afirmaţii sunt echivalente:

(i) ϕ este continuă;

(ii) ϕ este continuă ı̂n origine;

(iii) ∃M > 0, ∃ p1, . . . , pn ∈ P, ∀x ∈ X :

ϕ(x) ≤ M ·max{p1(x), . . . , pn(x)};

(iv) H≤
ϕ,λ are interior nevid pentru un (orice) λ ∈ IR;

(v) kerϕ este mulţime ı̂nchisă.

Demonstraţie. Să observăm că (i) ⇔ (ii) ⇔ (iii) ⇔ (iv) din Teorema 1.4.4.
(i) ⇒ (v) deoarece kerϕ = ϕ−1({0}).
(v) ⇒ (iv) Presupunem deci că kerϕ este mulţime ı̂nchisă. Să arătăm că

H≤
ϕ,0 are interior nevid. Fie deci x̄ ∈ X, ϕ(x̄) < 0; desigur, x̄ /∈ kerϕ. Cum

kerϕ este mulţime ı̂nchisă, există o vecinătate echilibrată U a lui 0 astfel ca
(x̄ + U) ∩ kerϕ = ∅. Să presupunem că există ū ∈ U astfel ca ϕ(x̄ + ū) ≥ 0.
Atunci există λ̄ ∈ ]0, 1] astfel ı̂ncât ϕ(x̄+ λ̄ū) = 0. Deoarece U este echilibrată,
rezultă că x̄ + λ̄ū ∈ (x̄ + U) ∩ kerϕ, absurd. Deci x̄ + U ⊂ H<

ϕ,0 ⊂ H≤
ϕ,0, ceea

ce arată că x̄ ∈ intH≤
ϕ,0 6= ∅.

Unicitatea limitei ı̂ntr-un spaţiu topologic este asigurată, după cum am
remarcat deja, de faptul că acesta este separat. În acest sens avem

Teorema 1.4.8 Fie (X,P) spaţiu local convex, cu P dirijată. Următoarele
afirmaţii sunt echivalente:

(i) (X, τP) este separat;

(ii) ∀x ∈ X \ {0}, ∃ p ∈ P : p(x) > 0, adică P este suficientă;

(iii)
⋂{V | V ∈ V(0)} = {0}, adică {0} este mulţime ı̂nchisă.

Demonstraţie. (i) ⇒ (iii) Este evident că 0 ∈ ⋂{V | V ∈ V(0)}. Fie
x ∈ X \ {0}; din definiţia separării Hausdorff, există U ∈ V(x) şi V ∈ V(0)
astfel ca U∩V = ∅. Prin urmare x /∈ V , ceea ce arată că x /∈ ⋂{V | V ∈ V(0)}.
Deci

⋂{V | V ∈ V(0)} = {0}.
(iii) ⇒ (ii) Fie x ∈ X \ {0}, adică x /∈ {0} = {0}; prin urmare există

V ∈ V(0) astfel ca x /∈ V . Cum V este vecinătate pentru 0, există p ∈ P şi
ε > 0 astfel ca V (0; p; ε) ⊂ V . Deci p(x) ≥ ε > 0, şi afirmaţia este dovedită.
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(ii) ⇒ (i) Fie x, y ∈ X, x 6= y. Cum x − y 6= 0, există p ∈ P astfel ca
p(x − y) := ε > 0. Atunci V (x; p; ε/2) ∩ V (y; p; ε/2) = ∅, şi afirmaţia este
dovedită.

Desigur, ı̂n condiţia (iii) din teorema precedentă V(0) poate fi ı̂nlocuit cu
orice alt sistem fundamental de vecinătăţi ale originii.

Teorema 1.4.9 Fie (X,P) un spaţiu local convex separat de dimensiune
k ∈ IN∗ şi o bază {e1, . . . , ek} ı̂n X. Atunci aplicaţia

T : IRk → (X,P), T (x1, . . . , xk) := x1e1 + · · ·+ xkek,

este un izomorfism de spaţii local convexe.

Demonstraţie. Este evident că T este o bijecţie liniară. Dintr-o observaţie
anterioară avem că T este operator continuu. Fie

S :=
{

x ∈ IRk
∣∣∣ x2

1 + · · ·+ x2
k = 1

}
, B :=

{
x ∈ IRk

∣∣∣ x2
1 + · · ·+ x2

k < 1
}

.

Este ştiut că S este mulţime compactă, şi deci, conform Teoremei 1.1.13,
T (S) este compactă. Utilizând Teorema 1.1.11, avem că T (S) este mulţime
ı̂nchisă. Cum 0 /∈ T (S), X \ T (S) este vecinătate a lui 0 ı̂n X. Prin urmare
există o vecinătate echilibrată V a originii astfel ca V ⊂ X \ T (S), adică
V ∩T (S) = ∅. Avem că V ⊂ T (B). Într-adevăr, fie y ∈ V ; există x ∈ IRk astfel
ca y = Tx. Considerăm r :=

√
x2

1 + · · ·+ x2
k; dacă r ≥ 1 atunci r−1x ∈ S, şi

deci r−1y = T (r−1x) ∈ T (S) ⊂ X \ V , absurd, deoarece V este echilibrată,
r−1 ∈ ]0, 1] şi y ∈ V antrenează r−1y ∈ V . Rezultă că T−1 este continuu ı̂n 0,
şi deci T−1 este operator continuu. Prin urmare T este izomorfism de spaţii
local convexe.

O consecinţă imediată a teoremei precedente este următorul rezultat im-
portant.

Consecinţa 1.4.3 Toate topologiile de spaţiu local convex separat Hausdorff
pe un spaţiu liniar finit dimensional sunt egale.

Demonstraţie. Fie X spaţiu liniar real de dimensiune k ∈ IN∗ şi P, Q
două familii suficiente de seminorme pe X. Aplicând teorema precedentă
pentru (X,P) şi (X,Q), obţinem că IdX : (X,P) → (X,Q) este izomorfism,
unde IdE : E → E, IdE(x) := x este funcţia identică a mulţimii nevide E.
Deci τP = τQ.

Cum pe orice spaţiu liniar finit dimensional există cel puţin o normă, rezul-
tatul de mai sus arată că orice topologie separată de spaţiu local convex pe
un spaţiu finit dimensional este chiar o topologie de spaţiu normat.
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Consecinţa 1.4.4 Fie (X,P) un spaţiu local convex separat şi X0 ⊂ X un
subspaţiu liniar finit dimensional. Atunci X0 este mulţime ı̂nchisă.

Demonstraţie. Presupunem că există x̄ ∈ X0 \ X0. Considerăm spaţiul
liniar X1 := X0 + IRx̄ şi {e1, . . . , ek} o bază ı̂n X0. Rezultă că {e1, . . . , ek, x̄}
este bază ı̂n X1. Din Teorema 1.4.9 avem că aplicaţia

T : IRk+1 → X1, T (λ1, . . . , λk, λ̄) := λ1e1 + · · ·λkek + λ̄x̄,

este un izomorfism de spaţii local convexe. Prin urmare obţinem că

(0, . . . , 0, 1) = T−1(x̄) ∈ T−1(X0) = {(λ1, . . . , λk, 0) | λ1, . . . , λk ∈ IR}
= {(λ1, . . . , λk, 0) | λ1, . . . , λk ∈ IR},

o contradicţie. Deci X0 este mulţime ı̂nchisă.

1.5 Teoreme de separare topologică şi
teorema bipolarei

Deosebit de utile ı̂n analiza convexă sunt variantele topologice (̂ın care X ′ este
ı̂nlocuit cu X∗) ale teoremelor de separare.

Teorema 1.5.1 (Eidelheit). Fie A, B ⊂ (X,P) două mulţimi convexe şi
nevide. Dacă intA 6= ∅ şi B ∩ intA = ∅ atunci există ϕ ∈ X∗ \ {0} şi α ∈ IR
astfel ca

ϕ(x) ≤ α ≤ ϕ(y) ∀x ∈ A, ∀ y ∈ B (⇔ supϕ(A) ≤ inf ϕ(B) ). (1.13)

Demonstraţie. Cum aintA = intA, suntem ı̂n condiţiile de aplicare a
Teoremei de separare algebrică (Teorema 1.3.4) pentru A şi B; există deci
ϕ ∈ X ′ şi α ∈ IR satisfăcând condiţia (1.13). Prin urmare A ⊂ H≤

ϕ,α. Deoarece
intA 6= ∅, din Teorema 1.4.7 avem că ϕ ∈ X∗.

În cele ce urmează vom considera numai funcţionale suport (de sprijin)
continue şi puncte suport (de sprijin), respectiv hiperplane suport (de sprijin),
ce corespund la astfel de funcţionale suport.

Consecinţa 1.5.1 Fie A ⊂ (X,P) o mulţime convexă cu interior nevid şi
x ∈ A \ intA. Atunci x este punct de sprijin al lui A.

Teorema 1.5.2 Fie (X,P) spaţiu local convex separat şi A, B ⊂ X două mul-
ţimi convexe şi nevide. Dacă A este ı̂nchisă, B este compactă şi A ∩ B = ∅
atunci există ϕ ∈ X∗ \ {0} şi α1, α2 ∈ IR astfel ca

ϕ(x) ≤ α1 < α2 ≤ ϕ(y) ∀x ∈ A, ∀ y ∈ B (⇔ supϕ(A) < inf ϕ(B) ). (1.14)
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Demonstraţie. Deoarece A ∩ B = ∅ şi A este ı̂nchisă, pentru orice x ∈ B
există Ux o vecinătate convexă şi deschisă a lui 0 astfel ca (x + Ux) ∩ A = ∅.
Este evident că B ⊂ ⋃

x∈B(x+ 1
2Ux). Cum B este compactă, există o mulţime

finită B0 ⊂ B astfel ca B ⊂ ⋃
x∈B0

(x+ 1
2Ux). Fie U :=

⋂
x∈B0

1
2Ux. Este clar că

U este o vecinătate convexă şi deschisă a lui 0. În plus (B + U)∩A = ∅. Într-
adevăr, ı̂n caz contrar fie a ∈ A∩ (B + U); atunci a = x + u cu x ∈ B, u ∈ U .
Rezultă că există x̄ ∈ B0 astfel ca x ∈ x̄ + 1

2Ux̄. Prin urmare

a ∈ x̄ + 1
2Ux̄ + U ⊂ x̄ + 1

2Ux̄ + 1
2Ux̄ = x̄ + Ux̄,

absurd. Cum B + U este convexă şi deschisă, iar A este convexă, din teorema
precedentă avem că există ϕ ∈ X∗ \ {0}, α1 ∈ IR astfel ca

ϕ(x) ≤ α1 ≤ ϕ(y + u) ∀x ∈ A, ∀ y ∈ B, ∀u ∈ U.

Fie y ∈ B fixat. Din inegalitatea de mai sus avem că α1−ϕ(y) ≤ ϕ(u) pentru
orice u ∈ U , adică α1 − ϕ(y) ≤ inf ϕ(U) < 0 (deoarece ϕ 6= 0 şi U este veci-
nă-tate a originii). Luând α2 := α1 − inf ϕ(U) > α1, obţinem că (1.14) este
satisfăcută.

Să observăm că am utilizat din definiţia compacităţii numai faptul că din
orice acoperire deschisă se poate extrage o subacoperire finită.

Aceste două rezultate pot fi formulate şi ı̂n condiţii mai generale.

Teorema 1.5.3 Fie A, B ⊂ (X,P) două mulţimi convexe şi nevide astfel
ı̂ncât int (A−B) 6= ∅. Atunci

0 /∈ int (A−B) ⇔ ∃ϕ ∈ X∗ \ {0} : supϕ(A) ≤ inf ϕ(B).

Demonstraţie. Presupunem că 0 /∈ int (A − B). Aplicând Teorema 1.5.1
pentru mulţimile A − B şi {0}, există ϕ ∈ X∗ \ {0} astfel ca ϕ(x − y) ≤ 0,
adică ϕ(x) ≤ ϕ(y), pentru orice x ∈ A, y ∈ B. Prin urmare are loc concluzia
dorită.

Invers, dacă ϕ 6= 0 şi supϕ(A) ≤ inf ϕ(B) atunci ϕ(u) ≤ 0 pentru orice
u ∈ A−B. Presupunând că 0 ∈ int (A−B), inegalitatea de mai sus antrenează
că ϕ = 0, absurd. Prin urmare 0 /∈ int (A−B).

Teorema 1.5.4 Fie A, B ⊂ (X,P) două mulţimi convexe şi nevide. Atunci

0 /∈ A−B ⇔ ∃ϕ ∈ X∗ : supϕ(A) < inf ϕ(B).

Demonstraţie. Necesitatea rezultă din Teorema 1.5.2 aplicată mulţimilor
{0} şi A−B .
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Pentru suficienţă, fie λ := supϕ(A)− inf ϕ(B) = supϕ(A−B) < 0. Luând
U := {x | ϕ(x) > λ}, este clar că U este vecinătate pentru 0 şi U∩(A−B) = ∅.
Prin urmare 0 /∈ A−B.

Utilizând Teorema 1.5.2 se obţine o caracterizare interesantă şi utilă a
mulţimilor convexe şi ı̂nchise.

Teorema 1.5.5 Fie A ⊂ (X,P). Atunci A este convexă şi ı̂nchisă dacă şi
numai dacă A este intersecţia unei familii de semispaţii ı̂nchise.

Demonstraţie. Suficienţa este evidentă deoarece orice semispaţiu ı̂nchis
este o mulţime convexă şi ı̂nchisă.

Fie A o mulţime convexă şi ı̂nchisă. Dacă A = ∅ atunci A = H≤
ϕ,0 ∩H≥

ϕ,1,
iar dacă A = X atunci A =

⋂
i∈∅Hi. Presupunem deci că A este o mulţime

convexă, ı̂nchisă, nevidă şi diferită de X. Considerăm

H :=
{

H≤
ϕ,λ

∣∣∣ ϕ ∈ X∗ \ {0}, λ ∈ IR, A ⊂ H≤
ϕ,λ

}
.

Este evident că A ⊂ ⋂{H | H ∈ H}. Fie x̄ /∈ A; aplicând Teorema 1.5.2, există
ϕ ∈ X∗ \{0} şi λ ∈ IR astfel ca ϕ(x) < λ < ϕ(x̄) pentru orice x ∈ A. Este clar
că A ⊂ H≤

ϕ,λ =: H şi x̄ /∈ H. Prin urmare avem şi A ⊃ ⋂{H | H ∈ H}.
Utilă ı̂n cele ce urmează este şi următoarea teoremă.

Teorema 1.5.6 Fie X spaţiu local convex separat şi x ∈ X \ {0}. Atunci
există ϕ ∈ X∗ astfel ca ϕ(x) 6= 0.

Demonstraţie. Deoarece x 6= 0, există o vecinătate convexă U a lui 0 astfel
ca x /∈ U . Aplicând Teorema 1.5.1 pentru U şi {x}, există ϕ ∈ X∗ \ {0} astfel
ca sup ϕ(U) ≤ ϕ(x). Cum U este vecinătate pentru 0 şi ϕ 6= 0, supϕ(U) > 0.
Deci concluzia are loc.

Punem ı̂n evidenţă ı̂n continuare trei noţiuni importante ı̂n cadrul spaţiilor
local convexe. Fie A ⊂ (X,P) o mulţime nevidă. Se numeşte polara lui A
mulţimea

A◦ := {ϕ ∈ X∗ | ϕ(x) ≥ −1 ∀x ∈ A},
conul dual lui A mulţimea

A+ := {ϕ ∈ X∗ | ϕ(x) ≥ 0 ∀x ∈ A},

şi spaţiul ortogonal lui A mulţimea

A⊥ := {ϕ ∈ X∗ | ϕ(x) = 0 ∀x ∈ A}.
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Se verifică cu uşurinţă că A◦ este o mulţime convexă ce conţine 0, A+ este un
con convex, iar A⊥ este subspaţiu liniar al lui X∗.

În mod asemănător, pentru B ⊂ X∗, se defineşte polara, conul dual şi
spaţiul ortogonal; de exemplu polara lui B este

B◦ := {x ∈ X | ϕ(x) ≥ −1 ∀ϕ ∈ B};

Teorema 1.5.5 ne arată că B◦ este o mulţime convexă şi ı̂nchisă, B+ est con
convex ı̂nchis, iar B⊥ este subspaţiu liniar ı̂nchis.

Se verifică cu uşurinţă că dacă A, B ⊂ X şi λ ∈ ]0,∞[, atunci: 1) A◦ este
convexă şi 0 ∈ A◦; 2) A ∪ {0} ⊂ (A◦)◦ =: A◦◦; 3) A ⊂ B ⇒ A◦ ⊃ B◦;
4) (A∪B)◦ = A◦ ∩B◦; 5) (A + B)+ = (A∪B)+ = A+ ∩B+ dacă 0 ∈ A∩B;
6) (λA)◦ = 1

λA◦; 7) A◦ = A+ dacă A este con, şi A◦ = A+ = A⊥ dacă A este
subspaţiu liniar; 8) (T (A))◦ = T ∗−1(A◦), dacă T ∈ L(X,Y ), unde Y este un
alt spaţiu local convex.

Un rezultat foarte des utilizat este teorema bipolarei. Fie A ⊂ (X,P)
o mulţime nevidă; mulţimea convA := convA se numeşte ı̂nfăşurătoarea
convexă ı̂nchisă a mulţimii A.

Teorema 1.5.7 (a bipolarei). Fie A ⊂ (X,P) o mulţime nevidă. Atunci

A◦◦ = conv (A ∪ {0}).

Demonstraţie. Am observat mai sus că A ∪ {0} ⊂ A◦◦; prin urmare
conv (A ∪ {0}) ⊂ A◦◦. Fie x̄ /∈ conv (A ∪ {0}). Aplicând Teorema 1.5.2
găsim ϕ ∈ X∗ \ {0} şi λ ∈ IR astfel ca

ϕ(x̄) < λ < ϕ(x) ∀x ∈ conv (A ∪ {0}).

Luând x = 0 obţinem că λ < 0. Înlocuind eventual ϕ prin −1
λ ϕ, putem

presupune că λ = −1. Avem astfel că ϕ(x) ≥ −1 pentru orice x ∈ A, şi deci
ϕ ∈ A◦. Cum ϕ(x̄) < −1, rezultă că x̄ /∈ (A◦)◦. Deci conv (A ∪ {0}) ⊃ A◦◦.

Desigur, ı̂n mod asemănător, se poate arăta că A++ coincide cu conul
convex ı̂nchis generat de A, iar A⊥⊥ coincide cu subspaţiul liniar ı̂nchis generat
de A.

Consecinţa 1.5.2 Fie A ⊂ (X,P) o mulţime nevidă. Atunci

(i) A este convexă, ı̂nchisă şi 0 ∈ A ⇔ A◦◦ = A;

(ii) A este con convex şi ı̂nchis ⇔ A++ = A;

(iii) A este subspaţiu liniar ı̂nchis ⇔ A⊥⊥ = A.
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1.6 Topologii slabe şi teorema Alaoglu-Bourbaki

Fie X1, X2 şi Z trei spaţii liniare reale şi F : X1 × X2 → Z; F se numeşte
aplicaţie biliniară dacă F (·, x2) şi F (x1, ·) sunt liniare pentru orice x2 ∈ X2,
x1 ∈ X1.

Considerăm ı̂n continuare două spaţii liniare reale X şi Y , şi o aplicaţie
biliniară F : X×Y → IR; vom nota ı̂n mod frecvent F (x, y) prin 〈x, y〉. Pentru
fiecare y ∈ Y putem considera aplicaţia py : X → IR, py(x) := |F (x, y)|. Este
evident că py este o seminormă. Considerând P := {py | y ∈ Y }, obţinem
spaţiul local convex (X,P) a cărui topologie o notăm prin σ(X, Y ). Această
topologie este separată, conform Teoremei 1.4.8, dacă şi numai dacă pentru
orice x ∈ X \ {0} există py ∈ P astfel ca py(x) > 0, adică

∀x ∈ X \ {0}, ∃ y ∈ Y : F (x, y) 6= 0. (1.15)

În mod analog avem toplogia σ(Y, X) pe Y ; σ(Y,X) este separată dacă şi
numai dacă

∀ y ∈ Y \ {0}, ∃x ∈ X : F (x, y) 6= 0. (1.16)

Să observăm că pentru y ∈ Y aplicaţia ϕy : X → IR, ϕy(x) := F (x, y), este
liniară şi σ(X,Y )–continuă [deoarece |ϕy(x)| = py(x) pentru orice x], şi deci
este ı̂n (X, σ(X,Y ) )∗. Fie acum ϕ ∈ (X,σ(X,Y ) )∗. Cum ϕ este continuă,
din Teorema 1.4.7, există M > 0 şi y1, . . . , yn ∈ Y astfel ca

|ϕ(x)| ≤ M ·max{|ϕy1(x)|, . . . , |ϕyn(x)|} ∀x ∈ X.

Din relaţia de mai sus rezultă că
⋂n

i=1 kerϕyi ⊂ kerϕ. Aplicând teorema
nucleelor (Teorema 1.3.6), obţinem λ1, . . . , λn ∈ IR astfel ı̂ncât pentru orice
x ∈ X,

ϕ(x) =
∑n

i=1
λiϕyi(x) =

∑n

i=1
λiF (x, yi) = F (x, y),

unde y :=
∑n

i=1λiyi ∈ Y . Prin urmare ϕ = ϕy. Am obţinut astfel că aplicaţia
Y 3 y 7→ ϕy ∈ (X, σ(X, Y ) )∗ este surjectivă. Pentru a fi injectivă trebuie ca
y1 = y2 de ı̂ndată ce F (x, y1) = F (x, y2) (⇔ F (x, y1 − y2) = 0) pentru orice
x ∈ X, adică,

∀ y ∈ Y : [F (x, y) = 0 ∀x ∈ X] ⇒ y = 0.

Este clar că această afirmaţie este echivalentă cu condiţia (1.16).
Am obţinut astfel următorul rezultat.

Teorema 1.6.1 Presupunem că aplicaţia biliniară F : X × Y → IR satisface
condiţiile (1.15) şi (1.16). Atunci (X,σ(X, Y ) ), (Y, σ(Y, X) ) sunt spaţii local
convexe separate şi (X, σ(X,Y ) )∗ = Y, (Y, σ(Y, X) )∗ = X, identificând y ∈ Y
cu ϕy : X → IR, ϕy(x) = F (x, y) şi x ∈ X cu ψx : Y → IR, ψx(y) = F (x, y).
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Dacă X, Y şi F sunt ca ı̂n teorema de mai sus, spunem că X şi Y sunt
ı̂n dualitate (̂ın raport cu F ) sau că {X, Y } formează un sistem dual, notat
(X,Y,F ). Observăm, tot din teorema precedentă, că dacă {X,Y } formează
un sistem dual, spaţiile X şi Y au rol simetric.

Fie acum (X,P) un spaţiu local convex separat (deci P este suficientă) şi
X∗ dualul său topologic. Aplicaţia (naturală)

〈·, ·〉 : X ×X∗ → IR, 〈x, ϕ〉 := ϕ(x),

este biliniară. În plus 〈·, ·〉 satisface condiţia (1.15) deoarece P este suficientă
(a se vedea Teorema 1.4.8) şi condiţia (1.16). Prin urmare spaţiile X şi X∗ sunt
ı̂n dualitate ı̂n raport cu 〈·, ·〉. Topologia σ(X, X∗) o vom nota ı̂n continuare
prin w şi o vom numi topologia slabă a lui X, denumire justificată de faptul
că w ¹ τP (a se vedea Teoremele 1.4.5 şi 1.4.7), iar topologia σ(X∗, X) o
vom nota prin w∗ şi o vom numi topologia slab-stelată a lui X∗. Aceste două
topologii sunt topologii local convexe separate şi

(X, w)∗ = (X,P)∗ = X∗, (X∗, w∗)∗ = X.

În tot ceea ce urmează, dacă X este un spaţiu local convex separat, când
vorbim despre topologia slabă pe X şi (sau) despre topologia slab-stelată pe
X∗ avem ı̂n vedere topologiile w şi w∗ construite mai sus.

Un rezultat interesant, şi deosebit de util, este următorul.

Teorema 1.6.2 Fie (X,P) un spaţiu local convex separat şi A ⊂ X o mulţime
convexă. Atunci A este ı̂nchisă (relativ la τP) dacă şi numai dacă A este w–
ı̂nchisă.

Demonstraţie. Dacă A este w–̂ınchisă atunci A este τP –̂ınchisă deoarece
w ¹ τP .

Invers, dacă A este convexă şi ı̂nchisă, din Teorema 1.5.5, A este intersecţia
unei familii de semispaţii ı̂nchise. Cum orice funcţională continuă este şi slab-
continuă, orice semispaţiu ı̂nchis este slab-̂ınchis. Prin urmare A este w–
ı̂nchisă.

Folosind teorema precedentă se obţine rapid (exerciţiu !) că dacă A ⊂ X
este convexă atunci w–clA = τP–clA. Desigur, acest rezultat nu este adevărat
pentru mulţimi arbitrare (cu excepţia cazului ı̂n care w = τP).

O altă observaţie este aceea că pentru A ⊂ (X,P) o mulţime nevidă, A◦

este o mulţime convexă şi w∗-̂ınchisă, deoarece {ϕ ∈ X∗ | 〈x, ϕ〉 ≥ λ} este
w∗–̂ınchisă pentru orice x ∈ X, λ ∈ IR; ı̂n mod asemănător avem că A+ este
con convex w∗–̂ınchis, iar A⊥ este subspaţiu liniar w∗–̂ınchis.

Un rezultat deosebit de important ı̂n teoria spaţiilor local convexe, şi foarte
util ı̂n ceea ce urmează, este următorul.
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Teorema 1.6.3 (Alaoglu-Bourbaki). Fie (X,P) un spaţiu local convex sepa-
rat şi U ⊂ X o vecinătate a originii. Atunci U◦ este mulţime w∗–compactă.

Demonstraţie. Presupunem pentru ı̂nceput că U este o vecinătate convexă,
ı̂nchisă şi simetrică a originii. Atunci funcţionala Minkowski pU : X → IR este
o seminormă continuă. În plus

U = {x ∈ X | pU (x) ≤ 1}.

Să considerăm spaţiul IRX ı̂nzestrat cu topologia produs, notată τ ; cum (IR, τ0)
este separat, τ este separată. Reamintim că W este vecinătate pentru f0 ı̂n
IRX dacă există x1, . . . , xn ∈ X şi ε > 0 astfel ca

V (f0; x1, . . . , xn; ε) :=
{

f ∈ IRX
∣∣∣ |f(xi)− f0(xi)| < ε ∀ i, 1 ≤ i ≤ n

}
⊂ W.

Să observăm că w∗ este urma topologiei τ pe X∗ ⊂ IRX . Deoarece U este
simetrică,

ϕ ∈ U◦ ⇔ ϕ ∈ X ′ şi |ϕ(x)| ≤ pU (x) ∀x ∈ X. (1.17)

Cum implicaţia “⇐” este evidentă, fie ϕ ∈ U◦ şi x ∈ X. Dacă pU (x) > 0 atunci
± x

pU (x) ∈ U , şi deci
∣∣∣ϕ

(
x

pU (x)

)∣∣∣ = 1
pU (x) |ϕ(x)| ≤ 1, adică |ϕ(x)| ≤ pU (x).

Dacă pU (x) = 0 atunci pU (λx) = 0 ≤ 1, şi deci λx ∈ U , pentru orice
λ ∈ IR; rezultă că ϕ(λx) ≥ −1 pentru orice λ ∈ IR, de unde avem că
|ϕ(x)| = 0 ≤ pU (x). Echivalenţa de mai sus este dovedită. Prin urmare
U◦ ⊂ ∏

x∈X [−pU (x), pU (x)]. Cum [−pU (x), pU (x)] este mulţime compactă (̂ın
raport cu topologia uzuală a lui IR), utilizând teorema lui Tihonov, avem că∏

x∈X [−pU (x), pU (x)] este spaţiu compact ı̂n raport cu topologia produs, şi
deci este submulţime compactă a lui IRX . Având ı̂n vedere Teorema 1.1.11,
pentru a dovedi că U◦ este w∗–compactă, este suficient să arătăm că U◦ este
ı̂nchisă ı̂n (IRX , τ).

Observăm pentru ı̂nceput că τ–clU◦ ⊂ X ′. Într-adevăr, dacă f ∈ IRX \X ′,
există x, y ∈ X, α, β ∈ IR astfel ca ε := |f(αx + βy) − αf(x) − βf(y)| > 0.
Luând δ := ε/(1 + |α|+ |β|), avem că V (f ;x, y, αx + βy; δ) ∩X ′ = ∅, ceea ce
arată, de fapt, că X ′ este τ –̂ınchisă.

Fie acum ϕ ∈ X ′ \ U◦. Din relaţia (1.17) avem că există x ∈ X astfel ca
|ϕ(x)| > pU (x); fie ε := |ϕ(x)| − pU (x) > 0. Dacă ψ ∈ V (ϕ; x; ε) ∩ U◦ atunci
|ψ(x)| ≤ pU (x) şi

ε > |ϕ(x)− ψ(x)| ≥ |ϕ(x)| − |ψ(x)| = ε + pU (x)− |ψ(x)| ≥ ε,

absurd. Deci V (ϕ; x; ε) ∩ U◦ = ∅, ceea ce arată că U◦ este τ –̂ınchisă.
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Fie acum U o vecinătate arbitrară a lui 0. Atunci există V o vecinătate
convexă, ı̂nchisă şi simetrică a lui 0 astfel ca V ⊂ U . Prin urmare U◦ ⊂ V ◦.
Cum, din prima parte, V ◦ este w∗–compactă, iar U◦ este w∗–̂ınchisă, topologia
w∗ fiind separată, avem că U◦ este w∗–compactă.

Fie (X,P), (Y,Q) spaţii local convexe separate, T ∈ L(X, Y ) şi T ∗ ad-
junctul său. Să observăm că T ∗ este continuu de la (Y ∗, w∗) la (X∗, w∗).
Într-adevăr, cu notaţiile de la ı̂nceputul acestei secţiuni, pentru orice x ∈ X,
avem

(px ◦ T ∗)(ψ) = |ψ(Tx)| = pTx(ψ) ≤ py(ψ) ∀ψ ∈ Y ∗,

unde y = Tx ∈ Y . Desigur, am aplicat Teorema 1.4.6. Este evident, ţinând
cont de Teorema 1.6.1, că adjunctul operatorului

T ∗ : (Y ∗, σ(Y ∗, Y ) ) → (X∗, σ(X∗, X) )

este chiar T , şi deci T este continuu de la (X, σ(X,X∗) ) la (Y, σ(Y, Y ∗) ).
În continuare vom nota ı̂n mod frecvent elementele din X∗ prin x∗, u∗, iar

cele din Y ∗ prin y∗, v∗, etc.

Teorema 1.6.4 Fie (X,P) şi (Y,Q) două spaţii local convexe separate,
A, B ⊂ X, C ⊂ Y mulţimi convexe, ı̂nchise, conţinând originea spaţiului
respectiv şi T ∈ L(X, Y ). Atunci

(i) (A ∩B)◦ = conv (A◦ ∪B◦), aderenţa fiind ı̂n raport cu topologia w∗;

(ii)
(
T−1(C)

)◦ = w∗–cl (T ∗(C◦));

(iii) (kerT )⊥ = w∗–cl (ImT ∗), (ImT )⊥ = kerT ∗, (kerT ∗)⊥ = cl (Im T ) şi
(ImT ∗)⊥ = kerT .

Demonstraţie. (i) Incluziunea A◦ ∪ B◦ ⊂ (A ∩ B)◦ este evidentă, şi deci
conv (A◦ ∪ B◦) ⊂ (A ∩ B)◦, deoarece (A ∩ B)◦ este mulţime convexă şi w∗–
ı̂nchisă. Fie acum x̄∗ /∈ conv (A◦∪B◦). Conform Teoremei 1.5.2, ţinând seama
şi de Teorema 1.6.1, există x̄ ∈ X şi λ ∈ IR astfel ca

〈x̄, x̄∗〉 < λ < 〈x̄, x∗〉 ∀x∗ ∈ conv (A◦ ∪B◦).

Luând x∗ = 0 obţinem că λ < 0. Putem astfel presupune că λ = −1. Prin
urmare

〈x̄, x̄∗〉 < −1 < 〈x̄, x∗〉 ∀x∗ ∈ A◦ ∪B◦. (1.18)

Luând la ı̂nceput x∗ ∈ A◦ ı̂n (1.18) obţinem că x̄ ∈ (A◦)◦ = A, conform
teoremei bipolarei, apoi luând x∗ ∈ B◦, obţinem şi x̄ ∈ B. Prin urmare
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x̄ ∈ A ∩ B. Utilizând din nou (1.18), avem că x̄∗ /∈ (A ∩ B)◦. Deci avem şi
(A ∩B)◦ ⊂ conv (A◦ ∪B◦).

(ii) Incluziunea T ∗(C◦) ⊂ (T−1(C))◦ este evidentă. Incluziunea inversă se
obţine ca mai sus, utilizând Teorema 1.5.2.

(iii) Deoarece pentru 0 ∈ X, {0}◦ = X∗, din (ii) obţinem

(kerT )⊥ = (kerT )◦ =
(
T−1({0})

)◦
= w∗–cl (Im T ∗);

ţinând seama de proprietăţile polarei menţionate ı̂naintea Teoremei bipolarei
şi de faptul că X◦ = {0} ⊂ X∗, avem

(ImT )⊥ = (Im T )◦ = (T (X))◦ = T ∗−1(X◦) = kerT ∗.

Celelalte două formule se obţin din acestea prin ı̂nlocuirea lui T cu T ∗, ţinând
seama de faptul, observat mai sus, că (T ∗)∗ = T .

1.7 Subspaţii, spaţii cât şi spaţii produs

Fie X spaţiu liniar, X0 un subspaţiu liniar al lui X şi p : X → IR o seminormă.
Este evident că p|X0 este o seminormă pe X0. Considerând P o familie (diri-
jată) de seminorme pe X şi P0 := {p|X0 | p ∈ P}, spunem că (X0,P0) este
subspaţiu al spaţiului local convex (X,P). Are loc următorul rezultat.

Teorema 1.7.1 Fie (X,P), P familie dirijată, un spaţiu local convex şi X0

un subspaţiu liniar al lui X. Atunci

(i) τP0 este urma topologiei τP pe X0;

(ii) P0 este suficientă, şi deci τP0 este separată, dacă P este suficientă;

(iii) X0
∗ = {ϕ|X0 | ϕ ∈ X∗};

(iv) σ(X0, X0
∗) este urma topologiei σ(X, X∗) pe X0.

Demonstraţie. (i) şi (ii) sunt evidente.
(iii) Este evident că dacă ϕ ∈ X∗ atunci ϕ|X0 ∈ (X0,P0)∗ =: X∗

0 . Fie
ψ ∈ X∗

0 . Atunci ψ : X0 → IR este liniară şi există p ∈ P, M > 0 astfel
ca ψ(x) ≤ Mp(x) pentru orice x ∈ X0. Aplicând Teorema lui Hahn-Banach
găsim ϕ : X → IR aplicaţie liniară astfel ca ϕ|X0 = ψ şi ϕ(x) ≤ Mp(x) pentru
orice x ∈ X. Prin urmare ϕ ∈ X∗, ceea ce arată că relaţia de dovedit are loc.

(iv) Topologia σ(X,X∗) este generată de familia de seminorme Q = {pϕ |
ϕ ∈ X∗}, unde pϕ(x) := |ϕ(x)|. Avem că

Q0 = {(pϕ)|X0 | pϕ ∈ Q} = {pϕ|X0
| ϕ ∈ X∗} = {pψ | ψ ∈ X∗

0}.
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Din i) rezultă afirmaţia făcută.

Fie din nou X spaţiu liniar, X0 ⊂ X subspaţiu liniar şi p : X → IR
o seminormă. După cum se ştie, X/X0 este spaţiul claselor de echivalenţă
x̂, x ∈ X, relativ la relaţia de echivalenţă definită prin x ∼ y ⇔ x− y ∈ X0.
Considerăm şi Pr : X → X/X0, Pr(x) := x̂, numită proiecţia canonică a lui
X pe X/X0. Este uşor de dovedit (exerciţiu !) că

p̂ : X/X0 → IR, p̂(x̂) := inf{p(x + u) | u ∈ X0}, (1.19)

este seminormă.
Fie acum P o familie dirijată de seminorme pe X şi P̂ := {p̂ | p ∈ P},

unde p̂ este definit ı̂n (1.19). Obţinem astfel spaţiul local convex
(
X/X0, P̂

)

numit spaţiu cât al lui X relativ la X0. Are loc următorul rezultat.

Teorema 1.7.2 Fie (X,P) spaţiu local convex, cu P dirijată, şi X0 ⊂ X
subspaţiu liniar, iar P̂ = {p̂ | p ∈ P}. Spaţiul (X/X0, P̂) are următoarele
proprietăţi:

(i) Pr este aplicaţie deschisă, adică ∀D ∈ τP : Pr(D) ∈ τP̂ .

(ii) D̂ ∈ τP̂ ⇔ Pr−1(D̂) ∈ τP ; ı̂n particular Pr este operator continuu.

(iii) F̂ ⊂ X/X0 este τP̂ -̂ınchisă dacă şi numai dacă Pr−1(F̂ ) este τP-
ı̂nchisă; ı̂n plus, dacă A ⊂ X, atunci Pr(A) este mulţime τP̂ -̂ınchisă dacă
şi numai dacă A + X0 este mulţime τP -̂ınchisă.

(iv) P̂ este suficientă ( ⇔ τP̂ este separată) dacă şi numai dacă X0 este
mulţime ı̂nchisă;

(v) aplicaţia F : (X/X0)∗ → X⊥
0 , F (χ) := χ ◦ Pr, este izomorfism de

spaţii local convexe, (X/X0)∗ fiind ı̂nzestrat cu topologia σ((X/X0)∗, X/X0),
iar X⊥

0 fiind ı̂nzestrat cu urma topologiei σ(X∗, X) pe X⊥
0 .

Demonstraţie. (i) Fie D ∈ τP şi x0 ∈ D. Deoarece P este dirijată, există
p ∈ P şi ε > 0 astfel ca {x ∈ X | p(x− x0) < ε} ⊂ D. Fie x̂ ∈ X/X0 astfel ca
p̂(x̂− x̂0) < ε; considerăm x ∈ X astfel ca x̂ = Pr(x). Din definiţia lui p̂ avem
că există u ∈ X0 astfel ca p(x + u− x0) < ε. Prin urmare x + u ∈ D, şi deci
x̂ = Pr(x + u) ∈ Pr(D). Am dovedit astfel că Pr(D) ∈ τP̂ .

(ii) Deoarece Pr este aplicaţie surjectivă, avem că Pr(Pr−1(Â)) = Â pentru
orice Â ⊂ X/X0. Având ı̂n vedere acest fapt şi (i), este suficient să arătăm
că Pr−1(D̂) ∈ τP pentru D̂ ∈ τP̂ . Fie deci D̂ ∈ τP̂ şi x0 ∈ Pr−1(D̂). Cum
x̂0 = Pr(x0) ∈ D̂, există p ∈ P şi ε > 0 astfel ca {x̂ | p̂(x̂− x̂0) < ε} ⊂ D̂. Fie
x ∈ X astfel ca p(x− x0) < ε; atunci p̂(x̂− x̂0) ≤ p(x− x0) < ε. Prin urmare
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{x ∈ X | p(x − x0) < ε} ⊂ Pr−1(D̂), ceea ce arată că Pr−1(D̂) ∈ τP . Cele
arătate mai ı̂nainte dovedesc şi faptul că Pr este funcţie continuă.

(iii) Fie F̂ ⊂ X/X0. Dacă F̂ este τP̂ -̂ınchisă, din continuitatea operatorului
Pr, obţinem că Pr−1(F̂ ) este mulţime τP -̂ınchisă. Presupunem deci că Pr−1(F̂ )
este τP -̂ınchisă. Rezultă că X \ Pr−1(F̂ ) ∈ τP , şi deci, din (i),

Pr
(
X \ Pr−1(F̂ )

)
= (X/X0) \ Pr

(
Pr−1(F̂ )

)
= (X/X0) \ F̂ ∈ τP̂ ,

adică F̂ este τP̂ -̂ınchisă. Incluziunea “⊃” din prima egalitate de mai sus
rezultă din relaţia f(A) \ f(B) ⊂ f(A \ B), adevărată pentru orice funcţie
f : E → F şi A, B ⊂ E, ı̂n timp ce incluziunea inversă rezultă imediat uti-
lizând relaţia Pr

(
Pr−1(F̂ )

)
= F̂ . Fie acum A ⊂ X şi Â := Pr(A). Este

evident că Pr−1(Â) = A + X0. Utilizând cele dovedite mai ı̂nainte, obţinem
imediat afirmaţia făcută.

(iv) Utilizând Teorema 1.4.8 şi (iii) pentru A = {0}, avem că

P̂ este suficientă ⇔ {0̂} = Pr({0}) este τP̂ -̂ınchisă ⇔ X0 este τP -̂ınchisă,

ceea ce dovedeşte afirmaţia făcută.
(v) Este evident că aplicaţia F este bine definită şi liniară. Dacă

χ ∈ (X/X0)∗ şi F (χ) = 0 atunci pentru orice x̂ ∈ X/X0 (x ∈ X) avem
că χ(x̂) = F (χ)(x) = 0, şi deci χ = 0; prin urmare F este operator injec-
tiv. Fie acum ϕ ∈ X⊥

0 . Definim χϕ : X/X0 → IR, χϕ(x̂) := ϕ(x); deoarece
ϕ ∈ X⊥

0 , χϕ este bine definită. Este evident că χϕ este aplicaţie liniară.
Deoarece ϕ este continuă, există p ∈ P şi M > 0 astfel ca ϕ(x) ≤ Mp(x)
pentru orice x ∈ X. Deci

χϕ(x̂) = ϕ(x) = ϕ(x + u) ≤ Mp(x + u) ∀x ∈ X, ∀u ∈ X0.

Trecând la infimum pentru u ∈ X0, obţinem că χϕ(x̂) ≤ Mp̂(x̂) pentru orice
x̂ ∈ X/X0. Deci χϕ ∈ (X/X0)∗. Relaţia F (χϕ) = ϕ este evidentă. Prin
urmare F este operator bijectiv şi F−1(ϕ) = χϕ.

Topologia σ((X/X0)∗, X/X0) este generată de familia de seminorme {px̂ |
x ∈ X}, unde px̂ : (X/X0)∗ → IR, px̂(χ) := |χ(x̂)|, iar topologia lui X⊥

0

este generată de familia de seminorme {px|X⊥
0
| x ∈ X}, unde px : X∗ → IR,

px(ϕ) := |ϕ(x)|. Fie x ∈ X şi χ ∈ (X/X0)∗ elemente fixate. Avem că
(
px|X⊥

0
◦ F

)
(χ) = px|X⊥

0
(χ ◦ Pr) = |χ(x̂)| = px̂(χ).

Prin urmare avem că px|X⊥
0
◦ F = px̂ şi px̂ ◦ F−1 = px|X⊥

0
. Utilizând Teo-

rema 1.4.6, obţinem că F şi F−1 sunt operatori continui.
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Fie acum (Xi,Pi), 1 ≤ i ≤ n, n spaţii local convexe. Considerăm familia

P := {tp1,...,pn | pi ∈ Pi, 1 ≤ i ≤ n}, (1.20)

unde
tp1,...,pn :

∏n

i=1
Xi =: X → IR

este definit prin

tp1,...,pn(x1, . . . , xn) := max{pi(xi) | 1 ≤ i ≤ n}.

Este evident că tp1,...,pn este seminormă pentru p1 ∈ P1, . . . , pn ∈ Pn. Spaţiul
local convex (X,P) se numeşte produsul spaţiilor (Xi,Pi), 1 ≤ i ≤ n. Are loc
următorul rezultat.

Teorema 1.7.3 Fie (Xi,Pi), 1 ≤ i ≤ n, spaţii local convexe, cu Pi diri-
jate, X =

∏n
i=1Xi şi P definit de relaţia (1.20). Spaţiul produs (X,P) are

următoarele proprietăţi:

(i) τP =
∏n

i=1τPi;

(ii) P este suficientă/ ⇔ Pi este suficientă ∀ i, 1 ≤ i ≤ n;

(iii) aplicaţia

F : (X,P)∗ →
∏n

i=1
(Xi,Pi)∗, F (χ) := (ϕ1, . . . , ϕn), (1.21)

unde

ϕi : Xi → IR, ϕi(xi) := χ(xi), cu xi := (0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0) ∈ X, (1.22)

este un izomorfism de spaţii local convexe (toate spaţiile fiind ı̂nzestrate cu
topologiile slab-stelate).

Demonstraţie. (i) Este evident că

V ((x1, . . . , xn); tp1,...,pn ; ε) =
∏n

i=1
V (xi; pi; ε),

de unde rezultă imediat că τP =
∏n

i=1τPi .
(ii) este consecinţă imediată a Teoremei 1.4.8 şi a primei părţi.
(iii) Este clar că ϕi definit prin (1.22) este din Xi

∗ şi deci operatorul F
este bine definit. Se verifică cu uşurinţă că F este liniar şi injectiv. În plus,
dacă ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) ∈ ∏n

i=1Xi
∗ atunci

χ : X → IR, χ(x1, . . . , xn) :=
∑n

i=1
ϕi(xi),
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este din X∗ şi F (χ) = ϕ. Prin urmare F este un operator liniar bijectiv.
Conform definiţiei spaţiului produs şi a topologiei slab-stelate, topologia

spaţiului
∏n

i=1Xi
∗ este dată de familia de seminorme

{tx1,...,xn | x = (x1, . . . , xn) ∈ X},

unde
tx1,...,xn(ϕ1, . . . , ϕn) := max{|ϕi(xi)| | 1 ≤ i ≤ n},

iar topologia lui X∗ este definită de familia de seminorme

{θx | x ∈ X}, θx(χ) := |χ(x)|.

Continuitatea lui F rezultă din relaţia

(tx1,...,xn ◦ F )(χ) = max{|ϕi(xi)| | 1 ≤ i ≤ n} = max{|θxi(χ)| | 1 ≤ i ≤ n},

iar continuitatea lui F−1 din relaţia

(θx ◦ F−1)(ϕ1, . . . , ϕn) =
∣∣∣
∑n

i=1
ϕi(xi)

∣∣∣ ≤ n ·max{|ϕi(xi)| | 1 ≤ i ≤ n}
≤ n · tx1,...,xn(ϕ1, . . . , ϕn),

ţinând cont de Teorema 1.4.7.

În cele ce urmează vom identifica (
∏n

i=1(X,Pi) )∗ cu
∏n

i=1(X,Pi)∗ prin
intermediul izomorfismului F din teorema de mai sus.

Un caz particular important este spaţiul X × IR, unde (X,P) este un
spaţiu local convex. În această situaţie (X × IR)∗ = X∗ × IR, iar pentru
(ϕ, α) ∈ X∗ × IR, (x, λ) ∈ X × IR avem că 〈(ϕ, α), (x, λ)〉 = ϕ(x) + αλ.

1.8 Spaţii normate

Fie X spaţiu liniar real, netrivial (adică X 6= {0}) şi ‖ · ‖ : X → IR o normă.
Considerând P = {‖ ‖}, spaţiul (X, ‖ ‖) := (X,P) se numeşte spaţiu normat.
Este evident că ı̂n acest caz topologia τ‖ ‖ este definită de metrica

d : X ×X → IR, d(x, y) := ‖x− y‖.

Spunem că (X, ‖ ‖) este spaţiu Banach dacă X ı̂nzestrat cu metrica de mai
sus este spaţiu metric complet. Să observăm că ı̂n acest caz (X spaţiu Ba-
nach), dacă seria

∑∞
n=1xn este absolut convergentă, adică seria

∑∞
n=1‖xn‖ este

convergentă, atunci seria
∑∞

n=1xn este convergentă şi ‖∑∞
n=1xn‖ ≤

∑∞
n=1‖xn‖.
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Într-adevăr, dacă seria
∑∞

n=1‖xn‖ este convergentă, atunci şirul (Sn)n≥1,
Sn := x1 + · · · + xn, este şir Cauchy, şi deci este convergent. Inegalitatea
rezultă din ‖Sn‖ ≤ ‖x1‖+ · · ·+ ‖xn‖.

În cele ce urmează sfera deschisă de centru 0 şi rază 1 din (X, ‖ ‖) va fi
notată prin BX , iar sfera ı̂nchisă (discul) de centru 0 şi rază 1 va fi notată prin
UX ; de asemenea notăm prin SX mulţimea {x ∈ X | ‖x‖ = 1} = UX \ BX .
Dacă nu există pericol de confuzie, vom mai nota aceste mulţimi prin B, U
respectiv S. Este clar că B(x, ρ) = x + ρB, D(x, ρ) = x + ρU .

Fie acum (X, ‖ ‖), (Y, ‖ ‖) două spaţii normate şi T ∈ L(X, Y ). Din
Teorema 1.4.6 avem că T ∈ L(X, Y ) dacă şi numai dacă există M > 0 astfel
ca ‖Tx‖ ≤ M · ‖x‖ pentru orice x ∈ X. Această caracterizare dă posibilitatea
introducerii normei unui operator liniar şi continuu ı̂ntre două spaţii normate.
Fie T ∈ L(X,Y );

‖T‖ := inf{M > 0 | ‖Tx‖ ≤ M · ‖x‖ ∀x ∈ X}.

Este uşor de dovedit (exerciţiu !) că

‖T‖ = sup{‖Tx‖ | ‖x‖ ≤ 1} = sup{‖Tx‖ | ‖x‖ < 1}
= sup{‖Tx‖ | ‖x‖ = 1} = sup

{ ‖Tx‖
‖x‖

∣∣∣∣ x ∈ X \ {0}
}

.

Se constată uşor (exerciţiu !) că aplicaţia L(X,Y ) 3 T 7→ ‖T‖ ∈ IR definită
mai sus este efectiv o normă pe L(X, Y ). De fiecare dată când spaţiile normate
(X, ‖ ‖) şi (Y, ‖ ‖) sunt date, spaţiul L(X,Y ) este ı̂nzestrat cu norma definită
mai sus.

Operatorul T : (X, ‖ ‖) → (Y, ‖ ‖) se numeşte izomorfism de spaţii nor-
mate dacă T este liniar, bijectiv şi bicontinuu; ı̂n acest caz spaţiile normate X
şi Y se spune că sunt izomorfe. Operatorul T se numeşte izometrie (liniară)
dacă ‖Tx‖ = ‖x‖ pentru orice x ∈ X, T este liniar şi surjectiv (deci bijectiv).

Un caz particular important este cel ı̂n care Y = IR. Pentru funcţionala
ϕ ∈ L(X, IR) = X∗ avem că

‖ϕ‖ := inf{M > 0 | |ϕ(x)| ≤ M · ‖x‖ ∀x ∈ X}.

Binêınţeles, şi celelalte formule pentru ‖T‖ se transpun pentru ‖ϕ‖; putem
menţiona că ı̂n toate aceste formule se poate ı̂nlocui |ϕ(x)| prin ϕ(x). Spaţiul
normat (X, ‖ ‖) fiind dat, de fiecare dată dualul său va fi ı̂nzestrat cu norma
de mai sus, numită şi normă duală. Vom nota prin B∗, U∗, S∗, mulţimile
BX∗ , UX∗ , SX∗ din X∗ (faţă de norma duală). Topologia slabă pe X şi cea
slab-stelată pe X∗ se introduc ca ı̂n Secţiunea 1.6.
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Utilizând Consecinţa 1.4.3 avem că toate normele pe un spaţiu finit dimen-
sional X sunt echivalente (adică induc aceeaşi topologie), topologia normei
coincide cu topologia slabă, iar pe X∗ topologia normei, topologia slabă şi
topologia slab stelată coincid.

Un prim rezultat este următorul.

Teorema 1.8.1 Fie (X, ‖ ‖) spaţiu normat şi A ⊂ X∗ o mulţime mărginită,
nevidă şi w∗–̂ınchisă. Atunci A este w∗–compactă.

Demonstraţie. Să observăm mai ı̂ntâi că

U◦ = {ϕ ∈ X∗ | ϕ(x) ≥ −1 ∀x ∈ U} = {ϕ ∈ X∗ | |ϕ(x)| ≤ 1 ∀x ∈ U}
= U∗.

Cum U este vecinătate a originii, aplicând Teorema Alaoglu-Bourbaki (Teo-
rema 1.6.3), U∗ este w∗–compactă. Deoarece A este mărginită, există ρ > 0
astfel ca A ⊂ ρU∗. Mulţimea A fiind submulţime w∗–̂ınchisă a unei mulţimi
w∗–compacte, este la rândul ei w∗–compactă.

Un alt rezultat, util ı̂n aplicaţii, este

Teorema 1.8.2 Fie (X, ‖ ‖) spaţiu norma şi x ∈ X. Atunci

‖x‖ = max{|ϕ(x)| | ϕ ∈ U∗} = max{ϕ(x) | ϕ ∈ U∗} = max{|ϕ(x)| | ϕ ∈ S∗}.

Demonstraţie. Pentru x = 0 concluzia este evidentă. Fie deci x 6= 0. Este
clar că

‖x‖ ≥ sup{|ϕ(x)| | ϕ ∈ U∗} = sup{ϕ(x) | ϕ ∈ U∗}.
Considerând X0 := IRx, ϕ0 : X0 → IR, ϕ0(λx) := λ‖x‖, şi luând p = ‖·‖,
avem că ϕ0 ∈ X ′

0 şi ϕ0(u) ≤ p(u) pentru orice u ∈ X0. Aplicând Teorema
Hahn-Banach (Teorema 1.3.3), există ϕ1 ∈ X ′ astfel ca ϕ1(x) = ϕ0(x) = ‖x‖
şi ϕ1(u) ≤ ‖u‖ pentru orice u ∈ X, adică ϕ1 ∈ X∗ şi ‖ϕ1‖ ≤ 1 (de fapt
‖ϕ1‖ = 1). Obţinem astfel că

‖x‖ = ϕ1(x) ≤ sup{ϕ(x) | ϕ ∈ S∗} ≤ sup{ϕ(x) | ϕ ∈ U∗} ≤ ‖x‖.

Prin urmare concluzia are loc.

Teorema 1.8.3 Fie (X, ‖ ‖) şi (Y, ‖ ‖) două spaţii normate.

(i) Dacă Y este spaţiu Banach atunci L(X, Y ) este spaţiu Banach. În
particular X∗ este spaţiu Banach.

(ii) Dacă T ∈ L(X, Y ) atunci T ∗ ∈ L(Y ∗, X∗) şi ‖T ∗‖ = ‖T‖.
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Fie acum x ∈ (X, ‖ ‖); este evident că aplicaţia

X∗ 3 ϕ 7→ ϕ(x) = 〈x, ϕ〉 ∈ IR

este liniară şi continuă (|〈x, ϕ〉| ≤ ‖x‖ · ‖ϕ‖) şi deci este un element din
(X∗, ‖ ‖)∗ =: X∗∗; notăm cu JX(x) acest element. Deci JX : X → X∗∗.
Este uşor de dovedit (exerciţiu !) că JX este operator liniar. În plus avem că
pentru orice x ∈ X

‖JX(x)‖ = sup
ϕ∈U∗

|JX(x)(ϕ)| = sup
ϕ∈U∗

|〈x, ϕ〉| = ‖x‖.

Prin urmare JX este injectiv. Spunem că spaţiul normat (X, ‖ ‖) este reflexiv
dacă operatorul JX definit mai sus este surjectiv. Ţinând seama de relaţia
‖JX(x)‖ = ‖x‖ şi de faptul că dualul unui spaţiu normat este spaţiu Banach
(Teorema 1.8.3), rezultă rapid (exerciţiu !) că dacă X este reflexiv atunci X
este spaţiu Banach.

Următorul rezultat este unul dintre cele mai profunde rezultate din teoria
spaţiilor normate.

Teorema 1.8.4 (James). Fie (X, ‖ ‖) spaţiu Banach. Următoarele afirmaţii
sunt echivalente:

(i) X este reflexiv;

(ii) {x ∈ X | ‖x‖ ≤ 1} este mulţime w–compactă;

(iii) ∀ϕ ∈ X∗, ∃x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1 : ‖ϕ‖ = ϕ(x).

Dacă X este spaţiu Banach reflexiv, spaţiul X∗∗ se identifică (prin inter-
mediul operatorului JX de mai sus) cu X. O consecinţă importantă a teoremei
precedente este aceea că orice mulţime convexă, ı̂nchisă şi mărginită dintr-un
spaţiu Banach reflexiv este w–compactă.

În analiza funcţională, ca şi ı̂n algebră de altfel, de multe ori este con-
venabilă utilizarea unor subspaţii sau spaţii cât. Am văzut deja ı̂n secţiunea
precedentă definiţiile şi două rezultate generale referitoare la spaţii local con-
vexe. Dăm ı̂n continuare varianta corespunzătoare spaţiilor normate pentru
spaţii cât.

Teorema 1.8.5 Fie (X, ‖ ‖) spaţiu liniar normat şi X0 ⊂ X un subspaţiu
liniar ı̂nchis. Considerăm aplicaţia

N : X/X0 → IR, N(x̂) = inf{‖x + u‖ | u ∈ X0}.

Atunci
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(i) N este normă pe X/X0, notată ı̂n continuare prin ‖ ‖. În plus, dacă
(X, ‖ ‖) este spaţiu Banach atunci şi (X/X0, ‖ ‖) este spaţiu Banach.

(ii) Aplicaţia F : (X/X0)∗ → X⊥
0 , F (χ) := Pr∗(χ) este izometrie (liniară)

şi homeomorfism de la (X/X0)∗ ı̂nzestrat cu topologia slab-stelată la X⊥
0 ı̂n-

zestrat cu urma topologiei σ(X∗, X). În plus

‖x̂‖ = max{〈x, ϕ〉 | ϕ ∈ X⊥
0 , ‖ϕ‖ ≤ 1}.

(iii) X0
∗ = {ϕ|X0 | ϕ ∈ X∗}, iar aplicaţia Ψ : X∗/X⊥

0 → X0
∗, definită prin

Ψ(ϕ̂) := ϕ|X0 (ϕ ∈ X∗), este izometrie.

Demonstraţie. (i) Fie x, y ∈ X. Atunci

N(x̂ + ŷ) = N( ̂x + y) = inf{‖x + u + y + v‖ | u, v ∈ X0}
≤ inf{‖x + u‖+ ‖y + v‖ | u, v ∈ X0}
= inf{‖x + u‖ | u ∈ X0}+ inf{‖y + v‖ | v ∈ X0}
= N(x̂) + N(ŷ).

Dacă λ 6= 0, atunci

N(λx̂) = N(λ̂x) = inf{‖λx + λu‖ | u ∈ X0} = |λ| · inf{‖x + u‖ | u ∈ X0}
= |λ|N(x̂).

Relaţia este evidentă pentru λ = 0. Dacă N(x̂) = 0 = inf{‖x + u‖ | u ∈ X0},
atunci există (un) ⊂ X0, x + un → 0, adică X0 3 −un → x. Prin urmare
x ∈ X0 = X0, ceea ce arată că x̂ = 0̂ = 0. Am obţinut că N este normă (şi o
vom nota ı̂n continuare prin ‖ ‖).

Presupunem acum că (X, ‖ ‖) este spaţiu Banach şi fie (xn) ⊂ X astfel ca
(x̂n) să fie şir Cauchy ı̂n X/X0. Atunci există un şir strict crescător (nk) ⊂ IN
astfel ca

∀ k ∈ IN , ∀n, m ≥ nk : ‖x̂n − x̂m‖ < 2−k.

Cum ‖x̂nk
− x̂nk+1

‖ < 2−k, există uk ∈ X0 astfel ca ‖xnk
−xnk+1

−uk‖ < 2−k.
Luăm y0 := 0 şi yk := xnk

+ u0 + · · · + uk−1 pentru k ≥ 1; obţinem că
‖yk−yk+1‖ < 2−k. Deci seria

∑
k≥1(yk−yk+1) este absolut convergentă. Cum

X este spaţiu Banach, seria este convergentă, ceea ce antrenează că şirul (yk)
este convergent la un element x ∈ X. Deoarece ‖x̂nk

−x̂‖ = ‖ŷk−x̂‖ ≤ ‖yk−x‖,
avem că x̂nk

→ x̂ ∈ X/X0. Cum (x̂n) este şir Cauchy, x̂n → x̂. Deci X/X0

este spaţiu Banach.
(ii) Am văzut ı̂n Teorema 1.7.2 că F este un izomorfism de spaţii local

convexe, (X/X0)∗ fiind ı̂nzestrat cu topologia σ((X/X0)∗, X/X0), iar X⊥
0 fiind

ı̂nzestrat cu urma topologiei σ(X∗, X) pe X⊥
0 .
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Fie χ ∈ (X/X0)∗ şi ϕ = F (χ) = χ ◦ Pr ∈ X∗. Avem că

|χ(x̂)| = |ϕ(x + u)| ≤ ‖ϕ‖ · ‖x + u‖ ∀x ∈ X, ∀u ∈ X0.

Luând infimul ı̂n raport cu u ı̂n membrul drept, obţinem că |χ(x̂)| ≤ ‖ϕ‖ · ‖x̂‖
pentru orice x̂ ∈ X/X0, ceea ce arată că ‖χ‖ ≤ ‖ϕ‖. Însă avem şi

‖ϕ‖ = sup{〈x, ϕ〉 | x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1},

‖χ‖ = sup{〈x̂, χ〉 | x̂ ∈ X/X0, ‖x̂‖ ≤ 1} = sup{〈x, ϕ〉 | x ∈ X, ‖x̂‖ ≤ 1}.
Cum {x ∈ X | ‖x̂‖ ≤ 1} ⊃ {x ∈ X | ‖x‖ ≤ 1}, avem că ‖χ‖ ≥ ‖ϕ‖. Utilizând
şi inegalitatea inversă obţinută mai sus, avem că ‖F (χ)‖ = ‖χ‖ pentru orice
χ ∈ (X/X0)∗. Deci F este izometrie.

Din Teorema 1.8.2 şi cele arătate mai ı̂nainte, avem că

‖x̂‖ = max{〈x̂, χ〉 | ‖χ‖ ≤ 1} = max{〈x, ϕ〉 | ϕ ∈ X⊥
0 , ‖ϕ‖ ≤ 1}.

(iii) Din Teorema 1.7.1 avem că X0
∗ = {ϕ|X0 | ϕ ∈ X∗}. Este evident că

Ψ este liniară. În plus, dacă Ψ(ϕ̂) = 0 atunci ϕ|X0 = 0, adică ϕ ∈ X⊥
0 . Am

obţinut astfel că Ψ este bijectivă şi liniară.
Fie ϕ ∈ X∗ şi ϕ0 = ϕ|X0 ∈ X0

∗. Pentru ψ ∈ X⊥
0 şi x ∈ X0, ‖x‖ ≤ 1, avem

〈x, ϕ〉 = 〈x, ϕ + ψ〉 ≤ ‖x‖ · ‖ϕ + ψ‖ ≤ ‖ϕ + ψ‖,

şi deci

‖ϕ0‖ = sup{〈x, ϕ〉 | x ∈ X0, ‖x‖ ≤ 1} ≤ inf{‖ϕ + ψ‖ | ψ ∈ X⊥
0 } = ‖ϕ̂‖.

Prin urmare ‖Ψ(ϕ̂)‖ ≤ ‖ϕ̂‖. Aplicând Teorema 2.7.3 (relaţia (2.42)), ı̂n relaţia
de mai sus are loc chiar egalitate şi deci Ψ este izometrie.

Este posibil ca pe un spaţiu liniar să avem mai multe norme. Dacă ‖ ‖1 şi
‖ ‖2 sunt două norme pe X, iar τ1 şi τ2 sunt topologiile corespunzătoare, din
Teorema 1.4.5 avem că

τ2 ¹ τ1 ⇔ ∃α > 0, ∀x ∈ X : ‖x‖2 ≤ α‖x‖1.
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În mod corespunzător, obţinem că

τ1 = τ2 ⇔ ∃α, β > 0, ∀x ∈ X : α‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ β‖x‖1.

Dacă (X, ‖ ‖) şi (Y, ‖ ‖) sunt spaţii normate, pe X ×Y considerăm norma
‖(x, y)‖∞ := max{‖x‖, ‖y‖}, conformă cu definiţia produsului a două spaţii
local convexe (a se vedea secţiunea precedentă). Se mai pot introduce şi alte
norme pe X × Y : ‖(x, y)‖1 := ‖x‖+ ‖y‖, ‖(x, y)‖2 :=

√‖x‖2 + ‖y‖2, etc. Se
verifică cu uşurinţă (exerciţiu !) că acestea sunt norme şi sunt echivalente.
Mai exact

‖(x, y)‖∞ ≤ ‖(x, y)‖2 ≤ ‖(x, y)‖1 ≤ 2‖(x, y)‖∞ ∀ (x, y) ∈ X × Y.

Se poate arăta (exerciţiu !) că normele duale ale normelor ‖ ‖∞, ‖ ‖2 şi ‖ ‖1

sunt respectiv ‖ ‖1, ‖ ‖2 şi ‖ ‖∞ pe X∗ × Y ∗.
Dorim să prezentăm ı̂n continuare câteva rezultate importante ale analizei

funcţionale, precum o generalizare semnificativă a principiului aplicaţiilor des-
chise datorată lui C. Ursescu şi S. Robinson, principiul aplicaţiilor deschise,
teorema graficului ı̂nchis, teorema imaginei ı̂nchise. Un rezultat ajutător,
aplicaţie a Teoremei lui Baire (Teorema 1.2.5), este dat ı̂n teorema următoare.

Teorema 1.8.6 Fie (X, ‖ ‖) spaţiu Banach şi V ⊂ X o mulţime convexă,
ı̂nchisă şi absorbantă. Atunci V este vecinătate a originii.

Demonstraţie. Fie W := V ∩ −V ; mulţimea W este convexă, ı̂nchisă,
simetrică şi absorbantă. Din faptul că W este absorbantă, rezultă imediat că
X =

⋃
n∈IN∗ nW . Cum W este ı̂nchisă, nW este ı̂nchisă pentru orice n ∈ IN∗,

şi deci, aplicând Teorema lui Baire amintită mai sus, există n0 ∈ IN∗ astfel ca
int (n0W ) = n0 · intW 6= ∅. Prin urmare intW 6= ∅. Fie x̄ ∈ intW ; deoarece
W este simetrică, −x̄ ∈ intW , iar din convexitatea mulţimii intW (a se vedea
Teorema 1.4.3) obţinem că 0 = 1

2 x̄ + 1
2(−x̄) ∈ intW . Prin urmare W este

vecinătate a originii, şi cum W ⊂ V , V este vecinătate a originii.

În spaţii finit dimensionale condiţiile teoremei precedente pot fi slăbite.

Teorema 1.8.7 Fie (X, ‖ ‖) un spaţiu normat finit dimensional şi V ⊂ X o
mulţime convexă şi absorbantă. Atunci V este vecină-tate a originii.

Pentru a formula Teorema lui Robinson-Ursescu avem nevoie de câteva
noţiuni.

Fie X, Y două mulţimi nevide şi R ⊂ X × Y ; R se numeşte relaţie.
Mulţimea domR := {x ∈ X | ∃ y ∈ Y : (x, y) ∈ R} se numeşte domeniul
relaţiei R; imaginea lui R este ImR := {y ∈ Y | ∃x ∈ X : (x, y) ∈ R};
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inversa relaţiei R este relaţia R−1 := {(y, x) | (x, y) ∈ R} ⊂ Y × X. Prin
urmare domR−1 = ImR şi ImR−1 = domR. Pentru x ∈ X considerăm
mulţimea R(x) := {y ∈ Y | (x, y) ∈ R}; deci domR = {x ∈ X | R(x) 6= ∅}
şi ImR =

⋃
x∈X R(x) =

⋃
x∈domRR(x). Pentru A ⊂ X, B ⊂ Y definim

R(A) :=
⋃

x∈AR(x) şi R−1(B) :=
⋃

y∈B R−1(y).

Din cele de mai sus se observă că relaţiei R ⊂ X × Y i se asociază funcţia
X 3 x 7→ R(x) ∈ P(Y ). O funcţie S : X → P(Y ), notată ı̂n continuare prin
S : X ; Y , se numeşte aplicaţie multivocă de la X la Y . Unei astfel de funcţii
S putem să-i asociem relaţia {(x, y) ∈ X × Y | y ∈ S(x)}; această mulţime
se numeşte graficul aplicaţiei S. Se obişnuieşte să se identifice o aplicaţie
multivocă cu graficul ei, ceea ce vom face şi noi ı̂n continuare.

Fie acum (X, ‖ ‖), (Y, ‖ ‖) două spaţii normate şi R ⊂ X×Y . Spunem că
R este relaţie convexă (̂ınchisă) dacă R este submulţime convexă (̂ınchisă) a
lui X × Y . Este evident că R este convexă (̂ınchisă) dacă şi numai dacă R−1

este convexă (̂ınchisă), iar dacă A ⊂ X şi R sunt convexe atunci R(A) este
convexă (exerciţiu !); ı̂n particular, dacă R este convexă atunci domR şi ImR
sunt mulţimi convexe.

Putem formula acum Teorema Robinson-Ursescu.

Teorema 1.8.8 (Robinson-Ursescu). Fie (X, ‖ ‖), (Y, ‖ ‖) spaţii Banach şi
R ⊂ X × Y o relaţie convexă şi ı̂nchisă. Fie de asemenea (x0, y0) ∈ R astfel
ca y0 ∈ aint (ImR). Atunci

∀V ∈ VX(x0) : R(V ) ∈ VY (y0).

Demonstraţie. Fără a restrânge generalitatea, considerând eventual relaţia
R̃ := R− (x0, y0) , presupunem că (x0, y0) = (0, 0).

Fie B := R(UX) ⊂ Y . Mulţimea B este convexă şi absorbantă. Faptul
că B este mulţime convexă l-am observat mai sus. Fie y ∈ Y ; deoarece
0 ∈ aint (ImR), există λ > 0 astfel ca λy ∈ ImR, adică există x ∈ X cu
(x, λy) ∈ R. Cum UX este absorbantă, există µ ∈ ]0, 1[ astfel ı̂ncât µx ∈ UX .
Deci (µλ)y ∈ R(UX) = B, deoarece (µx, µλy) = µ(x, λy) + (1− µ)(0, 0) ∈ R.
Cum B este convexă, rezultă că B este absorbantă. Avem deci că B este
convexă, ı̂nchisă şi absorbantă. Din Teorema 1.8.6 obţinem că 0 ∈ intB şi
deci există ρ > 0 astfel ca ρUY ⊂ B.

Să arătăm acum că ρBY ⊂ B = R(UX). Fie deci y ∈ ρBY ; există µ > 1
astfel ca µ‖y‖ < ρ. Considerăm y0 := µy, λ := 1 − µ−1 şi ε := ρλ > 0.
Deoarece y0 ∈ ρBY ⊂ R(UX), există (x1, y1) ∈ R astfel ca x1 ∈ UX şi
‖y0 − y1‖ < ε; deci ‖ 1

λy0 − 1
λy1‖ < ρ. Din nou, există (x2, y2) ∈ R astfel ca

x2 ∈ UX şi ‖ 1
λy0 − 1

λy1 − y2‖ < ε; deci ‖ 1
λ2 y0 − 1

λ2 y1 − 1
λy2‖ < ρ. Continuând
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ı̂n acest mod obţinem şirul ( (xn, yn) )n∈IN ⊂ R astfel ı̂ncât (xn) ⊂ UX şi
‖ 1

λn−1 y0 − 1
λn−1 y1 − · · · − yn‖ < ε, adică

‖y0 − y1 − λy2 − · · · − λn−1yn‖ < ελn−1 = ρλn → 0.

Prin urmare

(1− λ)(y1 + λy2 + · · ·+ λn−1yn) → (1− λ)y0 = y.

Cum seria
∑∞

n=1‖λn−1xn‖ este convergentă şi X este spaţiu Banach, avem că
x1 + λx2 + · · ·+ λn−1xn → x0 ∈ X, de unde

(1− λ)(x1 + λx2 + · · ·+ λn−1xn) → (1− λ)x0 = x.

În plus ‖x‖ ≤ 1. Însă

(1− λ)(x1, y1) + (1− λ)λ(x2, y2) + · · ·+ (1− λ)λn−1(xn, yn) + λn(0, 0) ∈ R,

deoarece R este convexă; prin urmare (x, y) ∈ R. Am găsit astfel x ∈ UX cu
(x, y) ∈ R, ceea ce arată că ρBY ⊂ R(UX).

Fie acum µ > 0 şi µ′ ∈ ]0, µ]; avem că R(µ′UX) ⊃ µ′
µR(µUX). Într-

adevăr, fie y ∈ R(µUX); există x ∈ µUX astfel ca (x, y) ∈ R. Rezultă că(
µ′
µ x, µ′

µ y
)

= µ′
µ (x, y)+

(
1− µ′

µ

)
(0, 0) ∈ R. Deoarece µ′

µ x ∈ µ′UX , incluziunea
dorită este dovedită; ı̂n particular R(µ′UX) ⊃ µ′R(UX) ⊃ µ′ρBY pentru orice
µ′ ∈ ]0, 1]. Demonstraţia este terminată.

Formulăm acum două consecinţe importante ale Teoremei lui Robinson-
Ursescu. Reamintim că graficul operatorului (aplicaţiei) f : X → Y este
mulţimea gr f := {(x, f(x)) | x ∈ X} ⊂ X × Y . Este evident că graficul
oricărei aplicaţii continue este mulţime ı̂nchisă. Teorema următoare furnizează
o reciprocă a acestui rezultat.

Teorema 1.8.9 (a graficului ı̂nchis). Fie (X, ‖ ‖), (Y, ‖ ‖) spaţii Banach şi
T : X → Y un operator liniar. Atunci operatorul T este continuu dacă şi
numai dacă grT este mulţime ı̂nchisă ı̂n X × Y .

Demonstraţie. Este evident că dacă T este continuu (chiar fără a fi liniar),
grT este mulţime ı̂nchisă. Fie deci grT mulţime ı̂nchisă şi considerăm relaţia
R := {(Tx, x) | x ∈ X} = (grT )−1 ⊂ Y ×X. Este evident că R este mulţime
convexă (chiar subspaţiu liniar) şi ı̂nchisă. În plus ImR = X. Prin urmare
putem aplica Teorema lui Robinson-Ursescu pentru (x0, y0) = (0, 0). Deci

∀V ∈ VY (0) : R(V ) = T−1(V ) ∈ VX(0),
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adică T este continuu ı̂n origine. Cum T este liniar, prin Teorema 1.4.6, T
este continuu.

O consecinţă imediată a teoremei precedente este

Consecinţa 1.8.1 (Banach-Steinhaus). Fie (X, ‖ ‖), (Y, ‖ ‖) spaţii Banach
şi T : X → Y un operator liniar şi bijectiv. Atunci T şi T−1 sunt simultan
continui sau discontinui; ı̂n particular, dacă ı̂n plus T este continuu atunci T
este izomorfism de spaţii normate.

Demonstraţie. Se aplică teorema graficului ı̂nchis pentru T şi T−1.

Un alt rezultat interesant şi util este furnizat de consecinţa următoare.

Consecinţa 1.8.2 Fie (X, ‖ ‖), (Y, ‖ ‖) spaţii Banach, A ⊂ X şi operatorul
T ∈ L(X, Y ). Presupunem că ImT este mulţime ı̂nchisă. Atunci T (A) este
mulţime ı̂nchisă dacă şi numai dacă A + kerT este mulţime ı̂nchisă.

Demonstraţie. Înlocuind eventual Y prin ImT şi T prin T ′ : X → ImT,
T ′x := Tx, putem presupune că T este surjectiv. Considerăm operatorul
T̂ : X/ kerT → Y, T̂ x̂ := Tx. Este uşor de verificat că T̂ este operator bine
definit, liniar şi bijectiv. În plus

‖T̂ x̂‖ = ‖Tx‖ = ‖T (x + u)‖ ≤ ‖T‖ · ‖x + u‖ ∀x ∈ X, ∀u ∈ kerT,

de unde obţinem că ‖T̂ x̂‖ ≤ ‖T‖ · ‖x̂‖ pentru orice x̂ ∈ X/ kerT . Prin urmare
T̂ este continuu, iar din Consecinţa 1.8.1 obţinem că T̂ este izomorfism de
spaţii normate. Este clar că T (A) = T̂ (Â), unde Â := {x̂ | x ∈ A} = Pr(A).
Utilizând şi Teorema 1.7.2, obţinem că

T (A) este ı̂nchisă ⇔ Â este ı̂nchisă ⇔ A + kerT este ı̂nchisă,

adică are loc concluzia.

Teorema 1.8.10 (principiul aplicaţiilor deschise). Fie (X, ‖ ‖), (Y, ‖ ‖)
spaţii Banach şi T : X → Y un operator liniar, continuu şi surjectiv. Atunci
T este aplicaţie deschisă, adică T (D) este mulţime deschisă ı̂n Y pentru orice
mulţime deschisă D ⊂ X.

Demonstraţie. Fie relaţia R := grT . Operatorul T fiind liniar, continuu
şi surjectiv, avem că R este relaţie convexă, ı̂nchisă şi ImR = T (X) = Y . Fie
D ⊂ X o mulţime deschisă şi y0 ∈ T (D) = R(D); există x0 ∈ D astfel ca
(x0, y0) ∈ R (⇔ y0 = Tx0 ). Aplicând Teorema lui Robinson-Ursescu pentru
acest punct, cum D ∈ VX(x0), obţinem că T (D) ∈ V(y0). Deci T (D) este
deschisă.

Un rezultat interesant şi util ı̂n multe aplicaţii este următorul.
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Teorema 1.8.11 Fie (X, ‖ ‖), (Y, ‖ ‖) spaţii Banach şi T ∈ L(X,Y ). Urmă-
toarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) ImT este mulţime ı̂nchisă;

(ii) ∃ρ1 > 0 : Im T ∩ UY ⊂ T (ρ1UX);

(iii) ∃ρ2 > 0 : Im T ∗ ∩ UX∗ ⊂ T ∗(ρ2UY ∗);

(iv) ImT ∗ este mulţime ı̂nchisă (̂ın normă);

(v) ImT ∗ este mulţime w∗–̂ınchisă (⇔ ImT ∗ = (kerT )⊥).

În plus, ı̂n implicaţia (ii) ⇒ (iii) se poate lua ρ2 = ρ1, iar ı̂n implicaţia
(iii) ⇒ (ii) se poate lua orice ρ1 > ρ2.

Demonstraţie. (i) ⇒ (ii) Considerăm operatorul T1 : X → Im T =: Y1,
T1x := Tx. Atunci T1 ∈ L(X, Y1) şi este surjectiv. Cum Y1 este spaţiu
Banach, din principiul aplicaţiilor deschise, rezultă că există ρ1 > 0 astfel ca
UY1 ⊂ T1(ρ1UX), ceea ce arată că are loc concluzia.

(ii) ⇒ (i) Condiţia din (ii) poate fi reformulată sub forma

∀ y ∈ ImT, ∃x ∈ X : Tx = y, ‖x‖ ≤ ρ1‖y‖. (1.23)

Fie (yn) ⊂ Im T, yn → y ∈ Y . Există (nk) ⊂ IN un şir strict crescător astfel
ca ‖ynk+1

− ynk
‖ < 2−k pentru orice k ≥ 1. Din (1.23), pentru fiecare k ≥ 1

există uk ∈ X astfel ca Tuk = ynk+1
− ynk

şi ‖uk‖ < ρ1/2k. Fie x1 ∈ X astfel
ca Tx1 = yn1 şi xk := x1 + u1 + · · · + uk−1 pentru k ≥ 2. Atunci Txk = ynk

pentru k ≥ 1; cum seria
∑n

k=1uk este absolut convergentă şi X este spaţiu
Banach, seria

∑∞
k=1uk este convergentă. Prin urmare şirul (xk) converge la

un element x ∈ X. Obţinem astfel că Txk = ynk
→ Tx = y. Deci ImT este

mulţime ı̂nchisă ı̂n normă.
(ii) ⇒ (iii) Fie x∗ ∈ (kerT )⊥ ∩ UX∗ . Considerăm aplicaţia ψ : Im T → IR,

ψ(y) := 〈x, x∗〉, unde y = Tx. Este evident că ψ este bine definită şi liniară.
În plus, pentru y ∈ ImT , din ipoteză, există x ∈ X astfel ca y = Tx şi
‖x‖ ≤ ρ1‖y‖. Prin urmare ψ(y) ≤ ‖x‖·‖x∗‖ ≤ ρ1‖x∗‖·‖y‖. Aplicând Teorema
lui Hahn-Banach, există y∗ ∈ Y ′ astfel ca y∗(y) = 〈y, y∗〉 ≤ ρ1‖x∗‖·‖y‖ pentru
orice y ∈ Y , adică y∗ ∈ Y ∗ şi ‖y∗‖ ≤ ρ1‖x∗‖, şi 〈Tx, y∗〉 = ψ(Tx) = 〈x, x∗〉
pentru orice x ∈ X, adică x∗ = T ∗y∗. Am obţinut astfel că

Im T ∗ ∩ UX∗ ⊂ (kerT )⊥ ∩ UX∗ ⊂ T ∗(ρ1UY ∗). (1.24)

Prin urmare (iii) are loc cu ρ2 = ρ1.
(iii)⇒ (ii) Arătăm pentru ı̂nceput că ImT∩UY ⊂ T (ρ2UX). În caz contrar,

există ȳ ∈ Im T ∩UY astfel ca ȳ /∈ T (ρ2UX). Aplicând o teoremă de separare,
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există ȳ∗ ∈ Y ∗ \ {0} astfel ca

〈ȳ, ȳ∗〉 > sup{〈Tx, ȳ∗〉 | x ∈ ρ2UX} = sup{〈x, T ∗ȳ∗〉 | x ∈ ρ2UX}
= ρ2‖T ∗ȳ∗‖. (1.25)

Este clar că T ∗ȳ∗ 6= 0; altfel ȳ∗ ∈ kerT ∗ = (Im T )⊥ şi deci 〈ȳ, ȳ∗〉 = 0,
contrazicând relaţia (1.25). Luând x∗ := T ∗ȳ∗, putem presupune că ‖x∗‖ = 1.
Datorită ipotezei, ı̂nlocuind eventual pe ȳ∗ cu un alt element, ı̂n (1.25) putem
considera că ‖ȳ∗‖ ≤ ρ2. Din (1.25) obţinem că

ρ2 ≥ ‖ȳ‖ · ‖ȳ∗‖ > ρ2‖T ∗ȳ∗‖ = ρ2,

absurd. Reluând partea a doua a demonstraţiei Teoremei lui Robinson-Ursescu
obţinem că ImT ∩BY ⊂ T (ρ2UX), şi deci ImT ∩UY ⊂ T (ρ1UX) pentru orice
ρ1 > ρ2.

Echivalenţa condiţiilor (iii) şi (iv) rezultă din cea a condiţiilor (i) şi (ii)
aplicată operatorului T ∗.

(ii) ⇒ (v) Presupunând că (ii) are loc, am văzut mai sus că au loc inclu-
ziunile din (1.24). Prin urmare avem că (kerT )⊥ ⊂ Im T ∗. Cum incluziunea
inversă are loc ı̂ntotdeauna, avem că ImT ∗ = (kerT )⊥, şi deci ImT ∗ este
mulţime w∗–̂ınchisă.

Implicaţia (v) ⇒ (iv) este evidentă.

Echivalenţa condiţiilor (i), (iv) şi (v) din teorema precedentă se ı̂ntâlneşte
ı̂n literatură sub denumirea de teorema imaginei ı̂nchise (closed range theorem
ı̂n terminologie engleză). Următoarele două cazuri particulare ale teoremei
precedente pot fi utile.

Consecinţa 1.8.3 Fie (X, ‖ ‖), (Y, ‖ ‖) spaţii Banach şi T ∈ L(X, Y ). Ur-
mă-toarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) T este injectiv şi Im T este mulţime ı̂nchisă;

(ii) ∃ρ1 > 0, ∀x ∈ X : ‖Tx‖ ≥ ρ1‖x‖;
(iii) T este injectiv şi ∃ ρ1 > 0 astfel ca ImT ∩ ρ1UY ⊂ T (UX);

(iv) ∃ρ2 > 0 astfel ca ρ2UX∗ ⊂ T ∗(UY ∗);

(v) T ∗ este surjectiv.

În plus, ı̂n echivalenţa (ii) ⇔ (iii) se poate lua acelaşi ρ1, ı̂n implicaţia (iii) ⇒
(iv) se poate lua ρ2 = ρ1, iar ı̂n implicaţia (iv) ⇒ (iii) se poate lua orice
ρ1 ∈ ]0, ρ2[.
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Demonstraţie. (i) ⇒ (ii) Fie T1 : X → ImT =: Y1, T1x := Tx; T1

este operator liniar, continuu şi bijectiv. Cum Y1 este spaţiu Banach, din
Consecinţa 1.8.1, T1

−1 ∈ L(Y1, X). Avem deci că

‖x‖ = ‖T1
−1(Tx)‖ ≤ ‖T1

−1‖ · ‖Tx‖ ∀x ∈ X.

Luând ρ1 := 1/‖T1
−1‖, concluzia are loc.

Echivalenţa condiţiilor (ii) şi (iii) este imediată.
Implicaţia (iii) ⇒ (i) rezultă din implicaţia (ii) ⇒ (i) din teorema prece-

dentă.
(iii) ⇒ (iv) Din relaţia ImT ∩ ρ1UY ⊂ T (UX), utilizând şi implicaţia

(ii) ⇒ (iii) din teorema precedentă, avem că ImT ∗ ∩ ρ1UX∗ ⊂ T ∗(UY ∗). Dar,
tot din teorema precedentă, avem că ImT ∗ = (kerT )⊥ = {0}⊥ = X∗, deoarece
T este injectiv. Deci (iv) are loc cu ρ2 = ρ1.

(iv) ⇒ (iii) Incluziunea din condiţia (iv) ne arată că T ∗ este surjectiv, şi
deci kerT = (ImT ∗)⊥ = {0}, adică T este injectiv. Aceeaşi incluziune ne
arată, utilizând implicaţia (iii) ⇒ (ii) din teorema precedentă, că are loc şi
incluziunea din (iii), luând 1/ρ1 > 1/ρ2, adică ρ1 ∈ ]0, ρ2[.

(iv) ⇒ (v) este evidentă.
(v) ⇒ (i) rezultă din relaţia kerT = (Im T ∗)⊥.

Consecinţa 1.8.4 Fie (X, ‖ ‖), (Y, ‖ ‖) spaţii Banach şi T ∈ L(X, Y ). Ur-
mă-toarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) T este surjectiv;

(ii) ∃ρ1 > 0 astfel ca ρ1UY ⊂ T (UX);

(iii) T ∗ este injectiv şi ∃ ρ2 > 0 astfel ca Im T ∗ ∩ ρ2UX∗ ⊂ T ∗(UY ∗);

(iv) ∃ρ2 > 0, ∀ y∗ ∈ Y ∗ : ‖T ∗y∗‖ ≥ ρ2‖y∗‖;
(v) T ∗ este injectiv şi Im T ∗ este mulţime (w∗–)̂ınchisă.

În plus, ı̂n echivalenţa (iii) ⇔ (iv) se poate lua acelaşi ρ2, ı̂n implicaţia (ii) ⇒
(iii) se poate lua ρ2 = ρ1, iar ı̂n implicaţia (iii) ⇒ (ii) se poate lua orice
ρ1 ∈ ]0, ρ2[.

Demonstraţie. Demonstraţia este analoagă celei a Consecinţei 1.8.3.

Consecinţa 1.8.5 Fie (X, ‖ ‖) spaţiu Banach şi X1, X2 ⊂ X subspaţii liniare
ı̂nchise astfel ca X1 + X2 să fie ı̂nchis. Atunci există l > 0 astfel ca

∀x ∈ X1 + X2, ∃x1 ∈ X1, ∃x2 ∈ X2 : x = x1 + x2, ‖x1‖+ ‖x2‖ ≤ l · ‖x‖.
În particular, dacă X1 ∩X2 = {0} atunci ‖x1‖ + ‖x2‖ ≤ l · ‖x1 + x2‖ pentru
orice x1 ∈ X1, x2 ∈ X2.
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Demonstraţie. Spaţiul Y := X1 × X2, ı̂nzestrat cu norma definită prin
‖(x1, x2)‖ := ‖x1‖ + ‖x2‖, este spaţiu Banach. Operatorul T : Y → X,
T (x1, x2) := x1 + x2, este liniar şi continuu; ı̂n plus ImT = X1 + X2 este
subspaţiu ı̂nchis. Din Teorema 1.8.11 avem că există l > 0 astfel ca
(X1 + X2) ∩ UX ⊂ T (lUY ), adică are loc concluzia.

Înainte de a ı̂ncheia acest paragraf, facem câteva consideraţii despre apli-
caţii biliniare, de care vom avea nevoie ı̂n secţiunea următoare.

Fie (X1, ‖ ‖), (X2, ‖ ‖) şi (Y, ‖ ‖) trei spaţii normate (reale). Notăm prin
L2(X1, X2;Y ) mulţimea aplicaţiilor biliniare B : X1×X2 → Y [adică B(x1, ·)
şi B(·, x2) sunt liniare pentru orice x1 ∈ X1 şi x2 ∈ X2], care au proprietatea

∃M ≥ 0, ∀ (x1, x2) ∈ X1 ×X2 : ‖B(x1, x2)‖ ≤ M · ‖x1‖ · ‖x2‖.
Se poate dovedi uşor (exerciţiu !) că aplicaţia biliniară B satisface condiţia de
mai sus dacă şi numai dacă este continuă (̂ın (0, 0)). Rezultă cu uşurinţă că
L2(X1, X2;Y ) este spaţiu liniar peste IR. În plus aplicaţia

L2(X1, X2; Y ) 3 B 7→ ‖B‖ := sup{‖B(x1, x2)‖ | ‖x1‖ ≤ 1, ‖x2‖ ≤ 1} ∈ IR

este o normă; ı̂n cele ce urmează spaţiul L2(X1, X2; Y ) este ı̂nzestrat cu această
normă. În cazul ı̂n care X1 = X2 = X, spaţiul L2(X, X; Y ) va fi notat prin
L2(X;Y ); spunem că aplicaţia B ∈ L2(X; Y ) este simetrică dacă pentru orice
x1, x2 ∈ X are loc relaţia B(x1, x2) = B(x2, x1).

Teorema 1.8.12 Fie (X1, ‖ ‖), (X2, ‖ ‖) şi (Y, ‖ ‖) spaţii normate. Atunci
aplicaţiile

F 1 : L(X1,L(X2, Y ) ) → L2(X1, X2;Y ), (F 1(T ))(x1, x2) := (Tx1)(x2),

F 2 : L(X2,L(X1, Y ) ) → L2(X1, X2; Y ), (F 2(S))(x1, x2) := (Sx2)(x1),

sunt izometrii de spaţii normate. În plus, dacă Y este spaţiu Banach atunci
L2(X1, X2;Y ) este spaţiu Banach.

Demonstraţie. Este evident că aplicaţia F 1(T ) este biliniară pentru orice
T ∈ L(X1,L(X2, Y ) ). În plus

‖(F 1(T ))(x1, x2)‖ ≤ ‖Tx1‖ · ‖x2‖ ≤ ‖T‖ · ‖x1‖ · ‖x2‖.
Obţinem astfel că F 1(T ) ∈ L2(X1, X2; Y ) şi ‖F 1(T )‖ ≤ ‖T‖.

Fie B ∈ L2(X1, X2;Y ). Pentru x1 ∈ X1 un element fixat avem B(x1, ·) ∈
L(X2, Y ); ı̂n plus ‖B(x1, ·)‖ ≤ ‖B‖ · ‖x1‖. Se obţine cu uşurinţă că operatorul

T : X1 → L(X2, Y ), Tx1 := B(x1, ·)
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este liniar şi ‖Tx1‖ ≤ ‖B‖ · ‖x1‖, de unde avem că T ∈ L(X1,L(X2, Y ) ) şi
‖T‖ ≤ ‖B‖. Considerând operatorul F̃ care asociază lui B ∈ L2(X1, X2; Y )
operatorul T ∈ L(X1,L(X2, Y )) construit mai sus, avem că F̃ este liniar,
continuu şi ‖T‖ = ‖F̃ (B)‖ ≤ ‖B‖. Este ı̂nsă evident că F̃ ◦F 1 = IdL2(X1,X2;Y )

şi F 1◦F̃ = IdL(X1,L(X2,Y )). Cele dovedite mai sus ne arată că F 1 este bijectivă
şi F̃ = F−1

1 ; ı̂n plus ‖F 1(T )‖ = ‖T‖ pentru orice T ∈ L(X1,L(X2, Y )). Prin
urmare F 1 este izometrie.

În mod analog se arată că şi F 2 este izometrie.
Dacă Y este spaţiu Banach atunci L(X2, Y ) este spaţiu Banach, şi deci

L(X1,L(X2, Y )) este spaţiu Banach. Cum F 1 este izometrie, rezultă imediat
că L2(X1, X2; Y ) este tot spaţiu Banach.

În continuare vom identifica uneori L2(X1, X2; Y ) cu L(X1,L(X2, Y )), sau
cu L(X2,L(X1, Y )), prin intermediul lui F−1

1 , respectiv F−1
2 .

1.9 Spaţii Hilbert

O clasă importantă de spaţii normate este aceea a spaţiilor liniare ı̂nzestrate
cu produs scalar. Fie deci X un spaţiu liniar real; φ : X × X → IR se
numeşte produs scalar dacă φ este aplicaţie biliniară, simetrică şi φ(x, x) > 0
pentru orice x ∈ X \ {0}, adică φ este pozitiv definită. Se obişnuieşte să
se noteze φ(x, y) prin 〈x, y〉. Este uşor de dovedit (exerciţiu !) că aplicaţia
N : X → IR, N(x) :=

√〈x, x〉, este normă pe X, notată ı̂n continuare prin
‖ ‖. În plus are loc inegalitatea lui Schwartz

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ ∀x, y ∈ X,

cu egalitate dacă şi numai dacă elementele x şi y sunt coliniare.
Fie (X, 〈 , 〉) un spaţiu cu produs scalar (sau prehilbertian); dacă X ı̂nzes-

trat cu norma indusă este spaţiu Banach, spunem că (X, 〈 , 〉) este spaţiu
Hilbert .

În continuare punem ı̂n evidenţă trei rezultate importante din teoria spaţii-
lor Hilbert, care ı̂n final vor conduce la faptul că spaţiile Hilbert sunt reflexive.

Teorema 1.9.1 Fie (X, 〈 , 〉) spaţiu Hilbert şi C ⊂ X o mulţime convexă,
ı̂nchisă şi nevidă, iar x ∈ X. Atunci există un element c̄ ∈ C, unic, astfel ca
‖x− c̄‖ ≤ ‖x− c‖ pentru orice c ∈ C.

Demonstraţie. Dacă x ∈ C atunci c̄ = x este singurul element care satisface
condiţia din enunţ. Fie deci x /∈ C; atunci există un şir (cn) ⊂ C astfel ca
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‖x− cn‖ → d := inf{‖x− c‖ | c ∈ C}. Avem că

‖(x− cn) + (x− cm)‖2 + ‖(x− cn)− (x− cm)‖2

= 2‖x− cn‖2 + 2‖x− cm‖2 ∀n, m ∈ IN .

Deoarece C este convexă avem că ‖x− 1
2(cn + cm)‖ ≥ d şi deci

‖cn − cm‖2 ≤ 2‖x− cn‖2 + 2‖x− cm‖2 − 4d2 ∀n, m ∈ IN . (1.26)

Deoarece ‖x− cn‖ → d, din (1.26) obţinem că şirul (cn) este şir Cauchy. Prin
urmare există c̄ ∈ X astfel ca cn → c̄. Este evident că c̄ ∈ C şi ‖x − c̄‖ = d.
Dacă c̄1 şi c̄2 satisfac concluzia teoremei, ı̂nlocuind ı̂n relaţia (1.26) cn şi cm

prin c̄1 respectiv c̄2, obţinem că c̄1 = c̄2.

Fie acum ∅ 6= A ⊂ X; spaţiul ortogonal mulţimii A este

A⊥ := {x ∈ X | 〈a, x〉 = 0 ∀ a ∈ A}.

Se verifică cu uşurinţă (exerciţiu !) că dacă ∅ 6= A, B ⊂ X atunci
1) A⊥ este subspaţiu liniar ı̂nchis al lui X, 2) A ⊂ B ⇒ A⊥ ⊃ B⊥,
3) A ⊂ linA ⊂ A⊥⊥ := (A⊥)⊥, 4) (A ∪B)⊥ = A⊥ ∩B⊥.

Teorema 1.9.2 Fie (X, 〈 , 〉) spaţiu Hilbert şi X0 ⊂ X un subspaţiu liniar
ı̂nchis. Atunci X = X0 ⊕X⊥

0 şi X⊥⊥
0 = X0.

Demonstraţie. Este evident că X0 ∩X⊥
0 = {0}. Fie x̄ ∈ X. Deoarece X0

este mulţime convexă, ı̂nchisă şi nevidă, aplicând teorema precedentă, există
x0 ∈ X0 astfel ca

‖x̄− x0‖ ≤ ‖x̄− u‖ ∀u ∈ X0.

Fie x1 := x̄− x0; să arătăm că x1 ∈ X⊥
0 . Într-adevăr, din relaţia de mai sus,

avem că

‖x1‖2 ≤ ‖x1 + λx‖2 = ‖x1‖2 + 2λ〈x1, x〉+ λ2‖x‖2 ∀x ∈ X0, ∀λ ∈ IR,

şi deci
0 ≤ 2λ〈x1, x〉+ λ2‖x‖2 ∀x ∈ X0, ∀λ ∈ IR.

Împărţind prin λ > 0 şi făcând λ → 0, obţinem că 〈x1, x〉 ≥ 0. Inegalitatea
inversă se obţine procedând la fel pentru λ < 0. Deci x̄ ∈ X0 + X⊥

0 .
Fie acum x ∈ X⊥⊥

0 . Atunci x = x0 + x1 cu x0 ∈ X0, x1 ∈ X⊥
0 . Rezultă că

‖x1‖2 = 〈x1, x1〉 = 〈x− x0, x1〉 = 〈x, x1〉 − 〈x0, x1〉 = 0− 0 = 0,

şi deci x1 = 0. Prin urmare x ∈ X0, ceea ce arată că X⊥⊥
0 = X0.
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Teorema 1.9.3 (Riesz). Fie (X, 〈 , 〉) un spaţiu Hilbert. Atunci aplicaţia
F X : X → X∗, F X(x)(y) = 〈y, x〉, este bijecţie liniară şi ‖F X(x)‖ = ‖x‖
pentru orice x ∈ X (adică F X este izometrie).

Demonstraţie. Fie x ∈ X; aplicaţia ϕx : X → IR, ϕx(y) = 〈y, x〉, este
liniară şi |ϕx(y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ pentru orice y ∈ X. Deci ϕx este continuă şi
‖ϕx‖ ≤ ‖x‖. Cum ϕx(x) = ‖x‖2, avem că ‖ϕx‖ = ‖x‖. Întrucât F X(x) = ϕx,
F X este bine definită şi ‖F X(x)‖ = ‖x‖ pentru orice x ∈ X. Liniaritatea
lui F X este evidentă. Trebuie să mai arătăm că F X este surjectivă. Fie
ϕ ∈ X∗. Dacă ϕ = 0 atunci ϕ = ϕ0. Fie deci ϕ 6= 0 şi X0 := kerϕ;
X0 este subspaţiu liniar ı̂nchis, diferit de X. Din teorema precedentă există
x̄ ∈ X⊥

0 \ {0} (̂ın caz contrar X = X0). Deoarece X = X0 + IRx̄, avem că
kerϕx̄ = {x̄}⊥ = (IRx̄)⊥ = X0. Într-adevăr, dacă x = x0 + µx̄ ∈ {x̄}⊥, unde
x0 ∈ X0, µ ∈ IR, atunci 0 = 〈x, x̄〉 = 〈x0+µx̄, x̄〉 = µ‖x̄‖2. Prin urmare µ = 0,
şi deci x ∈ X0. Am obţinut astfel că kerϕx̄ ⊂ kerϕ. Din teorema nucleelor
(Teorema 1.3.6) avem că există λ ∈ IR astfel ca ϕ = λϕx̄ = ϕλx̄ = F X(λx̄).

Consecinţa 1.9.1 Dualul topologic al unui spaţiu Hilbert este spaţiu Hilbert.

Demonstraţie. Fie (X, 〈 , 〉) un spaţiu Hilbert şi F X izomorfismul pus ı̂n
evidenţă ı̂n teorema precedentă. Fie

B : X∗ ×X∗ → IR, B(x∗, y∗) := 〈F−1
X (x∗), F−1

X (y∗)〉.

Este evident că B este aplicaţie biliniară simetrică. În plus, utilizând faptul
că ‖F X(x)‖ = ‖x‖,

B(x∗, x∗) = 〈F−1
X (x∗), F−1

X (x∗)〉 = ‖F−1
X (x∗)‖2 = ‖x∗‖2,

ceea ce arată că B este şi pozitiv definită. Deci B este produs scalar. Din
relaţia de mai sus avem că norma dualului provine din produsul scalar B.

Teorema 1.9.4 Orice spaţiu Hilbert este reflexiv.

Demonstraţie. Fie (X, 〈 , 〉) spaţiu Hilbert, iar X∗ ı̂nzestrat cu produsul
scalar construit ı̂n consecinţa precedentă. Considerăm izometriile F := F X şi
F ∗ := F X∗ date de Teorema lui Riesz pentru spaţiile X şi X∗. Fie x ∈ X şi
x∗ ∈ X∗. Deoarece F este bijecţie, există u ∈ X astfel ca x∗ = F (u). Avem
că F ∗ ◦ F : X → X∗ este bijecţie. În plus

(F ∗ ◦ F )(x)(x∗) = F ∗(F (x))(F (u)) = B(F (u),F (x)) = 〈u, x〉
= F (u)(x) = x∗(x) = JX(x)(x∗),



1.10 Diferenţiabilitate ı̂n spaţii normate 61

unde JX este operatorul definit ı̂n secţiunea precedentă. Deci F ∗ ◦ F = JX ,
ceea ce arată că JX este operator bijectiv. Prin urmare (X, 〈 , 〉) este spaţiu
reflexiv.

Dacă X, Y sunt spaţii Hilbert şi A ∈ L(X,Y ), putem considera operatorul
A′ := F−1

X ◦A∗ ◦F Y ∈ L(Y, X). Este evident că A′ este caracterizat de relaţia

〈Ax, y〉 = 〈x,A′y〉 ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y.

De cele mai multe ori dualul X∗ al spaţiului Hilbert (X, 〈 , 〉) se identifică, prin
intermediul izometriei F X , cu X. Făcând astfel de identificări avem că dacă
X, Y sunt spaţii Hilbert, iar A ∈ L(X, Y ), atunci A′ = A∗.

1.10 Diferenţiabilitate ı̂n spaţii normate

În această secţiune X, Y, Z sunt spaţii liniare (reale) normate. Fie f : D → Y ,
unde D ⊂ X, şi a ∈ intD; prin urmare există o sferă B(a, ρ) ⊂ D (ρ > 0), şi
deci pentru orice x ∈ X şi t ∈

[
− ρ
‖x‖+1 , ρ

‖x‖+1

]
, a+ tx ∈ D. Spunem că f este

diferenţiabilă Gâteaux ı̂n a, pe scurt G-diferenţiabilă, dacă există un operator
T ∈ L(X,Y ) astfel ca

lim
t→0

f(a + tx)− f(a)
t

= Tx ∀x ∈ X; (1.27)

operatorul T se numeşte diferenţiala Gâteaux (sau gradient) a funcţiei f ı̂n a.
Spunem că f este diferenţiabilă Fréchet ı̂n a, pe scurt F-diferenţiabilă, dacă
există un operator T ∈ L(X, Y ) astfel ca

lim
h→0

f(a + h)− f(a)− Th

‖h‖ = lim
x→a

f(x)− f(a)− T (x− a)
‖x− a‖ = 0; (1.28)

operatorul T se numeşte ı̂n acest caz diferenţiala Fréchet a funcţiei f ı̂n a.
Operatorul T din definiţiile de mai sus se notează prin ∇f(a), df(a) sau
d1f(a).

Să observăm că (1.28) este echivalentă cu fiecare din urmă-toarele două
condiţii:

∀ ε > 0, ∃ δ > 0, ∀x ∈ B(a, δ) : ‖f(x)− f(a)− T (x− a)‖ ≤ ε‖x− a‖,

∃α : D − a → Y : lim
h→0

α(h) = α(0) = 0,

f(a + h) = f(a) + Th + ‖h‖ · α(h) ∀h ∈ D−a.
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În cazul ı̂n care pentru un x ∈ X există

lim
t↓0

f(a + tx)− f(a)
t

∈ Y,

aceasta poartă numele de derivata direcţională a funcţiei f ı̂n a ı̂n direcţia x
şi se notează prin f ′+(a;x). Se observă că f este G-diferenţiabilă ı̂n a ∈ intD
dacă şi numai dacă

∀x ∈ X, ∃ f ′+(a;x) ∈ Y şi x 7→ f ′+(a; x) este aplicaţie liniară şi continuă.

Vom vedea că există clase de funcţii care au derivate direcţionale ı̂n orice
direcţie, fără a fi diferenţiabile Gâteaux.

Un prim rezultat este următorul.

Teorema 1.10.1 Fie f : D ⊂ X → Y şi a ∈ intD.

(i) Dacă f este G-diferenţiabilă ı̂n a atunci diferenţiala sa este unică.

(ii) Dacă f este F-diferenţiabilă ı̂n a atunci f este G-diferenţiabilă ı̂n a şi
diferenţialele coincid.

(iii) Dacă f este F-diferenţiabilă ı̂n a atunci f este continuă ı̂n a.

Un caz particular important este acela ı̂n care X = IR. În acest caz
spunem că f este derivabilă ı̂n a dacă există limh→0 (f(a + h)− f(a))/h ∈ Y ;
acest element ı̂l notăm prin f ′(a) şi-l numim derivata lui f ı̂n a. Observăm că
ı̂n această situaţie

lim
t→0

f(a + tx)− f(a)
t

= x · f ′(a) ∀x ∈ IR.

Cum aplicaţia IR 3 x 7→ xf ′(a) ∈ Y este liniară şi continuă, f este G-
diferenţiabilă ı̂n a şi ∇f(a)(x) = xf ′(a). Avem astfel

Teorema 1.10.2 Fie f : D ⊂ IR → Y şi a ∈ intD. Următoarele afirmaţii
sunt echivalente:

(i) f este derivabilă ı̂n a,

(ii) f este G-diferenţiabilă ı̂n a,

(iii) f este F-diferenţiabilă ı̂n a.

În plus ∇f(a)(x) = xf ′(a) pentru orice x ∈ IR ı̂n fiecare din aceste cazuri.

În rezultatul următor punem ı̂n evidenţă patru exemple de funcţii F-
diferenţiabile frecvent utilizate.
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Teorema 1.10.3 Fie T ∈ L(X, Y ), B ∈ L2(X; Y ), x0, x1, . . . , xn ∈ X şi
y0 ∈ Y .

(i) Funcţia f1 : X → Y, f1(x) := y0 + Tx (adică f1 este afină), este
F-diferenţiabilă ı̂n orice a ∈ X şi ∇f1(a) = T .

(ii) Funcţia f2 : IRn → X, f2(t1, . . . , tn) := x0 + t1x1 + · · · + tnxn, este
F-diferenţiabilă ı̂n orice a ∈ IRn şi ∇f2(a)(t1, . . . , tn) = t1x1 + · · ·+ tnxn.

(iii) Funcţia f3 : X → Y, f3(x) := B(x, x), este F-diferenţiabilă ı̂n orice
a ∈ X şi ∇f3(a)(x) = B(a, x) + B(x, a), adică ∇f3(a) = B(a, ·) + B(·, a). În
particular, dacă B este simetrică atunci ∇f3(a) = 2B(·, a).

(iv) Fie X spaţiu Hilbert. Funcţia f4 : X → IR, f4(x) = 1
2‖x‖2, este F-

diferenţiabilă ı̂n orice a ∈ X şi ∇f4(a)(x) = 〈x, a〉.

În teorema următoare punem ı̂n evidenţă câteva formule pentru funcţii
diferenţiabile şi diferenţialele lor.

Teorema 1.10.4 Fie mulţimile D ⊂ X, ∆ ⊂ Y , a ∈ intD, b ∈ int∆, şi
funcţiile f, g : D → Y , ϕ : D → IR şi h : ∆ → Z.

(i) Dacă f şi g sunt G(F)-diferenţiabile ı̂n a, iar α, β ∈ IR atunci αf +βg
este G(F)-diferenţiabilă ı̂n a şi

∇(αf + βg)(a) = α∇f(a) + β∇g(a).

(ii) Dacă f şi ϕ sunt G(F)-diferenţiabile ı̂n a, atunci ϕ · f este G(F)-

diferenţiabilă ı̂n a şi

∇(ϕ · f)(a) = ϕ(a) · ∇f(a) + f(a) · ∇ϕ(a),

unde pentru x∗ ∈ X∗, y ∈ Y avem că y ·x∗ ∈ L(X, Y ), (y ·x∗)(x) := 〈x, x∗〉 ·y.
(iii) Dacă f(D) ⊂ ∆, b = f(a), f este F-diferenţiabilă ı̂n a şi h este F-

diferenţiabilă ı̂n b atunci h ◦ f este F-diferenţiabilă ı̂n a şi

∇(h ◦ f)(a) = ∇h(b) ◦ ∇f(a).

Demonstraţie. Demonstraţia punctelor (i) şi (ii) este simplă.
(iii) Fie T := ∇f(a), S := ∇h(b). Din definiţia F-diferenţiabilităţii, există

α : D − a → Y, β : ∆− b → Z astfel ca

lim
x→0

α(x) = α(0) = 0, lim
y→0

β(y) = β(0) = 0,
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f(a + x) = f(a) + Tx + ‖x‖ · α(x) ∀x ∈ D − a,

h(b + y) = h(b) + Sy + ‖y‖ · β(y) ∀ y ∈ ∆− b.

Prin urmare

(h ◦ f)(a + x) = h(f(a + x)) = h (b + (Tx + ‖x‖ · α(x)))
= h(b) + S (Tx + ‖x‖ · α(x)) +

+ ‖Tx + ‖x‖ · α(x)‖ · β (Tx + ‖x‖ · α(x))
= (h ◦ f)(a) + (S ◦ T )x + ‖x‖ · γ(x),

unde γ : D − a → Z,

γ(x) := S(α(x)) +
∥∥∥T

(
‖x‖−1x

)
+ α(x)

∥∥∥ · β (Tx + ‖x‖ · α(x))

pentru x 6= 0 şi γ(0) := 0; avem că limx→0 γ(x) = 0. Deci h ◦ f este F-
diferenţiabilă ı̂n a şi ∇(h ◦ f)(a) = S ◦ T = ∇h(b) ◦ ∇f(a).

Următorul rezultat va fi folosit chiar ı̂n această secţiune.

Teorema 1.10.5 (de medie). Fie f : D ⊂ X → Y şi a, b ∈ X. Presupunem
că [a, b] ⊂ intD, şi f este G-diferenţiabilă ı̂n orice punct din [a, b]. Atunci

‖f(b)− f(a)‖ ≤ sup
u∈ ]a,b[

‖∇f(u)(b− a)‖ ≤ ‖b− a‖ · sup
u∈ ]a,b[

‖∇f(u)‖.

Demonstraţie. Fie mulţimea O := {t ∈ IR | (1 − t)a + tb ∈ D}, funcţia
ϕ : O → X, ϕ(t) := (1 − t)a + tb, şi y∗ ∈ UY ∗ . Utilizând Teoremele 1.10.3 şi
1.10.4, obţinem că aplicaţia ψ := y∗◦f ◦ϕ este diferenţiabilă ı̂n orice t0 ∈ [0, 1],
iar

∇(y∗ ◦f ◦ϕ)(t0)(u) = (y∗ ◦∇f(ϕ(t0))◦∇ϕ(t0))(u) = u ·(y∗◦∇f(ϕ(t0)))(b−a).

Prin urmare, conform Teoremei 1.10.2, (y∗◦f◦ϕ)′(t0) = (y∗◦∇f(ϕ(t0)))(b−a).
Aplicând Teorema lui Lagrange pe [0, 1], obţinem că există t0 ∈ ]0, 1[ astfel ca

|ψ(1)− ψ(0)| = |ψ′(t0)| = |(y∗ ◦ ∇f(ϕ(t0)))(b− a)|
≤ ‖y∗‖ · ‖∇f(ϕ(t0))(b− a)‖ ≤ M,

unde M := supu∈ ]a,b[ ‖∇f(u)(b− a)‖. Prin urmare

|〈y∗, f(b)− f(a)〉| ≤ M ∀ y∗ ∈ UY ∗ ,

şi deci ‖f(b) − f(a)‖ ≤ M . Din relaţia ‖∇f(u)(b − a)‖ ≤ ‖∇f(u)‖ · ‖b − a‖
rezultă cealaltă inegalitate.
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Să observăm că ı̂n teorema precedentă concluzia are loc dacă presupunem
că restricţia lui f la [a, b] este continuă şi f este G-diferenţiabilă ı̂n orice punct
din ]a, b[.

O consecinţă importantă a teoremei de medie este următorul rezultat.

Teorema 1.10.6 (Criteriul I de diferenţiabilitate Fréchet). Fie D ⊂ X,
a ∈ intD şi f : D → Y . Presupunem că f este G-diferenţiabilă pe o vecină-
tate V ⊂ D a lui a şi ∇f : V → L(X, Y ) este continuă ı̂n a. Atunci f este
F-diferenţiabilă ı̂n a.

Demonstraţie. Există ρ > 0 astfel ca B(a, ρ) ⊂ V . Fie T := ∇f(a) şi
aplicaţia g : D → Y, g(x) := f(x) − Tx. Funcţia g este G-diferenţiabilă pe
B(a, ρ) şi ∇g(x) = ∇f(x)− T = ∇f(x)−∇f(a). Pentru x, x′ ∈ B(a, ρ), din
Teorema de medie, avem că

‖g(x)− g(x′)‖ ≤ ‖x− x′‖ · sup
u∈ ]x,x′[

‖∇g(u)‖.

Din continuitatea lui ∇f ı̂n a, pentru ε > 0 avem că

∃ δ ∈ ]0, ρ[, ∀u ∈ B(a, δ) : ‖∇g(u)‖ = ‖∇f(u)−∇f(a)‖ ≤ ε,

şi deci

‖g(x)− g(x′)‖ = ‖f(x)− f(x′)− T (x− x′)‖ ≤ ε‖x− x′‖ ∀x, x′ ∈ B(a, δ).
(1.29)

Luând x′ = a ı̂n (1.29), obţinem că f este F-diferenţiabilă ı̂n a.

O altă consecinţă a teoremei de medie este şi rezultatul următor.

Consecinţa 1.10.1 Fie f : D ⊂ X → Y şi a ∈ intD. Presupunem că f
este G-diferenţiabilă pe o vecinătate V ⊂ D a lui a şi ∇f : V → L(X,Y ) este
continuă ı̂n a. Dacă (xn) ⊂ D, (tn) ⊂ IR \ {0} şi (un) ⊂ X sunt astfel ca
xn → a, tn → 0 şi un → u ∈ X atunci

f(xn + tnun)− f(xn)
tn

→ ∇f(a)(u).

Demonstraţie. Fie ρ > 0 şi g definite ı̂n demonstraţia teoremei precedente.
Considerăm (xn), (tn) şi (un) cu proprietăţile din enunţ. Există M > 0 astfel
ca ‖un‖ ≤ M pentru orice n ∈ IN . Pentru ε > 0 considerăm δ ∈ ]0, ρ[ astfel
ı̂ncât (1.29) să aibă loc. Există nε ∈ IN astfel ca xn, xn+tnun ∈ B(a, δ) pentru
n ≥ nε. Din (1.29) obţinem

‖g(xn + tnun)− g(xn)‖ ≤ ε‖tnun‖ ≤ ε|tn|M ∀n ≥ nε,
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şi deci

‖[f(xn + tnun)− f(xn)]/tn −∇f(a)(un)‖ ≤ εM ∀n ≥ nε.

Prin urmare
f(xn + tnun)− f(xn)

tn
−∇f(a)(un) → 0.

Cum ∇f(a)(un) → ∇f(a)(u), obţinem imediat concluzia.

Considerăm acum funcţia f : D ⊂ X ×Y → Z şi (a, b) ∈ intD un element
fixat. Putem considera funcţiile

f1 : D1 → Z, f1(x) := f(x, b), unde D1 := {x ∈ X | (x, b) ∈ D},

f2 : D2 → Z, f2(y) := f(a, y), unde D2 := {y ∈ Y | (a, y) ∈ D}.
Este clar că a ∈ intD1, b ∈ intD2. Spunem că f este F(G)-diferenţiabilă
(parţial) ı̂n raport cu variabila x dacă f1 este F(G)-diferenţiabilă ı̂n a; diferen-
ţiala va fi notată prin ∇xf(a, b). Analog, f este F(G)-diferenţiabilă (parţial)
ı̂n raport cu variabila y dacă f2 este F(G)-diferenţiabilă ı̂n b; diferenţiala va fi
notată prin ∇yf(a, b).

Dacă f este F-diferenţiabilă ı̂n (a, b) cu diferenţiala T ∈ L(X×Y,Z) atunci
există γ : D − (a, b) → Z astfel ca lim(x,y)→(0,0) γ(x, y) = γ(0, 0) = 0 şi

f(a + x, b + y) = f(a, b) + T (x, y) + ‖(x, y)‖ · γ(x, y) ∀ (x, y) ∈ D − (a, b),

de unde obţinem, luând pe rând y = 0 respectiv x = 0, că

f1(a + x) = f1(a) + T (x, 0) + ‖(x, 0)‖ · γ(x, 0) ∀x ∈ D1 − a,

f2(b + y) = f2(b) + T (0, y) + ‖(0, y)‖ · γ(0, y) ∀ y ∈ D2 − b.

Prin urmare f este F-diferenţiabilă ı̂n raport cu x şi y ı̂n (a, b) şi

∇xf(a, b) = ∇f(a, b)(·, 0), ∇yf(a, b) = ∇f(a, b)(0, ·).

Afirmaţia corespunzătoare pentru G-diferenţiabilitate este de asemenea adevă-
rată, şi mai simplu de dovedit.

În condiţii suplimentare are loc şi implicaţia inversă.

Teorema 1.10.7 (Criteriul II de diferenţiabilitate Fréchet). Fie D ⊂ X×Y ,
(a, b) ∈ intD şi f : D → Z. Presupunem că f este G-diferenţiabilă ı̂n raport
cu x şi y pe o vecinătate V ⊂ D a lui (a, b) şi ∇xf, ∇yf sunt continue ı̂n
(a, b). Atunci f este F-diferenţiabilă ı̂n (a, b).
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Demonstraţie. Există ρ > 0 astfel ca B(a, ρ) × B(b, ρ) ⊂ V . Notăm
∇xf(a, b) prin T şi ∇yf(a, b) prin S. Atunci, pentru (x, y) ∈ D,

f(x, y)− f(a, b)− T (x− a)− S(y − b) =
[f(x, y)− f(x, b)− S(y − b)] + [f(x, b)− f(a, b)− T (x− a)].

Procedând ca şi ı̂n teorema precedentă, pentru (x, y) ∈ B(a, ρ)×B(b, ρ) avem

‖f(x, y)− f(x, b)− S(y − b)‖ ≤ ‖y − b‖ · sup
v∈[b,y]

‖∇yf(x, v)−∇yf(a, b)‖,

‖f(x, b)− f(a, b)− T (x− a)‖ ≤ ‖x− a‖ · sup
u∈[a,x]

‖∇xf(u, b)−∇xf(a, b)‖.

Fie ε > 0; datorită continuităţii diferenţialelor ∇xf şi ∇yf ı̂n (a, b), există
δ ∈ ]0, ρ[ astfel că pentru orice (x, y) ∈ B(a, δ)×B(b, δ) := U avem

‖∇xf(x, y)−∇xf(a, b)‖ ≤ ε/2, ‖∇yf(x, y)−∇yf(a, b)‖ ≤ ε/2.

Prin urmare, pentru (x, y) ∈ U , avem că

‖f(x, y)− f(a, b)− T (x− a)− S(y − b)‖ ≤ ε · ‖(x, y)− (a, b)‖,

şi deci f este F-diferenţiabilă ı̂n (a, b), iar

∇f(a, b)(u, v) = ∇xf(a, b)(u, 0) +∇yf(a, b)(0, v) ∀ (u, v) ∈ X × Y.

Demonstraţia este completă.

Fie acum f : D ⊂ X → Y şi a ∈ intD. Spunem că f este F-diferenţiabilă
de ordin II ı̂n a dacă f este F-diferenţiabilă pe o vecinătate V ⊂ D a lui a
şi ∇f : V → L(X, Y ) este F-diferenţiabilă ı̂n a, adică există B ∈ L2(X;Y ) şi
α : D − a → L(X,Y ) astfel ca

lim
h→0

α(h) = α(0) = 0, ∇f(a + h) = ∇f(a) + B(h, ·) + ‖h‖ · α(h) ∀h ∈ D − a;

aplicaţia biliniară B se numeşte diferenţiala de ordin II a funcţiei f ı̂n a
şi se notează prin ∇2f(a) sau d2f(a). Desigur, utilizăm identificarea lui
L(X,L(X,Y )) cu L2(X; Y ) specificată ı̂n Teorema 1.8.12.

Să observăm că dacă f este F-diferenţiabilă de ordin II ı̂n a şi T ∈ L(Y, Z),
atunci T ◦f este F-diferenţiabilă de ordin II ı̂n a şi ∇2(T ◦f)(a) = T ◦∇2f(a).
De asemenea, dacă considerăm funcţia ϕ : O → Y, ϕ(t) := f(x0 + tx), unde
O := {t ∈ IR | x0 + tx ∈ D}, iar f este F-diferenţiabilă ı̂n a = x0 + t0x atunci
ϕ este derivabilă ( ⇔ diferenţiabilă) ı̂n t0 şi ϕ′(t0) = ∇f(x0 + t0x)(x). Dacă f
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este F-diferenţiabilă de ordin II ı̂n a = x0 + t0x atunci f este F-diferenţiabilă
pe o vecinătate a lui a, şi deci ϕ este derivabilă pe o vecinătate U a lui t0, iar
ϕ′(t) = ∇f(x0 + tx)(x) pentru orice t ∈ U . În plus avem că

ϕ′(t)− ϕ′(t0) = ∇f(x0 + tx)(x)−∇f(x0 + t0x)(x)
= [∇f(x0 + tx)−∇f(x0 + t0x)](x)
= [B((t− t0)x, ·) + |t− t0| · ‖x‖ · α ((t− t0)x)](x)
= (t− t0)B(x, x) + |t− t0| · ‖x‖ · α ((t− t0)x) (x).

Prin urmare există ϕ′′(t0) = B(x, x) = ∇2f(a)(x, x) dacă f este F-diferenţia-
bilă de ordin II ı̂n a = x0 + t0x ∈ intD, unde ϕ′′(t) notează derivata de ordin
II a funcţiei ϕ ı̂n t.

Teorema următoare arată că diferenţiala de ordin II este simetrică.

Teorema 1.10.8 (simetria diferenţialei de ordin II). Fie f : D ⊂ X → Y şi
a ∈ intD. Dacă f este F-diferenţiabilă de ordin II ı̂n a atunci ∇2f(a) este
aplicaţie biliniară simetrică.

Demonstraţie. Fără a restrânge generalitatea putem presupune că D este
deschisă şi f este F-diferenţiabilă pe D (altfel restrângem funcţia f la o
vecinătate a lui a pe care o notăm tot D). Fie B := ∇2f(a) şi u, v ∈ X
elemente fixate. Să arătăm că B(u, v) = B(v, u).

Fie pentru ı̂nceput cazul Y = IR.
Considerăm mulţimea ∆ := {(s, t) ∈ IR2 | a + su + tv ∈ D} şi funcţia

ϕ : ∆ → IR, ϕ(s, t) := f(a + su + tv). Mulţimea ∆ este deschisă, iar din
consideraţiile de mai sus avem că există

∂ϕ

∂s
(s, t) = ∇f(a + su + tv)(u),

∂ϕ

∂t
(s, t) = ∇f(a + su + tv)(v).

În plus ∂ϕ/∂s este diferenţiabilă ı̂n (0, 0). Într-adevăr,

∂ϕ

∂s
(s, t)− ∂ϕ

∂s
(0, 0) = [∇f(a + su + tv)−∇f(a)](u)

= B(su + tv, u) + ‖su + tv‖ · α(su + tv)(u)

= sB(u, u) + tB(v, u) +
√

s2 + t2 · γ(s, t),

cu
∣∣∣
√

s2 + t2 · γ(s, t)
∣∣∣ ≤

√
s2 + t2

√
‖u‖2 + ‖v‖2 · ‖α(su + tv)‖ · ‖u‖,
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şi deci lim(s,t)→(0,0) γ(s, t) = 0 = γ(0, 0). Avem deci că ∂ϕ/∂s este diferenţia-
bilă ı̂n (0, 0) şi

∂2ϕ

∂s2
(0, 0) = B(u, u),

∂2ϕ

∂t ∂s
(0, 0) =

∂

∂t

(
∂ϕ

∂s

)
(0, 0) = B(v, u).

În mod analog se obţine că ∂ϕ/∂t este diferenţiabilă ı̂n (0, 0) şi

∂2ϕ

∂s ∂t
(0, 0) = B(u, v),

∂2ϕ

∂t2
(0, 0) = B(v, v).

Utilizând Teorema lui Young pentru funcţii reale de două variabile reale ([42,
p. 416]), avem că

∂2ϕ

∂t ∂s
(0, 0) =

∂2ϕ

∂s ∂t
(0, 0),

adică B(v, u) = B(u, v).
Fie acum cazul general. Considerând y∗ ∈ Y ∗, avem că y∗ ◦ f este F-

diferenţiabilă de ordin II ı̂n a şi ∇2(y∗ ◦ f)(a) = y∗ ◦ ∇2f(a). Din prima
parte obţinem că 〈B(u, v), y∗〉 = 〈B(v, u), y∗〉, şi cum y∗ ∈ Y ∗ este arbitrar,
B(u, v) = B(v, u).

Desigur, se pot introduce şi diferenţiale de ordin superior. Noi ne limităm
numai la diferenţiabilitatea de ordin I şi II.

Următorul rezultat al acestei secţiuni este formula lui Taylor. Înainte de
a formula acest rezultat amintim că funcţia f : D ⊂ X → Y este de clasă
C1 pe mulţimea deschisă D ⊂ X dacă f este F-diferenţiabilă pe D şi ∇f este
continuă pe D; f este de clasă C2 dacă f este F-diferenţiabilă de ordin II pe
D şi ∇2f : D → L2(X; Y ) este continuă.

Teorema 1.10.9 (formula lui Taylor). Fie D ⊂ X o mulţime deschisă şi
f : D → IR o funcţie de clasă C2 pe D. Presupunem că segmentul [a, b] ⊂ D.
Atunci există ξ ∈ ]a, b[ astfel ca

f(b) = f(a) +∇f(a)(b− a) + 1
2∇2f(ξ)(b− a, b− a).

Demonstraţie. Considerăm O := {t ∈ IR | (1− t)a + tb = a + t(b− a) ∈ D}
şi ϕ : O → IR, ϕ(t) := f((1− t)a + tb). Avem că

ϕ′(t) = ∇f((1−t)a+tb)(b−a), ϕ′′(t) = ∇2f((1−t)a+tb)(b−a, b−a) ∀ t ∈ O.

Rezultă că ϕ este de clasă C2 pe O ⊃ [0, 1]. Aplicând formula lui Taylor pentru
funcţii reale de o variabilă reală, avem că există θ ∈ ]0, 1[ astfel ca

ϕ(1) = ϕ(0) + ϕ′(0) · 1 + 1
2ϕ′′(θ) · 12.
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Luând ξ := (1− θ)a + θb ∈ ]a, b[, obţinem concluzia.

Are loc următoarea teoremă a funcţiilor implicite.

Teorema 1.10.10 Fie X spaţiu Banach, Y spaţiu normat, D ⊂ X o mulţime
deschisă, M ⊂ X o mulţime ı̂nchisă, x0 ∈ D ∩ M şi h : D → Y o funcţie
F-diferenţiabilă. Presupunem că există c > 0, η > 0, α ∈ [0, 1[ astfel ca
D(x0, η) ⊂ D şi

∀x ∈ D(x0, η) ∩M, ∀ t > 0 : SY ⊂ ∇h(x)([t,∞[·(M − x) ∩ cUX) + αUY .
(1.30)

Atunci există γ, l > 0 astfel ca D(x0, γ) ⊂ D şi

∀u ∈ D(x0, γ) ∩M, ∀ y ∈ D(h(x0), γ), ∃x ∈ D ∩M :
h(x) = y, ‖x− u‖ ≤ l · ‖y − h(u)‖. (1.31)

În particular, h(U ∩M) ∈ V(h(x0)) pentru orice U ∈ V(x0).

Demonstraţie. Deoarece α ∈ [0, 1[, există ε > 0 astfel ca 1 > α + εc. Fie
µ := εη/(2 + ε). Din continuitatea lui h ı̂n x0, există γ ∈ ]0, µ[ astfel ca

∀x ∈ D(x0, γ) : h(x) ∈ D(h(x0), µ). (1.32)

Fie u ∈ D(x0, γ) şi y ∈ D(h(x0), γ) elemente fixate. Considerăm funcţia

f : D(x0, η) ∩M → IR, f(x) := ‖y − h(x)‖.

Mulţimea D(x0, η)∩M ⊂ X ı̂nzestrată cu distanţa indusă (d(x, x′) = ‖x−x′‖)
este spaţiu metric complet, iar f este funcţie continuă (deci i.s.c.) şi mărginită
inferior. Aplicând principiul variaţional al lui Ekeland (Teorema 1.2.6), există
x̄ ∈ D(x0, η) ∩M ⊂ D astfel ca

‖y − h(x̄)‖+ ε · ‖x̄− u‖ ≤ ‖y − h(u)‖, (1.33)

‖y − h(x̄)‖ ≤ ε · ‖x− x̄‖+ ‖y − h(x)‖ ∀x ∈ D(x0, η) ∩M. (1.34)

Dorim să arătăm că h(x̄) = y. Presupunem că h(x̄) 6= y. Din (1.33) şi (1.32)
avem că

ε · ‖x̄− u‖ ≤ ‖y − h(u)‖ ≤ ‖y − h(x0)‖+ ‖h(x0)− h(u)‖ ≤ γ + µ < 2µ,

şi deci

‖x̄−x0‖ ≤ ‖x̄−u‖+‖u−x0‖ <
2µ

ε
+γ <

2µ

ε
+µ =

εη

2 + ε
· 2 + ε

ε
= η. (1.35)
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Din (1.30) avem că pentru orice n ∈ IN∗ există tn ∈ ]0, 1
n ], xn ∈ M şi wn ∈ Y

astfel că, pentru un := t−1
n (xn − x̄), avem

‖un‖ ≤ c·‖y−h(x̄)‖, ‖wn‖ ≤ α·‖y−h(x̄)‖, y−h(x̄) = ∇f(x̄)(un)+wn. (1.36)

Deoarece xn = x̄ + tnun → x̄, din (1.35) rezultă existenţa unui n0 ∈ IN∗ astfel
ca xn ∈ D(x0, η) pentru n ≥ n0. Deoarece h este diferenţiabilă ı̂n x̄, avem că
există (vn) ⊂ Y astfel ca vn → 0 şi

h(x̄ + tnun) = h(x̄) + tn∇h(x̄)(un) + tnvn ∀n ∈ IN .

Utilizând această relaţie, (1.34) şi (1.36) obţinem că pentru n ≥ n0 au loc
relaţiile:

‖y − h(x̄)‖ ≤ ‖y − h(xn)‖+ ‖xn − x̄‖
= ‖y − h(x̄)− tn∇h(x̄)(un)− tnvn‖+ εtn‖un‖
= ‖y − h(x̄)− tn(y − h(x̄)− wn)− tnvn‖+ εtn‖un‖
≤ (1− tn)‖y − h(x̄)‖+ tn‖wn‖+ tn‖vn‖+ εtn‖un‖,

şi deci
tn‖y − h(x̄)‖ ≤ tn‖wn‖+ tn‖vn‖+ εtn‖un‖.

Împărţind prin tn > 0 şi utilizând din nou (1.36), obţinem

‖y − h(x̄)‖ ≤ α · ‖y − h(x̄)‖+ εc · ‖y − h(x̄)‖+ tn‖vn‖ ∀n ≥ n0.

Trecând la limită şi apoi ı̂mpărţind prin ‖y−h(x̄)‖ > 0 obţinem că 1 ≤ α+εc,
ceea ce contrazice alegerea lui ε. Deci y = h(x̄).

Este acum clar că din (1.33) se obţine concluzia pentru l = 1/ε.
Fie acum U ∈ V(x0); există numărul δ ∈ ]0, lγ[ astfel ca B(x0, δ) ⊂ U .

Fie y ∈ B(h(x0), δ/l) ⊂ D(h(x0), γ); din (1.31) există x ∈ D ∩ M astfel ca
h(x) = y şi ‖x0 − x‖ ≤ l · ‖h(x0)− y‖ < δ. Deci B(h(x0), δ) ⊂ h(U ∩M).

În Capitolul 3 vom pune ı̂n evidenţă câteva condiţii suficiente pentru ca să
fie ı̂ndeplinită condiţia (1.30).





Capitolul 2

Programare convexă

2.1 Funcţii convexe

Fie X spaţiu liniar real şi f : X → IR; spunem că f este convexă dacă

f(λx + (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) ∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ [0, 1], (2.1)

cu convenţiile: (+∞) + (−∞) = +∞, 0 · (+∞) = +∞, 0 · (−∞) = 0. Să
observăm că dacă x = y, sau λ ∈ {0, 1}, sau x (y) nu este ı̂n dom f atunci
inegalitatea din (2.1) este satisfăcută. Prin urmare funcţia f este convexă
dacă

f(λx + (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) ∀x, y ∈ dom f, x 6= y, ∀λ ∈ ]0, 1[.
(2.2)

Dacă are loc relaţia (2.2) cu “≤” ı̂nlocuit prin “<” spunem că f este strict
convexă. De asemenea, spunem că f este (strict) concavă dacă −f este
(strict) convexă. Deoarece toate proprietăţile funcţiilor convexe se transpun
cu uşurinţă la funcţii concave, ı̂n cele ce urmează considerăm, practic, numai
funcţii convexe.

Pentru a evita, ı̂n cele ce urmează, ı̂nmulţirea cu 0, având ı̂n vedere şi
observaţia de mai ı̂nainte, vom lua numai λ ∈ ]0, 1[.

În teorema următoare punem ı̂n evidenţă câteva caracterizări utile ale
funcţiilor convexe.

Teorema 2.1.1 Fie f : X → IR. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) f este convexă;

(ii) funcţia ϕx,y : IR → IR, ϕx,y(t) := f((1− t)x + ty), este convexă oricare
ar fi x, y ∈ X;
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(iii) dom f este mulţime convexă şi

f(λx + (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) ∀x, y ∈ dom f, ∀λ ∈ ]0, 1[;

(iv) ∀n ∈ IN∗, ∀λ1, . . . , λn ∈ ]0, 1[, λ1 + · · ·+ λn = 1, ∀x1, . . . , xn ∈ X :

f(λ1x1 + · · ·+ λnxn) ≤ λ1f(x1) + · · ·λnf(xn); (2.3)

(v) epi f este submulţime convexă a lui X × IR.

Demonstraţie. Implicaţiile (i) ⇒ (ii), (ii) ⇒ (i), (i) ⇒ (iii), (iii) ⇒ (i) şi
(iv) ⇒ (i) sunt evidente.

(i) ⇒ (v) Fie (x1, t1), (x2, t2) ∈ epi f şi λ ∈ ]0, 1[. Atunci x1, x2 ∈ dom f ,
f(x1) ≤ t1 şi f(x2) ≤ t2. Cum f este convexă, din (2.1) avem că

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2) ≤ λt1 + (1− λ)t2,

şi deci λ(x1, t1) + (1− λ)(x2, t2) ∈ epi f . Prin urmare epi f este convexă.
(v) ⇒ (iv) Fie k ∈ IN∗, λ1, . . . , λk ∈ ]0, 1[ astfel ca

∑k
i=1 λi = 1, şi

x1, . . . , xk ∈ X. Dacă există i astfel ca f(xi) = ∞ atunci, ı̂n mod evident, (2.3)
are loc. Dacă f(xi) ∈ IR pentru orice i, 1 ≤ i ≤ k atunci (xi, f(xi)) ∈ epi f
pentru orice i, şi cum epi f este convexă,

∑k
i=1λi(xi, f(xi)) ∈ epi f , ceea ce

arată că inegalitatea (2.3) are loc. În sfârşit, presupunem că f(xi) < ∞ pen-
tru orice i şi există i0 cu f(xi0) = −∞; luând t̄i ∈ IR astfel ca (xi, t̄i) ∈ epi f
pentru i 6= i0, cum (xi0 ,−n) ∈ epi fi0 pentru orice n ∈ IN , avem că

f(λ1x1 + · · ·+ λkxk)
≤ λ1t̄1 + · · ·+ λi0−1t̄i0−1 + λi0(−n) + λi0+1t̄i0+1 + · · ·+ λk t̄k ∀n ∈ IN .

Făcând n → ∞ ı̂n inegalitatea de mai sus, obţinem că f
(∑k

i=1λixi

)
= −∞,

şi deci (2.3) are loc.

Să observăm că dacă f este strict convexă atunci ı̂n (2.3) inegalitatea
este strictă ı̂n cazul ı̂n care x1, . . . , xn ∈ dom f şi cel puţin două elemente
sunt distincte. Dacă f este convexă atunci pentru orice λ ∈ IR mulţimile
{x ∈ X | f(x) ≤ λ} (= nivλf ) şi {x ∈ X | f(x) < λ} sunt mulţimi convexe.
Reciproca nu este, ı̂n general, adevărată. O funcţie f cu proprietatea că nivλf
este convexă pentru orice λ ∈ IR se numeşte cvasiconvexă. Astfel f : X → IR
este cvasiconvexă dacă şi numai dacă

∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ [0, 1] : f((1− λ)x + λy) ≤ max{f(x), f(y)}.
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Noţiunea de funcţie convexă se extinde ı̂n mod natural la funcţii cu valori
ı̂n spaţii ordonate. Fie Y un spaţiu liniar real şi Q ⊂ Y un con convex; Q
induce o relaţie de ordine pe Y ı̂n modul următor: y1 ≤ y2 (sau y1 ≤Q y2 dacă
există pericol de confuzie) dacă y2 − y1 ∈ Q. Prin analogie cu IR, considerăm
Y • := Y ∪{∞}, unde∞ /∈ Y şi y ≤ ∞ pentru orice y ∈ Y , iar λ·∞ = ∞ pentru
orice λ ∈ ]0,∞[ (notăm y < ∞ dacă y 6= ∞). Elementul −∞ se introduce ı̂n
mod similar. Punem ı̂n evidenţă faptul că Y este ordonat de Q prin notaţia
(Y, Q) sau (Y,≤).

Fie (Y, Q) un spaţiu liniar ordonat şi G : X → Y •; operatorul G se numeşte
Q-convex dacă

G(λx + (1− λ)y) ≤ λG(x) + (1− λ)G(y) ∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ ]0, 1[.

Operatorul G : X → Y ∪{−∞} se numeşte Q-concav dacă −G : X → Y • este
Q-convex.

Dacă A ∈ L(X, Y ) atunci A este Q-convex pentru orice con convex Q ⊂ Y .
Ca şi ı̂n cazul Y = IR,

domG := {x ∈ X | G(x) < ∞}, epiG := {(x, y) ∈ X × Y | G(x) ≤ y}.

Caracterizările pentru funcţii convexe date ı̂n Teorema 2.1.1 sunt valabile şi
pentru operatori Q-convecşi.

Funcţia f : (Y, Q) → IR se numeşte Q-crescătoare dacă f(y1) ≤ f(y2) pen-
tru y1 ≤ y2. Pentru o astfel de funcţie convenim că f(∞) = +∞. Este evident
că orice funcţie este {0}-crescătoare, iar o funcţională liniară ϕ : Y → IR este
Q-crescătoare dacă şi numai dacă ϕ(y) ≥ 0 pentru orice y ∈ Q. În mod analog
se definesc şi funcţiile Q-descrescătoare.

Punem ı̂n evidenţă câteva operaţii cu funcţii convexe.

Teorema 2.1.2 Fie X, Y spaţii liniare şi Q ⊂ Y un con convex.

(i) Dacă fi : X → IR este convexă pentru orice i ∈ I ( 6= ∅) atunci supi∈I fi

este convexă. În plus epi (supi∈I fi) =
⋂

i∈I epi fi.

(ii) Dacă f1, f2 : X → IR sunt funcţii convexe şi λ1, λ2 ∈ [0,∞[ atunci
λ1f1 + λ2f2 este convexă, unde 0 · f1 := Idom f1

. În plus

dom (λ1f1 + λ2f2) = dom f1 ∩ dom f2.

(iii) Dacă fn : X → IR este funcţie convexă pentru orice n ∈ IN , iar funcţia

f : X → IR este astfel ca f(x) = limn→∞ fn(x) pentru orice x ∈ X, atunci f
este convexă.
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(iv) Dacă G : X → Y • este operator Q-convex, iar f : Y → IR este funcţie
convexă şi Q-crescătoare, atunci f ◦G este convexă; aceeaşi concluzie are loc
dacă G : X → Y ∪ {−∞} este Q-concav, iar f : X → IR este convexă şi
Q-descrescătoare. În particular, dacă A ∈ L(X, Y ) şi g : Y → IR este convexă
atunci g ◦A este convexă.

(v) Fie f : X → IR, g : Y → IR funcţii convexe, proprii şi

F, H : X × Y → IR, F (x, y) := f(x) + g(y), H(x, y) := max{f(x), g(y)}.
Atunci funcţiile F şi H sunt convexe şi proprii. În plus

domF = domH = dom f × dom g.

(vi) Dacă f : X → IR este funcţie convexă şi A ∈ L(X,Y ) atunci funcţia

Af : Y → IR, (Af)(y) := inf{f(x) | Ax = y},
este convexă. În plus dom (Af) = A(dom f).

(vii) Dacă f1, . . . , fn : X → IR sunt convexe şi proprii atunci convoluţia şi
max-convoluţia lor, definite ı̂n modul următor:

f12 · · ·2fn : X → IR, (f12 · · ·2fn)(x) := inf
{∑n

i=1
fi(xi)

∣∣∣
∑n

i=1
xi = x

}
,

f1∇ · · ·∇fn : X → IR, (f1∇ · · ·∇fn)(x) := inf
{

max
1≤i≤n

fi(xi)
∣∣∣
∑n

i=1
xi = x

}
,

sunt convexe. În plus

dom (f12 · · ·2fn) = dom (f1∇· · ·∇fn) = dom f1 + · · ·+ dom fn.

Demonstraţie. (i) Este clar că epi (supi∈I fi) =
⋂

i∈I epi fi. Cum fi este
convexă pentru orice i, din Teorema 2.1.1 avem că epi fi este convexă, şi deci
epi (supi∈I fi) este convexă. Concluzia rezultă aplicând din nou Teorema 2.1.1.

(ii) este imediată.
(iii) Fie λ ∈ ]0, 1[ şi x, y ∈ dom f . Deoarece lim fn(x), lim fn(y) < ∞,

există n0 ∈ IN astfel ca fn(x), fn(y) < ∞ pentru n ≥ n0. Cum fn este
convexă, avem că

fn(λx + (1− λ)y) ≤ λfn(x) + (1− λ)fn(y).

Trecând la limită obţinem că

f(λx + (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).
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Prin urmare f este convexă.
(iv) Fie G şi f satisfăcând condiţiile date. Avem că

x ∈ dom (f ◦G) ⇔ G(x) ∈ dom f ⇔ x ∈ G−1(dom f).

Fie deci x1, x2 ∈ G−1(dom f) şi λ ∈ ]0, 1[. Atunci

G(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λG(x1) + (1− λ)G(x2).

Cum f este Q-crescătoare şi convexă,

f(G(λx1 + (1− λ)x2)) ≤ f(λG(x1) + (1− λ)G(x2))
≤ λf(G(x1)) + (1− λ)f(G(x2)),

adică f ◦ G este convexă. Celălalt caz se demonstrează la fel. Partea a doua
este imediată deoarece A este {0}-convex iar g este {0}-crescătoare.

(v) Se obţine imediat că domF = domH = dom f × dom g şi că F, H
sunt convexe.

(vi) Avem că

(Af)(y) < ∞ ⇔ [ ∃x ∈ dom f : Ax = y] ⇔ y ∈ A(dom f).

Fie y1, y2 ∈ A(dom f), λ ∈ ]0, 1[ şi t1, t2 ∈ IR astfel ca (Af)(yi) < ti pentru
i = 1, 2. Atunci pentru fiecare i ∈ {1, 2} există xi ∈ X astfel ca Axi = yi,
f(xi) < ti. Cum A(λx1 + (1− λ)x2) = λy1 + (1− λ)y2,

(Af)(λy1 + (1− λ)y2) ≤ f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2)
< λt1 + (1− λ)t2.

Cum ti > (Af)(yi) este arbitrar, din inegalitatea de mai sus obţinem că
(Af)(λy1 +(1−λ)y2) ≤ λ(Af)(y1)+(1−λ)(Af)(y2), şi deci Af este convexă.

(vii) Considerăm funcţiile F, H : Xn → IR,

F (x1, . . . , xn) :=
∑n

i=1
fi(xi), H(x1, . . . , xn) := max

1≤i≤n
fi(xi),

şi
A : Xn → X, A(x1, . . . , xn) := x1 + · · ·+ xn.

Observăm că(f12 · · ·2fn)(x) = (AF )(x), iar (f1∇· · ·∇fn)(x) = (AH)(x).
Din (v) avem că F şi H sunt funcţii convexe, iar din (vi) obţinem că f12 · · ·2fn

şi f1∇· · ·∇fn sunt convexe.

Funcţiile convexe care iau valoarea −∞ sunt destul de particulare.
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Teorema 2.1.3 Fie f : X → IR funcţie convexă. Dacă există x0 ∈ X astfel
ca f(x0) = −∞ atunci f(x) = −∞ pentru orice x ∈ raint (dom f).

Demonstraţie. Fie x ∈ raint (dom f); cum x0 ∈ dom f , există µ > 0 astfel
ca −µ(x0 − x) ∈ dom f − x, adică y := (1 + µ)x − µx0 ∈ dom f . Luând
λ := 1

µ+1 ∈ ]0, 1[, x = (1− λ)x0 + λy, şi deci

f(x) ≤ (1− λ)f(x0) + λf(y) = −∞.

În Secţiunea 1.1 am introdus funcţia indicatoare a unei mulţimi; dacă
A ⊂ X, IA este convexă dacă şi numai dacă A este convexă. Tot ı̂n Secţiunea
1.1 am asociat unei mulţimi A ⊂ X × IR (de tip epigraf) o funcţională
ϕA : X → IR. Se verifică cu uşurinţă (exerciţiu !) că dacă A este convexă
atunci ϕA este funcţie convexă.

Noţiunea de funcţională subliniară introdusă ı̂n Secţiunea 1.3 se poate
extinde astfel: f : X → IR este subliniară dacă 1) f(λx) = λf(x) ∀x ∈ X,
∀λ ∈ ]0,∞[, 2) f(x+ y) ≤ f(x)+ f(y) ∀x, y ∈ X şi 3) f(0) = 0. Se constată
uşor că f este subliniară dacă şi numai dacă epi f ⊂ X × IR este con convex;
ı̂n particular, orice funcţională subliniară este convexă. Teorema precedentă
ne arată că dacă f este subliniară şi 0 ∈ raint (dom f) atunci f este proprie.

Fie acum ∅ 6= C ⊂ X şi f : C → IR; spunem că f este convexă dacă C este
convexă şi

f(λx + (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) ∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ ]0, 1[.

Este uşor de văzut (exerciţiu !) că funcţia f de mai sus este convexă dacă şi
numai dacă funcţia

f̃ : X → IR, f̃(x) :=

{
f(x) dacă x ∈ C,
∞ dacă x ∈ X \ C,

este convexă ı̂n sensul definiţiei de la ı̂nceputul acestei secţiuni. Desigur, se
poate proceda şi invers: funcţia proprie f : X → IR este convexă dacă şi
numai dacă f |dom f este convexă ı̂n sensul de mai sus. Considerarea funcţiilor
(convexe) cu valori ı̂n IR conferă unele avantaje ce vor putea fi remarcate ı̂n
cele ce urmează.

Având ı̂n vedere echivalenţa (i)⇔ (ii) din Teorema 2.1.1, este utilă cunoaş-
terea unor proprietăţi şi caracterizări ale funcţiilor convexe de o (singură)
variabilă. Un prim rezultat ı̂n această direcţie este dat ı̂n teorema următoare.

Teorema 2.1.4 Fie f : IR → IR o funcţie convexă, proprie, cu proprietatea că
int (dom f) 6= ∅.
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(i) Fie t1, t2 ∈ dom f, t1 < t2. Presupunem că există λ0 ∈ ]0, 1[ astfel ca
f((1− λ0)t1 + λ0t2) = (1− λ0)f(t1) + λ0f(t2). Atunci

f((1− λ)t1 + λt2) = (1− λ)f(t1) + λf(t2) ∀λ ∈ [0, 1], (2.4)

f(t) =
t2 − t

t2 − t1
f(t1) +

t− t1
t2 − t1

f(t2) ∀ t ∈ [t1, t2]. (2.5)

(ii) Fie t0 ∈ dom f . Atunci aplicaţia

ϕt0 : dom f \ {t0} → IR, ϕt0(t) :=
f(t)− f(t0)

t− t0
,

este crescătoare; dacă f este strict convexă atunci ϕt0 este strict crescătoare.

(iii) Fie t0 ∈ dom f . Atunci există

f ′+(t0) := lim
t↓t0

f(t)− f(t0)
t− t0

= inf
t>t0

f(t)− f(t0)
t− t0

∈ IR, (2.6)

f ′−(t0) := lim
t↑t0

f(t)− f(t0)
t− t0

= sup
t<t0

f(t)− f(t0)
t− t0

∈ IR (2.7)

şi
f ′−(t0) ≤ f ′+(t0); (2.8)

ı̂n plus f ′−(t0), f ′+(t0) ∈ IR dacă t0 ∈ int (dom f). Prin urmare f are derivate
la stânga şi la dreapta ı̂n orice punct din dom f . De asemenea,

τ ∈ [f ′−(t0), f ′+(t0)] ∩ IR ⇔ τ(t− t0) ≤ f(t)− f(t0) ∀ t ∈ IR. (2.9)

În cazul ı̂n care f este strict convexă atunci ı̂n (2.9) inegalitatea este strictă
pentru t 6= t0.

(iv) Fie t1, t2 ∈ dom f, t1 < t2. Atunci f ′+(t1) ≤ f ′−(t2), iar dacă f
este strict convexă atunci f ′+(t1) < f ′−(t2). Prin urmare aplicaţiile f ′− şi f ′+
sunt crescătoare pe dom f . În plus, f este strict convexă dacă şi numai dacă
f ′− (f ′+) este strict crescătoare pe int (dom f).

(v) Funcţia f este lipschitziană pe orice interval compact din int (dom f),
şi deci este continuă pe int (dom f), iar pentru orice t0 ∈ int (dom f),

lim
t↑t0

f ′−(t) = lim
t↑t0

f ′+(t) = f ′−(t0), lim
t↓t0

f ′+(t) = lim
t↓t0

f ′−(t) = f ′+(t0).

(vi) Funcţia f este monotonă pe int (dom f) sau există t0 ∈ int (dom f)

astfel că f este descrescătoare pe ] − ∞, t0] ∩ dom f şi este crescătoare pe
[t0,∞[∩dom f .
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Demonstraţie. Pentru ı̂nceput fie t1, t2, t3 ∈ dom f astfel ca t1 < t2 < t3.
Atunci t2 = (1− λ)t1 + λt3 cu λ = t2−t1

t3−t1
, şi deci

f(t2) ≤ t3 − t2
t3 − t1

f(t1) +
t2 − t1
t3 − t1

f(t3),

inegalitatea fiind strictă dacă f este strict convexă. Scăzând pe rând f(t1),
f(t2), f(t3) din ambii membri ai inegalităţii de mai sus şi ı̂nmulţind apoi cu

1
t2−t1

, t3−t1
(t2−t1)(t3−t2) , respectiv 1

t3−t2
, obţinem

f(t2)− f(t1)
t2 − t1

≤ f(t3)− f(t1)
t3 − t1

,
f(t1)− f(t2)

t1 − t2
≤ f(t3)− f(t2)

t3 − t2
,

f(t1)− f(t3)
t1 − t3

≤ f(t2)− f(t3)
t2 − t3

, (2.10)

inegalităţile fiind stricte dacă f este strict convexă.
(i) Fie t1, t2 ∈ dom f, t1 < t2, şi λ0 ∈ ]0, 1[ astfel ca f((1−λ0)t1 + λ0t2) =

= (1 − λ0)f(t1) + λ0f(t2). Presupunem că există λ ∈ [0, 1] astfel ca
f((1 − λ)t1 + λt2) < (1 − λ)f(t1) + λf(t2); fie λ < λ0 (se procedează ana-
log ı̂n cazul λ > λ0). Luând θ := 1−λ0

1−λ ∈ ]0, 1[, avem că λ0 = θλ + (1− θ) · 1 şi
(1−λ0)t1 +λ0t2 = θ[(1−λ)t1 +λt2]+ (1− θ)t2, de unde obţinem contradicţia

f((1− λ0)t1 + λ0t2) ≤ θf((1− λ)t1 + λt2) + (1− θ)f(t2)
< θ[(1− λ)f(t1) + λf(t2)] + (1− θ)f(t2)
= (1− λ0)f(t1) + λ0f(t2).

Deci (2.4) are loc. Luând t ∈ [t1, t2] şi λ = t−t1
t2−t1

∈ [0, 1] ı̂n (2.4) obţinem (2.5).
(ii) Fie t0 ∈ dom f şi t1, t2 ∈ dom f \ {t0}, t1 < t2. Considerând succesiv

cazurile t1 < t2 < t0, t1 < t0 < t2, t0 < t1 < t2, din (2.10) obţinem că ϕt0

este crescătoare, iar dacă f este strict convexă, ϕt0 este strict crescătoare.
(iii) Fie pentru ı̂nceput t0 ∈ int (dom f). Deoarece ϕt0 este crescătoare pe

dom f ∩ ]t0,∞[ ( 6= ∅), respectiv pe dom f ∩ ]−∞, t0[ ( 6= ∅), există

lim
t ↓ t0

ϕt0(t) := lim
t ↓ t0

f(t)− f(t0)
t− t0

= inf
t>t0

f(t)− f(t0)
t− t0

< ∞,

lim
t ↑ t0

ϕt0(t) := lim
t ↑ t0

f(t)− f(t0)
t− t0

= sup
t<t0

f(t)− f(t0)
t− t0

> −∞,

adică există f ′−(t0) şi f ′+(t0). Deoarece ϕt0 este crescătoare pe dom f \ {t0},
inegalitatea (2.8) are loc. Din cele arătate mai sus avem că f ′−(t0), f ′+(t0) ∈ IR.

Dacă t0 este extremitatea dreaptă a intervalului dom f, f(t) = ∞ pentru
t > t0, şi deci f ′+(t0) = ∞, iar f ′−(t0) ≤ ∞ (existenţa acesteia din urmă
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rezultând tot din monotonia lui ϕt0), iar dacă t0 este extremitatea stângă a
intervalului dom f avem că f ′−(t0) = −∞ ≤ f ′+(t0).

Fie acum τ ∈ [f ′−(t0), f ′+(t0)] ∩ IR şi t < t0 < t′; din (2.6) şi (2.7) avem că

f(t)− f(t0)
t− t0

≤ f ′−(t0) ≤ τ ≤ f ′+(t0) ≤ f(t′)− f(t0)
t′ − t0

.

Observăm că prima, respectiv ultima inegalitate, din relaţia de mai sus este
strictă dacă prima, respectiv ultima cantitate din aceeaşi relaţie este finită, iar
funcţia f este strict convexă. Din aceste inegalităţi se obţine imediat (2.9), cu
inegalitate strictă dacă f este strict convexă.

Invers, dacă τ ∈ IR şi τ(t− t0) ≤ f(t)−f(t0) pentru orice t ∈ IR, ı̂mpărţind
prin t − t0 ı̂n cazul ı̂n care t > t0, respectiv t < t0, şi făcând t → t0, obţinem
τ ∈ [f ′−(t0), f ′+(t0)].

(iv) Fie t1, t2 ∈ dom f, t1 < t2. Considerăm t ∈ ]t1, t2[; din (2.6), (2.7)
şi (2.10) avem că

f ′+(t1) ≤ f(t)− f(t1)
t− t1

≤ f(t2)− f(t1)
t2 − t1

=
f(t1)− f(t2)

t1 − t2
≤ f ′−(t2),

inegalităţile fiind stricte dacă f este strict convexă. Utilizând şi (2.8), avem că
f ′− şi f ′+ sunt crescătoare, chiar strict crescătoare dacă f este strict convexă.

Presupunem că f nu este strict convexă; există t1, t2 ∈ dom f, t1 < t2, şi
λ0 ∈ ]0, 1[ astfel ca f((1−λ0)t1 +λ0t2) = (1−λ0)f(t1)+λ0f(t2). Prin urmare
are loc (2.5), şi deci

f ′−(t) = f ′+(t) =
f(t2)− f(t1)

t2 − t1
∀ t ∈ ]t1, t2[.

Cum ]t1, t2[⊂ int (dom f), obţinem că f ′− şi f ′+ nu sunt strict crescătoare pe
int (dom f).

(v) Fie t1, t2 ∈ int (dom f), t1 < t2, şi t, t′ ∈ ]t1, t2[, t < t′. Din (2.6), (2.7)
şi (2.10) avem că

f ′+(t1) ≤ f(t1)− f(t)
t1 − t

≤ f(t′)− f(t)
t′ − t

≤ f(t2)− f(t)
t2 − t

≤ f ′−(t2),

şi deci |f(t′)− f(t)| ≤ M |t′− t|, unde M := max{|f ′+(t1)|, |f ′−(t2)|} ∈ IR. Deci
f este lipschitziană pe ]t1, t2[. Cum orice interval compact din int (dom f) este
conţinut ı̂ntr-un interval ]t1, t2[ cu [t1, t2] ⊂ int (dom f), are loc concluzia.

Fie acum t0 ∈ dom f astfel ca f să fie continuă la stânga ı̂n t0 (prin urmare
t0 nu este extremitatea stângă pentru dom f), de exemplu t0 ∈ int (dom f).
Ştim deja că

f ′−(t) ≤ f ′+(t) ≤ f ′−(t0) ∈ ]−∞,∞] ∀ t ∈ dom f∩ ]−∞, t0[.
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Fie λ ∈ IR astfel ca λ < f ′−(t0); din definiţia supremului şi relaţia (2.7),
există t1 ∈ dom f astfel ca t1 < t0 şi λ < (f(t1) − f(t0))/(t1 − t0). Dato-
rită continuităţii la stânga a funcţiei f ı̂n t0, există t2 ∈ ]t1, t0[ astfel ca
λ < (f(t1)− f(t2))/(t1− t2). Fie t ∈ ]t2, t0[. Utilizând din nou (2.10), avem că

λ <
f(t)− f(t2)

t− t2
=

f(t2)− f(t)
t2 − t

≤ f ′−(t).

Prin urmare
lim
t↑t0

f ′−(t) = lim
t↑t0

f ′+(t) = f ′−(t0).

În mod analog se obţine şi cealaltă formulă.
(vi) Să observăm mai ı̂ntâi că dacă f ′+(t0) ≥ (>) 0 atunci f este (strict)

crescătoare pe [t0,∞[∩dom f . Într-adevăr, dacă t1, t2 ∈ dom f şi t0 ≤ t1 < t2
atunci 0 ≤ (<) f ′+(t0) ≤ f ′+(t1) ≤ [f(t2) − f(t1)]/(t2 − t1). Analog, dacă
f ′−(t0) ≤ (<) 0 atunci f este (strict) descrescătoare pe ]−∞, t0] ∩ dom f .

Dacă f ′+(t) ≥ 0 pentru orice t ∈ int (dom f), din cele observate mai sus,
avem că f este crescătoare pe int (dom f), iar dacă f ′+(t) ≤ 0 pentru orice
t ∈ int (dom f), atunci, prin (2.8), f ′−(t) ≤ 0 pentru t ∈ int (dom f), şi deci f
este descrescătoare pe int (dom f). Dacă nici una din aceste condiţii nu este
ı̂ndeplinită atunci există t1 < t2 din int (dom f) astfel ca f ′+(t1) < 0 < f ′+(t2).
Fie t0 := inf{t ∈ dom f | f ′+(t) ≥ 0} ∈ ]t1, t2]. Rezultă că f ′−(t) < 0 pentru
orice t ∈ dom f, t < t0, şi deci f este strict descrescătoare pe ]−∞, t0]∩ dom f .
Din (v) avem că f ′+(t0) ≥ 0 şi deci f este crescătoare pe [t0,∞[∩dom f .

Un exemplu important de funcţie convexă este următorul: Fie I ⊂ IR
interval, t0 ∈ I fixat, ϕ : I → IR o funcţie crescătoare şi

f : IR → IR, f(t) :=

{ ∫ t
t0

ϕ(t) dt dacă t ∈ I,

∞ dacă t /∈ I;

funcţia f este convexă, iar pentru orice t̄ ∈ I = dom f ,

f ′+(t̄) = ϕ+(t̄) = inf{ϕ(t) | t ∈ I, t > t̄},
f ′−(t̄) = ϕ−(t̄) = sup{ϕ(t) | t ∈ I, t < t̄}.

Următorul rezultat se foloseşte ı̂n mod frecvent pentru a stabili că o funcţie
de o variabilă este convexă.

Teorema 2.1.5 Fie I ⊂ IR interval deschis (nevid) şi f : I → IR o funcţie
derivabilă. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) f este convexă;
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(ii) f ′(s) · (t− s) ≤ f(t)− f(s) pentru orice t, s ∈ I;

(iii) (f ′(t)−f ′(s))·(t−s) ≥ 0 pentru orice t, s ∈ I, adică f ′ este crescătoare;

(iv) (dacă f este de două ori derivabilă pe I) f ′′(t) ≥ 0 pentru orice t ∈ I.

Demonstraţie. (i) ⇒ (ii) Fie deci f convexă. Cum f este derivabilă, avem
că f ′(s) = f ′−(s) = f ′+(s) pentru orice s ∈ I. Concluzia rezultă din (2.9) luând
τ = f ′(s).

(ii) ⇒ (iii) Fie t, s ∈ I. Din ipoteză avem că

f ′(s)(t− s) ≤ f(t)− f(s), f ′(t)(s− t) ≤ f(s)− f(t).

Sumând cele două relaţii obţinem concluzia.
(iii) ⇒ (i) Considerăm t1, t2 ∈ I astfel ca t1 < t2, şi λ ∈ ]0, 1[; fie

tλ := (1− λ)t1 + λt2 ∈ ]t1, t2[. Atunci

(1− λ)f(t1) + λf(t2)− f(tλ) =
= (1− λ)[f(t1)− f(tλ)] + λ[f(t2)− f(tλ)]
= (1− λ)f ′(τ1)(t1 − tλ) + λf ′(τ2)(t2 − tλ)
= λ(1− λ)f ′(τ1)(t1 − t2) + λ(1− λ)f ′(τ2)(t2 − t1)
= λ(1− λ)(t1 − t2)[f ′(τ1)− f ′(τ2)] ≥ 0,

unde τ1 ∈ ]t1, tλ[, τ2 ∈ ]tλ, t2[ (deci τ1 < τ2) s-au obţinut prin utilizarea Teore-
mei lui Lagrange; desigur am utilizat faptul că f ′ este crescătoare.

Presupunem acum că f este de două ori derivabilă pe I. În acest caz avem
că (iii) ⇔ (iv) dintr-o cunoscută consecinţă a teoremei lui Lagrange.

Teorema 2.1.6 Fie I ⊂ IR interval deschis şi f : I → IR o funcţie derivabilă.
Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) f este strict convexă;

(ii) f ′(s) · (t− s) < f(t)− f(s) pentru orice t, s ∈ I, t 6= s;

(iii) (f ′(t) − f ′(s)) · (t − s) > 0 pentru orice t, s ∈ I, t 6= s, adică f ′ este
strict crescătoare;

(iv) (dacă f este de două ori derivabilă pe I) f ′′(t) ≥ 0 pentru orice t ∈ I,
şi {t ∈ I | f ′′(t) = 0} nu conţine nici un interval propriu.

Demonstraţie. Demonstraţia este complet analoagă celei a teoremei prece-
dente, ı̂nlocuind, binêınţeles, inegalităţile cu inegalităţi stricte, şi, desigur,
utilizând caracterizarea funcţiilor strict crescătoare.
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Caracterizări similare celor din teoremele precedente se reformulează ime-
diat pentru funcţii concave şi respectiv strict concave.

Ca aplicaţii imediate ale ultimelor două teoreme se pot arăta următoarele:
1) f1 : IR → IR, f1(x) := |x|p, unde p ∈ ]1,∞[, este funcţie strict con-
vexă; 2) f2 : [0,∞[→ IR, f2(x) := xp, unde p ∈ ]0, 1[, este strict concavă
şi strict crescătoare; 3) f3 : ]0,∞[→ IR, f3(x) := xp, unde p ∈ ] −∞, 0[, este
strict convexă şi strict descrescătoare; 4) f4 : IR → IR, f4(x) := xp dacă
x ≥ 0, f4(x) := 0 ı̂n caz contrar, unde p ∈ ]1,∞[, este convexă şi crescătoare;
5) f5 : IR → IR, f5(x) := expx, este strict convexă şi strict crescătoare;
6) f6 : ]0,∞[→ IR, f6(x) := lnx, este strict concavă şi strict crescătoare;
7) f7 : [0,∞[→ IR, f7(x) := x ln x dacă x > 0, f7(x) := 0 dacă x = 0, este
strict convexă; 8) f8 : IR → IR, f8(x) :=

√
1 + x2, este strict convexă.

Dăm ı̂n continuare caracterizări ale convexităţii funcţiilor G-diferenţiabile
definite pe spaţii normate.

Teorema 2.1.7 Fie D ⊂ (X, ‖ ‖) o mulţime nevidă, convexă şi deschisă,
şi f : D → IR o funcţie G-diferenţiabilă pe D. Următoarele afirmaţii sunt
echivalente:

(i) f este convexă;

(ii) 〈y − x,∇f(x)〉 ≤ f(y)− f(x) pentru orice orice x, y ∈ D;

(iii) 〈y − x,∇f(y)−∇f(x)〉 ≥ 0 pentru orice x, y ∈ D;

(iv) (dacă f este F-diferenţiabilă de ordin II pe D) ∇2f(x)(y, y) ≥ 0 pentru
orice x ∈ D şi y ∈ X.

Demonstraţie. Pentru x, y ∈ D fie Ix,y := {t ∈ IR | (1 − t)x + ty ∈ D};
se constată cu uşurinţă că Ix,y este interval (deoarece D este convexă) deschis
(deoarece D este deschisă) şi [0, 1] ⊂ Ix,y. Considerăm de asemenea funcţia

ϕx,y : Ix,y → IR, ϕx,y(t) := f((1− t)x + ty).

Am văzut ı̂n Secţiunea 1.10 că

ϕ′x,y(t) = ∇f((1− t)x + ty)(y − x),

ϕ′′x,y(t) = ∇2f((1− t)x + ty)(y − x, y − x) ∀ t ∈ Ix,y, (2.11)

desigur, a doua formulă are loc ı̂n cazul ı̂n care f este F-diferenţiabilă de ordin
II pe D.

(i) ⇒ (ii) Fie x, y ∈ D. Din Teorema 2.1.1 avem că ϕx,y este convexă, iar
din Teorema 2.1.5 avem că ϕ′x,y(0)(1−0) ≤ ϕx,y(1)−ϕx,y(0), şi deci concluzia
are loc.
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(ii) ⇒ (iii) Scriind ipoteza pentru perechile (x, y) şi (y, x) obţinem imediat
concluzia.

(iii) ⇒ (i) Fie x, y ∈ D şi t, s ∈ Ix,y, s < t; avem că

ϕ′(t)− ϕ′(s) =
1

t− s
〈(1− t)x + ty − (1− s)x− sy,

∇f((1− t)x + ty)−∇f((1− s)x + sy)〉 ≥ 0.

Din Teorema 2.1.5 obţinem că ϕx,y este convexă, iar din Teorema 2.1.1 obţinem
că f este convexă.

Presupunem acum că f este F-diferenţiabilă de ordin II pe D.
(i) ⇒ (iv) Fie x ∈ D şi y ∈ X. Deoarece D este deschisă, D − x este

absorbantă, şi deci există α > 0 astfel ca u := x + αy ∈ D. Din ipoteză
rezultă că ϕx,u este convexă, şi deci, din Teorema 2.1.5, ϕ′′x,u(t) ≥ 0 pentru
orice t ∈ Ix,u. În particular

ϕ′′x,u(0) = ∇2f(x)(u− x, u− x) = α2∇2f(x)(y, y) ≥ 0.

Prin urmare concluzia are loc.
(iv) ⇒ (i) Fie x, y ∈ D. Pentru t ∈ Ix,y, din (2.11), avem că ϕ′′x,y(t) ≥ 0.

Aplicând din nou Teorema 2.1.5 obţinem că ϕx,y este convexă, şi deci f este
convexă.

Caracterizări asemănătoare se pot da pentru funcţii strict convexe.

Teorema 2.1.8 Fie D ⊂ (X, ‖ ‖) o mulţime nevidă, convexă şi deschisă, şi
f : D → IR o funcţie G-diferenţiabilă pe D. Atunci (i) ⇔ (ii) ⇔ (iii) ⇐
(iv), unde

(i) f este strict convexă;

(ii) 〈y − x,∇f(x)〉 < f(y)− f(x) pentru orice x, y ∈ D, x 6= y;

(iii) 〈y − x,∇f(y)−∇f(x)〉 > 0 pentru orice x, y ∈ D, x 6= y;

(iv) (dacă f este F-diferenţiabilă de ordin II pe D) ∇2f(x)(y, y) > 0 pentru
orice x ∈ D şi y ∈ X \ {0}.

Demonstraţie. Desigur, ca şi ı̂n Teorema 2.1.1, avem că f este strict con-
vexă dacă şi numai dacă pentru orice x, y ∈ D, x 6= y, ϕx,y, construită ı̂n
cursul demonstraţiei teoremei precedente, este strict convexă. Demonstraţia
urmăreşte pas cu pas demonstraţia teoremei precedente, folosind ı̂nsă Teorema
2.1.6 ı̂n locul Teoremei 2.1.5.

O proprietate remarcabilă a funcţiilor convexe este pusă ı̂n evidenţă ı̂n
rezultatul următor.
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Teorema 2.1.9 Fie f : X → IR funcţie convexă, proprie şi x0 ∈ dom f .
Atunci pentru orice x ∈ X există

f ′+(x0; x) = lim
t↓0

f(x0 + tx)− f(x0)
t

= inf
t>0

f(x0 + tx)− f(x0)
t

∈ IR (2.12)

şi
f ′+(x0; x) ≤ f(x0 + x)− f(x0) ∀x ∈ X, (2.13)

inegalitatea fiind strictă dacă f este strict convexă, x 6= 0 şi f ′+(x0; x) < ∞.
În plus f ′+(x0; ·) este subliniară. Dacă x0 ∈ raint (dom f) atunci f ′+(x0; ·) este
proprie, iar dacă x0 ∈ aint (dom f) atunci f ′+(x0; x) ∈ IR pentru orice x ∈ X.

Demonstraţie. Fie x ∈ X şi ψ : IR → IR, ψ(t) := f(x0 + tx). Deoarece
ψ = ϕx0,x0+x (ϕx,y utilizată ı̂n Teorema 2.1.1), ψ este convexă, chiar strict
convexă dacă f este strict convexă şi x 6= 0. Din Teorema 2.1.4 avem că există

ψ′+(0) = lim
t↓0

ψ(t)− ψ(0)
t− 0

= inf
t>0

ψ(t)− ψ(0)
t− 0

,

adică are loc (2.12). Tot din Teorema 2.1.4 obţinem şi relaţia (2.13), cu vari-
anta corespunzătoare ı̂n cazul ı̂n care f este strict convexă şi x 6= 0.

Este evident că f ′+(x0; 0) = 0 şi f ′+(x0; λx) = λf ′+(x0; x) pentru orice
x ∈ X, λ > 0. Fie acum x, y ∈ X. Avem

f(x0 + t(x + y)) = f
(

1
2(x0 + 2tx) + 1

2(x0 + 2ty)
)

≤ 1
2f(x0 + 2tx) + 1

2f(x0 + 2ty),

şi deci

f(x0 + t(x + y))− f(x0)
t

≤ f(x0 + 2tx)− f(x0)
2t

+
f(x0 + 2ty)− f(x0)

2t
.

Făcând t ↓ 0, obţinem

f ′+(x0; x + y) ≤ f ′+(x0; x) + f ′+(x0; y) ∀x, y ∈ X.

Deci f ′+(x0; ·) este subliniară.
Observăm că dom f ′+(x0; ·) = [0,∞[ ·(dom f−x0). Dacă x0 ∈ raint (dom f)

atunci dom f ′+(x0; ·) = lin (dom f − x0) şi deci 0 ∈ raint (dom f ′+(x0; ·)). Din
Teorema 2.1.3 avem că f ′+(x0; ·) este proprie. Dacă x0 ∈ aint (dom f) atunci
dom f ′+(x0; ·) = X şi f ′+(x0; ·) este proprie, ceea ce arată că f ′+(x0; x) ∈ IR
pentru orice x ∈ X.

Să observăm că este posibil ca f ′+(x0; ·) să ia valoarea −∞; de exemplu,
pentru funcţia f : IR → IR, f(x) := −√1− x2 dacă |x| ≤ 1, f(x) := ∞ dacă
|x| > 1, şi x0 = −1 avem f ′+(x0;x) = −∞ pentru orice x > 0 (exerciţiu !).

O generalizare firească a teoremei anterioare este formulată ı̂n continuare.
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Teorema 2.1.10 Fie f : X → IR funcţie convexă şi proprie, x0 ∈ dom f şi
ε ∈ [0,∞[. Atunci ε-derivata direcţională a funcţiei f ı̂n x0

f ′ε(x0; ·) : X → IR, f ′ε(x0; x) := inf
t>0

f(x0 + tx)− f(x0) + ε

t
,

este subliniară,

f ′ε(x0; x) ≤ f(x0 + x)− f(x0) + ε ∀x ∈ X, (2.14)

şi
f ′+(x0;x) = lim

ε↓0
f ′ε(x0;x) = inf

ε>0
f ′ε(x0;x) ∀x ∈ X. (2.15)

În plus, dacă x0 ∈ raint (dom f) atunci f ′ε(x0; ·) este proprie, iar dacă
x0 ∈ aint (dom f) atunci f ′ε(x0;x) ∈ IR pentru orice x ∈ X.

Demonstraţie. Este evident că f ′ε(x0; 0) = 0 şi pentru λ > 0

f ′ε(x0; λx) = inf
t>0

f(x0 + tλx)− f(x0) + ε

tλ
· λ = λf ′ε(x0;x).

Fie acum x, y ∈ X şi s, t > 0. Atunci

f
(
x0 + st

s+t(x + y)
)

= f
(

t
s+t(x0 + sx) + s

s+t(x0 + ty)
)

≤ t
s+tf(x0 + sx) + s

s+tf(x0 + ty).

Rezultă că
[
f

(
x0 + st

s+t(x + y)
)
− f(x0) + ε

] /
st

s+t

≤ f(x0 + sx)− f(x0) + ε

s
+

f(x0 + ty)− f(x0) + ε

t
.

Prin urmare, pentru orice s, t > 0 avem că

f ′ε(x0; x + y) ≤ f(x0 + sx)− f(x0) + ε

s
+

f(x0 + ty)− f(x0) + ε

t
.

Trecând la infimum ı̂n membrul drept, succesiv, ı̂n raport cu s şi t, obţinem
că

f ′ε(x0;x + y) ≤ f ′ε(x0; x) + f ′ε(x0; y).

Luând t = 1 ı̂n definiţia lui f ′ε(x0;x) obţinem (2.14). Pe de altă parte, ob-
servând că pentru 0 ≤ ε1 ≤ ε2 < ∞ au loc inegalităţile

f ′0(x0; x) = f ′+(x0; x) ≤ f ′ε1
(x0;x) ≤ f ′ε2

(x0; x) ∀x ∈ X,
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obţinem că

lim
ε↓0

f ′ε(x0;x) = inf
ε>0

f ′ε(x0;x) = inf
ε>0

inf
t>0

f(x0 + tx)− f(x0) + ε

t

= inf
t>0

inf
ε>0

f(x0 + tx)− f(x0) + ε

t
= inf

t>0

f(x0 + tx)− f(x0)
t

= f ′+(x0;x) ∀x ∈ X.

Celelalte concluzii rezultă ı̂n acelaşi mod ca şi ı̂n teorema precedentă.

2.2 Semicontinuitatea funcţiilor convexe

În acest paragraf X este un spaţiu normat, ı̂nsă cele mai multe rezultate pot
fi stabilite ı̂n spaţii local convexe separate.

Are loc următorul rezultat.

Teorema 2.2.1 Fie f : X → IR. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) f este convexă şi inferior semicontinuă;

(ii) f este convexă şi w–inferior semicontinuă;

(iii) epi f este mulţime convexă şi ı̂nchisă;

(iv) epi f este mulţime convexă şi w–̂ınchisă.

Demonstraţie. Echivalenţa condiţiilor din teoremă rezultă imediat prin
aplicarea Teoremei 2.1.1, Teoremei 1.1.14 şi Teoremei 1.6.2.

Următorul criteriu de convexitate se dovedeşte util uneori.

Teorema 2.2.2 Fie f : X → IR o funcţie proprie satisfă-când urmă-toarele
condiţii: 1) f(0) = 0, 2) f(λx) = λf(x) pentru orice x ∈ X, λ ∈ ]0,∞[,
3) f este cvasiconvexă, 4) f este i.s.c. ı̂n orice x ∈ dom f . Presupunem că
a) f(x) ≥ 0 ∀x ∈ X sau b) dom f ⊂ {x ∈ X | f(x) < 0}. Atunci f este
subliniară, şi deci convexă.

Demonstraţie. Observăm mai ı̂ntâi că dacă x, y ∈ dom f şi f(x) · f(y) > 0
atunci f(x + y) ≤ f(x) + f(y). Într-adevăr, avem că

f
(

f(x)
f(x)+f(y) · f(y)

f(x) · x + f(y)
f(x)+f(y) · y

)
≤ max

{
f

(
f(y)
f(x)x

)
, f(y)

}
= f(y),

şi deci f(x + y) ≤ f(x) + f(y).
Din ipoteză avem că dom f este con convex. Prin urmare este suficient să

arătăm că f(x + y) ≤ f(x) + f(y) pentru orice x, y ∈ dom f .
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Presupunem că are loc a); deci f(x) ≥ 0 pentru orice x ∈ X, şi fie x, y ∈
dom f . Putem presupune că f(x) ≤ f(y). Dacă f(x) > 0, din cele arătate
mai sus avem că f(x + y) ≤ f(x) + f(y). Fie f(x) = 0; atunci pentru orice
n ∈ IN∗,

f
(
x + (1− 1

n)y
)

= f
(

1
n(nx) + (1− 1

n)y
)
≤ max{f(nx), f(y)} = f(y).

Trecând la limită inferioară obţinem că f(x + y) ≤ f(y) = f(x) + f(y).
Presupunem acum că b) are loc. Fie A := {x ∈ X | f(x) < 0} ⊂ dom f .

Dacă x ∈ dom f \ A atunci, din ipoteză, există (xn)n∈IN ⊂ A, xn → x. În
plus, avem că

0 ≤ f(x) ≤ lim inf
n→∞ f(xn) ≤ lim sup

n→∞
f(xn) ≤ 0,

şi deci f(xn) → f(x) = 0. Prin urmare f(x) ≤ 0 pentru orice x ∈ dom f .
Fie x, y ∈ dom f . Dacă x, y ∈ A, am văzut la ı̂nceputul demonstraţiei,

f(x + y) ≤ f(x) + f(y). Dacă x, y ∈ dom f \ A atunci f(x) = f(y) = 0, iar
x + y ∈ dom f , şi deci f(x + y) ≤ 0 = f(x) + f(y). A mai rămas de considerat
cazul ı̂n care x ∈ dom f \ A şi y ∈ A; există (xn) ⊂ A, xn → x. Atunci
x + y ∈ dom f şi f(xn + y) ≤ f(xn) + f(y). Luând limita inferioară, şi ţinând
seama de faptul că f(xn) → 0, obţinem că f(x + y) ≤ f(x) + f(y).

Consecinţa 2.2.1 Fie f : X → IR o funcţie cvasiconvexă, i.s.c., proprie şi
pozitiv omogenă. Considerăm funcţiile f1 := max{f, 0} şi f2 := f + IĀ, unde
A := {x ∈ X | f(x) < 0}. Atunci f1 şi f2 (̂ın cazul ı̂n care A 6= ∅) sunt
subliniare.

Demonstraţie. Este evident că f1 şi f2 sunt cvasiconvexe, i.s.c. şi pozitiv
omogene. Concluzia rezultă aplicând teorema precedentă.

Un rezultat asemănător este stabilit ı̂n consecinţa următoare.

Consecinţa 2.2.2 Fie f : X → IR o funcţie cvasiconvexă şi pozitiv omogenă.
Dacă f este majorată pe o vecinătate a originii sau X este finit dimensional
atunci f1 := max{f, 0} este funcţională subliniară.

Demonstraţie. Presupunem că există λ0 > 0 astfel ca nivλ0f să fie vecinăta-
te a originii. Deoarece nivλf = λ

λ0
nivλ0f pentru λ > 0, avem că 0 ∈ int (nivλf)

pentru orice λ > 0. Fie 0 < λ < µ şi x ∈ nivλf . Cum 0 ∈ int (nivλf), din
Teorema 1.4.3, λ

µx ∈ int (nivλf). Rezultă că

x ∈ µ

λ
int (nivλf) = int

(
µ

λ
nivλf

)
= int (nivµf) ⊂ nivµf.
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Prin urmare
nivλf ⊂

⋂
µ>λ

nivµf = nivλf ∀λ > 0.

Deci nivλf este mulţime ı̂nchisă pentru λ > 0. Deoarece niv0f =
⋂

λ>0 nivλf ,
avem că şi niv0f este mulţime ı̂nchisă. Cum nivλf1 = nivλf pentru λ ≥ 0,
iar nivλf1 = ∅ pentru λ < 0, rezultă că f1 este i.s.c. Deoarece f1 este şi
cvasiconvexă, din Teorema 2.2.2, avem că f1 este subliniară.

Presupunem acum că dimX < ∞. Din ipoteză avem că niv1f este mulţime
convexă şi absorbantă. Deoarece dimX < ∞, 0 ∈ int (niv1f). Concluzia
rezultă din cele dovedite mai sus.

Un rezultat analog celui stabilit ı̂n Teorema 2.1.3 este următorul.

Teorema 2.2.3 Fie f : X → IR funcţie i.s.c. şi convexă. Dacă există x0 ∈ X
astfel ca f(x0) = −∞ atunci f(x) = −∞ pentru orice x ∈ dom f .

Demonstraţie. Presupunem că există x ∈ dom f astfel ca f(x) := t ∈ IR.
Atunci (x, t) ∈ epi f şi (x0, t− n) ∈ epi f pentru orice n ∈ IN . Rezultă că

1
n(x0, t− n) + (1− 1

n)(x, t) =
(

1
nx0 + n−1

n x, t− 1
)
∈ epi f ∀n ∈ IN∗,

şi deci (x, t− 1) ∈ epi f = epi f , adică f(x) ≤ f(x)− 1, absurd. Demonstraţia
este completă.

Teorema precedentă şi Teorema 2.1.3 justifică considerarea ı̂n cele ce ur-
mează, ı̂n general, a funcţiilor convexe şi proprii.

Varianta pentru funcţii convexe a Teoremei 1.1.16 este

Teorema 2.2.4 Fie f : X → IR funcţie convexă.

(i) f̄ este convexă;

(ii) dacă g : X → IR este convexă, i.s.c. şi g ≤ f atunci g ≤ f̄ ;

(iii) f̄ nu ia valoarea −∞ dacă şi numai dacă f este minorată de o funcţio-
nală afină continuă;

(iv) dacă există x0 ∈ X astfel ca f̄(x0) = −∞ (sau f(x0) = −∞) atunci
f̄(x) = −∞ pentru orice x ∈ dom f̄ ⊃ dom f .

Demonstraţie. (i) Cum epi f̄ = epi f şi epi f este convexă, avem că epi f̄
este convexă, şi deci f̄ este convexă.

(ii) Din g ≤ f obţinem că epi f ⊂ epi g. Concluzia rezultă din relaţiile

epi f̄ = epi f ⊂ epi g = epi g.
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(iii) Presupunem că f̄ nu ia valoarea −∞. Dacă f̄(x) = ∞ pentru orice
x ∈ X atunci f(x) ≥ 〈x, 0〉 + 0 pentru orice x. Fie acum dom f̄ 6= ∅ şi
x̄ ∈ dom f̄ . Atunci (x̄, t̄) /∈ epi f̄ , unde t̄ := f̄(x̄)− 1. Cum epi f̄ este mulţime
convexă, ı̂nchisă şi nevidă, aplicând Teorema 1.5.2, există (x∗, α) ∈ X∗ × IR
astfel ca

〈x, x∗〉+ αt < 〈x̄, x∗〉+ αt̄ ∀ (x, t) ∈ epi f̄ .

Luând x = x̄ şi t = f̄(x̄) + n, n ∈ IN , obţinem că α < 0. Împărţind eventual
prin −α > 0, putem presupune că α = −1. Obţinem astfel că

f(x) ≥ f̄(x) ≥ 〈x, x∗〉+ γ ∀x ∈ dom f̄ ⊃ dom f,

unde γ := t̄ − 〈x̄, x∗〉. Prin urmare f este minorată de o funcţională afină
continuă.

Invers, dacă f(x) ≥ 〈x, x∗〉 + γ =: g(x), unde x∗ ∈ X∗, γ ∈ IR, atunci g
este convexă şi i.s.c., iar din (ii) avem că f̄ ≥ g. Prin urmare f̄ nu ia valoarea
−∞.

(iv) Dacă f̄(x0) = −∞, din teorema precedentă, f̄(x) = −∞ pentru orice
x ∈ dom f̄ . Este evident că dom f̄ ⊃ dom f .

Unei funcţii arbitrare f : X → IR ı̂i asociem ı̂n mod natural acea funcţie
convexă şi inferior semicontinuă, notată conv f , a cărei epigraf este mulţimea
conv (epi f); este evident că conv f ≤ f̄ ≤ f . Funcţia conv f se numeşte
ı̂nfăşurătoarea convexă i.s.c. a funcţiei f .

Referitor la semicontinuitatea superioară a funcţiilor convexe, observăm
că dacă f : X → IR este s.s.c. ı̂n x0 ∈ dom f atunci f este majorată (de o
constantă reală) pe o vecinătate a lui x0; prin urmare x0 ∈ int (dom f) 6= ∅.
În continuare vom arăta că pentru funcţii convexe este adevărată şi reciproca
acestui rezultat. De fapt vom arăta mult mai mult.

Teorema 2.2.5 Fie f : X → IR funcţie convexă. Presupunem că f(x0) ∈ IR
şi

∃ ρ > 0, ∃M ≥ 0, ∀x ∈ D(x0, ρ) : f(x) ≤ f(x0) + M.

Atunci f este proprie şi

∀ ρ′ ∈ ]0, ρ[, ∀x, y ∈ D(x0, ρ
′) : |f(x)− f(y)| ≤ M

ρ
· ρ + ρ′

ρ− ρ′
· ‖x− y‖.

În particular f este continuă pe B(x0, ρ).

Demonstraţie. Faptul că f este proprie rezultă din Teorema 2.1.3, deoarece
x0 ∈ int (dom f) = raint (dom f) şi f(x0) ∈ IR.
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Fără a restrânge generalitatea putem presupune că x0 = 0 şi f(0) = 0
(altfel considerăm funcţia g definită prin g(x) := f(x0 + x) − f(x0)). Fie
ρ′ ∈ ]0, ρ[ şi x, y ∈ D(0, ρ′), x 6= y. Există z ∈ X, ‖z‖ = ρ, şi λ ∈ ]0, 1[ astfel ca
y = (1−λ)x+λz. Într-adevăr, luând ϕ(t) := ty+(1−t)x, aplicaţia t 7→ ‖ϕ(t)‖
este continuă pe [1,∞[, ‖ϕ(1)‖ = ‖y‖ < ρ şi ‖ϕ(t)‖ ≥ t‖y − x‖ − ‖x‖ → ∞
pentru t →∞. Deci există t̄ ∈ ]1,∞[ astfel ca ‖ϕ(t̄)‖ = ρ. Luând z := ϕ(t̄) şi
λ = 1/t̄, are loc afirmaţia făcută. În plus λ = ‖y−x‖/‖z−x‖. Din inegalitatea
f(y) ≤ (1− λ)f(x) + λf(z) obţinem

f(y)− f(x) ≤ ‖y − x‖
‖z − x‖ (f(z)− f(x)).

Din
0 = f(0) = f

(
1
2x + 1

2(−x)
)
≤ 1

2f(x) + 1
2f(−x),

obţinem că −f(x) ≤ f(−x). Însă u := ρ
‖x‖(−x) ∈ D(0, ρ) şi deci

f(−x) = f

(‖x‖
ρ

u

)
≤ ‖x‖

ρ
f(u) ≤ M

‖x‖
ρ

,

evident adevărată şi pentru x = 0. Deci

f(y)− f(x) ≤ ‖y − x‖
‖z − x‖

(
M + M

‖x‖
ρ

)
≤ M

ρ
· ρ + ρ′

ρ− ρ′
· ‖x− y‖,

deoarece ‖z − x‖ ≥ ρ − ρ′ şi ρ + ‖x‖ ≤ ρ + ρ′. Schimbând x cu y obţinem o
inegalitate care ı̂mpreună cu aceasta ne dă concluzia din enunţ.

Să observăm că rezultatul din teorema precedentă se poate formula şi ı̂n
spaţii local convexe. Anume, dacă V este o vecinătate convexă, ı̂nchisă şi
simetrică a originii astfel ca f(x) ≤ f(x0) + M pentru orice x ∈ x0 + V atunci
(exerciţiu !)

∀ ρ ∈ ]0, 1[, ∀x, y ∈ x0 + ρV : |f(y)− f(x)| ≤ M
1 + ρ

1− ρ
· pV (y − x).

Concluzia teoremei precedente arată că f este lipschitziană pe o vecinătate
a lui x0. Spunem că funcţia proprie f : X → IR este local lipschitziană pe
o mulţime A ⊂ dom f dacă pentru orice x ∈ A există V ∈ V(x) astfel că
V ⊂ dom f şi f este lipschitziană pe V .

Teorema 2.2.6 Fie f : X → IR funcţie convexă şi proprie. Dacă f este
mărginită superior pe o vecinătate a unui punct din dom f atunci f este local
lipschitziană pe int (dom f) (6= ∅) şi deci continuă pe int (dom f).
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Demonstraţie. Presupunem că există M ∈ IR, x0 ∈ X şi V ∈ V(0) astfel
ca

∀x ∈ x0 + V : f(x) ≤ M.

Este evident că x0 ∈ int (dom f). Fie x̄ ∈ int (dom f); există atunci y ∈ dom f
şi λ ∈ ]0, 1[ astfel ca x̄ = λx0 + (1− λ)y. Fie x ∈ x̄ + λV ; există v ∈ V astfel
ca x = x̄ + λv = λ(x0 + v) + (1− λ)y. Prin urmare

f(x) ≤ λf(x0 + v) + (1− λ)f(y) ≤ M ′ := λM + (1− λ)f(y) ∀x ∈ x̄ + U,

unde U := λV ∈ V(0). Aplicând teorema precedentă, obţinem că f este
lipschitziană pe o vecinătate a lui x̄, şi deci f este continuă ı̂n x̄. Deoarece
x̄ ∈ int (dom f) este arbitrar, concluzia teoremei are loc.

Reamintim că ı̂n Teorema 2.1.4 am arătat că o funcţie convexă şi proprie
f : IR → IR este local lipschitziană pe int (dom f); este interesant de observat
că dacă, ı̂n plus, f este i.s.c. atunci f |dom f este continuă (exerciţiu !).

Două consecinţe imediate ale teoremei precedente şi Teoremei 2.1.3 sunt
următoarele rezultate.

Consecinţa 2.2.3 Fie f : X → IR funcţie convexă. Dacă f este superior
semicontinuă ı̂n x0 ∈ dom f atunci int (dom f) 6= ∅ şi fie f este egală cu −∞
pe int (dom f), fie f este proprie şi local lipschitziană pe int (dom f).

Consecinţa 2.2.4 Fie fi : X → IR, 1 ≤ i ≤ n, funcţii convexe şi proprii, iar
f := f12 · · ·2fn, g := f1∇· · ·∇fn. Dacă f1 este continuă ı̂ntr-un punct din
dom f1 atunci int (dom f) = int (dom g) = int (dom f1)+dom f2+· · ·+dom fn,
şi fie f [g] este egală cu −∞ pe int (dom f) [int (dom g)], fie f [g] este proprie
şi continuă pe int (dom f).

Amintim că s-au definit f12 · · ·2fn şi f1∇ · · ·∇fn ı̂n Teorema 2.1.2.
Dacă X este spaţiu Banach chiar şi semicontinuitatea inferioară asigură

continuitatea unei funcţii convexe pe interiorul domeniului său.

Teorema 2.2.7 Fie X spaţiu Banach şi f : X → IR o funcţie convexă, proprie
şi inferior semicontinuă. Atunci int (dom f) = aint (dom f) şi f este continuă
pe int (dom f).

Demonstraţie. Dacă aint (dom f) = ∅ nu avem nimic de dovedit. Fie deci
aint (dom f) 6= ∅. Considerăm relaţia R := {(t, x) | (x, t) ∈ epi f}. Este
evident că ı̂n condiţiile noastre R este convexă şi ı̂nchisă. Fie (t0, x0) ∈ R
astfel ca x0 ∈ aint (ImR) = aint (dom f). Din Teorema Robinson-Ursescu
(Teorema 1.8.8) avem că V := R(]−∞, t0 +1[) ∈ V(x0). Atunci pentru x ∈ V
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există t < t0 +1 astfel ca (t, x) ∈ R, adică f(x) ≤ t. Prin urmare f(x) ≤ t0 +1
pentru orice x ∈ V . Concluzia rezultă din Teorema 2.2.6.

O aplicaţie interesantă a rezultatului precedent este

Teorema 2.2.8 (Principiul uniformei mărginiri). Fie X spaţiu Banach, Y
spaţiu normat şi {Ti | i ∈ I} ⊂ L(X, Y ) (I 6= ∅). Presupunem că pentru
orice x ∈ X mulţimea {Tix | i ∈ I} este mărginită. Atunci {Ti | i ∈ I} este
mărginită ı̂n L(X,Y ) (⇔ ∃M > 0, ∀x ∈ X, ∀ i ∈ I : ‖Tix‖ ≤ M · ‖x‖).

Demonstraţie. Pentru fiecare i ∈ I considerăm funcţia fi : X → IR definită
prin fi(x) := ‖Tix‖. Este evident că fi este convexă, finită şi continuă. Prin
urmare f := supi∈I fi este convexă, proprie şi i.s.c.; din ipoteză avem că
dom f = X. Din teorema precedentă avem că f este continuă pe X, şi deci
este continuă ı̂n 0. Prin urmare există ρ > 0 astfel ca f(x) ≤ f(0) + 1 = 1
pentru orice x ∈ ρUX , ceea ce implică faptul că ‖Ti‖ ≤ 1/ρ pentru orice i ∈ I.

Punem ı̂n evidenţă două consecinţe utile ale teoremei precedente.

Consecinţa 2.2.5 Fie X spaţiu Banach, Y spaţiu normat şi (Tn)n∈IN un
şir din L(X, Y ). Presupunem că pentru orice x ∈ X şirul (Tnx) ⊂ Y este
convergent. Atunci (‖Tn‖) este şir mărginit şi există T ∈ L(X, Y ) astfel ca
Tx = limn→∞ Tnx pentru orice x ∈ X, iar ‖T‖ ≤ lim infn→∞ ‖Tn‖.

Demonstraţie. Fie T : X → Y, Tx := limn→∞ Tnx. Se verifică cu uşurinţă
că T este liniar. Deoarece (Tnx) este convergent, (Tnx) este mărginit pentru
fiecare x ∈ X. Din teorema precedentă obţinem că (‖Tn‖) este mărginit ı̂n IR.
Fie M > lim infn→∞ ‖Tn‖; rezultă că mulţimea P := {n ∈ IN | ‖Tn‖ < M}
este infinită. Cum ‖Tnx‖ ≤ M‖x‖ pentru toţi n ∈ P şi x ∈ X, prin trecere
la limită obţinem că ‖Tx‖ ≤ M‖x‖ pentru orice x ∈ X. Prin urmare T
este continuu şi ‖T‖ ≤ M . Cum M > lim inf ‖Tn‖ a fost arbitrar, rezultă că
‖T‖ ≤ lim inf ‖Tn‖.
Consecinţa 2.2.6 Fie X spaţiu normat şi ∅ 6= A ⊂ X. Dacă mulţimea
{〈x, x∗〉 | x ∈ A} este mărginită pentru orice x∗ ∈ X∗, adică A este w-
mărginită, atunci A este mărginită (̂ın normă).

Presupunem ı̂n plus că X este spaţiu Banach şi ∅ 6= A∗ ⊂ X∗. Dacă
mulţimea {〈x, x∗〉 | x∗ ∈ A∗} este mărginită pentru orice x ∈ X, adică A∗ este
w∗-mărginită, atunci A∗ este mărginită (̂ın normă).

Demonstraţie. Partea a doua este consecinţă imediată a Teoremei 2.2.8,
luând Y = IR.

Presupunem că sunt ı̂ndeplinite condiţiile din prima parte. Pentru fiecare
x ∈ A considerăm operatorul Tx : X∗ → IR, Txx∗ := 〈x, x∗〉. Din Teorema
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1.8.2 avem că ‖Tx‖ = ‖x‖. Prin urmare {Tx | x ∈ A} ⊂ L(X∗, IR) şi {Txx∗ |
x ∈ A} este mulţime mărginită pentru orice x∗ ∈ X∗. Cum X∗ este spaţiu
Banach, din Teorema 2.2.8 rezultă că există M > 0 astfel ca ‖x‖ = ‖Tx‖ ≤ M
pentru orice x ∈ A.

Din Consecinţele 2.2.5 şi 2.2.6 rezultă că dacă şirul (xn) ⊂ X w-converge
la x ∈ X, adică 〈x, x∗〉 = lim〈xn, x∗〉 pentru orice x∗ ∈ X∗, atunci (xn) este
mărginit (̂ın normă) şi ‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖, iar dacă X este spaţiu Banach, dacă
şirul (x∗n) ⊂ X∗ w∗-converge la x∗ ∈ X∗, adică 〈x, x∗〉 = lim〈x, x∗n〉 pentru
orice x ∈ X, atunci (x∗n) este mărginit (̂ın normă) şi ‖x∗‖ ≤ lim inf ‖x∗n‖.

Faptul că şirul (xn) ⊂ X w-converge la x ∈ X ı̂l notăm prin xn
w→ x sau

x = w-limxn, iar faptul că şirul (x∗n) ⊂ X∗ w∗-converge la x∗ ∈ X∗ ı̂l notăm
prin x∗n

w∗→ x∗ sau x∗ = w∗-limx∗n.
În cazul funcţiilor convexe definite pe spaţii finit dimensionale continui-

tatea se obţine ı̂n condiţii mai slabe.

Teorema 2.2.9 Fie X un spaţiu normat finit dimensional şi f : X → IR
o funcţie convexă, proprie cu aint (dom f) 6= ∅. Atunci f este continuă pe
int (dom f) = aint (dom f).

Demonstraţie. Fie {e1, . . . , ek} (k ∈ IN∗) o bază a lui X. Deoarece toate
normele pe X sunt echivalente (a se vedea Consecinţa 1.4.3), este suficient să
considerăm norma ‖ ‖1 : X → IR, ‖x1e1 + · · ·+ xkek‖1 := |x1|+ · · ·+ |xk|.

Fie x0 ∈ aint (dom f). Putem presupune că x0 = 0 şi f(0) = 0. Deoarece
0 ∈ aint (dom f), există δ > 0 astfel ca ±δei ∈ dom f pentru orice i, 1 ≤ i ≤ n.
Considerăm

M := max{f(δe1), f(−δe1), . . . , f(δen), f(−δen)} ∈ IR.

Fie x ∈ δU ; atunci

x = x1e1 + · · ·+ xnen =
|x1|
δ

(±δe1) + · · ·+ |xn|
δ

(±δen),

cu |x1|+ · · ·+ |xn| ≤ δ (semnul + este luat dacă şi numai dacă xi ≥ 0). Cum
f este convexă,

f(x) ≤ |x1|
δ

f(±δe1) + · · ·+ |xn|
δ

f(±δen) +
(

1− |x1|+ · · ·+ |xn|
δ

)
f(0)

≤ M ∀x ∈ δU.

Utilizând Teorema 2.2.6 obţinem concluzia.
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2.3 Funcţii conjugate

Şi ı̂n acest paragraf X, Y sunt spaţii normate, deşi toate rezultatele sunt
valabile ı̂n spaţii local convexe separate.

Fie f : X → IR; se numeşte conjugata lui f funcţia

f∗ : X∗ → IR, f∗(x∗) := sup{〈x, x∗〉 − f(x) | x ∈ X}. (2.16)

Să observăm că dacă există x0 ∈ X astfel ca f(x0) = −∞ atunci f∗(x∗) = ∞
pentru orice x∗ ∈ X∗, iar dacă f(x) = ∞ pentru orice x atunci f∗(x∗) = −∞
pentru orice x∗ ∈ X∗. În cazul ı̂n care f este proprie (dar şi ı̂n celelalte cazuri,
utilizând convenţia inf ∅ = ∞) avem că

f∗(x∗) = sup{〈x, x∗〉 − f(x) | x ∈ dom f}. (2.17)

Conjugata funcţiei h : X∗ → IR se defineşte ı̂n mod asemănător:

h∗ : X → IR, h∗(x) := sup{〈x, x∗〉 − h(x∗) | x∗ ∈ X∗}.

Observaţia de mai sus cu privire la f∗ este valabilă şi pentru h∗.
În teorema următoare punem ı̂n evidenţă câteva proprietăţi simple ale

funcţiilor conjugate.

Teorema 2.3.1 Fie f, g : X → IR, h : Y → IR, k : X∗ → IR şi A ∈ L(X, Y ).

(i) f∗ este convexă şi w∗-i.s.c., iar h∗ este convexă şi (w-)i.s.c.;

(ii) are loc inegalitatea lui Young-Fenchel:

f(x) + f∗(x∗) ≥ 〈x, x∗〉 ∀x ∈ X, ∀x∗ ∈ X∗;

(iii) f ≤ g ⇒ g∗ ≤ f∗;

(iv) f∗ = f̄∗ = (conv f)∗ şi f∗∗ := (f∗)∗ ≤ conv f ≤ f̄ ≤ f ;

(v) dacă α > 0 atunci (αf)∗(x∗) = αf∗(α−1x∗) pentru orice x∗ ∈ X∗;

(vi) dacă x̄∗ ∈ X∗ atunci (f + x̄∗)∗(x∗) = f∗(x∗ − x̄∗);

(vii) dacă f, h sunt proprii, iar F : X × Y → IR, F (x, y) := f(x) + h(y),
atunci F ∗(x∗, y∗) = f∗(x∗) + h∗(y∗) pentru orice (x∗, y∗) ∈ X∗ × Y ∗;

(viii) (Af)∗ = f∗ ◦A∗, (f2g)∗ = f∗ + g∗.

Demonstraţie. (i) Dacă f nu-i proprie am constatat mai sus că f∗ este
constantă şi deci f∗ este convexă şi w∗–continuă. Dacă f este proprie, avem
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că f∗ = supx∈dom f ϕx, unde ϕx : X∗ → IR, ϕx(x∗) := 〈x, x∗〉 − f(x). Este
evident că pentru orice x ∈ dom f , ϕx este afină (deci convexă) şi w∗–continuă
(deci w∗–i.s.c.). Prin urmare f∗ este convexă şi w∗–i.s.c. Afirmaţia pentru h∗

se obţine asemănător.
(ii) Din (2.16) avem că

f∗(x∗) ≥ 〈x, x∗〉 − f(x) ∀x ∈ X, ∀x∗ ∈ X∗,

de unde se obţine imediat inegalitatea lui Young-Fenchel.
(iii) este consecinţă imediată a definiţiei şi a relaţiei f ≤ g.
(iv) Am observat deja că conv f ≤ f̄ ≤ f , şi deci, utilizând (iii), avem că

f∗ ≤ f̄∗ ≤ (conv f)∗. Fie x∗ ∈ X∗, α ∈ IR astfel ca f∗(x∗) ≤ α. Atunci
〈x, x∗〉 − f(x) ≤ α pentru orice x ∈ X, de unde ϕ(x) := 〈x, x∗〉 − α ≤ f(x)
pentru orice x. Cum ϕ este convexă şi i.s.c., iar epiϕ ⊃ epi f , avem că
epiϕ ⊃ epi (conv f) = conv (epi f). Prin urmare ϕ(x) ≤ conv f(x) pentru
orice x ∈ X. În acest mod avem că 〈x, x∗〉 − conv f(x) ≤ α pentru orice x, şi
deci (conv f)∗(x∗) ≤ α. Am obţinut astfel că f∗ = f̄∗ = (conv f)∗.

(v), (vi) şi (vii) sunt imediate.
(viii) Avem că

(Af)∗(y∗) = sup
y∈Y

(〈y, y∗〉 − (Af)(y) ) = sup
y∈Y

(
〈y, y∗〉 − inf

Ax=y
f(x)

)

= sup{〈y, y∗〉 − f(x) | (x, y) ∈ X × Y, Ax = y}
= sup{〈Ax, y∗〉 − f(x) | x ∈ X}
= sup{〈x,A∗y∗〉 − f(x) | x ∈ X}
= f∗(A∗y∗) = (f∗ ◦A∗)(y∗).

În mod asemănător se obţine relaţia corespunzătoare pentru (f2g)∗.

Următorul rezultat este foarte important ı̂n teoria dualităţii.

Teorema 2.3.2 (a biconjugatei). Fie f : X → IR o funcţie convexă, proprie
şi inferior semicontinuă. Atunci f∗∗ = f .

Demonstraţie. Am văzut ı̂n teorema precedentă că f∗∗ ≤ f . Fie deci f
convexă, i.s.c. şi proprie. Fie x̄ ∈ X fixat şi t̄ ∈ IR astfel ca t̄ < f(x̄); prin
urmare (x̄, t̄) /∈ epi f . Utilizând o teoremă de separare, există (x̄∗, α) ∈ X∗×IR
şi λ ∈ IR astfel ca

〈x, x̄∗〉+ tα < λ < 〈x̄, x̄∗〉+ t̄α ∀ (x, t) ∈ epi f. (2.18)
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Luând (x, t) = (x̃, f(x̃) + n), n ∈ IN , unde x̃ ∈ dom f , obţinem

〈x̃, x̄∗〉+ αf(x̃) + nα < λ < 〈x̄, x̄∗〉+ t̄α ∀n ∈ IN .

Făcând n → ∞, obţinem α ≤ 0. Considerăm pentru ı̂nceput că α < 0.
Împărţind eventual prin −α > 0, ı̂n (2.18) putem presupune că α = −1.
Avem astfel că

〈x, x̄∗〉 − f(x) < λ ∀x ∈ dom f,

şi deci
f∗(x̄∗) ≤ λ < 〈x̄, x̄∗〉 − t̄,

de unde
t̄ < 〈x̄, x̄∗〉 − f∗(x̄∗) ≤ f∗∗(x̄).

Fie acum α = 0; din relaţia (2.18) obţinem existenţa unui c > 0 astfel ca

〈x, x̄∗〉+ c ≤ 〈x̄, x̄∗〉 ∀x ∈ dom f.

Utilizând Teorema 2.2.4, există x∗0 ∈ X∗ şi α ∈ IR astfel ca

f(x) ≥ 〈x, x∗0〉+ α ∀x ∈ X.

Din ultimele două relaţii, obţinem succesiv:

f(x) ≥ 〈x, x∗0〉+α ≥ 〈x, x∗0〉+α+ t〈x, x̄∗〉+ tc− t〈x̄, x̄∗〉 ∀x ∈ dom f, ∀ t > 0,

−tc + t〈x̄, x̄∗〉 − α ≥ 〈x, x∗0 + tx̄∗〉 − f(x) ∀x ∈ X, ∀ t > 0,

−tc + t〈x̄, x̄∗〉 − α ≥ f∗(x∗0 + tx̄∗) ∀ t > 0,

f∗∗(x̄) ≥ 〈x̄, x∗0 + tx̄∗〉 − f∗(x∗0 + tx̄∗) ≥ α + tc + 〈x̄, x∗0〉 ∀ t > 0.

Prin urmare există t > 0 astfel ca α + tc + 〈x̄, x∗0〉 > t̄, şi deci f∗∗(x̄) > t̄ şi ı̂n
acest caz. Prin urmare f(x̄) ≤ f∗∗(x̄). Deci f∗∗ = f .

Pentru funcţii arbitrare are loc următorul rezultat.

Teorema 2.3.3 Fie f : X → IR cu dom f 6= ∅.
(i) Dacă conv f este proprie atunci f∗∗ = conv f ; dacă conv f nu-i proprie

atunci f∗∗ = −∞.

(ii) Presupunem că f este convexă. Dacă f este i.s.c. ı̂n x̄ ∈ dom f atunci
f(x̄) = f∗∗(x̄); ı̂n plus, dacă f(x̄) ∈ IR atunci f∗∗ = f̄ şi f̄ este proprie.
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Demonstraţie. (i) Funcţia conv f este convexă şi i.s.c. Dacă conv f este
proprie, din teorema precedentă şi Teorema 2.3.1 (iv) avem că

conv f = (conv f)∗∗ = (f∗)∗ = f∗∗.

Dacă conv f este improprie, cum dom (conv f) ⊃ dom f 6= ∅, conv f ia valoarea
−∞, şi deci f∗ = (conv f)∗ = ∞, de unde avem că f∗∗ = −∞.

(ii) Deoarece f este convexă, conv f = f̄ . Cum f este i.s.c. ı̂n x̄, avem
că f̄(x̄) = f(x̄). Avem două situaţii: a) f(x̄) = −∞ şi b) f(x̄) ∈ IR. Este
evident că ı̂n cazul a) avem că f∗∗(x̄) = f(x̄). Fie deci f(x̄) ∈ IR; prin urmare
f̄(x̄) ∈ IR, şi deci f̄ este proprie. Din prima parte avem că f∗∗ = f̄ , de unde
obţinem că f∗∗(x̄) = f̄(x̄) = f(x̄).

Consecinţa 2.3.1 Fie f, g : X → IR două funcţii convexe şi proprii. Dacă
f2g este proprie, (f∗+g∗)∗ = f2g = f̄2ḡ, iar ı̂n caz contrar (f∗+g∗)∗ = −∞.
În plus, dacă f este continuă ı̂ntr-un punct din domeniul său atunci

(f2g)(x) = (f∗ + g∗)∗(x) ∀x ∈ int (dom (f2g)) = int (dom f) + dom g.

Demonstraţie. Din Teorema 2.3.1 avem că

(f2g)∗ = f∗ + g∗ = f̄∗ + ḡ∗ = (f̄2ḡ)∗,

iar cum f2g este convexă, concluzia primei părţi rezultă din Teorema 2.3.3.
Dacă f este continuă ı̂n x0 ∈ dom f , atunci f este majorată pe o vecinătate

a lui x0. Luând y0 ∈ dom g, f2g este majorată pe o vecinătate a lui x0 + y0.
Aplicând Consecinţa 2.2.4, f2g este continuă pe int (dom (f2g)), şi deci este
i.s.c. pe această mulţime. Concluzia rezultă acum din partea a doua a teoremei
precedente.

Fie C ⊂ X o mulţime nevidă. Observăm că

(IC)∗(x∗) = supx∈C〈x, x∗〉 = supx∈convC〈x, x∗〉 = (IconvC)∗(x∗),

adică (IC)∗ este funcţionala suport a mulţimii C. În plus IconvC = conv IC şi

dom (IC)∗ = {x∗ ∈ X∗ | x∗ este mărginită superior pe C}.

În secţiunea următoare vom vedea că IC este utilă pentru determinarea conului
normal la C ı̂ntr-un punct.
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2.4 Subdiferenţiala unei funcţii convexe

Am observat ı̂n Secţiunea 2.1 că dacă funcţia proprie f : (X, ‖ ‖) → IR este
G-diferenţiabilă ı̂n x̄ ∈ int (dom f) atunci

〈x− x̄,∇f(x̄)〉 ≤ f(x)− f(x̄) ∀x ∈ dom f ( ∀x ∈ X).

Având ı̂n vedere acest fapt, este firesc să considerăm acele elemente x∗ ∈ X∗

care satisfac inegalitatea

〈x− x̄, x∗〉 ≤ f(x)− f(x̄) ∀x ∈ X, (2.19)

chiar şi ı̂n cazul ı̂n care f nu-i G-diferenţiabilă ı̂n x̄.
Şi ı̂n această secţiune presupunem că X este un spaţiu normat, deşi toate

rezultatele, cu excepţia acelora care fac apel ı̂n mod explicit la normă, sunt
valabile ı̂n spaţii local convexe separate.

Fie f : X → IR şi x̄ ∈ X astfel ca f(x̄) ∈ IR. Elementul x∗ ∈ X∗ se numeşte
subgradient al funcţiei f ı̂n x̄ dacă este satisfăcută relaţia (2.19); mulţimea
tuturor subgradienţilor funcţiei f ı̂n x̄ se notează prin ∂f(x̄) şi se numeşte
subdiferenţiala funcţiei f ı̂n x̄. Considerăm că ∂f(x̄) = ∅ dacă f(x̄) /∈ IR;
desigur, putem avea ∂f(x̄) = ∅ chiar dacă f(x̄) ∈ IR. Obţinem astfel aplicaţia
multivocă ∂f : X ; X∗. Din cele de mai sus avem că dom ∂f ⊂ dom f .
Spunem că f este subdiferenţiabilă ı̂n x̄ ∈ X dacă ∂f(x̄) 6= ∅.

Observăm că dacă x∗ ∈ ∂f(x̄), atunci funcţia afină ϕ : X → IR, definită
prin ϕ(x) = 〈x, x∗〉− 〈x̄, x∗〉+ f(x̄), minorează f şi coincide cu f ı̂n x̄; rezultă
că

〈x, x∗〉 − t ≤ α := 〈x̄, x∗〉 − f(x̄) ∀ (x, t) ∈ epi f,

ceea ce arată că hiperplanul {(x, t) ∈ X× IR | 〈x, x∗〉− t ·1 = α} este hiperplan
nevertical (deoarece coeficientul lui t este 6= 0) de sprijin (deoarece lasă de o
singură parte epi f şi ı̂l intersectează).

Reamintim că ı̂n Teorema 2.1.4 am determinat deja subdiferenţiala funcţiei
convexe şi proprii f : IR → IR ı̂n t0 ∈ dom f :

∂f(t0) =
[
f ′−(t0), f ′+(t0)

] ∩ IR.

În continuare punem ı̂n evidenţă proprietăţi şi metode de calcul pentru
subdiferenţiale şi ı̂n cazul ı̂n care X 6= IR.

Un prim rezultat, destul de uşor de obţinut, este următorul.

Teorema 2.4.1 Fie f : X → IR şi x̄ ∈ X cu f(x̄) ∈ IR.

(i) ∂f(x̄) ⊂ X∗ este o mulţime convexă şi w∗–̂ınchisă (eventual vidă).
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(ii) Dacă ∂f(x̄) 6= ∅ atunci

(conv f)(x̄) = f̄(x̄) = f(x̄) şi ∂(conv f)(x̄) = ∂f̄(x̄) = ∂f(x̄);

ı̂n particular f este proprie şi i.s.c. ı̂n x̄.

(iii) Dacă f este proprie, dom f este mulţime convexă şi f este subdiferen-
ţiabilă ı̂n orice x ∈ dom f atunci f este convexă.

Demonstraţie. (i) Fie x∗1, x∗2 ∈ ∂f(x̄) şi λ ∈ ]0, 1[. Atunci

〈x− x̄, x∗1〉 ≤ f(x)− f(x̄), 〈x− x̄, x∗2〉 ≤ f(x)− f(x̄) ∀x ∈ X.

Înmulţind prima relaţie cu λ > 0 şi a doua cu 1− λ > 0 obţinem

〈x− x̄, λx∗1 + (1− λ)x∗2〉 ≤ f(x)− f(x̄) ∀x ∈ X,

adică λx∗1 + (1− λ)x∗2 ∈ ∂f(x̄).
Fie x̄∗ ∈ X∗ \ ∂f(x̄). Există x0 ∈ X astfel ca 〈x0 − x̄, x̄∗〉 > f(x0)− f(x̄).

Fie α ∈ IR astfel ca 〈x0 − x̄, x̄∗〉 > α > f(x0) − f(x̄). Atunci V := {x∗ |
〈x0− x̄, x∗〉 > α} este o vecinătate pentru x̄∗ faţă de topologia w∗ = σ(X∗, X).
Este evident că V ∩ ∂f(x̄) = ∅. Rezultă că ∂f(x̄) este w∗–̂ınchisă.

(ii) Ştim că conv f ≤ f̄ ≤ f . Fie x̄∗ ∈ ∂f(x̄) şi

ϕ : X → IR, ϕ(x) := 〈x− x̄, x̄∗〉+ f(x̄).

Atunci ϕ este convexă şi continuă, iar ϕ ≤ f . Deci ϕ ≤ conv f ≤ f̄ ≤ f .
Deoarece ϕ(x̄) = f(x̄), avem că (conv f)(x̄) = f̄(x̄) = f(x̄). Aceste relaţii
arată că funcţiile f, f̄ , conv f sunt proprii şi f este i.s.c. ı̂n x̄. Din inegalitatea
de mai ı̂nainte obţinem, ı̂n mod evident, că ∂(conv f)(x̄) ⊃ ∂f̄(x̄) ⊃ ∂f(x̄).
Dacă x∗ ∈ ∂(conv f)(x̄) atunci

〈x− x̄, x∗〉 ≤ (conv f)(x)− (conv f)(x̄) ≤ f(x)− f(x̄) ∀x ∈ X,

şi deci ∂(conv f)(x̄) ⊂ ∂f(x̄). Prin urmare ∂(conv f)(x̄) = ∂f̄(x̄) = ∂f(x̄).
(iii) Din (ii) avem că f(x) = conv f(x) pentru orice x ∈ dom f . Cum

conv f este funcţie convexă, iar dom f este mulţime convexă, este evident că
f este convexă.

Proprietatea (ii) din Teorema 2.4.1 justifică considerarea ı̂n continuare a
funcţiilor convexe şi proprii când discutăm despre subdiferenţiale.

În mod asemănător se introduce noţiunea de subdiferenţială pentru o
funcţie h : X∗ → IR ı̂ntr-un punct x̄∗ ∈ X∗ cu h(x̄∗) ∈ IR:

∂h(x̄∗) := {x ∈ X | 〈x, x∗ − x̄∗〉 ≤ h(x∗)− h(x̄∗) ∀x∗ ∈ X∗}.
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Are loc un rezultat similar celui prezentat ı̂n Teorema 2.4.1, şi anume ∂h(x̄∗)
este mulţime convexă şi ı̂nchisă (eventual vidă), iar dacă ∂h(x̄∗) 6= ∅ atunci
h este proprie şi w∗–i.s.c. ı̂n x̄∗; sunt adevărate şi celelalte afirmaţii, ı̂nsă
aderenţa trebuie considerată pentru topologia slab-stelată.

În practică (de exemplu ı̂n rezolvarea numerică, pe calculator, a unor prob-
leme) nu se pot calcula chiar subgradienţi, ci valori aproximative ale acestora.
În acest sens, dacă f : X → IR, x̄ ∈ X cu f(x̄) ∈ IR şi ε ∈ [0,∞[, elementul
x∗ ∈ X∗ se numeşte ε–subgradient al funcţiei f ı̂n x̄ dacă

〈x− x̄, x∗〉 ≤ f(x)− f(x̄) + ε ∀x ∈ X; (2.20)

mulţimea ε–subgradienţilor funcţiei f ı̂n x̄ se notează prin ∂εf(x̄) şi se numeşte
ε–subdiferenţiala funcţiei f ı̂n x̄. La fel ca mai sus, dacă f(x̄) /∈ IR, con-
siderăm că ∂εf(x̄) = ∅; obţinem astfel aplicaţia multivocă ∂εf : X ; X∗, cu
dom (∂εf) ⊂ dom f . Observăm că f este proprie dacă ∂εf(x̄) 6= ∅ pentru un
ε ≥ 0, iar dacă 0 ≤ ε1 ≤ ε2 < ∞ atunci

∂f(x̄) = ∂0f(x̄) ⊂ ∂ε1f(x̄) ⊂ ∂ε2f(x̄).

În plus
∂εf(x̄) =

⋂
η>ε

∂ηf(x̄) ∀ ε ∈ [0,∞[.

În mod asemănător se introduce ε-subdiferenţiala funcţiei h : X∗ → IR ı̂n
x̄∗ ∈ X∗ cu h(x̄∗) ∈ IR.

În teorema următoare colectăm câteva rezultate simple referitoare la sub-
diferenţiale şi ε–subdiferenţiale. Înainte de a formula această teoremă intro-
ducem o altă noţiune: spunem că aplicaţia multivocă T : X ; X∗ este mono-
tonă dacă

〈x− y, x∗ − y∗〉 ≥ 0 ∀x, y ∈ X, ∀x∗ ∈ T (x), ∀ y∗ ∈ T (y),

iar T este strict monotonă dacă

〈x− y, x∗ − y∗〉 > 0 ∀x, y ∈ X, x 6= y, ∀x∗ ∈ T (x), ∀ y∗ ∈ T (y);

T se numeşte maximal monotonă dacă T este monotonă, iar dacă T ′ : X ; X∗

este monotonă şi grT ⊂ grT ′ atunci T = T ′, adică T este element maximal ı̂n
clasa aplicaţiilor monotone, pe care relaţia de ordine este dată de incluziune.
Desigur, ı̂n cazul ı̂n care X = IR şi T (x) are cel mult un element, faptul
că T este (strict) monotonă revine la faptul că funcţia T |domT este (strict)
crescătoare.
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Teorema 2.4.2 Fie f : X → IR o funcţie convexă şi proprie, x̄ ∈ dom f , iar
ε ∈ [0,∞[.

(i) ∂εf(x̄) este convexă şi w∗–̂ınchisă; ı̂n plus ∂εf(x̄) = ∂f ′ε(x̄; ·)(0);

(ii) x∗ ∈ ∂εf(x̄) ⇔ f(x̄) + f∗(x∗) ≤ 〈x̄, x∗〉+ ε;

(iii) x∗ ∈ ∂f(x̄) ⇔ f(x̄) + f∗(x∗) ≤ 〈x̄, x∗〉 ⇔ f(x̄) + f∗(x∗) = 〈x̄, x∗〉;
(iv) dom (∂εf) ⊂ dom f, Im (∂εf) ⊂ dom f∗, şi ∂f este monotonă, iar dacă

f este strict convexă atunci ∂f este strict monotonă;

(v) ∂f(x̄) 6= ∅ ⇔ f(x̄) = maxx∗∈X∗(〈x̄, x∗〉 − f∗(x∗) );

(vi) f este i.s.c. ı̂n x̄ dacă şi numai dacă ∂εf(x̄) 6= ∅ pentru orice ε > 0;
∂εf

∗(x̄∗) 6= ∅ dacă f∗(x̄∗) ∈ IR şi ε > 0;

(vii) presupunem că f este i.s.c. ı̂n x̄. Atunci x∗ ∈ ∂εf(x̄) ⇔ x̄ ∈ ∂εf
∗(x∗).

(viii) ∂ε(f + x̄∗)(x̄) = x̄∗ + ∂εf(x̄) pentru x̄∗ ∈ X∗, iar pentru λ > 0,
∂ε(λf)(x̄) = λ∂ε/λf(x̄) şi ∂(λf)(x̄) = λ∂f(x̄);

(ix) presupunem că f este i.s.c, 0 ≤ εn → ε, (xn, x∗n) ∈ ∂εnf, xn → x şi
x∗n → x∗. Atunci (x, x∗) ∈ ∂εf . În particular ∂εf este ı̂nchisă ı̂n X ×X∗.

Demonstraţie. (i) Faptul că ∂εf(x̄) este mulţime convexă şi w∗–̂ınchisă se
demonstrează la fel ca prima parte a Teoremei 2.4.1, şi nu-i nevoie ca f să fie
convexă. Dacă x∗ ∈ ∂εf(x̄) atunci luând ı̂n (2.20) x̄ + tx, t > 0, ı̂n loc de x,
apoi ı̂mpărţind la t obţinem că

〈x, x∗〉 ≤ inf
t>0

f(x̄ + tx)− f(x̄) + ε

t
= f ′ε(x̄; x) ∀x ∈ X.

Incluziunea inversă rezultă din inegalitatea f ′ε(x̄; x) ≤ f(x̄ + x) − f(x̄) + ε
pentru orice x ∈ X.

(ii) Avem

x∗ ∈ ∂εf(x̄) ⇔ 〈x− x̄, x∗〉 ≤ f(x)− f(x̄) + ε ∀x ∈ X

⇔ 〈x, x∗〉 − f(x) ≤ 〈x̄, x∗〉 − f(x̄) + ε ∀x ∈ X

⇔ f∗(x∗) ≤ 〈x̄, x∗〉 − f(x̄) + ε

⇔ f(x̄) + f∗(x∗) ≤ 〈x̄, x∗〉+ ε.

(iii) Cunoaştem deja că 〈x̄, x∗〉 ≤ f(x̄) + f∗(x∗) (inegalitatea lui Young-
Fenchel !); echivalenţele respective rezultă acum din (ii) luând ε = 0.

(iv) Incluziunea dom (∂εf) ⊂ dom f este evidentă, iar din (ii) avem că
Im ∂εf ⊂ dom f∗. Fie x∗ ∈ ∂f(x), y∗ ∈ ∂f(y) astfel ca x 6= y. Din (i) avem
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că

〈y−x, x∗〉 ≤ f ′+(x; y−x) ≤ f(y)−f(x), 〈x−y, y∗〉 ≤ f ′+(y; x−y) ≤ f(x)−f(y),

având chiar că f ′+(x; y − x) < f(y) − f(x) ı̂n cazul ı̂n care f este strict con-
vexă. Sumând cele două relaţii de mai sus, obţinem că 〈y − x, x∗ − y∗〉 ≤ 0,
inegalitatea fiind strictă dacă f este strict convexă. De aici obţinem imediat
că ∂f este monotonă, chiar strict monotonă dacă f este strict convexă.

(v) Dacă există x̄∗ ∈ ∂f(x̄) atunci, ţinând seama de (iii) şi inegalitatea lui
Young-Fenchel,

〈x̄, x̄∗〉 − f∗(x̄∗) = f(x̄) ≥ 〈x̄, x∗〉 − f∗(x∗) ∀x∗ ∈ X∗,

şi deci implicaţia “ ⇒ ” are loc. Implicaţia inversă este consecinţă imediată a
echivalenţelor din (iii).

(vi) Presupunem că f este i.s.c. ı̂n x̄ şi luăm ε > 0; din Teorema 2.3.3 avem
că

f(x̄) = f∗∗(x̄) = sup{〈x̄, x∗〉 − f∗(x∗) | x∗ ∈ X∗} > f(x̄)− ε.

Deci există x∗ ∈ X∗ astfel ca 〈x̄, x∗〉−f∗(x∗) > f(x̄)−ε, de unde x∗ ∈ ∂εf(x̄).
Reciproc, presupunem că ∂εf(x̄) 6= ∅ pentru orice ε > 0. Atunci

∀ ε > 0, ∃x∗ ∈ X∗ : f(x̄)− ε ≤ 〈x̄, x∗〉 − f∗(x∗) ≤ f∗∗(x̄),

şi deci f(x̄) ≤ f∗∗(x̄). Cum f∗∗ ≤ f̄ ≤ f , rezultă că f̄(x̄) = f(x̄), adică f este
i.s.c. ı̂n x̄.

Fie x̄∗ ∈ X∗ astfel ca f∗(x̄∗) ∈ IR şi ε > 0. Din definiţia lui f∗, există
x̄ ∈ X astfel ca f∗(x̄∗) < 〈x̄, x̄∗〉 − f(x̄) + ε, şi deci

〈x̄, x∗ − x̄∗〉 < 〈x̄, x∗〉 − f(x̄)− f∗(x̄∗) + ε ≤ f∗(x∗)− f∗(x̄∗) + ε,

adică x̄ ∈ ∂εf
∗(x̄∗).

(vii) Deoarece f este i.s.c. ı̂n x̄, avem că f∗∗(x̄) = f(x̄); concluzia este
imediată prin utilizarea punctului (ii).

(viii) Relaţiile indicate sunt consecinţe imediate ale definiţiilor.
(ix) Fie εn şi (xn, x∗n) satisfăcând condiţiile din enunţ. Atunci

f(xn) + 〈x− xn, x∗n〉 ≤ f(y) + εn ∀ y ∈ X,

de unde, trecând la limita inferioară, obţinem că x∗ ∈ ∂εf(x). Luând εn = ε
se obţine cealaltă afirmaţie.
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În general nu este adevărat că ∂(λf)(x) = λ∂f(x) ı̂n cazul λ = 0; această
formulă este adevărată şi ı̂n acest caz dacă x ∈ aint (dom f).

Dacă A ⊂ X este o mulţime convexă şi nevidă, iar a ∈ A, atunci

∂IA(a) = {x∗ ∈ X∗ | 〈x− a, x∗〉 ≤ 0 ∀x ∈ A}
= {x∗ ∈ X∗ | 〈x, x∗〉 ≤ 〈a, x∗〉 ∀x ∈ A}
= {x∗ | 〈x, x∗〉 ≤ 0 ∀x ∈ con (A− a)}
= −(con (A− a))+ = − con (A− a) +.

În continuare vom nota conA prin conA; conA se numeşte ı̂nfăşurătoarea
conică ı̂nchisă a mulţimii A. Mulţimea ∂IA(a) se notează prin N(A, a) şi se
numeşte conul normal la A ı̂n a ∈ A, iar mulţimea con (A − a) o notăm prin
C(A, a); este evident că C(A, a) este con convex ı̂nchis. Din relaţia de mai
sus, utilizând teorema bipolarei (Teorema 1.5.7), avem că

N(A, a) = −(C(A, a))+ şi C(A, a) = −(N(A, a))+. (2.21)

Este evident că N(A, a) = {0} dacă a ∈ aintA. De asemenea observăm că
x∗ ∈ N(A, a) \ {0} dacă şi numai dacă Hx∗,〈a,x∗〉 este hiperplan suport la A ı̂n
a şi A ⊂ H≤

x∗,〈a,x∗〉.
Mulţimea ∂f(x̄) poate fi vidă chiar dacă f este i.s.c. ı̂n x̄. De exemplu,

funcţia f : IR → IR, f(x) := −√1− x2 pentru |x| ≤ 1, f(x) := ∞ pentru
|x| > 1 (considerată şi ı̂n Secţiunea 2.1) este i.s.c., finită ı̂n 1, dar ∂f(1) = ∅.
În plus ∂(0 · f)(1) = ]−∞, 0].

În secţiunea precedentă am văzut câteva situaţii ı̂n care se putea calcula
cu uşurinţă conjugata unor funcţii. Punem ı̂n evidenţă astfel de situaţii şi
pentru ε–subdiferenţiale.

Consecinţa 2.4.1 Fie fi : Xi → IR, 1 ≤ i ≤ n, funcţii convexe proprii şi
x̄ = (x̄1, . . . , xn) ∈ ∏n

i=1dom fi. Considerăm funcţia

F :
∏n

i=1
Xi → IR, F (x1, . . . , xn) :=

∑n

i=1
fi(xi),

şi ε ∈ [0,∞[. Atunci

∂εF (x̄) =
⋃ {∏n

i=1
∂εifi(x̄i)

∣∣∣ εi ≥ 0, ε1 + · · ·+ εn = ε
}

.

În particular
∂F (x̄1, . . . , x̄n) =

∏n

i=1
∂fi(x̄i).
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Demonstraţie. În secţiunea precedentă am obţinut (pentru n = 2, dar
extinderea este imediată) că F ∗(x∗1, . . . , x∗n) =

∑n
i=1f

∗
i (x∗i ). Prin urmare

x∗ ∈ ∂εF (x̄) ⇔ F (x̄) + F ∗(x∗) ≤ 〈x̄, x∗〉+ ε = 〈x̄1, x
∗
1〉+ · · · 〈x̄n, x∗n〉+ ε

⇔
∑n

i=1
[fi(x̄i) + f∗i (x∗i )− 〈x̄i, x

∗
i 〉] ≤ ε

⇔ ∃ ε1, . . . , εn ≥ 0 : ε1 + · · ·+ εn = ε,

fi(x̄i) + f∗i (x∗i )− 〈x̄i, x
∗
i 〉 ≤ εi, 1 ≤ i ≤ n

⇔ ∃ ε1, . . . , εn ≥ 0 : ε1 + · · ·+ εn = ε, x∗i ∈ ∂εifi(x̄i),
1 ≤ i ≤ n.

Deci concluzia are loc.

Consecinţa 2.4.2 Fie f : X → IR o funcţie convexă proprie şi A ∈ L(X, Y ).
Dacă x ∈ dom f şi y ∈ Y sunt astfel ca y = Ax şi (Af)(y) = f(x) atunci
pentru orice ε ∈ [0,∞[ avem

∂ε(Af)(y) = A∗−1(∂εf(x) ).

Demonstraţie. Avem că

y∗ ∈ ∂ε(Af)(y) ⇔ (Af)(y) + (Af)∗(y∗) ≤ 〈y, y∗〉+ ε

⇔ f(x) + f∗(A∗y∗) ≤ 〈Ax, y∗〉+ ε = 〈x,A∗y∗〉+ ε

⇔ A∗y∗ ∈ ∂εf(x) ⇔ y∗ ∈ A∗−1(∂εf(x) ).

Am utilizat faptul că (Af)∗ = f∗ ◦A∗, demonstrat ı̂n secţiunea precedentă.

Consecinţa 2.4.3 Fie f1, . . . , fn : X → IR (n ∈ IN∗) funcţii convexe proprii.
Presupunem că există x̄i ∈ dom fi, 1 ≤ i ≤ n, astfel ca

(f12 · · ·2fn)(x̄1 + · · ·+ x̄n) = f1(x̄1) + · · ·+ fn(x̄n). (2.22)

Atunci pentru orice ε ∈ [0,∞[ avem

∂ε(f12 · · ·2fn)(x̄1 + · · ·+ x̄n)
=

⋃
{∂ε1f1(x̄1) ∩ · · · ∩ ∂εnfn(x̄n) | ε1, . . . , εn ≥ 0, ε1 + · · ·+ εn = ε} .

În particular

∂(f12 · · ·2fn)(x̄1 + · · ·+ x̄n) = ∂f1(x̄1) ∩ · · · ∩ ∂fn(x̄n)

Invers, dacă ∂f1(x̄1) ∩ · · · ∩ ∂fn(x̄n) 6= ∅ atunci (2.22) are loc.
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Demonstraţie. Se aplică Consecinţa 2.4.1 pentru funcţiile f1, . . . , fn şi Con-
secinţa 2.4.2 pentru funcţia f : Xn → IR, f(x1, . . . , xn) := f1(x1)+· · ·+fn(xn),
şi operatorul A : Xn → X, A(x1, . . . , xn) := x1 + · · ·+ xn.

Dacă x∗ ∈ ∂f1(x̄1) ∩ · · · ∩ ∂fn(x̄n), atunci

〈xi − x̄i, x
∗〉 ≤ fi(xi)− fi(x̄i) ∀ i, 1 ≤ i ≤ n, ∀xi ∈ X,

de unde obţinem că f1(x̄1)+ · · ·+ fn(x̄n) ≤ f1(x1)+ · · ·+ fn(xn) pentru toate
elementele x1, . . . , xn ∈ X astfel ca x1 + · · ·+ xn = x̄1 + · · ·+ x̄n, adică (2.22)
are loc.

În Secţiunea 2.6 vom extinde rezultatele din Consecinţele 2.4.2 şi 2.4.3 la
cazul ı̂n care infimul nu este atins ı̂n y, respectiv x̄.

Rezultatul următor pune ı̂n evidenţă o condiţie suficientă pentru ca sub-
diferenţiala ı̂ntr-un punct a unei funcţii convexe să fie nevidă; acest rezultat
este deosebit de important.

Teorema 2.4.3 Fie f : X → IR o funcţie convexă proprie. Dacă f este
continuă ı̂n x̄ ∈ dom f atunci ∂εf(x̄) este nevidă şi w∗–compactă pentru orice
ε ∈ [0,∞[. În plus, pentru orice ε ≥ 0, f ′ε(x̄; ·) este continuă şi

f ′ε(x̄; x) = max{〈x, x∗〉 | x∗ ∈ ∂εf(x̄)} ∀x ∈ X. (2.23)

Demonstraţie. Presupunem că funcţia f este continuă ı̂n x̄ ∈ dom f (din
teorema precedentă cunoaştem deja că ∂εf(x̄) 6= ∅ pentru ε > 0 !). Fie
A := epi f ⊂ X × IR şi (x̄, f(x̄) ) ∈ X × IR. Deoarece f este continuă ı̂n x̄,
există V0 ∈ V(0) astfel ca

f(x) ≤ f(x̄) + 1 ∀x ∈ x̄ + V0. (2.24)

Prin urmare (x̄ + V0)× [f(x̄) + 1,∞[⊂ A, şi deci intA 6= ∅; mulţimea A fiind
convexă, iar (x̄, f(x̄)) /∈ intA [(x̄, f(x̄)− δ) /∈ A ∀ δ > 0], aplicând o teoremă
de separare, există (x∗, α) ∈ X∗ × IR \ {(0, 0)} astfel ca

〈x, x∗〉+ αt ≤ 〈x̄, x∗〉+ αf(x̄) ∀ (x, t) ∈ A = epi f. (2.25)

Luând x = x̄ şi t = f(x̄) + n, n ∈ IN , obţinem că α ≤ 0. Dacă α = 0 atunci
din (2.25) avem că 〈x − x̄, x∗〉 ≤ 0 pentru orice x ∈ dom f , iar din (2.24)
obţinem că 〈x, x∗〉 ≤ 0 pentru orice x ∈ V0, ceea ce, evident, antrenează că
x∗ = 0; am obţinut astfel contradicţia (x∗, α) = (0, 0). Deci α < 0; ca şi
altădată, putem considera că α = −1 ı̂n (2.25). Această relaţie devine astfel

〈x, x∗〉 − f(x) ≤ 〈x̄, x∗〉 − f(x̄) ∀x ∈ dom f,
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adică x∗ ∈ ∂f(x̄).
Fie acum ε ≥ 0. Pentru orice x∗ ∈ ∂εf(x̄) = ∂f ′ε(x̄; ·)(0), din (2.24), avem

că
〈u, x∗〉 ≤ f ′ε(x̄;u) ≤ f(x̄ + u)− f(x̄) + ε ≤ 1 + ε ∀u ∈ V0, (2.26)

şi deci 〈u, x∗〉 ≥ −1 pentru u ∈ V := − 1
1+εV0, ceea ce arată că ∂εf(x̄) ⊂ V ◦.

Din Teorema Alaoglu-Bourbaki (Teorema 1.6.3), avem că V ◦ este w∗–compac-
tă; cum ∂εf(x̄) este w∗–̂ınchisă, rezultă că ∂εf(x̄) este w∗–compactă.

Deoarece x̄ ∈ int (dom f), din Teorema 2.1.10, avem că dom f ′ε(x̄; ·) = X,
iar din Teorema 2.2.6 şi (2.26) avem că f ′ε(x̄; ·) este continuă. În plus, tot
din (2.26), obţinem că

f ′ε(x̄;x) ≥ sup{〈x, x∗〉 | x∗ ∈ ∂εf(x̄)}.
Dorim să arătăm că ı̂n relaţia de mai sus are loc egalitate iar supremul este
atins. Pentru aceasta fie x ∈ X \ {0}. Considerăm X0 := IRx, şi ϕ : X0 → IR,
ϕ(tx) := tf ′ε(x̄; x); este evident că ϕ(u) ≤ f ′ε(x̄, u) pentru orice u ∈ X0.
Prin urmare, aplicând Teorema lui Hahn-Banach, există x∗ ∈ X ′ astfel ca
〈x, x∗〉 = ϕ(x) = f ′ε(x̄; x) şi 〈u, x∗〉 ≤ f ′ε(x̄; u) pentru orice u ∈ X. Cum
f ′ε(x̄; ·) este continuă, x∗ este continuă, şi deci x∗ ∈ ∂f ′ε(x̄; ·)(0) = ∂εf(x̄).
Demonstraţia este completă.

În cazul ı̂n care f nu este continuă ı̂n x̄ ∈ dom f este posibil ca relaţia (2.23)
să nu aibă loc. Are loc ı̂nsă următorul rezultat.

Teorema 2.4.4 Fie f : X → IR o funcţie convexă, proprie şi i.s.c., iar
x̄ ∈ dom f , ε ∈ ]0,∞[. Atunci

f ′ε(x̄; x) = sup{〈x, x∗〉 | x∗ ∈ ∂εf(x̄)} ∀x ∈ X. (2.27)

Prin urmare f ′ε(x̄; ·) este o funcţională subliniară şi i.s.c. În plus

f ′+(x̄;x) = lim
ε↓0

(sup{〈x, x∗〉 | x∗ ∈ ∂εf(x̄)})
= inf

ε>0
(sup{〈x, x∗〉 | x∗ ∈ ∂εf(x̄)}) ∀x ∈ X. (2.28)

Demonstraţie. În Teorema 2.4.2 am văzut că ∂εf(x̄) = ∂f ′ε(x̄; ·)(0), şi deci

〈x, x∗〉 ≤ f ′ε(x̄; x) ∀x∗ ∈ ∂εf(x̄), ∀x ∈ X.

Prin urmare are loc inegalitatea ‘≥’ din (2.27). Pentru a dovedi inegalitatea
inversă, fie x ∈ X şi λ ∈ IR, λ < f ′ε(x̄; x). Având ı̂n vedere definiţia lui
f ′ε(x̄; x), avem că

λ <
f(x̄ + tx)− f(x̄) + ε

t
∀ t > 0 (2.29)
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şi

λ < lim
t→∞

f(x̄ + tx)− f(x̄) + ε

t
= lim

t→∞
f(x̄ + tx)− f(x̄)

t
. (2.30)

Considerăm A := epi f şi B := {(x̄ + sx, f(x̄) + λs− ε) | s ≥ 0}. Este evident
că A şi B sunt mulţimi convexe, nevide, iar din (2.29) avem că A ∩ B = ∅,
adică (0, 0) /∈ A−B. Arătăm că A−B este mulţime ı̂nchisă. Pentru aceasta
fie ( (xn, tn) ) ⊂ A, ( (x̄ + snx, f(x̄) + snλ− ε) ) ⊂ B astfel ca

xn − x̄− snx → u, tn − f(x̄)− snλ + ε → µ. (2.31)

Presupunem că sn →∞; din (2.31) avem că 1
sn

xn → x şi 1
sn

tn → λ. Fie s > 0;
există ns ∈ IN astfel că sn > s pentru orice n ≥ ns, şi deci

(
s
sn

(xn, tn) + (1− s
sn

)(x̄, f(x̄)
)
∈ A ∀n ≥ ns,

de unde, trecând la limită, obţinem că s(x, λ)+(x̄, f(x̄)) ∈ epi f . Prin urmare
f(x̄+tx) ≤ f(x̄)+tλ, adică (f(x̄+tx)−f(x̄))/t ≤ λ, pentru orice t > 0. Făcând
t →∞, obţinem că limt→∞(f(x̄+ tx)−f(x̄))/t ≤ λ, contrazicând (2.30). Deci
(sn) conţine un subşir mărginit (snk

); putem presupune că snk
→ s ∈ [0,∞[.

Din (2.31) obţinem că

xnk
→ u + x̄ + sx =: x′ ∈ X, tnk

→ f(x̄) + sλ + µ− ε =: t′ ∈ IR.

Întrucât A este ı̂nchisă, (x′, t′) ∈ A, adică f(x′) ≤ t′. Rezultă că

(u, µ) = (x′, t′)− (x̄ + sx, f(x̄) + sλ− ε) ∈ A−B.

Deoarece A−B este convexă, ı̂nchisă şi nevidă, iar (0, 0) /∈ A−B, aplicând o
teoremă de separare, există (x̄∗, α) ∈ X∗ × IR astfel ca

0 > 〈y − x̄− sx, x̄∗〉+ α(t− f(x̄)− sλ + ε) ∀ (y, t) ∈ epi f, ∀ s ≥ 0.

Luând y = x̄ şi făcând t → ∞, obţinem că α ≤ 0; dacă α = 0, pentru s = 0
se obţine contradicţia 0 > 0. Deci α < 0, şi putem presupune că α = −1.
Relaţia de mai sus devine

0 > 〈y − x̄, x̄∗〉 − (f(y)− f(x̄) + ε) + s(λ− 〈x, x̄∗〉) ∀ y ∈ dom f, ∀ s ≥ 0.

Luând s = 0 ı̂n această relaţie, obţinem că x̄∗ ∈ ∂εf(x̄); trecând la limită
pentru s → ∞ obţinem că 〈x, x̄∗〉 ≥ λ. Deci λ ≤ sup{〈x, x∗〉 | x∗ ∈ ∂εf(x̄)}.
Cum λ < f ′ε(x̄; x) este arbitrar, relaţia (2.27) are loc. Egalitatea (2.28) rezultă
din (2.27) şi Teorema 2.1.10.

Criteriul de subdiferenţiabilitate din Teorema 2.4.3 poate fi extins.
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Teorema 2.4.5 Fie f : X → IR o funcţie convexă şi proprie. Considerăm
mulţimea X0 := aff (dom f). Dacă f |X0 este continuă ı̂n x̄ ∈ dom f atunci
∂f(x̄) 6= ∅. În particular, dacă dimX < ∞ atunci ∂f(x) 6= ∅ pentru orice
x ∈ raint (dom f).

Demonstraţie. Fără a restrânge generalitatea putem presupune că x̄ = 0;
atunci X0 = lin (dom f). Funcţia g := f |X0 este convexă, proprie şi continuă
ı̂n 0. Din teorema precedentă avem că ∂g(0) 6= ∅. Fie ϕ ∈ ∂g(0); deci ϕ ∈ X0

∗

şi
ϕ(x)− ϕ(0) ≤ g(x)− g(0) ∀x ∈ dom g. (2.32)

Deoarece ϕ este continuă şi liniară, există M ≥ 0 astfel ca ϕ(x) ≤ M · ‖x‖
pentru orice x ∈ X0. Aplicând Teorema Hahn-Banach, există x∗ ∈ X ′ astfel
ca x∗|X0 = ϕ şi 〈x, x∗〉 ≤ M · ‖x‖ pentru orice x ∈ X. Prin urmare x∗ ∈ X∗.
În plus, din (2.32), avem că

〈x− 0, x∗〉 = ϕ(x) ≤ g(x)− g(0) = f(x)− f(0) ∀x ∈ dom f = dom g,

şi deci x∗ ∈ ∂f(0).
Dacă dimX < ∞ atunci dimX0 < ∞. Din Teorema 2.2.9 avem că g este

continuă pe int (dom g) = raint (dom f). Concluzia rezultă din prima parte.

Să observăm că ı̂n condiţiile Teoremei 2.4.5 mulţimea ∂f(x) este, ı̂n gene-
ral, nemărginită, şi deci nu este w∗–compactă. Are loc ı̂nsă următorul rezultat;
R.T. Rockafellar a demonstrat valabilitatea acestui rezultat pentru operatori
monotoni.

Teorema 2.4.6 Fie f : X → IR o funcţie convexă proprie şi continuă pe
int (dom f). Atunci ∂f este local mărginită pe int (dom ∂f) = int (dom f).

Demonstraţie. Din Teorema 2.4.3 avem că int (dom f) ⊂ dom ∂f ⊂ dom f ,
de unde rezultă imediat egalitatea din enunţul teoremei. Fie x0 ∈ int (dom f);
cum f este continuă ı̂n x0, din Teorema 2.2.5, rezultă că există M, ρ > 0 astfel
ca

|f(x)− f(y)| ≤ M‖x− y‖ ∀x, y ∈ B(x0, ρ).

Fixând x ∈ B(x0, ρ) şi luând y := x + tu, t ∈ ]0, (ρ− ‖x− x0‖)/(‖u‖+ 1)[ ı̂n
inegalitatea de mai sus, apoi făcând t → 0, obţinem că

f ′+(x; u) ≤ M · ‖u‖ ∀x ∈ B(x0, ρ), ∀u ∈ X,

ceea ce arată că ∂f(B(x0, ρ)) ⊂ D(0,M). Deci concluzia are loc.
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Consecinţa 2.4.4 Fie f : X → IR convexă şi proprie. Presupunem că f este
continuă ı̂n x̄ ∈ dom f . Atunci f este G-diferenţiabilă ı̂n x̄ dacă şi numai
dacă ∂f(x̄) are un singur element (şi anume ∇f(x̄)).

Demonstraţie. Presupunem că f este G-diferenţiabilă ı̂n x̄. Atunci

f ′(x̄; x) = 〈x,∇f(x̄)〉 ∀x ∈ X.

Prin urmare ∂f(x̄) = ∂f ′+(x̄; ·)(0) = {∇f(x̄)}, şi deci ∂f(x̄) are un singur
element (nu s-a folosit continuitatea lui f !).

Presupunem acum că ∂f(x̄) = {x̄∗}. Atunci, din Teorema 2.4.3, avem că

f ′+(x̄; x) = lim
t↓0

f(x̄ + tx)− f(x̄)
t

= 〈x, x̄∗〉 ∀x ∈ X.

Cum
lim
t↑0

f(x̄ + tx)− f(x̄)
t

= −f ′+(x̄;−x) = −〈−x, x̄∗〉 = 〈x, x̄∗〉,

avem că f este G-diferenţiabilă ı̂n x̄ şi ∇f(x̄) = x∗.

În Teorema 2.4.2 am văzut că determinarea ε–subdiferenţialei unei funcţii
convexe ı̂ntr-un punct revine la a calcula subdiferenţiala unei funcţionale sub-
liniare ı̂n origine. De altfel şi alte subdiferenţiale (subdiferenţiala Clarke,
Penot-Michel, etc.), pentru funcţii neconvexe, se introduc prin intermediul
unor funcţionale subliniare. Având ı̂n vedere acest aspect ne propunem să
punem ı̂n evidenţă ı̂n continuare câteva rezultate referitoare la funcţionale
subliniare.

Teorema 2.4.7 Fie f, g : X → IR două funcţionale subliniare.

(i) ∂f(0) 6= ∅ ⇔ f este i.s.c. ı̂n 0;

(ii) f∗ = I∂f(0);

(iii) pentru orice x̄ ∈ dom f şi ε ∈ [0,∞[ avem

∂f(x̄) = {x∗ ∈ ∂f(0) | 〈x̄, x∗〉 = f(x̄)},

∂εf(x̄) = {x∗ ∈ ∂f(0) | 〈x̄, x∗〉 ≥ f(x̄)− ε}, ∂εf(0) = ∂f(0);

(iv) dacă f este i.s.c. ı̂n 0 atunci

f̄(x) = sup{〈x, x∗〉 | x∗ ∈ ∂f(0)} ∀x ∈ X;

(v) Presupunem că f şi g sunt i.s.c. Atunci f ≤ g ⇔ ∂f(0) ⊂ ∂g(0).
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Demonstraţie. (i) Dacă ∂f(0) 6= ∅, din Teorema 2.4.1, avem că f este i.s.c.
ı̂n 0. Presupunem acum că f este i.s.c. ı̂n 0. Atunci f̄(0) = f(0) = 0, şi deci
(0,−1) /∈ epi f = epi f̄ . Deci există (x∗, α) ∈ X∗ × IR şi λ ∈ IR astfel ca

〈x, x∗〉+ αt < λ < −α ∀ (x, t) ∈ epi f.

Cum (0, 0) ∈ epi f, 0 < −α, şi deci putem presupune că α = −1. Prin urmare
〈x, x∗〉 − f(x) ≤ λ pentru orice x ∈ dom f . Deoarece dom f este con, avem că
〈x, x∗〉 ≤ f(x) pentru orice x ∈ dom f , adică x∗ ∈ ∂f(0) (6= ∅ ).

(ii) Pentru orice x∗ ∈ X∗ avem că

f∗(x∗) = sup{〈x, x∗〉 − f(x) | x ∈ dom f} ≥ 〈0, x∗〉 − f(0) = 0.

Dacă x∗ ∈ ∂f(0), 〈x, x∗〉 ≤ f(x) pentru orice x ∈ dom f ; deci f∗(x∗) = 0.
Dacă x∗ /∈ ∂f(0), există x̄ ∈ X astfel ca 〈x̄, x∗〉 > f(x̄). În acest caz

f∗(x∗) ≥ sup{〈tx̄, x∗〉 − f(tx̄) | t > 0} = sup{t(〈x̄, x∗〉 − f(x̄) ) | t > 0} = ∞.

(iii) Fie x̄ ∈ dom f şi ε ≥ 0. Dacă x∗ ∈ ∂f(0) şi 〈x̄, x∗〉 ≥ f(x̄)− ε atunci

〈x− x̄, x∗〉 = 〈x, x∗〉 − 〈x̄, x∗〉 ≤ f(x)− f(x̄) + ε ∀x ∈ X,

adică x∗ ∈ ∂εf(x̄). Invers, luând x∗ ∈ ∂εf(x̄), are loc inegalitatea de mai sus.
Pentru x = 0 obţinem că 〈x̄, x∗〉 ≥ f(x̄) − ε, iar pentru x := x̄ + tu, t > 0 şi
u ∈ X, obţinem

t〈u, x∗〉 ≤ f(x̄ + tu)− f(x̄) + ε ≤ f(x̄) + tf(u)− f(x̄) + ε = tf(u) + ε.

Împărţind prin t > 0 şi făcând t →∞ obţinem că 〈u, x∗〉 ≤ f(u) pentru orice
u ∈ X, adică x∗ ∈ ∂f(0).

Pentru ε = 0 obţinem

∂f(x̄) = {x∗ ∈ ∂f(0) | 〈x̄, x∗〉 ≥ f(x̄)} = {x∗ ∈ ∂f(0) | 〈x̄, x∗〉 = f(x̄)},
iar pentru x̄ = 0 obţinem

∂εf(0) = {x∗ ∈ ∂f(0) | 〈0, x∗〉 ≥ f(0)− ε} = ∂f(0).

(iv) Presupunem că f este i.s.c. ı̂n 0. Atunci f̄(0) = f(0) = 0. Utilizând
Teorema 2.3.3 avem că f∗∗ = f̄ . Prin urmare

f̄(x) = sup{〈x, x∗〉 − f∗(x∗) | x∗ ∈ X∗} = sup{〈x, x∗〉 | x∗ ∈ ∂f(0)}.
(v) Este evident că ∂f(0) ⊂ ∂g(0) dacă f ≤ g. Implicaţia inversă rezultă

imediat utilizând punctul precedent.
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Consecinţa 2.4.5 Fie f : (X, ‖ ‖) → IR, f(x) := ‖x‖, şi x̄ ∈ X. Atunci

f∗ = IU∗ , ∂f(0) = U∗, ∂f(x̄) = {x∗ ∈ U∗ | 〈x̄, x∗〉 = ‖x̄‖}.

Demonstraţie. Formulele de mai sus se obţin imediat utilizând teorema
precedentă.

Subdiferenţiala normei are o interpretare geometrică interesantă. Am
văzut că un hiperplan este o mulţime de forma Hϕ,α := {x ∈ X | 〈x, ϕ〉 = α},
unde ϕ ∈ X∗\{0} şi α ∈ IR; dacă dimX ≥ 1, Hϕ,α 6= ∅. Deoarece pentru orice
β 6= 0, Hβϕ,βα = Hϕ,α, putem presupune ı̂ntotdeauna că ϕ ∈ S∗ şi α ≥ 0.
Se constată cu uşurinţă (exerciţiu !) că dacă ϕ,ϕ′ ∈ S∗, α, α′ > 0 atunci
Hϕ,α = Hϕ′,α′ dacă şi numai dacă ϕ = ϕ′, α = α′. Putem da acum inter-
pretarea geometrică a subdiferenţialei normei: fie x̄ ∈ S, x∗ ∈ S∗ şi α ≥ 0;
atunci

Hx∗,α este hiperplan de sprijin la U ı̂n x̄ ⇔ α = 1 şi x∗ ∈ ∂‖ ‖(x̄).

Prin urmare mulţimea hiperplanelor de sprijin la U ı̂n x̄ ∈ S este {Hx∗,1 |
x∗ ∈ ∂‖ ‖(x̄)} (exerciţiu !). Dacă ı̂n orice punct din S sfera unitate U are
un singur hiperplan de sprijin, spunem că (X, ‖ ‖) este neted; să observăm că
aceasta este o proprietate geometrică (a normei) şi nu topologică. Proprietatea
duală, după cum vom vedea puţin mai târziu, este cea de spaţiu strict convex.
Spunem că (X, ‖ ‖) este strict convex dacă

∀x, y ∈ X, x 6= y, ‖x‖ = ‖y‖ = 1 : ‖1
2(x + y)‖ < 1.

Desigur, condiţia de mai sus este echivalentă cu faptul că 1
2(x+y) ∈ B pentru

orice x, y ∈ U, x 6= y.
Un alt exemplu de aplicaţie subliniară este dat ı̂n rezultatul următor.

Consecinţa 2.4.6 Fie f : IRk → IR, f(x) := max{x1, . . . , xk} şi x̄ ∈ IRk,
unde k ∈ IN∗. Atunci

∂f(0) = {y ∈ IRk | yi ≥ 0, y1 + · · ·+ yk = 1}, f∗ = I∂f(0)

şi

∂εf(x̄)

=
{

y ∈ IRk
∣∣∣ yi ≥ 0, y1 + · · ·+ yk = 1, x̄1y1 + · · ·+ x̄kyk ≥ f(x̄)− ε

}
.
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Demonstraţie. Este evident că f este subliniară şi continuă. În plus

y ∈ ∂f(0) ⇔ x1y1 + · · ·+ xkyk ≤ max{x1, . . . , xk} ∀x ∈ IRk.

Luând xj = 0 pentru j 6= i şi xi = −1, obţinem că −yi ≤ 0, adică yi ≥ 0 pentru
orice i. Luând acum xi = x ∈ IR pentru orice i, obţinem că x(y1+ · · ·+yk) ≤ x
pentru orice x , şi deci y1 + · · ·+ yk = 1. Prin urmare

∂f(0) ⊂ {y ∈ IRk | yi ≥ 0, y1 + · · ·+ yk = 1}.
Incluziunea inversă este imediată. Celelalte relaţii rezultă direct din teorema
precedentă.

În rezultatul următor punem ı̂n evidenţă câteva proprietăţi ale funcţiei
1
p‖ ‖p; de asemenea punem ı̂n evidenţă şi legătura acesteia cu unele proprietăţi
geometrice ale spaţiului normat X.

Teorema 2.4.8 Fie (X, ‖ ‖) spaţiu normat, p, q ∈ ]1,∞[, 1
p+ 1

q = 1, şi funcţia
fp : X → IR, fp(x) := 1

p‖x‖p. Atunci

(i) fp este funcţie convexă şi continuă;

(ii) fp
∗(x∗) = 1

q‖x∗‖q ∀x∗ ∈ X∗;

(iii) ∂fp(x) = {x∗ ∈ X∗ | 〈x, x∗〉 = ‖x‖p = ‖x∗‖q} = ‖x‖p−1 · ∂‖ ‖(x),
∂fp(−x) = −∂fp(x), ∂fp(tx) = tp−1∂fp(x) pentru orice x ∈ X şi t ∈ [0,∞[.

(iv) Următoarele afirmaţii sunt echivalente: a) X este neted, b) fp este
G-diferenţiabilă pe X, c) ‖ ‖ este G-diferenţiabilă pe X \ {0}.

(v) Următoarele afirmaţii sunt echivalente: a) X este strict convex, b) fp

este strict convexă, c) ∂fp este strict monotonă, d) ∂fp(x)∩∂fp(y) = ∅ pentru
orice x, y ∈ X, x 6= y.

(vi) X este reflexiv ⇔ Im ∂fp = X∗.

Demonstraţie. (i) Observăm că fp = ϕp ◦ ‖ ‖, unde ϕp : IR → IR este
definită prin ϕp(t) := 1

p |t|p. Deoarece ϕp este derivabilă pe IR şi derivata sa
este strict crescătoare, din Teorema 2.1.5, ϕp este strict convexă; ı̂n plus ϕp

este strict crescătoare pe [0,∞[. Fie x, y ∈ X şi λ ∈ ]0, 1[. Atunci

fp(λx + (1− λ)y) = 1
p‖λx + (1− λ)y‖p ≤ 1

p (λ‖x‖+ (1− λ)‖y‖)p

≤ 1
p (λ‖x‖p + (1− λ)‖y‖p) ≤ λfp(x) + (1− λ)fp(y),

penultima inegalitate fiind strictă dacă ‖x‖ 6= ‖y‖. Deci fp este convexă. Este
evident că fp este continuă.
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(ii) Avem că

f∗p (x∗) = sup
x∈X

(
〈x, x∗〉 − 1

p
‖x‖p

)
= sup

x∈X

(
|〈x, x∗〉| − 1

p
‖x‖p

)

= sup
x∈S

sup
t≥0

(
t|〈x, x∗〉| − 1

p
tp

)

= sup
x∈S

(
|〈x, x∗〉| · |〈x, x∗〉| 1

p−1 − 1
p
|〈x, x∗〉| p

p−1

)

=
1
q

sup
x∈S

|〈x, x∗〉|q =
1
q
‖x∗‖q.

(iii) Este ştiut, şi uşor de dovedit, că dacă a, b ≥ 0, ab ≤ 1
pap + 1

q bq,
egalitatea având loc dacă şi numai dacă ap = bq. Fie x ∈ X, x∗ ∈ X∗; atunci

〈x, x∗〉 ≤ |〈x, x∗〉| ≤ ‖x‖ · ‖x∗‖ ≤ 1
p‖x‖p + 1

q‖x∗‖q,

având peste tot egalitate dacă şi numai dacă 〈x, x∗〉 = ‖x‖p = ‖x∗‖q. Relaţia
∂fp(x) = {x∗ ∈ X∗ | 〈x, x∗〉 = ‖x‖p = ‖x∗‖q} se obţine acum imediat, uti-
lizând (ii) şi punctul (iii) al Teoremei 2.4.2. Celelalte relaţii sunt evidente.

(iv) Deoarece funcţiile fp şi ‖ ‖ sunt continue, utilizând Consecinţa 2.4.4,
ele sunt G-diferenţiabile ı̂n x ∈ X dacă şi numai dacă au un singur subgradient
ı̂n x. Ţinând seama de faptul că ∂fp(0) = {0} şi ∂fp(x) = ‖x‖p−1∂‖ ‖(x) pen-
tru x 6= 0, avem că b) ⇔ c), iar din expresia mulţimii hiperplanelor de sprijin
la U ı̂ntr-un punct din S, dată după Consecinţa 2.4.5, c) ⇒ a). Invers, dacă X
este neted atunci, utilizând aceeaşi formulă pentru mulţimea hiperplanelor de
sprijin menţionată mai sus, ∂‖ ‖(x) are un singur element pentru orice x ∈ S;
utilizând formulele de la punctul (ii) obţinem că ∂fp(x) are un singur element
pentru orice x ∈ X, şi deci a) ⇒ b).

(v) a) ⇒ b) Presupunem că X este strict convex, şi fie x, y ∈ X, x 6= y,
λ ∈ ]0, 1[. Am văzut la punctul (i) că

fp(λx + (1− λ)y) < λfp(x) + (1− λ)fp(y),

dacă ‖x‖ 6= ‖y‖. Fie deci ‖x‖ = ‖y‖ =: ρ; desigur ρ > 0 (altfel x = y = 0 !).
Vrem să arătăm că ‖θ(λ)‖ < ρ, unde θ(µ) := µx + (1 − µ)y. Considerăm
ε := min{λ, 1 − λ} > 0. Este evident că ‖θ(λ − ε)‖ ≤ ρ, ‖θ(λ + ε)‖ ≤ ρ şi
θ(λ) = 1

2θ(λ− ε) + 1
2θ(λ + ε); ı̂n plus θ(λ− ε) 6= θ(λ + ε). Obţinem astfel că

‖θ(λ)‖ < ρ. Deci

fp(λx + (1− λ)y) = 1
p‖λx + (1− λ)y‖p < 1

p(λ‖x‖+ (1− λ)‖y‖)p

= 1
p‖x‖p = λfp(x) + (1− λ)fp(y).
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Implicaţia b)⇒ c) rezultă din punctul (iv) al Teoremei 2.4.2, iar implicaţia
c) ⇒ d) este evidentă.

d) ⇒ a) Fie x, y ∈ S, x 6= y. Presupunem că 1
2(x + y) ∈ S; considerăm

x∗ ∈ ∂fp(x+y
2 ) (există deoarece fp este continuă). Atunci

1 = ‖1
2(x + y)‖p = ‖x∗‖q =

〈
1
2(x + y), x∗

〉
≤ 1

2‖x‖ · ‖x∗‖+ 1
2‖y‖ · ‖x∗‖ = 1.

Prin urmare

1 = ‖x‖p = ‖x∗‖q = 〈x, x∗〉, 1 = ‖y‖p = ‖x∗‖q = 〈y, x∗〉,

şi deci x∗ ∈ ∂fp(x) ∩ ∂fp(y), contradicţie. Deci ‖1
2(x + y)‖ < 1, ceea ce arată

că X este strict convex.
(vi) Presupunem că X este reflexiv şi fie x∗ ∈ X∗. Considerăm funcţia

g : X → IR, g(x) := fp(x)− 〈x, x∗〉. Este evident că g este convexă, continuă
şi g(x) ≥ 1

p‖x‖p − ‖x‖ · ‖x∗‖; prin urmare lim‖x‖→∞ g(x) = ∞. Rezultă
că mulţimea K := {x ∈ X | g(x) ≤ 1} este mărginită, convexă şi ı̂nchisă.
Deoarece X este reflexiv K este w–compactă. Deoarece g este w-i.s.c., din
Teorema lui Weierstrass (Teorema 1.1.17), există x̄ ∈ K astfel ca g(x̄) ≤
g(x) ≤ 1 pentru orice x ∈ K. Cum g(x) > 1 pentru x ∈ X \ K, avem că
g(x̄) ≤ g(x) pentru orice x ∈ X, adică 〈x − x̄, x∗〉 ≤ fp(x) − fp(x̄). Această
relaţie arată că x∗ ∈ ∂fp(x̄). Am obţinut astfel că Im ∂fp = X∗.

Invers, presupunem că Im ∂fp = X∗. Fie x∗ ∈ X∗; ţinând seama de
Teorema lui James (Teorema 1.8.4), trebuie să arătăm că x∗ ı̂şi atinge supremul
pe U . Desigur, putem presupune că ‖x∗‖ = 1. Din ipoteză există x̄ ∈ X astfel
ca x∗ ∈ ∂fp(x̄). Deci

〈x̄, x∗〉 = ‖x̄‖p = ‖x∗‖q = 1 ≥ 〈x, x∗〉 ∀x ∈ U.

Prin urmare x̄ ∈ U , şi deci x∗ ı̂şi atinge supremul pe U ı̂n x̄.

Aplicaţia multivocă FX := ∂f2 : X → P(X∗) se numeşte aplicaţia de
dualitate a lui X. Prin urmare

FX(x) =
{
x∗ ∈ X∗ | 〈x, x∗〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2

}
.

Dacă (X, 〈 , 〉) este spaţiu Hilbert, aplicaţia de dualitate a lui X este funcţia
F X pusă ı̂n evidenţă ı̂n Teorema lui Riesz (Teorema 1.9.3); dacă X∗ este
identificat cu X atunci aplicaţia de dualitate a lui X este aplicaţia identică.

Referitor la stricta convexitate, respectiv netezimea, spaţiilor normate are
loc următorul rezultat.
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Teorema 2.4.9 Fie (X, ‖ ‖) un spaţiu normat şi X∗ ı̂nzestrat cu norma
duală. Dacă X∗ este neted (strict convex) atunci X este strict convex (neted).
Dacă X este spaţiu Banach reflexiv atunci X∗ este neted (strict convex) dacă
şi numai dacă X este strict convex (neted).

Demonstraţie. Fie pentru ı̂nceput X∗ spaţiu neted şi x, y ∈ S, x 6= y;
presupunem că 1

2(x + y) ∈ S. Luând x̄∗ ∈ FX(x+y
2 ), ca ı̂n demonstraţia

punctului (v) din teorema precedentă, obţinem că

1 = ‖x‖2 = ‖y‖2 = ‖x̄∗‖2 = 〈x, x̄∗〉 = 〈y, x̄∗〉.
Prin urmare {x∗ ∈ X∗ | 〈x, x∗〉 = 1} şi {x∗ ∈ X∗ | 〈y, x∗〉 = 1} sunt hiperplane
de sprijin, distincte, la U∗ ı̂n x̄∗ ∈ S∗, ceea ce contrazice faptul că X∗ este
neted. Deci X este strict convex.

Presupunem acum că X∗ este strict convex, dar X nu este neted. Atunci
există x∗, y∗ ∈ S∗ astfel că {x ∈ X | 〈x, x∗〉 = 1} şi {x ∈ X | 〈x, y∗〉 = 1} sunt
hiperplane de sprijin, distincte, la U ı̂n x̄. Deci x∗ 6= y∗ şi

1 = 〈x̄, x∗〉 = 〈x̄, y∗〉 =
〈
x̄, 1

2(x∗ + y∗)
〉
≤ ‖x̄‖·‖1

2(x∗+y∗)‖ = ‖1
2(x∗+y∗)‖ ≤ 1.

Prin urmare ‖1
2(x∗ + y∗)‖ = 1, ceea ce contrazice faptul că X∗ este strict

convex. Deci X este neted.
Dacă X este reflexiv şi X este strict convex (neted) atunci X∗∗ este strict

convex (neted) şi deci, din prima parte, obţinem că X∗ este neted (strict
convex).

Desigur, atât pentru conjugate cât şi pentru ε–subdiferenţiale este de dorit
să avem cât mai multe formule de calcul. Există un puternic set de astfel de
formule pe care le vom pune ı̂n evidenţă ı̂n paragrafele următoare.

2.5 Problema generală a programării convexe

Prin problemă de programare convexă ı̂nţelegem problema minimizării unei
funcţii convexe f : X → IR, numită funcţie obiectiv , pe o mulţime convexă
C ⊂ X, numită mulţimea soluţiilor admisibile sau a restricţiilor. Vom nota
această problemă prin

(P ) min f(x), x ∈ C.

Desigur, pentru formularea acestei probleme X trebuie să fie un spaţiu liniar,
ı̂nsă pentru a obţine rezultate consistente presupunem ı̂n continuare că X este
spaţiu liniar normat, deşi multe rezultate se pot stabili ı̂n spaţii local convexe
separate.
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Problemei (P ) i se poate asocia o problemă (aparent) fără restricţii:

(P̃ ) min f̃(x), x ∈ X,

unde f̃ := f + IC .
Pentru ca problema (P ) să nu fie trivială este firească ipoteza C∩dom f 6= ∅

(⇔ dom f̃ 6= ∅) şi f nu ia valoarea −∞ pe C (adică f̃ nu ia valoarea −∞).
Se numeşte valoarea problemei (P ) elementul

v(P ) = v(f, C) := inf{f(x) | x ∈ C} ∈ IR;

se numeşte soluţie (optimă) a problemei (P ) un element x̄ ∈ C cu proprietatea
că f(x̄) = v(P ), ceea ce revine la faptul că x̄ este un punct de minim (global)
pentru funcţia f̃ . Notăm prin S(P ) sau S(f, C) mulţimea soluţiilor optime
ale problemei (P ). Prin urmare

S(P ) = {x̄ ∈ C | f(x̄) ≤ f(x) ∀x ∈ C} = {x̄ ∈ X | f̃(x̄) ≤ f̃(x) ∀x ∈ X}
= S(P̃ )

dacă C ∩ dom f 6= ∅.
Desigur, o problemă importantă este aceea a existenţei soluţiilor pentru

(P ), respectiv (P̃ ). Sursa cea mai importantă pentru obţinerea existenţei unei
soluţii pentru (P ) este Teorema lui Weierstrass (Teorema 1.1.17). În acest
sens are loc următorul rezultat.

Teorema 2.5.1 Fie f : X → IR o funcţie convexă, proprie şi i.s.c.

(i) Dacă există λ > v(f, X) astfel ca nivλf să fie w–compactă atunci
S(f,X) 6= ∅.

(ii) Dacă X este spaţiu Banach reflexiv şi lim‖x‖→∞ f(x) = ∞ atunci
S(f,X) 6= ∅.

Demonstraţie. (i) Dacă λ > v(f,X), este evident că v(f, X) = v(f, nivλf )
şi S(f, X) = S(f, nivλf ). Deoarece f este i.s.c., f este w–i.s.c. Concluzia
urmează din Teorema 1.1.17 aplicată funcţiei f |nivλf .

(ii) Condiţia de coercivitate lim‖x‖→∞ f(x) = ∞ implică (de fapt este
echivalentă cu) faptul că nivλf este mărginită pentru orice λ ∈ IR. Cum nivλf
este w–̂ınchisă, iar X este spaţiu reflexiv, din Teorema 1.8.4, avem că nivλf
este w–compactă pentru orice λ ∈ IR. Concluzia rezultă din (i).

Rezultatele stabilite ı̂n Teorema 2.5.1 se pot reformula imediat pentru
problema (P ). Există condiţii suficiente, formulate direct pentru (P ), prin
intermediul funcţiei de recesie a lui f şi a conului de recesie (sau asimptotic)
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al mulţimii C, care de fapt antrenează coercivitatea funcţiei f̃ ; nu studiem
aceste noţiuni şi rezultate ı̂n cele ce urmează.

O altă problemă importantă ı̂n teoria optimizării este cea a unicităţii
soluţiei atunci când există. Următorul rezultat dă informaţii ı̂n acest sens.

Teorema 2.5.2 Fie f : X → IR o funcţie convexă şi proprie. Atunci S(f, X)
este mulţime convexă. În plus, dacă f este strict convexă atunci S(f,X) are
cel mult un element.

Demonstraţie. Fie x̄ ∈ S(f,X). Atunci S(f, X) = nivf(x̄)f , şi deci S(f, X)
este convexă.

Fie acum f strict convexă, şi presupunem că S(f, X) conţine elementele
distincte x1, x2; deoarece f este proprie, S(f,X) ⊂ dom f . Obţinem astfel că

v(f, X) ≤ f
(

1
2x1 + 1

2x2

)
< 1

2f(x1) + 1
2f(x2) = v(f, X),

absurd. Prin urmare S(f,X) are cel mult un element.

După cum se ştie, procedeul practic de determinare a punctelor de extrem
ale unei funcţii constă ı̂n determinarea punctelor care verifică condiţiile nece-
sare de extrem şi apoi de a reţine pe acelea care verifică condiţiile suficiente
de extrem. În programarea convexă, sub forma ei generală, condiţia necesară
de minim este foarte simplă.

Teorema 2.5.3 Fie f : X → IR o funcţie convexă şi proprie. Atunci x̄ ∈ X
este punct de minim (global) pentru f dacă şi numai dacă 0 ∈ ∂f(x̄).

Demonstraţie. Într-adevăr,

f(x̄) ≤ f(x) ∀x ∈ X ⇔ [x̄ ∈ dom f şi 0 ≤ f(x)− f(x̄) ∀x ∈ X]
⇔ 0 ∈ ∂f(x̄),

adică are loc concluzia.
Prin urmare, ı̂n programarea convexă condiţia necesară de minim este şi

condiţie suficientă.
De multe ori interesează şi soluţii de optim local; dacă g : X → IR, spunem

că x̄ ∈ X este un punct de minim (maxim) local dacă există V ∈ V(x̄) astfel ca
f(x̄) ≤ f(x) pentru orice x ∈ V (f(x̄) ≥ f(x) pentru orice x ∈ V ). Problemele
convexe de programare mai au ı̂nsă o particularitate.

Teorema 2.5.4 Fie f : X → IR o funcţie convexă.

(i) Dacă x̄ ∈ dom f este punct de minim local pentru f atunci x̄ este punct
de minim global;
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(ii) dacă x̄ ∈ dom f este punct de maxim local pentru f atunci x̄ este punct
de minim global pentru f .

Demonstraţie. (i) Prin ipoteză există V ∈ V(x̄) astfel ca f(x̄) ≤ f(x)
pentru orice x ∈ V . Presupunem că există x ∈ X astfel ca f(x) < f(x̄); deci
f(x̄) ∈ IR. Deoarece V ∈ V(x̄), există λ ∈ ]0, 1[ astfel ca y := (1−λ)x̄+λx ∈ V .
Atunci

f(x̄) ≤ f(y) = f((1− λ)x̄ + λx) ≤ (1− λ)f(x̄) + λf(x),

şi deci λf(x̄) ≤ λf(x), absurd. Prin urmare x̄ este punct de minim global
pentru f .

(ii) Din ipoteză, există o vecinătate convexă şi simetrică a originii, notată
U , astfel ca f(x̄ + u) ≤ f(x̄) pentru orice u ∈ U . Dacă f(x̄) = −∞ este clar
că x̄ este punct de minim global al lui f . Presupunem că f(x̄) ∈ IR (şi deci f
este proprie deoarece x̄ ∈ int (dom f)). Avem că

f(x̄) = f
(

1
2(x̄ + u) + 1

2(x̄− u)
)
≤ 1

2f(x̄ + u) + 1
2f(x̄− u) ≤ f(x̄) ∀u ∈ U.

Prin urmare f(x) = f(x̄) ≥ f(x̄) pentru orice x ∈ x̄ + U ∈ V(x̄). Deci x̄ este
punct de minim global pentru f .

Acest rezultat explică de ce ı̂n probleme de programare convexă se caută
numai punctele de minim global.

În probleme practice, rezolvate numeric pe calculator, de cele mai multe
ori nu se pot determina chiar soluţiile optime (deoarece se lucrează cu valori
rotunjite). Un exemplu simplu ı̂n acest sens este problema minimizării funcţiei
f : IR → IR, f(x) := (x − π)2; nici un calculator nu va da soluţia exactă, π,
a acestei probleme. Având ı̂n vedere acest fapt, este utilă noţiunea de soluţie
aproximativă. Mai exact, dacă ε ∈ [0,∞[, spunem că x̄ ∈ C este ε–soluţie
(optimă) a problemei (P ) dacă f(x̄) ≤ f(x) + ε pentru orice x ∈ C; notăm
prin Sε(P ) sau Sε(f, C) mulţimea ε–soluţiilor problemei (P ). Este evident că
dacă C ∩dom f 6= ∅ atunci Sε(f, C) = Sε(f̃ , X); ı̂n plus, dacă f este proprie şi
Sε(f, C) 6= ∅ atunci v(f, C) ∈ IR, iar Sε(f, C) = {x ∈ C | f(x) ≤ v(f, C) + ε}.
Referitor la ε–soluţii are loc următorul rezultat.

Teorema 2.5.5 Fie f : X → IR o funcţie convexă şi proprie, x̄ ∈ dom f şi
ε ∈ ]0,∞[. Atunci Sε(f, X) este convexă, iar dacă f este mărginită inferior,
Sε(f, X) este nevidă. În plus, x̄ ∈ Sε(f,X) dacă şi numai dacă 0 ∈ ∂εf(x̄).
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2.6 Probleme perturbate

S-a dovedit deosebit de utilă, ceea ce vom vedea şi ı̂n paragrafele următoare,
ı̂nglobarea problemei

(P ) min f(x), x ∈ X

ı̂ntr-o familie de probleme.
În cele ce urmează X, Y sunt spaţii normate (deşi, din nou, cele mai multe

rezultate sunt valabile ı̂n spaţii local convexe separate), iar f : X → IR.
Considerăm o funcţie F : X × Y → IR cu proprietatea că f(x) = F (x, 0)

pentru orice x ∈ X, numită funcţie de perturbare. Pentru fiecare y ∈ Y
considerăm problema

(Py) min F (x, y), x ∈ X.

Este evident că problema (P ) coincide cu (P0).
Pentru a nu ieşi din cadrul convex, presupunem că F este funcţie convexă

şi proprie. Desigur, dacă f : X → IR este convexă şi proprie, ı̂ntotdeauna
putem găsi o funcţie F cu proprietăţile cerute: F (x, y) := f(x) pentru orice
(x, y) ∈ X×Y . Pentru a obţine rezultate utile vom alege funcţii de perturbare
adecvate, ceea ce se va vedea ı̂n continuare.

Fie deci F : X × Y → IR o funcţie convexă, proprie şi

h : Y → IR, h(y) := inf
x∈X

F (x, y) = v(Py).

Funcţia h se numeşte funcţia valoare sau marginală asociată problemelor (Py).
Are loc următorul rezultat.

Teorema 2.6.1 Fie F : X × Y → IR funcţie convexă, proprie şi h funcţia
marginală asociată lui F . Atunci h este convexă, domh = PrY (domF ) şi

h(y) = inf{t ∈ IR | ∃x ∈ X : F (x, y) ≤ t}
= inf {t ∈ IR | (y, t) ∈ PrY×IR(epiF )} .

Demonstraţie. Fie A := PrY×IR(epiF ); deoarece epiF este mulţime con-
vexă, iar PrY×IR este operator liniar, mulţimea A este convexă. Dorim să
arătăm că h = ϕA; dacă reuşim acest lucru obţinem că

domh = PrY (A) = PrY (PrY×IR(epiF ) )
= PrY (epiF ) = PrY (PrX×Y (epiF ) )
= PrY (domF ),

şi că h este convexă.
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Fie deci y ∈ Y şi τ ∈ IR astfel ca ϕA(y) < τ ; există t ∈ IR astfel ca
(y, t) ∈ A şi t < τ . Din definiţia lui A, există x ∈ X astfel ca (x, y, t) ∈ epi F .
Prin urmare h(y) ≤ F (x, y) ≤ t < τ . Cum τ > ϕA(y) este arbitrar, obţinem
că h(y) ≤ ϕA(y). Fie acum h(y) < τ . Din definiţia lui h, există x ∈ X astfel
ca F (x, y) < τ . Atunci (x, y, τ) ∈ epiF , de unde obţinem că (y, τ) ∈ A, şi deci
ϕA(y) ≤ τ . Prin urmare avem şi ϕA(y) ≤ h(y). Am obţinut astfel că h = ϕA.
Demonstraţia este completă.

Din cele arătate mai sus avem că (a se vedea şi Secţiunea 1.1)

PrY×IR(epiF ) ⊂ epih ⊂ PrY×IR(epiF ),

relaţie care se poate dovedi utilă ı̂n multe situaţii.
Problemei

(P ) minF (x, 0), x ∈ X,

numită şi problemă primală, i se asociază ı̂n mod firesc (după ce avem un pic
de experienţă) următoarea problemă duală

(D) max (−F ∗(0, y∗) ) , y∗ ∈ Y ∗.

Este evident că (D) este echivalentă cu problema de programare convexă

(D′) minF ∗(0, y∗), y∗ ∈ Y ∗.

Echivalenţa este ı̂nţeleasă ı̂n sensul că problemele (D) şi (D′) au aceleaşi
(ε–)soluţii; ı̂n plus v(D′) = −v(D) (desigur, pentru o problemă de maximi-
zare noţiunile de (ε–)soluţie, soluţie locală şi valoare se definesc ı̂n mod dual
celor pentru probleme de minimizare). Este bine să observăm că (D′) este de
acelaşi tip cu (P ). În rezultatul următor punem ı̂n evidenţă câteva proprietăţi
ce leagă problemele (P ), (D) şi funcţia h.

Teorema 2.6.2 Fie F : X × Y → IR funcţie convexă şi proprie, iar h funcţia
marginală asociată lui F . Atunci:

(i) h∗(y∗) = F ∗(0, y∗) ∀ y∗ ∈ Y ∗;

(ii) v(P ) = h(0) şi v(D) = h∗∗(0). Prin urmare v(P ) ≥ v(D), adică are
loc dualitate slabă;

(iii) fie x̄ ∈ X şi ȳ∗ ∈ Y ∗. Atunci (0, ȳ∗) ∈ ∂F (x̄, 0) dacă şi numai dacă x̄
este soluţie pentru (P ), ȳ∗ este soluţie pentru (D) şi v(P ) = v(D) ∈ IR;

(iv) h(0) ∈ IR şi h este i.s.c. ı̂n 0 ⇔ v(P ) = v(D) ∈ IR, adică are loc
dualitate tare;
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(v) h(0) ∈ IR şi ∂h(0) 6= ∅ ⇔ v(P ) = v(D) ∈ IR şi (D) are soluţii
optime. În această situaţie S(D) = ∂h(0).

(vi) [ h̄ este proprie ] ⇔ [ h∗ este proprie ] ⇔ [ h este minorată de o
funcţională afină continuă ] ⇔

∃ ȳ∗ ∈ Y ∗, ∃α ∈ IR, ∀ (x, y) ∈ X × Y : F (x, y) ≥ 〈y, ȳ∗〉+ α. (2.33)

Demonstraţie. (i) Avem că

h∗(y∗) = sup
y∈Y

(〈y, y∗〉 − h(y) ) = sup
y∈Y

(
〈y, y∗〉 − inf

x∈X
F (x, y)

)

= sup
y∈Y

sup
x∈X

(〈y, y∗〉 − F (x, y) ) = sup
(x,y)∈X×Y

(〈x, 0〉+ 〈y, y∗〉 − F (x, y) )

= F ∗(0, y∗).

(ii) Este evident că v(P ) = h(0), iar

v(D) = sup
y∗∈Y ∗

(−F ∗(0, y∗) ) = sup
y∗∈Y ∗

(〈0, y∗〉 − h∗(y∗) = h∗∗(0).

Deci v(P ) ≥ v(D).
(iii) Dacă (0, ȳ∗) ∈ ∂F (x̄, 0) atunci

v(P ) = h(0) ≤ F (x̄, 0) = −F ∗(0, ȳ∗) ≤ v(D) = h∗∗(0) ≤ h(0);

deci x̄ este soluţie pentru (P ), ȳ∗ este soluţie pentru (D) şi v(P ) = v(D) ∈ IR.
Invers, dacă această ultimă afirmaţie are loc atunci

−F ∗(0, ȳ∗) = h∗∗(0) = h(0) = F (x̄, 0) ∈ IR,

şi deci
(x̄, 0) ∈ domF şi F (x̄, 0) + F ∗(0, ȳ∗) = 〈x̄, 0〉+ 〈0, ȳ∗〉,

ceea ce arată că (0, ȳ∗) ∈ ∂F (x̄, 0).
(iv) Dacă h este i.s.c. ı̂n 0 şi h(0) ∈ IR atunci h̄(0) ∈ IR, şi deci h∗∗ = h̄.

Prin urmare v(D) = h∗∗(0) = h(0) = v(P ) ∈ IR. Invers, dacă această ultimă
relaţie are loc atunci avem că h̄(0) = h(0), adică h este i.s.c. ı̂n 0. Concluzia
are loc.

(v) Presupunem că h(0) ∈ IR şi ∂h(0) 6= ∅; atunci h este i.s.c. ı̂n 0, iar din
(iv) avem că v(P ) = v(D) ∈ IR. Fie ȳ∗ ∈ ∂h(0). Atunci h(0) + h∗(ȳ∗) = 0, şi
deci

v(D) = v(P ) = h(0) = −h∗(ȳ∗) = −F ∗(0, ȳ∗) ≥ −F ∗(0, y∗) ∀ y∗ ∈ Y ∗.
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Prin urmare ∅ 6= ∂h(0) ⊂ S(D). Invers, presupunem că v(P ) = v(D) ∈ IR şi
(D) are soluţii. Fie ȳ∗ ∈ S(D). Atunci h(0) = h∗∗(0) = −h∗(ȳ∗) ∈ IR, şi deci
ȳ∗ ∈ ∂h(0). Am obţinut astfel că ∅ 6= S(D) ⊂ ∂h(0).

(vi) Echivalenţele menţionate sunt evidente deoarece h̄ este convexă, iar
dom h̄ 6= ∅.

Spunem că problema (P ) este normală dacă v(P ) = v(D) ∈ IR, iar (P )
este stabilă dacă v(P ) = v(D) ∈ IR şi (D) are soluţii optime. Teorema 2.6.2
furnizează caracterizări ale acestor noţiuni.

În rezultatul următor punem ı̂n evidenţă formule pentru ∂εh(y) şi ∂εh
∗(y∗)

ı̂n cazul ı̂n care h este proprie.

Teorema 2.6.3 Fie F : X ×Y → IR funcţie convexă proprie satisfăcând con-
diţia (2.33) şi ε ∈ [0,∞[. Atunci

(i) pentru orice y ∈ domh,

∂εh(y) =
⋂

η>0

⋃
x∈X

{y∗ | (0, y∗) ∈ ∂ε+ηF (x, y)}
=

⋂

η>0

⋂

F (x,y)≤h(y)+η

{y∗ | (0, y∗) ∈ ∂ε+ηF (x, y)} ,

(ii) iar pentru orice y∗ ∈ domh∗,

∂εh
∗(y∗) =

⋂
η>0

cl {y ∈ Y | ∃x ∈ X : (0, y∗) ∈ ∂ε+ηF (x, y)} .

Demonstraţie. Este evident că
⋂

η>0

⋂

F (x,y)≤h(y)+η

{y∗ | (0, y∗) ∈ ∂ε+ηF (x, y)}

⊂
⋂

η>0

⋃
x∈X

{y∗ | (0, y∗) ∈ ∂ε+ηF (x, y)}
⊂ ∂εh(y).

Fie y∗ ∈ ∂εh(y), adică h(y) + h∗(y∗) ≤ 〈y, y∗〉 + ε, η > 0, şi x ∈ X astfel ca
F (x, y) ≤ h(y) + η. Atunci

F (x, y) + F ∗(0, y∗) ≤ h(y) + η + h∗(y∗) ≤ 〈y, y∗〉+ ε + η,

adică (0, y∗) ∈ ∂ε+ηF (x, y). Obţinem astfel că

∂εh(y) ⊂
⋂

η>0

⋂

F (x,y)≤h(y)+η

{y∗ | (0, y∗) ∈ ∂ε+ηF (x, y)} ,
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şi deci au loc egalităţile dorite.
(ii) Fie y ∈ ∂εh

∗(y∗) şi η > 0. Atunci

h∗∗(y) + h∗(y∗) = h̄(y) + h∗(y∗) ≤ 〈y, y∗〉+ ε.

Utilizând Teorema 1.1.16, pentru orice V ∈ V(y) există yV ∈ Y astfel ca

h(yV ) + h∗(y∗) < 〈yV , y∗〉+ ε + η.

Definiţia lui h ne furnizează xV ∈ X astfel ca

F (xV , yV ) + h∗(y∗) = F (xV , yV ) + F ∗(0, y∗) < 〈yV , y∗〉+ ε + η,

adică (0, y∗) ∈ ∂ε+ηF (xV , yV ). Prin urmare

y ∈ cl {v ∈ Y | ∃x ∈ X : (0, y∗) ∈ ∂ε+ηF (x, v)} .

Deoarece η > 0 est arbitrar, obţinem că

∂εh
∗(y∗) ⊂

⋂
η>0

cl {y | ∃x : (0, y∗) ∈ ∂ε+ηF (x, y)} .

Fie y ı̂n ultima mulţime şi η > 0. Atunci, din continuitatea lui y∗, există
V0 ∈ V(y) astfel ca 〈v, y∗〉 < 〈y, y∗〉 + η/2 pentru orice v ∈ V0. Pe de altă
parte, pentru orice V ∈ V(y) există (xV , yV ) ∈ X × Y astfel ca yV ∈ V ∩ V0 şi
(0, y∗) ∈ ∂ε+η/2F (xV , yV ), de unde

h(yV ) + h∗(y∗) ≤ F (xV , yV ) + F ∗(0, y∗) ≤ 〈yV , y∗〉+ ε + η/2 < 〈y, y∗〉+ ε + η.

Prin urmare

∀V ∈ V(y) : inf
v∈V

h(v) + h∗(y∗) ≤ 〈y, y∗〉+ ε + η,

adică h̄(y)+h∗(y∗) ≤ 〈y, y∗〉+ ε+η. Deoarece η > 0 este arbitrar, obţinem că

h∗∗(y) + h∗(y∗) = h̄(y) + h∗(y∗) ≤ 〈y, y∗〉+ ε,

adică y ∈ ∂εh
∗(y∗).

După cum se vede din demonstraţie, n-am folosit faptul că X, Y sunt spaţii
normate; această observaţie este utilă ı̂n stabilirea rezultatului următor.

Teorema 2.6.4 Fie F : X × Y → IR o funcţie convexă, proprie, inferior
semicontinuă şi ϕ : X → IR, ϕ(x) := F (x, 0) . Atunci pentru ε ∈ [0,∞[ şi
x ∈ domϕ avem

∂εϕ(x) =
⋂

η>0
w∗−cl {x∗ ∈ X∗ | ∃ y∗ ∈ Y ∗ : (x∗, y∗) ∈ ∂ε+ηF (x, 0)}

=
⋂

η>0
w∗−cl {x∗ ∈ X∗ | ∃ y∗ ∈ Y ∗ : (x, 0) ∈ ∂ε+ηF

∗(x∗, y∗)} .
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Demonstraţie. Considerăm spaţiile X∗ şi Y ∗ ı̂nzestrate cu topologiile slab-
stelate. Fie

k : X∗ → IR, k(x∗) := inf
y∗∈Y ∗

F ∗(x∗, y∗)

Atunci k∗ : X → IR, şi k∗(x) = F ∗∗(x, 0) = F (x, 0) = ϕ(x). Utilizând Teorema
2.6.3, avem că

∂εϕ(x) = ∂εk
∗(x) =

⋂
η>0

w∗−cl {x∗ | ∃ y∗ : (x, 0) ∈ ∂ε+ηF
∗(x∗, y∗)}

=
⋂

η>0
w∗−cl {x∗ | ∃ y∗ : (x∗, y∗) ∈ ∂ε+ηF (x, 0)} .

Aplicăm rezultatele din Teoremele 2.6.3 şi 2.6.4 ı̂n câteva situaţii uzuale. Con-
cluzii mai puternice, dar ı̂n condiţii mai restrictive, vom obţine ı̂n secţiunea
următoare.

Consecinţa 2.6.1 Fie A ∈ L(X, Y ) şi f : X → IR o funcţie convexă astfel că

∃ ȳ∗ ∈ Y ∗, ∃α ∈ IR, ∀x ∈ X : f(x) ≥ 〈x, A∗ȳ∗〉+ α.

Dacă (Af)(y) ∈ IR ( ⇔ y ∈ A(dom f) = domAf ), y∗ ∈ dom (f∗ ◦ A∗) şi
ε ≥ 0, atunci

∂ε(Af)(y) =
⋂

η>0

⋃
Ax=y

A∗−1(∂ε+ηf(x))

=
⋂

η>0

⋂

Ax=y,f(x)≤(Af)(y)+η

A∗−1(∂ε+ηf(x)),

∂ε(f∗ ◦A∗)(y∗) =
⋂

η>0

cl {y ∈ Y | ∃x ∈ X : Ax = y, A∗y∗ ∈ ∂ε+ηf(x)} .

Demonstraţie. Considerăm

F : X × Y → IR, F (x, y) :=

{
f(x) dacă Ax = y,
∞ dacă Ax 6= y.

Atunci

F ∗(x∗, y∗) = f∗(x∗+A∗y∗) şi [(0, y∗) ∈ ∂ηF (x, y) ⇔ Ax = y, A∗y∗ ∈ ∂ηf(x)].

Rezultatul se obţine imediat din Teorema 2.6.3.

Consecinţa 2.6.2 Fie A ∈ L(X, Y ) şi f : Y → IR o funcţie convexă, proprie
şi inferior semicontinuă. Atunci pentru orice x ∈ A−1(dom f) = dom(f ◦ A)
şi ε ≥ 0,

∂ε(f ◦A)(x) =
⋂

η>0
w∗–clA∗ (∂ε+ηf(Ax)) .
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Demonstraţie. Considerăm funcţia F : X × Y → IR, F (x, y) := f(Ax + y),
şi ϕ(x) := F (x, 0) = f(Ax). Avem că F ∗(x∗, y∗) = f∗(y∗) dacă A∗y∗ = x∗ şi
F ∗(x∗, y∗) = ∞ ı̂n caz contrar. În plus

(x∗, y∗) ∈ ∂ηF (x, 0) ⇔ A∗y∗ = x∗ şi f(Ax) + f∗(y∗) ≤ 〈Ax, y∗〉+ η

⇔ A∗y∗ = x∗ şi y∗ ∈ ∂ηf(Ax).

Concluzia rezultă din Teorema 2.6.4.

Consecinţa 2.6.3 Fie f1, f2 : X → IR funcţii convexe, proprii, astfel că

∃x∗ ∈ X∗, ∃α ∈ IR, ∀x ∈ X, ∀ i ∈ {1, 2} : fi(x) ≥ 〈x, x∗〉+ α.

Dacă (f12f2)(x) ∈ IR şi ε ≥ 0 atunci

∂ε(f12f2)(x) =
⋂

η>0

⋃

y∈X,εi≥0,ε+η=ε1+ε2

[∂ε1f1(x− y) ∩ ∂ε2f2(y)]

=
⋂

η>0

⋂

y∈Sη(x)

⋃

εi≥0,ε+η=ε1+ε2

[∂ε1f1(x− y) ∩ ∂ε2f2(y)],

∂(f12f2)(x) =
⋂

η>0

⋃
y∈X

[∂ηf1(x− y) ∩ ∂ηf2(y)],

unde Sη(x) := {y ∈ X | f1(x− y) + f2(y) ≤ (f12f2)(x) + η}.

Demonstraţie. Considerăm f : X ×X → IR, f(x1, x2) := f1(x1) + f2(x2),
şi A ∈ L(X ×X, X), A(x1, x2) := x1 + x2. Concluzia rezultă din Consecinţa
2.6.1.

Consecinţa 2.6.4 Fie f1, f2 : X → IR funcţii convexe, proprii şi inferior
semicontinue. Dacă x ∈ dom f1 ∩ dom f2 şi ε ≥ 0 atunci

∂ε(f1 + f2)(x) =
⋂

η>0

w∗–cl


 ⋃

εi≥0,ε+η=ε1+ε2

[∂ε1f1(x) + ∂ε2f2(x)]


 ,

∂(f1 + f2)(x) =
⋂

η>0
w∗–cl [∂ηf1(x) + ∂ηf2(y)].

Demonstraţie. Considerăm f : X ×X → IR, f(x1, x2) := f1(x1) + f2(x2),
şi A ∈ L(X,X ×X), Ax := (x, x). Concluzia rezultă din Consecinţa 2.6.2.

Rezultatul următor este deosebit de util pentru obţinerea unor rezultate
importante ı̂n programarea convexă.
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Teorema 2.6.5 Fie F : X×Y → IR convexă şi proprie. Considerăm mulţimea
Y0 := lin (PrY (domF ) ). Presupunem că una din următoarele condiţii este
satisfăcută:

(i) ∃V0 ∈ VY0(0), ∃ θ : V0 → X, ∃M ∈ IR, ∀ y ∈ V0 : F (θ(y), y) ≤ M ;

(i’) ∃V0 ∈ VY0(0), ∃ θ : V0 → X mărginită, ∃M ∈ IR, ∀ y ∈ V0 :
F (θ(y), y) ≤ M ;

(ii) există (x0, 0) ∈ domF astfel că F (x0, ·) este continuă ı̂n 0;

(iii) X, Y sunt spaţii Banach, F este inferior semicontinuă, Y0 este mulţime
ı̂nchisă şi 0 ∈ raint (PrY (domF ));

(iv) dimY < ∞ şi 0 ∈ raint (PrY (domF ) ).

Atunci fie h(0) = −∞, fie h(0) ∈ IR şi h|Y0 este continuă ı̂n 0; prin urmare

inf
x∈X

F (x, 0) = max
y∗∈Y ∗

(−F ∗(0, y∗) ). (2.34)

În plus, x̄ este soluţie pentru (P ) dacă şi numai dacă există ȳ∗ ∈ Y ∗ astfel că
(0, ȳ∗) ∈ ∂F (x̄, 0).

Demonstraţie. Cu notaţiile de mai ı̂nainte, să observăm că fiecare din cele
patru condiţii asigură faptul că h(0) < ∞, adică 0 ∈ domh = PrY (domF ).
Dacă h(0) = −∞ atunci h∗(y∗) = ∞ pentru orice y∗ ∈ Y ∗; deci pentru orice
y∗ ∈ Y ∗, −F ∗(0, y∗) = −∞ = h(0). Prin urmare concluzia are loc ı̂n acest
caz; desigur, ı̂n această situaţie (P ) nu are soluţii. Considerăm acum cazul
h(0) ∈ IR.

Presupunem că este ı̂ndeplinită condiţia (i). Atunci

h(y) ≤ F (θ(y), y) ≤ M ∀ y ∈ V0,

şi deci h|Y0 este majorată de M pe V0. Cum h este convexă, h|Y0 este continuă
ı̂n 0. Din Teorema 2.4.5, ∂h(0) 6= ∅. Relaţia (2.34) rezultă din punctul (v) al
Teoremei 2.6.2.

Este evident că implicaţia (i’) ⇒ (i) are loc.
Presupunem că (ii) are loc. Pentru M := F (x0, 0) + 1, există V0 ∈ VY (0)

astfel ca F (x0, y) ≤ M pentru orice y ∈ V0. Luând θ : V0 → X, θ(y) := x0,
are loc (i’). Deci concluzia are loc.

Presupunem acum că (iii) este ı̂ndeplinită. Considerăm relaţia

R := {(x, t, y) | (x, y, t) ∈ epiF} ⊂ (X × IR)× Y0.

Este evident că ı̂n ipoteza noastră R este relaţie convexă şi ı̂nchisă. Cum
ImR = PrY (domF ) ∩ Y0 = PrY (domF ), avem că 0 ∈ aint (ImR). Deoarece
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Y0 este un subspaţiu ı̂nchis al unui spaţiu Banach, este la rândul său un
spaţiu Banach. Prin urmare sunt ı̂ndeplinite condiţiile din Teorema Robinson-
Ursescu. Fie (x0, t0) ∈ X × IR astfel ca (x0, t0, 0) ∈ R. Atunci

V0 := R(B(x0, 1)× ]−∞, t0 + 1[) ∈ VY0(0).

Deci

∀ y ∈ V0, ∃x ∈ B(x0, 1), ∃ t < t0 + 1 : F (x, y) ≤ t < M := t0 + 1,

adică există θ : V0 → B(x0, 1) ⊂ X astfel ca F (θ(y), y) ≤ M pentru orice
y ∈ V0. Deci din nou (i’) are loc.

Dacă (iv) are loc, concluzia rezultă din Teorema 2.2.9 şi Teorema 2.4.5.
Dacă x̄ este soluţie pentru (P ) atunci F (x̄, 0) = v(P ) = v(D) ∈ IR. Fie ȳ∗ o

soluţie a problemei (D) (̂ın condiţiile noastre o astfel de soluţie există). Atunci,
conform punctului (iii) al Teoremei 2.6.2, (0, ȳ∗) ∈ ∂F (x̄, 0). Implicaţia inversă
rezultă din acelaşi rezultat.

Să observăm că dacă F satisface (i’) atunci pentru orice x∗ ∈ X∗, funcţia
F̃ : X × Y → IR, F̃ (x, y) := F (x, y) − 〈x, x∗〉, satisface (i), ceea ce nu este
adevărat dacă F satisface numai (i).

Consecinţa 2.6.5 Fie f : X → IR funcţie convexă proprie şi A ∈ L(X, Y ).
Considerăm Y0 := aff (A(dom f) ). Presupunem că una din următoarele con-
diţii este satisfăcută:

(i) f este continuă pe int (dom f), presupus nevid, şi A este aplicaţie des-
chisă;

(ii) X şi Y sunt spaţii Banach, f este funcţie i.s.c., Y0 este mulţime ı̂nchisă,
iar raint (A(dom f)) 6= ∅;
(iii) dimY < ∞.

Atunci fie Af este −∞ pe raint (A(dom f) ), fie Af este proprie şi (Af)|Y0

este continuă pe raint (A(dom f) ). În plus

(Af)(y) = max {〈y, y∗〉 − f∗(A∗(y∗)) | y∗ ∈ Y ∗} ∀ y ∈ raint (A(dom f) ).

Demonstraţie. Considerăm y0 ∈ raint (A(dom f) ) şi

F : X × Y → IR, F (x, y) :=

{
f(x) dacă Ax = y0 + y,
∞ dacă Ax 6= y0 + y.

Dacă condiţia (ii) sau (iii) este ı̂ndeplinită atunci F satisface condiţia (iii),
respectiv (iv) din Teorema 2.6.5. Presupunem că este ı̂ndeplinită condiţia (i).
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Este clar că este imposibil să fie satisfăcută condiţia (ii) din teorema prece-
dentă ı̂n acest caz (F (x0, ·) = I{Ax0} !). Deoarece A este deschisă, avem
că raint (A(dom f) ) = int (A(dom f) ) = A(int (dom f) ) (exerciţiu !), şi deci
y0 = Ax0 pentru un x0 ∈ int (dom f). Rezultă că f este majorată pe o
vecinătate V0 a lui x0, şi deci h este majorată de aceeaşi constantă pe A(V0)−y0

care este vecinătate a lui 0. Deci este satisfăcută condiţia (i) din teorema
precedentă. Prin urmare ı̂n fiecare din cele trei situaţii avem că

(Af)(y0) = inf
x∈X

F (x, 0) = max
y∗∈Y ∗

(−F ∗(0, y∗) ) = max
y∗∈Y ∗

(〈y0, y
∗〉 − f∗(A∗y∗) ),

făcând un calcul similar celui de la punctul (viii) al Teoremei 2.3.1.

Să observăm că ı̂n condiţia (i) din consecinţa precedentă se poate ı̂nlocui
ipoteza că A este deschisă prin ipoteza că A este relativ deschisă, adică A(D)
este deschisă ı̂n ImA pentru orice mulţime deschisă D ⊂ X.

Consecinţa 2.6.6 Fie f1, . . . , fn : X → IR funcţii convexe şi proprii, iar
f := f12 · · ·2fn. Presupunem că una din următoarele condiţii este ı̂ndepli-
nită:

(i) f1 este continuă ı̂ntr-un punct x1 ∈ dom f1,

(ii) X este spaţiu Banach, funcţiile f1, . . . , fn sunt i.s.c., X0 := aff (dom f)
este mulţime ı̂nchisă şi raint (dom f) 6= ∅,
(iii) dimX < ∞.

Atunci, fie f este −∞ pe raint (dom f), fie f |X0 este continuă pe raint (dom f),
şi deci subdiferenţiabilă pe această mulţime. În plus

f(x) = max
x∗∈X∗(〈x, x∗〉 − f∗1 (x∗)− · · · − f∗n(x∗) )

= (f∗1 + · · ·+ f∗n)∗(x) ∀x ∈ raint (dom f).

Demonstraţie. Reamintim că dom f = dom f1 + · · ·+ dom fn. În cazurile
(ii) şi (iii) rezultatul este consecinţă imediată a Consecinţei 2.6.5, luând F şi
A ca ı̂n Consecinţa 2.4.3, iar ı̂n cazul (i) se face inducţie după n.

Pentru a uşura formularea unor rezultate prezentate ı̂n continuare, intro-
ducem urmă-toarea notaţie:

ric A :=

{
raintA dacă affA este mulţime ı̂nchisă,
∅ ı̂n caz contrar,

unde A ⊂ X este mulţime nevidă.
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2.7 Formule de calcul pentru conjugate,
ε–subdiferenţiale, formule de dualitate
şi condiţii de optimalitate

În secţiunile precedente am ı̂ntâlnit unele situaţii ı̂n care este uşor de cal-
culat conjugate şi ε–subdiferenţiale: sume de funcţii cu variabile separate,
convoluţia unei familii de funcţii convexe şi funcţii de tipul Af . Pentru alte
tipuri de funcţii, ı̂n general, este mai dificil de calculat funcţiile conjugate şi
ε–subdiferenţialele. În acest paragraf dorim să punem ı̂n evidenţă condiţii su-
ficiente, cât mai generale, care să asigure valabilitatea unor astfel de formule.
Şi ı̂n acest paragraf spaţiile considerate vor fi spaţii normate, deşi, din nou,
foarte multe rezultate se pot obţine ı̂n spaţii local convexe separate.

Un prim rezultat ı̂n sensul indicat mai ı̂nainte este dat de următoarea
teoremă.

Teorema 2.7.1 Fie F : X ×Y → IR o funcţie convexă, proprie, A ∈ L(X, Y )
şi ε ∈ [0,∞[. Considerăm funcţia ϕ : X → IR, ϕ(x) := F (x,Ax). Presupunem
că una din următoarele condiţii este ı̂ndeplinită:

(i) există λ, ρ, r ∈ ]0,∞[ astfel ca

{0} × ρBY ⊂ {(x,Ax) | x ∈ rBX} − nivλF,

(ii) există x0 ∈ X astfel ca (x0, Ax0) ∈ domF şi F (x0, ·) este continuă ı̂n

Ax0,

(iii) X, Y sunt spaţii Banach, 0 ∈ ric {Ax − y | (x, y) ∈ domF} şi F este
inferior semicontinuă,

(iv) dimY < ∞ şi 0 ∈ raint {Ax− y | (x, y) ∈ domF}.
Atunci

ϕ∗(x∗) = min{F ∗(x∗ −A∗y∗, y∗) | y∗ ∈ Y ∗} ∀x∗ ∈ X∗, (2.35)
∂εϕ(x) = {A∗y∗ + x∗ | (x∗, y∗) ∈ ∂εF (x,Ax)} ∀x ∈ domϕ. (2.36)

Demonstraţie. Este uşor de verificat că

ϕ∗(x∗) ≤ inf{F ∗(x∗ −A∗y∗, y∗) | y∗ ∈ Y ∗} ∀x∗ ∈ X∗

pentru orice funcţie F şi A ∈ L(X, Y ). Fie x∗ ∈ X∗ fixat. Avem că

−ϕ∗(x∗) = inf{F (x,Ax)− 〈x, x∗〉 | x ∈ X} = inf
{

F̃ (x, 0)
∣∣∣ x ∈ X

}
,
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unde F̃ (x, y) := F (x,Ax− y)− 〈x, x∗〉. Presupunem că una din condiţiile (i),
(ii), (iii) sau (iv) este ı̂ndeplinită; atunci funcţia F̃ satisface, ı̂n mod evident,
condiţia (i), (ii), (iii) respectiv (iv) a Teoremei 2.6.5. Utilizând acea teoremă,
obţinem că

−ϕ∗(x∗) = inf
{

F̃ (x, 0)
∣∣∣ x ∈ X

}
= max

{
−F̃ ∗(0,−y∗)

∣∣∣ y∗ ∈ Y ∗
}

. (2.37)

Dar

F̃ ∗(0,−y∗) = sup{〈x, x∗〉+ 〈y,−y∗〉 − F (x,Ax− y) | (x, y) ∈ X × Y }
= sup{〈x, x∗〉+ 〈v −Ax, y∗〉 − F (x, v) | (x, v) ∈ X × Y }
= sup{〈x, x∗ −A∗y∗〉+ 〈v, y∗〉 − F (x, v) | (x, v) ∈ X × Y }
= F ∗(x∗ −A∗y∗, y∗).

Din (2.37) se obţine imediat (2.35).
Să observăm că incluziunea “⊃” din (2.36) are loc pentru orice funcţie F

şi A ∈ L(X,Y ). Fie deci x ∈ domϕ şi x∗ ∈ ∂εϕ(x). Atunci

ϕ(x) + ϕ∗(x∗) ≤ 〈x, x∗〉+ ε.

Din (2.35) există y∗ ∈ Y ∗ astfel ca ϕ∗(x∗) = F ∗(x∗ −A∗y∗, y∗), şi deci

F (x,Ax) + F ∗(x∗ −A∗y∗, y∗) ≤ 〈x, x∗ −A∗y∗〉+ 〈Ax, y∗〉+ ε,

adică (x∗ − A∗y∗, y∗) =: (x̄∗, ȳ∗) ∈ ∂εF (x,Ax). Prin urmare x∗ = x̄∗ + A∗ȳ∗,
ceea ce arată că are loc şi incluziunea “⊂” din (2.36).

Consecinţa 2.7.1 În condiţiile Teoremei 2.7.1 are loc relaţia

inf
x∈X

F (x,Ax) = max
y∗∈Y ∗

(−F ∗(−A∗y∗, y∗) ). (2.38)

În plus, x̄ este punct de minim pentru ϕ dacă şi numai dacă există ȳ∗ ∈ Y ∗

astfel ca (−A∗ȳ∗, ȳ∗) ∈ ∂F (x̄, Ax̄).

Demonstraţie. Relaţia (2.38) se obţine din (2.35) pentru x∗ = 0. În plus,
avem că x̄ este punct de minim pentru ϕ dacă şi numai dacă 0 ∈ ∂ϕ(x̄), adică,
din (2.36), există (x̄∗, ȳ∗) ∈ ∂F (x̄, Ax̄) astfel ca 0 = x̄∗+A∗ȳ∗. Deci concluzia
are loc.

Să observăm că rezultatul din Consecinţa 2.7.1 poate fi folosit pentru a
obţine relaţia (2.35), şi deci Teorema 2.7.1.

O consecinţă imediată a Teoremei 2.7.1 este
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Teorema 2.7.2 Fie f : X → IR, g : Y → IR două funcţii convexe şi proprii,
A ∈ L(X,Y ) şi ε ∈ [0,∞[. Considerăm funcţia

ϕ : X → IR, ϕ(x) := f(x) + g(Ax);

este evident că domϕ = dom f ∩A−1(dom g). Presupunem că una din urmă-
toarele condiţii este ı̂ndeplinită:

(i) există λ, ρ, r ∈ ]0,∞[ astfel ca

ρBY ⊂ A(rBX ∩ nivλf)− nivλg,

(ii) există x0 ∈ dom f ∩A−1(dom g) astfel că g este continuă ı̂n Ax0,

(iii) X, Y sunt spaţii Banach, f, g sunt i.s.c. şi 0 ∈ ric (A(dom f)−dom g),

(iv) dimY < ∞ şi 0 ∈ raint (A(dom f)− dom g).

Atunci, pentru orice x∗ ∈ X∗ şi x ∈ domϕ,

ϕ∗(x∗) = min{f∗(x∗ −A∗y∗) + g∗(y∗) | y∗ ∈ Y ∗},
∂εϕ(x) =

⋃
{∂ε1f(x) + ∂ε2g(Ax) | ε1, ε2 ≥ 0, ε1 + ε2 = ε} ,

∂ϕ(x) = ∂f(x) + A∗(∂g(Ax) ). (2.39)

Demonstraţie. Aplicăm Teorema 2.7.1 pentru operatorul A şi funcţia
F : X × Y → IR, F (x, y) = f(x) + g(y).

Utilizând acest rezultat obţinem o formulă utilă pentru calculul conurilor
normale.

Consecinţa 2.7.2 Fie A ∈ L(X, Y ) şi mulţimile convexe L ⊂ X, M ⊂ Y .
Presupunem că una din următoarele condiţii este ı̂ndeplinită:

(i) există x0 ∈ L astfel că Ax0 ∈ intM ,

(ii) X, Y sunt spaţii Banach, L, M sunt ı̂nchise şi 0 ∈ ric (A(L)−M),

(iii) dimY < ∞ şi 0 ∈ raint (A(L)−M).

Atunci

N
(
L ∩A−1(M), x

)
= N(L, x) + A∗(N(M,Ax)) ∀x ∈ L ∩A−1(M). (2.40)

Demonstraţie. Utilizând teorema precedentă pentru f := IL, g := IM şi
A, formula (2.40) rezultă din (2.39).

Formula (2.41) pusă ı̂n evidenţă ı̂n consecinţa următoare se ı̂ntâlneşte ı̂n
literatură sub numele de formula de dualitate Fenchel-Rockafellar.
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Consecinţa 2.7.3 În condiţiile Teoremei 2.7.2 are loc relaţia

inf
x∈X

(f(x) + g(Ax) ) = max
y∗∈Y ∗

(−f∗(−A∗y∗)− g∗(y∗)) . (2.41)

În plus, x̄ este punct de minim pentru f + g ◦ A dacă şi numai dacă există
ȳ∗ ∈ Y ∗ astfel ca −A∗ȳ∗ ∈ ∂f(x̄) şi ȳ∗ ∈ ∂g(Ax̄).

Demonstraţie. Se procedează ca ı̂n demonstraţia Consecinţei 2.7.1, sau se
aplică această Consecinţă.

Două cazuri particulare ale Teoremei 2.7.2 sunt importante ı̂n aplicaţii.

Teorema 2.7.3 Fie funcţiile convexe proprii f, g : X → IR şi ε ∈ [0,∞[.
Presupunem că una din următoarele condiţii este ı̂ndeplinită:

(i) există λ, ρ, r ∈ ]0,∞[ astfel ca

ρBX ⊂ nivλf ∩ rBX − nivλg,

(ii) există x0 ∈ dom f ∩ dom g astfel că f este continuă ı̂n x0,

(iii) X este spaţiu Banach, f, g sunt i.s.c. şi 0 ∈ ric (dom f − dom g),

(iv) dimX < ∞ şi 0 ∈ raint (dom f − dom g).

Atunci, pentru orice x∗ ∈ X∗ şi x ∈ dom f ∩ dom g,

(f + g)∗(x∗) = min{f∗(x∗ − y∗) + g∗(y∗) | y∗ ∈ X∗} = (f∗2g∗)(x∗), (2.42)

∂ε(f + g)(x) =
⋃
{∂ε1f(x) + ∂ε2g(x) | ε1, ε2 ≥ 0, ε1 + ε2 = ε} ,

∂(f + g)(x) = ∂f(x) + ∂g(x).

Teorema 2.7.4 Fie g : Y → IR funcţie convexe proprie, A ∈ L(X, Y ) şi
ε ∈ [0,∞[. Presupunem că una din următoarele condiţii este ı̂ndeplinită:

(i) există λ, ρ, r ∈ ]0,∞[ astfel ca

ρBY ⊂ A(rBX)− nivλg,

(ii) există x0 ∈ A−1(dom g) astfel că g este continuă ı̂n Ax0,

(iii) X, Y sunt spaţii Banach, g este i.s.c. şi 0 ∈ ric (ImA− dom g),

(iv) dimY < ∞ şi 0 ∈ raint (ImA− dom g).

Atunci

(g ◦A)∗(x∗) = min{g∗(y∗) | A∗y∗ = x∗} ∀x∗ ∈ X∗,
∂ε(g ◦A)(x) = A∗(∂εg(Ax) ) ∀x ∈ A−1(dom g).
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Un alt rezultat important, care cuprinde rezultatul precedent, este

Teorema 2.7.5 Fie Q ⊂ Y un con convex, H : X → (Y •, Q) un operator Q–
convex, g : Y → IR o funcţie convexă, proprie şi Q–crescătoare, iar ε ∈ [0,∞[.
Presupunem că una din următoarele condiţii este ı̂ndeplinită:

(i) există x0 ∈ H−1(dom g) astfel că g este continuă ı̂n H(x0),

(ii) X, Y sunt spaţii Banach, g este i.s.c., domH este mulţime ı̂nchisă,
H|domH este continuă şi 0 ∈ ric (H(domH)− dom g),

(iii) dimY < ∞ şi 0 ∈ raint (H(domH)− dom g).

Atunci, pentru orice x∗ ∈ X∗ şi x ∈ H−1(dom g),

(g ◦H)∗(x∗) = min{g∗(y∗) + (y∗ ◦H)∗(x∗) | y∗ ∈ Q+}, (2.43)
∂ε(g ◦H)(x) =

⋃ {∂ε1(y
∗ ◦H)(x) | y∗ ∈ ∂ε2g(H(x) ),

ε1, ε2 ≥ 0, ε1 + ε2 = ε} . (2.44)

Demonstraţie. Fie x∗ ∈ X∗ şi

F : X × Y → IR, F (x, y) := g(H(x) + y)− 〈x, x∗〉.
Se verifică cu uşurinţă că funcţia F satisface condiţia (ii), (iii) sau (iv) din
Teorema 2.7.1 dacă condiţia (i), (ii) respectiv (iii) din enunţul teoremei este
ı̂ndeplinită. Prin urmare

−(g ◦H)∗(x∗) = inf
x∈X

F (x, 0) = max
y∗∈Y ∗

(−F ∗(0, y∗) ),

adică
(g ◦H)∗(x∗) = min

y∗∈Y ∗
F ∗(0, y∗).

Însă

F ∗(0, y∗) = sup{〈x, x∗〉+ 〈y, y∗〉 − g(H(x) + y) | x ∈ X, y ∈ Y }
= sup{〈x, x∗〉+ 〈v −H(x), y∗〉 − g(v) | x ∈ domH, v ∈ dom g}
= sup{〈v, y∗〉 − g(v) | v ∈ dom g}+

+sup{〈x, x∗〉 − (y∗ ◦H)(x) | x ∈ domH}
= g∗(y∗) + (y∗ ◦H)∗(x∗).

Presupunem că y∗ /∈ Q+. Atunci există y0 ∈ Q astfel ca 〈y0, y
∗〉 < 0. Fixăm

ȳ ∈ dom g; avem că ȳ − ty0 ≤ ȳ pentru orice t ≥ 0. Deoarece g este Q–
crescătoare,

g∗(y∗) = sup{〈v, y∗〉 − g(v) | v ∈ dom g}
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≥ sup{〈ȳ − ty0, y
∗〉 − g(ȳ − ty0) | t ≥ 0}

≥ sup{〈ȳ, y∗〉 − t〈y0, y
∗〉 − g(ȳ) | t ≥ 0}

= ∞.

Deci F ∗(0, y∗) = ∞ dacă y∗ /∈ Q+. Prin urmare (2.43) are loc.
Incluziunea “⊃” din egalitatea (2.44) se verifică uşor, şi are loc ı̂ntotdeauna.

Fie deci x ∈ dom (g ◦H) = H−1(dom g) şi x∗ ∈ ∂ε(g ◦H)(x); atunci

(g ◦H)(x) + (g ◦H)∗(x∗) ≤ 〈x, x∗〉+ ε.

Din (2.43) există y∗ ∈ Q+ astfel ca (g ◦H)(x∗) = g∗(y∗) + (y∗ ◦H)(x∗). Prin
urmare

g(H(x)) + g∗(y∗) + (y∗ ◦H)∗(x∗)− 〈x, x∗〉 =
[g(H(x)) + g∗(y∗)− 〈H(x), y∗〉] + [(y∗ ◦H)(x) + (y∗ ◦H)∗(x∗)− 〈x, x∗〉]
≤ ε.

Luând ε1 := (y∗ ◦ H)(x) + (y∗ ◦ H)∗(x∗) − 〈x, x∗〉 ≥ 0 şi ε2 := ε − ε1 ≥ 0,
avem că y∗ ∈ ∂ε2g(H(x)) şi x∗ ∈ ∂ε1(y

∗ ◦ H)(x). Formula (2.44) este astfel
dovedită.

Utilizăm teorema precedentă pentru a obţine formule pentru funcţii de
tipul max{f1, . . . , fn}.

Consecinţa 2.7.4 Fie f1, . . . , fn : X → IR funcţii convexe proprii şi

ϕ : X → IR, ϕ(x) := max{f1(x), . . . , fn(x)}.

Presupunem că domϕ =
⋂n

i=1 dom fi 6= ∅ şi ε ∈ [0,∞[. Pentru x ∈ domϕ
notăm prin I(x) mulţimea {i | 1 ≤ i ≤ n, fi(x) = ϕ(x)}. Atunci, pentru orice
x∗ ∈ X∗,

ϕ∗(x∗) = min{(λ1f1 + · · ·+ λnfn)∗(x∗) | λi ≥ 0, λ1 + · · ·+ λn = 1},

iar pentru orice x ∈ domϕ,

∂εϕ(x) =
⋃ {

∂ε1(λ1f1 + · · ·+ λnfn)(x)
∣∣∣ λi ≥ 0,

∑n

i=1
λi = 1,

ε0, ε1 ≥ 0, ε0 + ε1 = ε,
∑n

i=1
λifi(x) ≥ ϕ(x)− ε0

}
,

∂ϕ(x) =
⋃ {

∂
(∑n

i=1
λifi

)
(x)

∣∣∣ λi ≥ 0,
∑n

i=1
λi = 1, λi = 0 ∀ i /∈ I(x)

}
.
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Demonstraţie. Considerăm funcţiile

H : X → (IRn•, IRn
+), H(x) :=

{
(f1(x), . . . , fn(x)) dacăx ∈ ⋂n

i=1 dom fi,
∞ ı̂n caz contrar,

g : IRn → IR, g(y) := max{y1, . . . , yn}.
Este clar că este ı̂ndeplinită condiţia (i) din teorema precedentă. Ţinând seama
de expresiile lui g∗ şi ∂εg(y) obţinute ı̂n Consecinţa 2.4.6, obţinem imediat
relaţiile din enunţ.

Un caz particular, dar util, ı̂n care ϕ∗ şi ∂εϕ din consecinţa precedentă se
pot explicita este dat ı̂n rezultatul următor.

Consecinţa 2.7.5 Fie X1, . . . , Xn spaţii normate şi fi : Xi → IR, 1 ≤ i ≤ n,
funcţii convexe proprii, iar

ϕ : X :=
∏n

i=1
Xi → IR, ϕ(x1, . . . , xn) := max

1≤i≤n
fi(xi).

Pentru x = (x1, . . . , xn) ∈ domϕ =
∏n

i=1dom fi considerăm I(x) := {i |
fi(xi) = ϕ(x)}. Atunci, pentru x∗ = (x∗1, . . . , x∗n) ∈ ∏n

i=1X
∗
i = X∗,

ϕ∗(x∗) = min
{∑n

i=1
(λifi)∗(x∗i )

∣∣∣ λi ≥ 0,
∑n

i=1
λi = 1

}
, (2.45)

iar pentru x = (x1, . . . , xn) ∈ domϕ şi ε ∈ ]0,∞[,

∂εϕ(x) =
⋃ {∏n

i=1
∂εi(λifi)(xi)

∣∣∣ λi ≥ 0,
∑n

i=1
λi = 1, εi ≥ 0,

∑n

i=0
εi = ε,

∑n

i=1
λifi(xi) ≥ ϕ(x)− ε0

}
,

∂ϕ(x) =
⋃ {∏n

i=1
∂(λifi)(xi)

∣∣∣ λi ≥ 0,
∑n

i=1
λi = 1, λi = 0 ∀ i /∈ I(x)

}
.

Demonstraţie. Aplicăm consecinţa precedentă pentru funcţiile f̃i : X → IR,
f̃i(x) := fi(xi), iar apoi utilizăm Teorema 2.3.1 (vii) pentru n arbitrar şi Conse-
cinţa 2.4.1.

Utilizând rezultatul precedent obţinem şi

Consecinţa 2.7.6 Fie f1, f2 : X → IR funcţii convexe proprii şi ε ∈ [0,∞[.
Atunci pentru orice x∗ ∈ X∗

(f1∇f2)∗(x∗) = min{(λ1f1)∗(x∗) + (λ2f2)∗(x∗) | λ1, λ2 ≥ 0,

λ1 + λ2 = 1}. (2.46)
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Presupunem că (f1∇f2)(x̄) = max{f1(x̄1), f2(x̄2)}, unde x̄1 ∈ dom f1,
x̄2 ∈ dom f2 şi x̄ = x̄1 + x̄2. Atunci

∂ε(f1∇f2)(x̄) =
⋃
{∂ε1(λ1f1)(x̄1) ∩ ∂ε2(λ2f2)(x̄2) | λ1, λ2 ≥ 0, λ1 + λ2 = 1,

ε1, ε2 ≥ 0, ε1 + ε2 ≤ ε + λ1f1(x̄1) + λ2f2(x̄2)− (f1∇f2)(x̄)} . (2.47)

În plus, dacă f1(x̄1) = f2(x̄2) atunci are loc (2.48), iar dacă f1(x̄1) > f2(x̄2)
atunci are loc (2.49), unde

∂(f1∇f2)(x̄) =
⋃
{∂(λ1f1)(x̄1) ∩ ∂(λ2f2)(x̄2) | λ1, λ2 ≥ 0,

λ1 + λ2 = 1} , (2.48)
∂(f1∇f2)(x̄) = ∂f1(x̄1) ∩N(dom f2, x̄2). (2.49)

Demonstraţie. Fie x∗ ∈ X∗; avem că

(f1∇f2)(x∗) = sup
x∈X

(
〈x, x∗〉 − inf

x1+x2=x
max{f1(x1), f2(x2)}

)

= sup{〈x1, x
∗〉+ 〈x2, x

∗〉 −max{f1(x1), f2(x2)} | x1, x2 ∈ X}
= min{(λ1f1)∗(x∗) + (λ2f2)∗(x∗) | λ1, λ2 ≥ 0, λ1 + λ2 = 1}.

Pentru ultima egalitate am utilizat (2.45). Prin urmare are loc (2.46).
Incluziunea “⊃” din (2.47) se verifică direct, cu uşurinţă. Considerăm

x∗ ∈ ∂ε(f1∇f2)(x̄). Din (2.46) există λ1, λ2 ≥ 0, λ1 + λ2 = 1, astfel ca

(f1∇f2)∗(x∗) = (λ1f1)∗(x∗) + (λ2f2)∗(x∗). (2.50)

Prin urmare, utilizând relaţia precedentă, avem că

0 ≤ [(λ1f1)(x̄1) + (λ1f1)∗(x∗)− 〈x̄1, x
∗〉]

+[(λ2f2)(x̄2) + (λ2f2)∗(x∗)− 〈x̄2, x
∗〉]

≤ (f1∇f2)(x̄) + (f1∇f2)∗(x∗)− 〈x̄, x∗〉 ≤ ε.

Luând εi := (λifi)(x̄i) + (λifi)∗(x∗) − 〈x̄i, x
∗〉 ≥ 0, i ∈ {1, 2}, din relaţia

precedentă şi (2.50) obţinem că

(f1∇f2)(x̄) + ε1 − λ1f1(x̄1) + ε2 − λ2f2(x̄2) ≤ ε,

şi deci x∗ aparţine mulţimii din membrul drept al relaţiei (2.47).
Să arătăm acum că au loc (2.48) şi (2.49). Cum incluziunile “⊃” se obţin

direct din (2.47), să verificăm incluziunile inverse ı̂n cele două cazuri. Fie deci
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x∗ ∈ ∂(f1∇f2)(x̄) = ∂0(f1∇f2)(x̄). Din (2.47) rezultă existenţa numerelor
λ1, λ2, ε1, ε2 ≥ 0 astfel ca λ1 + λ2 = 1 şi

x∗ ∈ ∂ε1(λ1f1)(x̄1) ∩ ∂ε2(λ2f2)(x̄2),
ε1 + ε2 ≤ λ1f1(x̄1) + λ2f2(x̄2)− (f1∇f2)(x̄) ≤ 0.

Prin urmare ε1 = ε2 = 0 şi λ1f1(x̄1)+λ2f2(x̄2) = (f1∇f2)(x̄); deci x∗ aparţine
mulţimii din membrul drept al relaţiei (2.48) ı̂n cazul ı̂n care f1(x̄1) = f2(x̄2).
Dacă f1(x̄1) > f2(x̄2), din relaţia de mai sus obţinem că λ2 = 0, λ1 = 1 şi
deci

x∗ ∈ ∂f1(x̄1), x∗ ∈ ∂(0 · f2)(x̄2) = ∂Idom f2
(x̄2) = N(dom f2, x̄2),

ceea ce arată că x∗ este ı̂n mulţimea din membrul drept al relaţiei (2.49) ı̂n
acest caz.

Să observăm că ı̂n (2.47) se poate lua ε1 + ε2 = ε + · · ·, iar ı̂n (2.49), dacă
f1 şi f2 sunt continue ı̂n x̄1 respectiv x̄2, ∂(f1∇f2)(x̄) = {0}. Într-adevăr, ı̂n
această situaţie, N(dom f2, x̄2) = {0} (x̄2 ∈ int (dom f2)), şi cum f1∇f2 este
continuă ı̂n x̄, ∂(f1∇f2)(x̄) 6= ∅. În particular rezultă că x̄1 este punct de
minim pentru f1, ceea ce se poate obţine şi direct. În această situaţie f1∇f2

este chiar G-diferenţiabilă.
În general pentru explicitarea formulelor din Consecinţa 2.7.4 este nevoie

de condiţii suplimentare. Dăm astfel de condiţii şi formulele corespunzătoare
ı̂n două situaţii.

Consecinţa 2.7.7 Fie f1, . . . , fn : X → IR funcţii convexe proprii, ε ∈ [0,∞[
şi ϕ : X → IR, ϕ(x) := max{f1(x), . . . , fn(x)}. Presupunem că una din
următoarele condiţii este ı̂ndeplinită:

(i) există x0 ∈
⋂n

i=1 dom fi astfel că funcţiile f2, . . . , fn sunt continue ı̂n
x0,

(ii) dimX < ∞ şi
⋂n

i=1 raint (dom fi) 6= ∅.
Atunci, pentru orice x∗ ∈ X∗ şi x ∈ ⋂n

i=1 dom fi,

ϕ∗(x∗) = min
{∑n

i=1
(λifi)∗(x∗i )

∣∣∣ λi ≥ 0,
∑n

i=1
λi = 1, x∗i ∈ X∗,

∑n

i=1
x∗i = x∗

}
,

∂εϕ(x) =
⋃ {∑n

i=1
∂εi(λifi)(x)

∣∣∣ λi ≥ 0,
∑n

i=1
λi = 1, εi ≥ 0,

∑n

i=0
εi = ε,

∑n

i=1
λifi(x) ≥ ϕ(x)− ε0

}
,
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∂ϕ(x) =
⋃ {∑n

i=1
∂(λifi)(x)

∣∣∣ λi ≥ 0,
∑n

i=1
λi = 1, λi = 0 ∀ i /∈ I(x)

}
.

În plus

∂ϕ(x) =
⋃ {∑

i∈I(x)
λi∂fi(x)

∣∣∣∣ λi ≥ 0,
∑

i∈I(x)
λi = 1

}

= conv
(⋃

i∈I(x)
∂fi(x)

)
,

dacă x ∈ ⋂n
i=1 int (dom fi).

Fie x∗, x∗1, . . . , x∗n ∈ X∗ şi funcţiile f1, f2 : X → IR definite prin

f1(x) := max{〈x, x∗1〉, . . . , 〈x, xn〉}, f2(x) := |〈x, x∗〉|.

Ca aplicaţii ale consecinţei precedente, au loc următoarele formule pentru orice
x ∈ X:

∂f1(x) =
{∑n

i=1
λix

∗
i

∣∣∣ λi ≥ 0,
∑n

i=1
λi = 1, λi = 0 dacă〈x, x∗i 〉 < f1(x)

}
,

∂f2(x) =





{x∗} dacă 〈x, x∗〉 > 0,
{λx∗ | λ ∈ [−1, 1]} dacă 〈x, x∗〉 = 0,
{−x∗} dacă 〈x, x∗〉 < 0.

2.8 Optimizare convexă cu restricţii

Revenim la problema generală a programării convexe din Secţiunea 2.5,

(P ) min f(x), x ∈ C,

unde f : X → IR este funcţie convexă proprie, C ⊂ X este mulţime convexă şi
C ∩ dom f 6= ∅; X şi celelalte spaţii considerate ı̂n acest paragraf sunt spaţii
normate, deşi cele mai multe rezultate se pot stabili ı̂n spaţii local convexe.
Cum x̄ este soluţie pentru (P ) dacă şi numai dacă x̄ minimizează f̃ := f + IC ,
avem că x̄ este soluţie pentru (P ) dacă şi numai dacă 0 ∈ ∂(f +IC)(x̄). Ţinând
seama de Teorema 2.7.3 are loc

Teorema 2.8.1 (Pshenichnyi-Rockafellar). Fie f : X → IR funcţie convexă
proprie şi C ⊂ X o mulţime convexă. Presupunem că dom f ∩ intC 6= ∅ sau
există x0 ∈ dom f ∩ C ı̂n care f este continuă. Atunci x̄ ∈ C este soluţie
pentru (P ) dacă şi numai dacă ∂f(x̄) ∩ −N(C, x̄) 6= ∅.
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Demonstraţie. În condiţiile din enunţ, avem că

∂(f + IC)(x) = ∂f(x) + ∂IC(x) = ∂f(x) + N(C, x) ∀x ∈ C ∩ dom f,

de unde concluzia este evidentă.

De multe ori mulţimea C din problema (P ) apare ca mulţimea soluţiilor
unui sistem de ecuaţii şi inecuaţii.

Fie (Y,≤) un spaţiu normat ordonat de conul convex şi ı̂nchis Q ⊂ Y , iar
G : X → Y un operator Q-convex; mulţimea C := {x ∈ X | G(x) ≤ 0} este o
mulţime convexă. Problema (P ) se scrie ı̂n acest caz sub forma

(P0) min f(x), G(x) ≤ 0.

Un element x ∈ X pentru care G(x) ≤ 0 se va numi soluţie admisibilă
pentru problema (P0). Desigur, se pot considera şi operatori Q-convecşi G cu
valori ı̂n Y •; ı̂n acest caz trebuie mai multă atenţie la scrierea condiţiilor de
optimalitate.

Problema (P0) se ı̂nglobează ı̂n mod firesc ı̂n familia de probleme de mini-
mizare (Py), y ∈ Y :

(Py) min f(x), G(x) ≤ y.

Considerăm funcţia

F : X × Y → IR, F (x, y) :=

{
f(x) dacă G(x) ≤ y,
∞ ı̂n rest.

(2.51)

Problema (Py) se scrie acum sub forma

(Py) minF (x, y), x ∈ X.

Se constată cu uşurinţă că F este convexă. În plus

F ∗(x∗,−y∗) = sup{〈x, x∗〉+ 〈y,−y∗〉 − F (x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }
= sup{〈x, x∗〉 − 〈y, y∗〉 − f(x) | x ∈ X, y ∈ Y, G(x) ≤ y}
= sup{〈x, x∗〉 − 〈G(x) + q, y∗〉 − f(x) | x ∈ X, q ∈ Q}
= sup{〈x, x∗〉 − 〈G(x), y∗〉 − f(x) | x ∈ X}+

+sup{−〈q, y∗〉 | q ∈ Q}

=

{
sup{〈x, x∗〉 − f(x)− 〈G(x), y∗〉 | x ∈ X} dacăy∗ ∈ Q+

∞ dacăy∗ /∈ Q+.

Funcţia
L : X ×Q+ → IR, L(x, y∗) := f(x) + 〈G(x), y∗〉,
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se numeşte funcţia Lagrange asociată problemei (P0). Din cele arătate mai
sus avem că

F ∗(0,−y∗) = supx∈X(−L(x, y∗)) = − inf
x∈X

L(x, y∗) ∀ y∗ ∈ Q+.

Problema duală problemei (P0) (a se vedea Secţiunea 2.6) este

(D0) max (−F ∗(0,−y∗) ), y∗ ∈ Y ∗,

sau, echivalent,

(D0) max infx∈X L(x, y∗), y∗ ∈ Q+.

Are loc următorul rezultat.

Teorema 2.8.2 Fie f : X → IR funcţie convexă proprie, x̄ ∈ dom f şi
G : X → (Y, Q) operator Q-convex, unde Q ⊂ Y este un con convex şi ı̂nchis.
Presupunem că este ı̂ndeplinită condiţia Slater

(S) ∃x0 ∈ dom f : −G(x0) ∈ intQ.

Atunci problema (D0) are soluţii optime şi v(P0) = v(D0), adică există
ȳ∗ ∈ Q+ astfel ca

inf{f(x) | G(x) ≤ 0} = inf{L(x, ȳ∗) | x ∈ X}.
În plus, următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) x̄ este soluţie pentru (P0);

(ii) G(x̄) ≤ 0 şi există ȳ∗ ∈ Q+ astfel ca

0 ∈ ∂(f + ȳ∗ ◦G)(x̄) şi 〈G(x̄), ȳ∗〉 = 0;

(iii) există ȳ∗ ∈ Q+ astfel că (x̄, ȳ∗) este punct şa pentru L, adică

L(x̄, y∗) ≤ L(x̄, ȳ∗) ≤ L(x, ȳ∗) ∀x ∈ X, ∀ y∗ ∈ Q+. (2.52)

Demonstraţie. Condiţia Slater (S) asigură faptul că (x0, 0) ∈ domF şi
funcţia F (x0, ·) este continuă ı̂n 0. Aplicând Teorema 2.6.5, avem că există ȳ∗

astfel ca v(P0) = −F ∗(0,−ȳ∗), unde F este funcţia definită de (2.51). Dacă
v(P0) = −∞ atunci F ∗(0, y∗) = ∞ pentru orice y∗ ∈ Y ∗ şi deci putem lua
ȳ∗ = 0 ∈ Q+. Dacă v(P0) > −∞, din expresia lui F ∗ rezultă că ȳ∗ ∈ Q+.
Prin urmare

v(P0) = inf{f(x) | G(x) ≤ 0} = −F ∗(0,−ȳ∗) = inf{L(x, ȳ∗) | x ∈ X}
= v(D0).
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(i) ⇒ (ii) Desigur, x̄ fiind soluţie pentru (P0), avem că G(x̄) ≤ 0. Din cele
arătate mai sus avem că există ȳ∗ ∈ Q+ astfel ca

f(x̄) = v(P0) = inf{L(x, ȳ∗) | x ∈ X},

şi deci

f(x̄) + 〈G(x̄), ȳ∗〉 ≤ f(x̄) ≤ f(x) + 〈G(x), ȳ∗〉 ∀x ∈ X. (2.53)

Făcând abstracţie de termenul din mijloc, din (2.53) avem că x̄ este punct de
minim pentru f + ȳ∗ ◦ G şi deci 0 ∈ ∂(f + ȳ∗ ◦ G)(x̄); luând x = x̄ ı̂n (2.53)
obţinem că 〈G(x̄), ȳ∗〉 = 0.

(ii) ⇒ (iii) Din relaţia 0 ∈ ∂(f + ȳ∗ ◦G)(x̄) obţinem

L(x̄, ȳ∗) = f(x̄) + 〈G(x̄), ȳ∗〉 ≤ f(x) + 〈G(x), ȳ∗〉 = L(x, ȳ∗) ∀x ∈ X.

În plus, pentru y∗ ∈ Q+ avem că

L(x̄, y∗) = f(x̄) + 〈G(x̄), y∗〉 ≤ f(x̄) = f(x̄) + 〈G(x̄), ȳ∗〉 = L(x̄, ȳ∗).

Prin urmare (2.52) are loc, adică (x̄, ȳ∗) este punct şa pentru L.
(iii) ⇒ (i) Luând y∗ = 0, apoi y∗ = 2ȳ∗, ı̂n partea stângă a relaţiei (2.52),

obţinem că 〈G(x̄), ȳ∗〉 = 0. Tot din partea stângă a relaţiei (2.52) obţinem
acum că 〈G(x̄), y∗〉 ≤ 0 pentru orice y∗ ∈ Q+, de unde, utilizând Teorema
bipolarei (Teorema 1.5.7), avem că −G(x̄) ∈ Q++ = Q, adică x̄ este soluţie
admisibilă pentru (P0). Din partea dreaptă a relaţiei (2.52) obţinem că

f(x̄) = f(x̄) + 〈G(x̄), ȳ∗〉 ≤ f(x) + 〈G(x), ȳ∗〉 ≤ f(x) ∀x ∈ X, G(x) ≤ 0.

Prin urmare x̄ este soluţie a problemei (P0).

Elementul ȳ∗ ∈ Q+ obţinut ı̂n Teorema 2.8.2 se numeşte multiplicator
Lagrange pentru problema (P ).

Să observăm că dacă G este operator continuu atunci

∂(f + ȳ∗ ◦G)(x) = ∂f(x) + ∂(ȳ∗ ◦G)(x) ∀x ∈ dom f ;

faptul că Q este ı̂nchis s-a utilizat numai la implicaţia (iii) ⇒ (i) din teorema
precedentă, pentru a obţine că x̄ este soluţie admisibilă.

Un caz particular important este cel ı̂n care avem un număr finit de
restricţii. Fie funcţia f ca mai sus şi g1, . . . , gn : X → IR funcţii convexe.
Considerăm problema

(P1) min f(x), gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ n.
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Problema duală problemei (P1) este

(D1) max infx∈X (f(x) + λ1g1(x) + · · ·+ λngn(x)) , λ1 ≥ 0, . . . , λn ≥ 0.

Are loc următorul rezultat.

Teorema 2.8.3 Fie f : X → IR, g1, . . . , gn : X → IR funcţii convexe. Pre-
supunem că are loc condiţia Slater

∃x0 ∈ dom f : gi(x0) < 0 ∀ i, 1 ≤ i ≤ n.

Atunci

(i) problema (D1) are soluţii optime şi v(P1) = v(D1), adică există (mul-
tiplicatorii Lagrange) λ̄1, . . . , λ̄n ∈ [0,∞[ astfel ca

inf{f(x) | g1(x) ≤ 0, . . . , gn(x) ≤ 0} = inf
x∈X

(
f(x) + λ̄1g1(x) + · · ·+ λ̄ngn(x)

)
.

(ii) Fie x̄ ∈ dom f ; x̄ este soluţie a problemei (P1) dacă şi numai dacă

gi(x̄) ≤ 0 pentru 1 ≤ i ≤ n şi există λ̄1, . . . , λ̄n ∈ [0,∞[ astfel ca λ̄igi(x̄) = 0
pentru orice i, 1 ≤ i ≤ n, şi

0 ∈ ∂
(
f + λ̄1g1 + · · ·+ λ̄ngn

)
(x̄).

Dacă funcţiile g1, . . . , gn sunt continue ultima condiţie este echivalentă cu

0 ∈ ∂f(x̄) + λ̄1∂g1(x̄) + · · ·+ λ̄n∂gn(x̄).

Demonstraţie. Considerând G : X → IRn, G(x) := (g1(x), . . . , gn(x)), G
este IRn

+-convex. Rezultatul enunţat ı̂n teoremă este consecinţă imediată a
teoremei precedente. Să observăm că ı̂n cazul nostru ∂(λgi)(x) = λ∂g(x)
pentru orice x ∈ X şi λ ≥ 0.

Consecinţa 2.8.1 Fie f, g1, . . . , gn : X → IR funcţii convexe, continue şi
G-diferenţiabile. Presupunem că există x0 ∈ X astfel ca gi(x0) < 0 pentru
orice i, 1 ≤ i ≤ n. Atunci x̄ ∈ X este soluţie a problemei (P1) dacă şi numai
dacă gi(x̄) ≤ 0 pentru 1 ≤ i ≤ n şi există λ̄1, . . . , λ̄n ∈ [0,∞[ astfel ca

−∇f(x̄) = λ̄1∇g1(x̄) + · · ·+ λ̄n∇gn(x̄) şi λ̄igi(x̄) = 0 ∀ i, 1 ≤ i ≤ n.

Consecinţa 2.8.2 Fie g : X → IR funcţie convexă şi

C := {x ∈ X | g(x) ≤ 0}.
Presupunem că există x0 ∈ X astfel ca g(x0) < 0. Atunci

N(C, x̄) =

{
[0,∞[ · ∂g(x̄) dacă g(x̄) = 0 şi ∂g(x̄) 6= ∅,
{0} dacă g(x̄) < 0 sau ∂g(x̄) = ∅. (2.54)
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Demonstraţie. Este evident că 0 ∈ N(C, x̄). Dacă ı̂n plus g(x̄) = 0 şi
x∗ ∈ ∂g(x̄),

〈x− x̄, x∗〉 ≤ g(x)− g(x̄) = g(x) ≤ 0 ∀x ∈ C,

adică x∗ ∈ N(C, x̄). Deoarece N(C, x̄) este con, [0,∞[ · ∂g(x̄) ⊂ N(C, x̄). Prin
urmare are loc incluziunea “⊃” din (2.54).

Dovedim acum incluziunea inversă. Dacă g(x̄) < 0 atunci x̄ ∈ aintC,
şi deci, după cum am observat la pagina 105, N(C, x̄) = {0}. Într-adevăr,
fie x ∈ X. Deoarece C este mulţime convexă, este suficient să arătăm că
x̄ + λx ∈ C pentru un λ > 0. Dacă g(x̄ + x) ≤ 0, x̄ + 1 · x ∈ C. Fie deci
g(x̄ + x) > 0. Luând λ0 := −g(x̄)/[g(x̄ + x)− g(x̄)] ∈ ]0, 1[, avem că

g(x̄ + λ0x) = g((1− λ0)x̄ + λ0(x̄ + x)) ≤ (1− λ0)g(x̄) + λ0g(x̄ + x) = 0,

ceea ce arată că x̄ + λ0x ∈ C.
Fie acum g(x̄) = 0 şi x∗ ∈ N(C, x̄). Atunci x̄ este soluţie a problemei

(P ′
1) min 〈x,−x∗〉, g(x) ≤ 0,

şi deci, din Teorema 2.8.3, există λ ≥ 0 astfel ca 0 ∈ ∂(−x∗ + λg)(x̄), adică
x∗ ∈ ∂(λg)(x̄). Dacă ∂g(x̄) = ∅ atunci λ = 0, şi deci x∗ = 0. Dacă ∂g(x̄) 6= ∅,
atunci x∗ ∈ λ∂g(x̄) ⊂ [0,∞[ ·∂g(x̄). Prin urmare are loc şi incluziunea “⊂”
din (2.54).

Să observăm că putem obţine caracterizarea soluţiei optime din Teorema
2.8.3, ı̂n cazul ı̂n care funcţiile gi sunt continue, din Consecinţa 2.8.2 şi formula
pentru subdiferenţiala sumei. Într-adevăr, x̄ ∈ dom f este soluţie pentru (P1)
dacă şi numai dacă x̄ este punct de minim pentru funcţia f + IC1 + · · ·+ ICn ,
unde Ci := {x | gi(x) ≤ 0}. Din ipoteză avem că dom f ∩ ⋂n

i=1 intCi 6= ∅ şi
deci

∂(f + IC1 + · · ·+ ICn)(x)
= ∂f(x) + N(C1, x) + · · ·+ N(Cn, x) ∀x ∈ dom f ∩⋂n

i=1 Ci.

Utilizând formula (2.54) obţinem caracterizarea dorită.
Teorema 2.8.2 poate fi ı̂ncă extinsă la cazul unei probleme la care se adaugă

restricţii liniare. Fie problema

(P2) min f(x), G(x) ≤ 0, Tx = 0.

Considerând funcţia Lagrange asociată problemei (P2), definită prin

L2 : X × (Q+ × Z∗) → IR, L2(x, y∗, z∗) := f(x) + 〈G(x), y∗〉+ 〈Tx, z∗〉,
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problema duală problemei (P2) este

(D2) max infx∈X L2(x, y∗, z∗), y∗ ∈ Q+, z∗ ∈ Z∗.

Are loc următoarea teoremă.

Teorema 2.8.4 Fie f : X → IR funcţie convexă proprie, G : X → (Y,Q)
operator Q-convex, unde Q ⊂ Y este un con convex ı̂nchis, T ∈ L(X,Z) un
operator surjectiv şi x̄ ∈ dom f . Presupunem că X, Z sunt spaţii Banach
şi există x0 ∈ dom f astfel că f, G sunt continui ı̂n x0, −G(x0) ∈ intQ şi
Tx0 = 0. Atunci problema (D2) are soluţii optime şi v(P2) = v(D2), adică
există ȳ∗ ∈ Q+, z̄∗ ∈ Z∗ astfel ca

inf{f(x) | G(x) ≤ 0, Tx = 0} = inf{L2(x, ȳ∗, z̄∗) | x ∈ X}.

În plus, următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) x̄ este soluţie pentru (P2);

(ii) G(x̄) ≤ 0, T x̄ = 0 şi există ȳ∗ ∈ Q+, z̄∗ ∈ Z∗ astfel ca

T ∗z̄∗ ∈ ∂f(x̄) + ∂(ȳ∗ ◦G)(x̄) şi 〈G(x̄), ȳ∗〉 = 0;

(iii) există (ȳ∗, z̄∗) ∈ Q+×Z∗ astfel că (x̄, (ȳ∗, z̄∗)) este punct şa pentru L2,

adică

L2(x̄, y∗, z∗) ≤ L2(x̄, ȳ∗, z̄∗) ≤ L2(x, ȳ∗, z̄∗) ∀x ∈ X, ∀ y∗ ∈ Q+, ∀ z∗ ∈ Z∗.

Demonstraţie. Considerăm funcţia de perturbare

F : X × (Y × Z) → IR, F (x, y, z) :=

{
f(x) dacăG(x) ≤ y, T (x) = z,
∞ ı̂n rest.

Dorim să arătăm că este ı̂ndeplinită condiţia de la punctul (i) al Teoremei
2.6.5. Deoarece f este continuă ı̂n x0 ∈ dom f , există ρ1 > 0 astfel ca

∀x ∈ B(x0, ρ1) : f(x) ≤ M := f(x0) + 1.

Deoarece −G(x0) ∈ intQ, există ρ2 > 0 astfel ca B(−G(x0), 2ρ2) ⊂ Q. Din
cauză că G este continuu ı̂n x0, există ρ3 ∈ ]0, ρ1] astfel ca G(x) ∈ B(G(x0), ρ2)
pentru orice x ∈ B(x0, ρ3). Cum T este operator surjectiv şi X, Z sunt
spaţii Banach, din principiul aplicaţiilor deschise, avem că există ρ4 > 0 astfel
ca B(0, ρ4) ⊂ T (B(x0, ρ3)). Fie V0 := B(0, ρ2) × B(0, ρ4) ∈ VY×Z(0, 0) şi
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(y, z) ∈ V0. Există atunci x ∈ B(x0, ρ3) astfel ca Tx = z. Cum x ∈ B(x0, ρ3),
G(x) ∈ B(G(x0), ρ2), adică G(x) = G(x0)− y1 cu ‖y1‖ < ρ2. Atunci

y −G(x) = y + y1 −G(x0) ∈ B(−G(x0), 2ρ2) ⊂ Q;

prin urmare G(x) ≤ y. Luând pentru fiecare (y, z) ∈ V0, θ(y, z) := x obţinut
mai ı̂nainte, avem că

F (θ(y, z), y, z) ≤ M ∀ (y, z) ∈ V0,

adică este ı̂ndeplinită condiţia menţionată mai sus. Prin urmare există un
element (ȳ∗, z̄∗) ∈ Y ∗ × Z∗ astfel ca v(P2) = −F ∗(0,−ȳ∗,−z̄∗). Însă

F ∗(0,−y∗,−z∗) = sup(x,y,z)∈X×Y×Z (〈y,−y∗〉+ 〈z,−z∗〉 − F (x, y, z))
= sup{−〈y, y∗〉 − 〈z, z∗〉 − f(x) | G(x) ≤ y, Tx = z}
= sup{−〈G(x) + q, y∗〉 − 〈Tx, z∗〉 − f(x) | x ∈ X, q ∈ Q}
= − inf{f(x) + 〈G(x), y∗〉+ 〈Tx, z∗〉 | x ∈ X}+

+sup{−〈q, y∗〉 | q ∈ Q}.

Prin urmare

F ∗(0,−y∗,−z∗) =

{
−infx∈XL2(x, y∗, z∗) dacă y∗ ∈ Q+,
∞ dacă y∗ /∈ Q+.

Deci ȳ∗ ∈ Q+ dacă v(P2) ∈ IR, şi se poate lua ȳ∗ = 0 ∈ Q+ dacă v(P2) = −∞.
Demonstraţia celei de a doua părţi se face complet analog cu cea din Teo-

rema 2.8.2. Să observăm numai că f şi G fiind continui ı̂n x0, are loc formula
∂(f + ȳ∗ ◦G)(x) = ∂f(x) + ∂(ȳ∗ ◦G)(x) pentru orice x ∈ dom f .

Condiţia că T este surjectiv, iar spaţiile X, Z sunt spaţii Banach poate fi
ı̂nlocuită prin condiţia că T (UX) ∈ VImT (0), adică T este operator deschis
relativ la ImT .

2.9 Câteva rezultate fundamentale ı̂n
analiza convexă

Ca aplicaţii ale Teoremei lui Ekeland şi ale rezultatelor referitoare la funcţii
convexe stabilite până acum punem ı̂n evidenţă alte rezultate importante refe-
ritoare la funcţii convexe. Un prim rezultat, util pentru stabilirea altora, este
următoarea generalizare a Teoremei Brøndsted-Rockafellar.
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Teorema 2.9.1 (Borwein). Fie X spaţiu Banach şi f : X → IR o funcţie
convexă, i.s.c. şi proprie. Considerăm ε ∈ ]0,∞[, x0 ∈ dom f, x∗0 ∈ ∂εf(x0)
şi β ∈ [0,∞[. Atunci există xε ∈ X, u∗ε ∈ U∗ şi λε ∈ [−1, 1] astfel ca

‖xε − x0‖+ β|〈xε − x0, x
∗
0〉| ≤

√
ε, (2.55)

x∗ε := x∗0 +
√

ε(u∗ε + βλεx
∗
0) ∈ ∂f(xε). (2.56)

În plus
‖xε − x0‖ ≤

√
ε, ‖x∗ε − x∗0‖ ≤

√
ε(1 + β‖x∗0‖), (2.57)

x∗ε ∈ ∂2εf(x0), |f(xε)− f(x0)| ≤
√

ε(
√

ε + 1/β). (2.58)

(Convenim ca 1/0 = ∞.)

Demonstraţie. Aplicaţia

‖ ‖0 : X → IR, ‖x‖0 := ‖x‖+ β|〈x, x∗0〉|,

este, evident, o normă pe X, echivalentă cu norma iniţială. Deci (X, ‖ ‖0) este
spaţiu Banach. Considerăm funcţia

g : X → IR, g(x) := f(x)− 〈x, x∗0〉.

Este evident că x0 ∈ dom g = dom f = dom ∂εf , iar g este i.s.c. şi mărginită
inferior:

g(x) ≥ g(x0)− ε ∀x ∈ X ( ⇔ x∗0 ∈ ∂εf(x0) ).

Prin urmare putem aplica Teorema lui Ekeland (Teorema 1.2.6) pentru g,
√

ε
şi distanţa d, unde d(x, y) := ‖x− y‖0. Deci există xε ∈ dom g astfel ca

g(xε) +
√

ε · ‖xε − x0‖0 ≤ g(x0), (2.59)

g(xε) < g(x) +
√

ε · ‖x− xε‖0 ∀x ∈ X, x 6= xε. (2.60)

Din (2.59) obţinem că

g(xε) +
√

ε(‖xε − x0‖+ β|〈xε − x0, x
∗
0〉|) ≤ g(x0) ≤ g(xε) + ε,

de unde (2.55) se obţine imediat.
Considerând funcţia h : X → IR,

h(x) := g(x)+
√

ε·‖x−xε‖0 = f(x)−〈x, x∗0〉+
√

ε·‖x−xε‖+β
√

ε·|〈x−xε, x
∗
0〉|,

din (2.60) avem că xε este punct de minim pentru h. Prin urmare 0 ∈ ∂h(xε).
Cum h apare ca suma a patru funcţii convexe, cel mult una nefiind continuă,
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ţinând seama şi de expresia subdiferenţialei normei (Consecinţa 2.4.5) şi a
modulului unei funcţionale liniare (la sfârşitul Secţiunii 2.7), avem că

0 ∈ ∂h(xε) = ∂f(xε)− x∗0 +
√

ε · U∗ + β
√

ε · [−1, 1] · x∗0.
Deci există x∗ε ∈ ∂f(xε), u∗ε ∈ U∗ şi λε ∈ [−1, 1] astfel ca (2.56) să aibă loc.

Estimările din (2.57) rezultă imediat din (2.55) şi (2.56). Tot din (2.55)
şi (2.56) obţinem că

|〈xε − x0, x
∗
ε − x∗0〉| =

√
ε · |〈xε − x0, u

∗
ε + βλεx

∗
0〉|

≤ √
ε(‖xε − x0‖ · ‖u∗ε‖+ β|λε| · |〈xε − x0, x

∗
0〉|)

≤ √
ε(‖xε − x0‖+ β|〈xε − x0, x

∗
0〉|)

≤ √
ε · √ε = ε. (2.61)

Deoarece x∗0 ∈ ∂εf(x0) şi x∗ε ∈ ∂f(xε), avem că

〈x0−xε, x
∗
ε−x∗0〉+〈x0−xε, x

∗
0〉 = 〈x0−xε, x

∗
ε〉 ≤ f(x0)−f(xε) ≤ 〈x0−xε, x

∗
0〉+ε,

de unde, prin utilizarea relaţiilor (2.55) şi (2.61), obţinem că

|f(x0)− f(xε)| ≤ |〈x0 − xε, x
∗
0〉|+ ε ≤ ε +

√
ε/β,

adică a doua relaţie din (2.58) este satisfăcută. Utilizând din nou faptul că
x∗0 ∈ ∂εf(x0), x∗ε ∈ ∂f(xε), şi (2.61), avem că

〈x− x0, x
∗
ε〉 = 〈x− xε, x

∗
ε〉+ 〈xε − x0, x

∗
ε − x∗0〉+ 〈xε − x0, x

∗
0〉

≤ f(x)− f(xε) + ε + f(xε)− f(x0) + ε

= f(x)− f(x0) + 2ε ∀x ∈ X,

adică x∗ε ∈ ∂2εf(x0), ceea ce arată că şi prima relaţie din (2.58) are loc.

Următorul rezultat este o consecinţă imediată a teoremei precedente.

Teorema 2.9.2 (Brøndsted-Rockafellar). Fie X spaţiu Banach şi f : X → IR
o funcţie convexă, i.s.c. şi proprie, iar ε ∈ ]0,∞[. Atunci

∀ (x0, x
∗
0) ∈ ∂εf, ∃ (xε, x

∗
ε) ∈ ∂f : ‖xε − x0‖ ≤

√
ε, ‖x∗ε − x∗0‖ ≤

√
ε.

În particular dom f ⊂ dom ∂f şi dom f∗ ⊂ dom ∂f∗.

Demonstraţie. Prima parte a teoremei rezultă din Teorema lui Borwein
pentru β = 0. Pentru a două parte, fie x0 ∈ dom f şi 0 < εn → 0. Pentru
fiecare n ∈ IN există x∗0n ∈ ∂εnf(x0), şi deci, din prima parte,

∃ (xn, x∗n) ∈ ∂f : ‖xn − x0‖ ≤ √
εn, ‖x∗n − x∗0n‖ ≤

√
εn.
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Deci dom ∂f 3 xn → x0.
În mod analog, fie x∗0 ∈ dom f∗ şi 0 < εn → 0. Pentru fiecare n există

x0n ∈ ∂εnf∗(x∗0) ( ⇔ x∗0 ∈ ∂εnf(x0n) ). Tot din prima parte

∃ (xn, x∗n) ∈ ∂f : ‖xn − x0n‖ ≤ √
εn, ‖x∗n − x∗0‖ ≤

√
εn.

Prin urmare dom ∂f∗ = Im ∂f 3 x∗n → x∗0.

Din Teorema Brøndsted-Rockafellar se poate obţine şi următorul rezultat.

Teorema 2.9.3 (Bishop-Phelps). Fie X spaţiu Banach şi C ⊂ X, C 6= X, o
mulţime nevidă, convexă şi ı̂nchisă. Atunci

(i) Mulţimea punctelor suport ale lui C este densă ı̂n FrC.

(ii) Mulţimea funcţionalelor suport ale lui C este densă ı̂n mulţimea funcţi-
onalelor mărginite superior pe C. Dacă ı̂n plus C este mărginită, atunci
mulţimea funcţionalelor suport ale lui C este densă ı̂n X∗.

Demonstraţie. (i) Fie x0 ∈ FrC şi ε ∈ ]0, 1[. Deoarece C 6= X, există
x1 ∈ X \ C astfel ca ‖x1 − x0‖ ≤ ε2. Aplicând o teoremă de separare, există
x∗0 ∈ S∗ astfel ca supx∈C〈x, x∗0〉 < 〈x1, x

∗
0〉. Prin urmare, pentru orice x ∈ C,

〈x− x0, x
∗
0〉 = 〈x− x1, x

∗
0〉+ 〈x1 − x0, x

∗
0〉 ≤ 〈x− x1, x

∗
0〉+ ‖x1 − x0‖ ≤ ε2,

şi deci x∗0 ∈ ∂ε2IC(x0). Aplicând Teorema lui Brøndsted-Rockafellar avem că

∃xε ∈ C, ∃x∗ε ∈ ∂IC(xε) : ‖xε − x0‖ ≤ ε, ‖x∗ε − x∗0‖ ≤ ε < 1.

Cum ‖x∗0‖ = 1, avem că x∗ε 6= 0, şi deci xε este punct suport (de sprijin) al lui
C cu ‖xε − x0‖ ≤ ε. Deci concluzia are loc.

(ii) Din a doua parte a teoremei precedente avem că

dom (IC)∗ ⊂ dom ∂(IC)∗ = dom ∂(IC)∗ \ {0},

şi deci are loc concluzia teoremei.

Următoarea teoremă va fi folosită pentru obţinerea unei demonstraţii foarte
simple pentru Teorema lui Rockafellar. Pentru o funcţie g : X → IR vom nota
prin inf g numărul infx∈X g(x).

Teorema 2.9.4 (Simons). Fie X spaţiu Banach, f : X → IR o funcţie con-
vexă, i.s.c., proprie şi u ∈ X, η ∈ IR astfel ca inf f < η < f(u). Definim

L := sup
x∈X\{u}

η − f(x)
‖u− x‖ ,
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şi Du : X → IR, Du(x) := ‖x− u‖. Atunci

(i) 0 < L < ∞ şi inf(f + LDu) ≥ η;

(ii) ∀ε ∈ ]0, 1[, ∃ y ∈ X : (f + LDu)(y) < inf(f + LDu) + εL‖u− y‖;
(iii) ∀ε ∈ ]0, 1[, ∃ (z, z∗) ∈ ∂f : 〈u − z, z∗〉 ≥ (1 − ε)L‖u − z‖ > 0 şi
‖z∗‖ ≤ (1 + ε)L;

(iv) ∀ε ∈ ]0, 1[, ∃ (z, z∗) ∈ ∂f : 〈u−z, z∗〉+f(z) > η, L ≤ ‖z∗‖ ≤ (1+ε)L.

Demonstraţie. (i) Deoarece η > inf f , este clar că L > 0. Din faptul că
η < f(u) şi f este i.s.c. ı̂n u, există ρ > 0 astfel ca f(x) > η pentru x ∈ B(u, ρ).
În plus, deoarece f este convexă, proprie şi i.s.c., există x∗ ∈ X∗ şi α ∈ IR
astfel ca f(x) ≥ 〈x, x∗〉 − α pentru orice x ∈ X. Prin urmare, pentru x ∈ X,
‖x− u‖ ≥ ρ,

η − f(x) ≤ η − 〈x, x∗〉+ α ≤ η + ‖x− u‖ · ‖x∗‖ − 〈u, x∗〉+ α.

Notând γ := max{0, η + α− 〈u, x∗〉}, obţinem că

η − f(x)
‖u− x‖ ≤ ‖x∗‖+

γ

‖u− x‖ ≤ ‖x∗‖+
γ

ρ
∀x ∈ X, ‖x− u‖ ≥ ρ.

Din modul de alegere a lui ρ şi această relaţie obţinem că L < ∞. Din expresia
lui L, inegalitatea inf(f + LDu) ≥ η este evidentă.

(ii) Fie ε ∈ ]0, 1[. Deoarece (1− ε)L < L, din definiţia lui L, există y ∈ X,
y 6= u, astfel ca (η − f(y))/‖u− y‖ > (1− ε)L, de unde obţinem că

(f + LDu)(y) < η + εLDu(y) ≤ inf(f + LDu) + εL‖y − u‖.

(iii) Fie ε ∈ ]0, 1[ fixat. Funcţia f+LDu este proprie, i.s.c. şi mărginită infe-
rior, iar elementul y găsit la (ii) este din dom (f +LDu) = dom f . Considerând
metrica d pe X definită prin d(x1, x2) := L‖x1−x2‖, spaţiul (X, d) este spaţiu
metric complet. Prin urmare, aplicând Teorema lui Ekeland obţinem existenţa
unui element z ∈ X astfel ca

(f + LDu)(z) + εL‖z − y‖ ≤ (f + LDu)(y),

şi
(f + LDu)(z) ≤ (f + LDu)(x) + εL‖x− z‖ ∀x ∈ X.

Din prima relaţie, ţinând seama şi de (ii), obţinem că ‖z−y‖ < ‖u−y‖, şi deci
z 6= u. Din a doua relaţie de mai sus avem că z este punct de minim pentru
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funcţia f + LDu + εLDz; ı̂ntrucât Du şi Dz sunt funcţii convexe şi continue,
rezultă că

0 ∈ ∂(f + LDu + εLDz)(z) = ∂f(z) + L∂Du(z) + εL∂Dz(z).

Însă ∂Dz(z) = ∂‖ ‖(0) = U∗ şi ∂Du(z) = {x∗ ∈ U∗ | 〈z − u, x∗〉 = ‖z − u‖}.
Prin urmare există z∗ ∈ ∂f(z) şi u∗, v∗ ∈ U∗ astfel ca z∗ = Lu∗ + εLv∗,
〈u− z, u∗〉 = ‖u− z‖. Rezultă că ‖z∗‖ ≤ (1 + ε)L şi

〈u− z, z∗〉 = 〈u− z, Lu∗ + εLv∗〉 = L‖u− z‖+ εL〈u− z, v∗〉
≥ L‖u− z‖ − εL‖u− z‖ = L(1− ε)‖u− z‖ > 0.

(iv) Fie ε ∈ ]0, 1[ fixat şi ε′ := ε/3. Considerăm M := (1+2ε′)L. Deoarece
f +MDu ≥ f +LDu ≥ η, putem aplica Teorema lui Ekeland pentru f +MDu,
un element x0 din dom f , ε′ > 0 şi distanţa definită la (iii). Rezultă că există
z ∈ X astfel ca

(f + MDu)(z) ≤ (f + MDu)(x) + ε′L‖x− z‖ ∀x ∈ X.

Ca la punctul (iii), există z∗ ∈ ∂f(z), u∗, v∗ ∈ U∗ astfel ca z∗ = Mu∗ + ε′Lv∗

şi 〈u− z, u∗〉 = ‖u− z‖. Deci ‖z∗‖ ≤ (1 + ε)L şi

〈u− z, z∗〉 ≥ (M − ε′L)‖u− z‖ = (1 + ε′L)‖u− z‖.

Prin urmare, dacă u = z, 〈u− z, z∗〉+ f(z) = f(u) > η, iar dacă u 6= z,

〈u− z, z∗〉+ f(z) ≥ (1 + ε′)L‖u− z‖+ f(z) = (f + LDu)(z) + ε′L‖u− z‖ > η.

Deci 〈u− z, z∗〉+ f(z) > η. În plus, pentru orice x ∈ X,

‖u− x‖ · ‖z∗‖ ≥ 〈u− x, z∗〉 = [〈u− z, z∗〉+ f(z)]− [〈x− z, z∗〉+ f(z)]
> η − f(x),

ultima inegalitate având loc deoarece z∗ ∈ ∂f(z). Prin ı̂mpărţire la ‖u − x‖,
pentru x 6= u, obţinem că ‖z∗‖ ≥ L.

O consecinţă imediată a acestui rezultat este următoarea teoremă.

Teorema 2.9.5 Fie X spaţiu Banach şi f : X → IR o funcţie convexă, i.s.c.
şi proprie. Atunci pentru orice x ∈ X avem că

f(x) = sup{〈x− z, z∗〉+ f(z) | (z, z∗) ∈ ∂f}
= sup{〈x, z∗〉 − f∗(z∗) | z∗ ∈ Im (∂f)}.
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Demonstraţie. Dacă (z, z∗) ∈ ∂f , atunci 〈x− z, z∗〉+ f(z) ≤ f(x) pentru
orice x ∈ X, şi deci inegalitatea “≥” din relaţia de dovedit are loc. Fie x ∈ X
fixat. Dacă f(x) = inf f atunci 0 ∈ ∂f(x) şi deci luând (z, z∗) = (x, 0), avem
că f(x) ≤ 〈x − z, z∗〉 + f(z). Presupunem deci că f(x) > inf f , şi fie η ∈ IR
arbitrar astfel ca inf f < η < f(x). Din Teorema 2.9.4 (iv) avem că există
(z, z∗) ∈ ∂f astfel ca 〈x− z, z∗〉+ f(z) > η. Rezultă că

sup{〈x− z, z∗〉+ f(z) | (z, z∗) ∈ ∂f} ≥ f(x).

Demonstraţia este completă.

Operatorii maximal monotoni sunt deosebit de importanţi ı̂n teoria ecua-
ţiilor de evoluţie. Un exemplu semnificativ de astfel de operatori este dat de
teorema următoare.

Teorema 2.9.6 (Rockafellar). Fie X spaţiu Banach şi f : X → IR o funcţie
convexă, i.s.c. şi proprie. Atunci ∂f este operator maximal monoton.

Demonstraţie. Fie (u, u∗) ∈ X × X∗ \ ∂f . Atunci u∗ /∈ ∂f(u), şi deci
0 /∈ ∂f̃(u), unde f̃ := f − u∗. Rezultă că inf f̃ < f̃(u). Aplicând punctul
(iii) al Teoremei lui Simons, există (z, z̃∗) ∈ ∂f̃ astfel ca 〈u − z, z̃∗〉 > 0.
Considerând z∗ := z̃∗ + u∗, avem că (z, z∗) ∈ ∂f şi 〈z − u, z∗ − u∗〉 < 0, ceea
ce arată că mulţimea ∂f ∪ {(u, u∗)} nu este monotonă. Deci ∂f este operator
maximal monoton.

2.10 Aplicaţii la problema celei mai bune
aproximări

Fie (X, ‖ ‖) spaţiu normat şi C ⊂ X o mulţime nevidă, iar x0 ∈ X. Distanţa
de la x0 la C este numărul

d(x0, C) := inf{‖x− x0‖ | x ∈ C}.

Este cunoscut, şi uşor de dovedit, că d(x0, C) = d(x0, C). O problemă impor-
tantă este aceea de a determina mulţimea

PC(x0) := {x̄ ∈ C | ‖x̄− x0‖ = d(x0, C)};

x̄ ∈ PC(x0) se numeşte o cea mai bună aproximare a lui x0 prin elemente din
C. Să observăm PC(x0) este mulţimea soluţiilor optime pentru fiecare din
următoarele probleme de minimizare:

(P1) min ‖x− x0‖, x ∈ C,
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(P2) min 1
2‖x− x0‖2, x ∈ C.

În plus v(P1) = d(x0, C), v(P2) = 1
2d2(x0, C).

În teoria celei mai bune aproximări problemele de bază sunt: existenţa,
unicitatea şi caracterizarea elementelor de cea mai bună aproximare. Să ob-
servăm mai ı̂ntâi că PC(x0) = {x0} dacă x0 ∈ C, PC(x0) = ∅ dacă x0 ∈ C \C,
iar dacă C este mulţime deschisă atunci PC(x0) = ∅ pentru orice x0 ∈ X \ C
(exerciţiu !). Având ı̂n vedere cele de mai sus, ı̂n mod obişnuit se consideră
x0 ∈ X \ C şi se presupune că C este mulţime ı̂nchisă. Deoarece dorim să
aplicăm rezultatele stabilite anterior (dar nu este singurul motiv), vom pre-
supune mai departe că C este convexă.

Primul rezultat oferă condiţii suficiente pentru existenţa, respectiv unici-
tatea elementelor de cea mai bună aproximare.

Teorema 2.10.1 Fie C ⊂ X o mulţime nevidă, convexă şi ı̂nchisă, iar
x0 ∈ X.

(i) Dacă X este spaţiu Banach reflexiv atunci PC(x0) 6= ∅.
(ii) Dacă X0 := linC este spaţiu de dimensiune finită atunci PC(x0) 6= ∅.
(iii) Dacă X este spaţiu strict convex atunci PC(x0) are cel mult un element.

Demonstraţie. (i) Considerăm funcţia f := ‖ · −x0‖ + IC . Din ipoteză
avem că f este convexă şi i.s.c.; ı̂n plus lim‖x‖→∞ f(x) = ∞. Din punctul (ii)
al Teoremei 2.5.1, există x̄ ∈ X astfel ca f(x̄) ≤ f(x) pentru orice x ∈ X,
adică x̄ ∈ PC(x0).

(ii) Există (xn)n≥1 ⊂ C ⊂ X0 astfel ca ‖xn − x0‖ → d(x0, C). Rezultă că
(xn) este mărginit. Spaţiul X0 fiind finit dimensional, X0 este izomorf cu IRk

(k = dim X0) şi deci (xn) conţine un subşir (xnk
) convergent la x̄ ∈ X0 ⊂ X.

Deoarece mulţimea C este ı̂nchisă, x̄ ∈ C, iar din modul ı̂n care (xn) a fost
ales avem că ‖x̄− x0‖ = d(x0, C). Prin urmare x̄ ∈ PC(x0).

(iii) Am văzut că pentru x0 ∈ C, PC(x0) = {x0}. Fie deci x0 /∈ C.
Presupunem că există două elemente distincte x1, x2 ı̂n PC(x0). Atunci

1
2(x1 + x2) ∈ C, şi ‖x1 − x0‖ = ‖x2 − x0‖ = d(x0, C) > 0.

Deoarece X este strict convex, obţinem că

‖1
2(x1 + x2)− x0‖ = ‖1

2(x1 − x0) + 1
2(x2 − x0)‖

< 1
2‖x1 − x0‖+ 1

2‖x2 − x0‖ = d(x0, C).

Această contradicţie arată că PC(x0) are cel mult un element.
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Să observăm că pentru (X, 〈 , 〉) spaţiu Hilbert, rezultatele stabilite la
punctele (i) şi (iii) din teorema precedentă sunt date şi de Teorema 1.9.1.

Următorul rezultat de dualitate se dovedeşte util uneori.

Teorema 2.10.2 Fie ∅ 6= C ⊂ X o mulţime convexă şi ı̂nchisă, iar
x0 ∈ X \ C. Atunci

d(x0, C) = max
x∗∈U∗

inf
x∈C

〈x0 − x, x∗〉,
1
2d2(x0, C) = max

x∗∈X∗ inf
x∈C

(〈x0 − x, x∗〉 − 1
2‖x∗‖2).

Dacă C este con atunci

d(x0, C) = max
x∗∈U∗∩−C+

〈x0, x
∗〉 şi 1

2d2(x0, C) = max
x∗∈−C+

(
〈x0, x

∗〉 − 1
2‖x∗‖2

)
.

Demonstraţie. Fie

f1, f2 : X → IR, f1(x) := ‖x− x0‖, f2(x) := 1
2‖x− x0‖2.

Utilizând formula de dualitate Fenchel-Rockafellar (Consecinţa 2.7.3) şi for-
mulele pentru conjugata normei şi a pătratului normei, avem că

d(x0, C) = inf
x∈X

(f1(x) + IC(x)) = max
x∗∈X∗ (−f1

∗(−x∗)− IC
∗(x∗))

= max
x∗∈U∗

(
〈x0, x

∗〉 − sup
x∈C

〈x, x∗〉
)

= max
x∗∈U∗

inf
x∈C

〈x0 − x, x∗〉,
1
2d2(x0, C) = inf

x∈X
(f2(x) + IC(x)) = max

x∗∈X∗ (−f2
∗(−x∗)− IC

∗(x∗))

= max
x∗∈X∗

(
〈x0, x

∗〉 − 1
2‖x∗‖2 − sup

x∈C
〈x, x∗〉

)

= max
x∗∈X∗ inf

x∈C

(
〈x0 − x, x∗〉 − 1

2‖x∗‖2
)

.

În cazul ı̂n care C este con, IC
∗(x∗) = 0 dacă x∗ ∈ −C+, = ∞ ı̂n rest, şi deci

se obţin şi celelalte formule.

Încheiem acest paragraf cu caracterizarea elementelor de cea mai bună
aproximare.

Teorema 2.10.3 Fie C ⊂ X o mulţime nevidă şi convexă, x0 ∈ X \ C, iar
x̄ ∈ C. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

(i) x̄ ∈ PC(x0);
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(ii) ∃x∗ ∈ S∗ : 〈x̄− x0, x
∗〉 = ‖x̄− x0‖, 〈x− x̄, x∗〉 ≥ 0 ∀x ∈ C;

(iii) ∃x∗ ∈ S∗ : 〈x− x0, x
∗〉 ≥ ‖x̄− x0‖ ∀x ∈ C;

(iv) ∃x∗ ∈ X∗ : 〈x̄−x0, x
∗〉 = ‖x∗‖2 = ‖x̄−x0‖2, 〈x−x̄, x∗〉 ≥ 0 ∀x ∈ C;

(v) ∃x∗ ∈ X∗ : ‖x∗‖ = ‖x̄− x0‖, 〈x− x0, x
∗〉 ≥ ‖x̄− x0‖2 ∀x ∈ C;

(vi) (dacă X este neted) 〈x− x̄, FX(x̄− x0)〉 ≥ 0 ∀x ∈ C;

(vii) (dacă C este con) ∃x∗ ∈ S∗ ∩ −C+ : 〈x0, x
∗〉 = ‖x̄− x0‖.

Demonstraţie. (i) ⇒ (ii) Dacă x̄ ∈ PC(x0) atunci 0 ∈ ∂f1(x̄) + ∂IC(x̄),
unde f1 este funcţia definită ı̂n demonstraţia teoremei precedente. Concluzia
este imediată, ţinând cont de expresia subdiferenţialei normei.

(ii) ⇒ (iii) Cu x∗ din (ii) avem că pentru orice x ∈ C

〈x− x0,−x∗〉 = 〈x− x̄,−x∗〉 − 〈x̄− x0, x
∗〉 = 〈x− x̄,−x∗〉 − ‖x̄− x0‖ ≥ 0.

Elementul −x∗ satisface condiţiile cerute.
(iii) ⇒ (i) Cu x∗ din (iii) avem

‖x− x0‖ ≥ 〈x− x0, x
∗〉 ≥ ‖x̄− x0‖ ∀x ∈ C,

adică x̄ ∈ PC(x0).
Implicaţiile (i)⇒ (iv)⇒ (v)⇒ (i) urmează exact la fel ca mai sus, utilizând

de această dată funcţia f2.
Condiţia (vi) este aceeaşi cu condiţia (iv) ı̂n cazul ı̂n care X este neted

(∂f2(x) = FX(x−x0), iar dacă X este neted FX(x) conţine un singur element,
notat tot prin FX(x)).

Presupunem acum că C este con.
(iii) ⇒ (vii) Cu x∗ din (iii) avem

〈tx, x∗〉 ≥ 〈x0, x
∗〉+ ‖x̄− x0‖ ∀ t ≥ 0, ∀x ∈ C.

Prin urmare 〈x, x∗〉 ≥ 0 pentru orice x ∈ C, adică x∗ ∈ C+, şi

〈x0,−x∗〉 ≥ ‖x̄− x0‖ ≥ 〈x0 − x̄,−x∗〉 ≥ 〈x0,−x∗〉,

şi deci −x∗ este elementul căutat.
(vii) ⇒ (iii) Cu x∗ din (vii), avem că

〈x− x0,−x∗〉 ≥ 〈x0, x
∗〉 = ‖x̄− x0‖ ∀x ∈ C,

ceea ce arată că −x∗ satisface condiţia din (iii).



Capitolul 3

Programare neconvexă

3.1 Conuri tangente

Pentru a obţine condiţii de optimalitate ı̂n cazul programării matematice
neconvexe s-au pus ı̂n evidenţă mai multe tipuri de conuri asociate unei sub-
mulţimi a unui spaţiu normat ı̂ntr-un punct. Cel mai vechi dintre acestea este
conul tangent ı̂n sensul lui Bouligand. Mai recent au fost introduse şi alte
tipuri de conuri tangente, printre care amintim pe cele ı̂n sensul lui Clarke şi
respectiv ı̂n sensul lui Ursescu. În cele ce urmează ultimele două conuri vor
avea un caracter ajutător.

Înainte de a defini aceste conuri reamintim că pentru o submulţime nevidă
A a unui spaţiu metric (X, d) şi x ∈ X, distanţa de la x la A este numărul
real d(x, A) := inf{d(x, a) | a ∈ A}; este uşor de verificat că d(x,A) = d(x, Ā).

Fie (X, ‖ ‖) spaţiu normat, M ⊂ X şi x̄ ∈ M . Se numeşte conul tangent
ı̂n sensul lui Bouligand la mulţimea M ı̂n x̄ mulţimea

TB(M, x̄) :=
{

u ∈ X

∣∣∣∣ lim inf
t↓0

d
(
u, t−1(M − x̄)

)
= 0

}
.

În mod asemănător, conul tangent ı̂n sensul lui Ursescu la mulţimea M ı̂n x̄
este mulţimea

TU (M, x̄) :=
{

u ∈ X

∣∣∣∣ limt↓0
d

(
u, t−1(M − x̄)

)
= 0

}
,

iar conul tangent ı̂n sensul lui Clarke la mulţimea M ı̂n x̄ este mulţimea

TC(M, x̄) :=
{

u ∈ X

∣∣∣∣ lim
M3x→x̄, t↓0

d
(
u, t−1(M − x)

)
= 0

}
.
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Vom vedea mai jos că aceste mulţimi sunt, ı̂ntr-adevăr, conuri ı̂nchise.
Având ı̂n vedere aceste definiţii, este utilă considerarea noţiunilor de limită

inferioară şi superioară pentru o aplicaţie multivocă. Fie (X, d) şi (Y, ρ) spaţii
metrice, iar R : X ; Y o aplicaţie multivocă. Se numesc limita inferioară,
respectiv limita superioară, a aplicaţiei multivoce R ı̂n x̄ ∈ domR mulţimile

lim inf
x→x̄

R(x) :=

{
v ∈ Y

∣∣∣∣∣ lim
domR3x→x̄

d (v,R(x)) = 0

}

şi

lim sup
x→x̄

R(x) :=

{
v ∈ Y

∣∣∣∣∣ lim inf
domR3x→x̄

d (v,R(x)) = 0

}
.

Să observăm că dacă R : X ; Y, R(x) := R(x), atunci

lim inf
x→x̄

R(x) = lim inf
x→x̄

R(x), lim sup
x→x̄

R(x) = lim sup
x→x̄

R(x). (3.1)

În plus are loc următorul rezultat.

Teorema 3.1.1 Fie R : (X, d) ; (Y, ρ) o aplicaţie multivocă şi x̄ ∈ domR.
Atunci mulţimile lim infx→x̄R(x) şi lim supx→x̄R(x) sunt ı̂nchise. În plus
v ∈ lim infx→x̄R(x) dacă şi numai dacă

∀ (xn) ⊂ domR, xn → x̄, ∃ (yn) ⊂ Y : yn → v şi yn ∈ R(xn) ∀n ∈ IN ,
(3.2)

iar v ∈ lim supx→x̄R(x) dacă şi numai dacă

∃ (xn) ⊂ domR, xn → x̄, ∃ (yn) ⊂ Y : yn → v şi yn ∈ R(xn) ∀n ∈ IN .
(3.3)

De asemenea,
lim sup

x→x̄
R(x) =

⋂

U∈V(x̄)

⋃

x∈U

R(x). (3.4)

Demonstraţie. Fie v /∈ lim infx→x̄R(x); utilizând definiţia limitei inferioare
avem că lim supdomR3x→x̄ d (v,R(x)) > 0. Deci există ε0 > 0 astfel ca

∀U ∈ V(x̄), ∃xU ∈ U ∩ domR : d (v,R(xU )) > 2ε0. (3.5)

Pentru v′ ∈ B(v, ε0), d (v′,R(xU )) ≥ ε0. În caz contrar există yU ∈ R(xU )
astfel ca ρ(v′, yU ) < ε0. Prin urmare

ρ(v, yU ) ≤ ρ(v, v′) + ρ(v′, yU ) < ε0 + ε0 = 2ε0,
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contrazicând faptul că d (v,R(xU )) > 2ε0. Deci B(v, ε0)∩lim infx→x̄R(x) = ∅,
ceea ce arată că v /∈ lim infx→x̄R(x). Prin urmare lim infx→x̄R(x) este
mulţime ı̂nchisă. Demonstraţia pentru limita superioară este analoagă; faptul
că lim supx→x̄R(x) este mulţime ı̂nchisă rezultă şi din formula (3.4) demon-
strată mai jos.

Fie acum v ∈ lim infx→x̄R(x) şi (xn) ⊂ domR astfel ca xn → x̄. Deoarece
limdomR3x→x̄ d (v,R(x)) = 0, avem că d (v,R(xn)) → 0. Însă

∀n ∈ IN∗, ∃ yn ∈ R(xn) : ρ(v, yn) < d (v,R(xn)) + 1/n,

şi deci yn → v.
Dovedim implicaţia inversă prin reducere la absurd. Presupunem că v ∈ Y

satisface condiţia din partea dreaptă a relaţiei (3.2), dar v /∈ lim infx→x̄R(x).
Deci există ε0 > 0 pentru care are loc (3.5). Luând U = B(x̄, 1

n), n ∈ IN∗,
şi notând xU prin xn, avem că d (v,R(xn)) > 2ε0 pentru orice n ∈ IN∗. Din
ipoteză există (yn) ⊂ Y astfel ca yn → v şi yn ∈ R(xn) pentru orice n ∈ IN∗.
Obţinem astfel contradicţia 0 < 2ε0 < d (v,R(xn)) ≤ ρ(v, yn) → 0.

Fie v ∈ lim supx→x̄R(x). Pentru orice n ∈ IN∗ avem că

inf
{
d (v,R(x)) | x ∈ B

(
x̄, 1

n

)
∩ domR

}
= 0,

şi deci există xn ∈ B
(
x̄, 1

n

)
∩ domR astfel ca d (v,R(xn)) < 1

n , ceea ce

implică existenţa unui yn ∈ R(xn) astfel ca ρ(v, yn) < 1
n . Prin urmare are

loc implicaţia “ ⇒ ” ı̂n (3.3). Invers, presupunem că există ((xn, yn)) ⊂ grR
astfel ca xn → x̄ şi yn → v. Fie U ∈ V(x̄); există atunci nU ∈ IN astfel ca
xn ∈ U pentru orice n ≥ nU . Prin urmare

inf{d (v,R(x)) | x ∈ U ∩ domR} ≤ d (v,R(xn)) ≤ ρ(v, yn) ∀n ≥ nU .

Deci inf{d (v,R(x)) | x ∈ U ∩ domR} = 0 pentru orice U ∈ V(x̄), ceea ce
arată că v ∈ lim supx→x̄R(x).

Demonstrăm acum formula (3.4). Fie v ∈ lim supx→x̄R(x) şi U ∈ V(x̄).
Din (3.3) avem că există ((xn, yn)) ⊂ grR astfel ca xn → x̄ şi yn → v.
Deoarece xn → x̄, există atunci nU ∈ IN astfel ca xn ∈ U pentru orice n ≥ nU .
Deci pentru n ≥ nU avem că yn ∈

⋃
x∈U R(x), astfel că v ∈ ⋃

x∈U R(x). Prin
urmare are loc incluziunea “⊂” din (3.4).

Fie de această dată v /∈ lim supx→x̄R(x). Atunci există ε0 > 0 astfel
ı̂ncât lim infdomR3x→x̄ d (v,R(x)) > ε0. Deci există U0 ∈ V(x̄) astfel ca
d (v,R(x)) > ε0 pentru orice x ∈ U0 ∩ domR. Prin urmare B(v, ε0) ∩ R(x)
pentru orice x ∈ U0, de unde B(v, ε0)∩

⋃
x∈U0

R(x) = ∅. Deci v /∈ ⋃
x∈U0

R(x).
Prin urmare are loc şi incluziunea “⊃” din (3.4).
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În continuare, peste tot ı̂n acest capitol, X, Y şi Z desemnează spaţii
normate.

Utilizând rezultatul anterior obţinem următoarele caracterizări, prin şiruri,
ale elementelor din TB(M, x̄), TU (M, x̄) şi TC(M, x̄).

Teorema 3.1.2 Fie M ⊂ X şi x̄ ∈ M . Atunci

TB(M, x̄) = {u ∈ X | ∃(tn) → 0+, (un) → u, ∀n ∈ IN : x̄ + tnun ∈ M},
TU (M, x̄) = {u ∈ X | ∀ (tn) → 0+, ∃ (un) → u, ∀n ∈ IN :

x̄ + tnun ∈ M},
TC(M, x̄) = {u ∈ X | ∀ (tn) → 0+, ∀ (xn) ⊂ M, (xn) → x̄,

∃ (un) → u, ∀n ∈ IN : xn + tnun ∈ M}.

Demonstraţie. Luând R : ]0,∞[ ; X, R(t) := t−1(M − x̄), ı̂n teorema
precedentă, obţinem imediat caracterizările pentru elementele din TU (M, x̄) şi
TB(M, x̄). Caracterizarea elementelor din TC(M, x̄) se obţine tot din teorema
precedentă considerând ı̂nsă R : ]0,∞[×M ; X, R(t, x) := t−1(M − x).

În rezultatul următor punem ı̂n evidenţă câteva proprietăţi simple ale
conurilor tangente ı̂n sensurile lui Bouligand, Clarke şi Ursescu.

Teorema 3.1.3 Fie D, L, M ⊂ X, P ⊂ Y, x̄ ∈ intD ∩ L şi ȳ ∈ P , iar
f : D → Y o funcţie F-diferenţiabilă ı̂n x̄. Au loc următoarele afirmaţii:

(i) dacă L ⊂ M atunci TB(L, x̄) ⊂ TB(M, x̄) şi TU (L, x̄) ⊂ TU (M, x̄);

(ii) TB(L, x̄), TU (L, x̄) şi TC(L, x̄) sunt conuri ı̂nchise şi nevide. În plus

TS(L, x̄) = TS(L, x̄) = TS(L ∩D, x̄) ∀S ∈ {B, U,C}, (3.6)

TC(L, x̄) ⊂ TU (L, x̄) ⊂ TB(L, x̄) ⊂ C(L, x̄) (3.7)

şi
TB(L, x̄) =

⋂

t>0

[t,∞[ ·(L− x̄) =
⋂

U∈U(x̄)

C(L ∩ U, x̄), (3.8)

unde U(x̄) este un sistem fundamental de vecinătăţi i ale lui x̄. În particular,
TB(L, x̄) = TU (L, x̄) = TC(L, x̄) = X dacă x̄ ∈ intL;

(iii) TU (L, x̄)× TB(P, ȳ) ⊂ TB(L× P, (x̄, ȳ)) ⊂ TB(L, x̄)× TB(P, ȳ) şi

TU (L×P, (x̄, ȳ)) = TU (L, x̄)×TU (P, ȳ), TC(L×P, (x̄, ȳ)) = TC(L, x̄)×TC(P, ȳ);

(iv) dacă x̄ ∈ L ∩ f−1(P ) atunci
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TB

(
L ∩ f−1(P ), x̄

)
⊂ TB(L, x̄) ∩∇f(x̄)−1(TB(P, f(x̄)))

şi
TU

(
L ∩ f−1(P ), x̄

)
⊂ TU (L, x̄) ∩∇f(x̄)−1(TU (P, f(x̄))).

Demonstraţie. (i) Incluziunile menţionate rezultă imediat din caracteriză-
rile cu şiruri date ı̂n teorema precedentă.

(ii) Egalitatea TB(L, x̄) = TB(L, x̄) rezultă imediat din (3.1), iar incluzi-
unea TB(L ∩ D, x̄) ⊂ TB(L, x̄) rezultă din (i). Fie u ∈ TB(L, x̄); aplicând
teorema precedentă, există (tn) → 0+ şi X ⊃ (un) → u astfel ca x̄ + tnun ∈ L
pentru orice n ∈ IN . Deoarece x̄ + tnun → x̄ ∈ intD, există n0 ∈ IN astfel
ca x̄ + tnun ∈ D pentru n ≥ n0. Deci u ∈ TB(L ∩ D, x̄). Prin urmare
are loc şi egalitatea TB(L, x̄) = TB(L ∩D, x̄). Demonstraţia pentru relaţiile
corespunzătoare conului tangent ı̂n sensul lui Ursescu este la fel.

Egalitatea TC(L, x̄) = TC(L ∩D, x̄) rezultă la fel ca şi ı̂n cazul conului lui
Bouligand (verificând ı̂nsă ambele incluziuni). Fie u ∈ TC(L, x̄) şi să arătăm
că u ∈ TC(L, x̄). Pentru aceasta fie L ⊃ (x̄n) → x̄ şi (tn) → 0+. Pentru orice
n ∈ IN∗ există xn ∈ L astfel ca ‖x̄n − xn‖ < tn/n. Am obţinut astfel şirul
(xn)n≥1 ⊂ L convergent la x̄. Cum u ∈ TC(L, x̄), există (un) → u astfel ca
xn+tnun ∈ L pentru orice n ∈ IN∗. Considerând ūn := un+t−1

n (xn−x̄n), avem
că ūn → u şi x̄n + tnūn = xn + tnun ∈ L pentru orice n ∈ IN∗. Prin urmare
u ∈ TC(L, x̄), ceea ce arată că TC(L, x̄) ⊂ TC(L, x̄). Incluziunea inversă se
dovedeşte analog.

Deoarece xn + tn ·0 ∈ L pentru orice n, unde (xn) ⊂ L şi (tn) ⊂ ]0,∞[ sunt
şiruri arbitrare convergente la x̄ respectiv 0, avem că 0 ∈ TC(L, x̄). Considerăm
acum u ∈ TC(L, x̄) şi λ ∈ ]0,∞[. Fie L ⊃ (xn) → x̄ şi (tn) → 0+. Cum
(λtn) → 0+, există (un) → u astfel ca xn + (λtn)un = xn + tn(λun) ∈ L
pentru orice n. Rezultă că λu ∈ TC(L, x̄), şi deci TC(L, x̄) este con. Faptul că
acest con este ı̂nchis rezultă din Teorema 3.1.1. La fel se obţine că TB(L, x̄) şi
TU (L, x̄) sunt conuri ı̂nchise şi nevide.

Prima incluziune din (3.7), ı̂n cazul ı̂n care x̄ ∈ L (ceea ce se poate pre-
supune datorită relaţiei (3.6)), rezultă din faptul că se poate lua xn = x̄ pentru
orice n ı̂n caracterizarea elementelor din TC(L, x̄), iar a doua incluziune rezultă
fixând şirul (tn) → 0+, de exemplu tn := 2−n. Ultima incluziune din (3.7)
rezultă din relaţia (3.8), dovedită ı̂n continuare.

Prima egalitate din (3.8) rezultă din (3.4). Fie U ∈ U(x̄) şi u ∈ TB(L, x̄);
atunci există (tn) → 0+ şi (un) → u astfel ca xn := x̄ + tnun ∈ L pentru orice
n. Deoarece xn → x̄, există nU ∈ IN astfel ca xn ∈ U pentru n ≥ nU . Prin
urmare un ∈ con (L ∩ U − x̄) pentru orice n ≥ nU , şi deci u ∈ C(L ∩ U, x̄).

Fie acum u ı̂n mulţimea din dreapta a relaţiei (3.8); putem presupune că
u 6= 0. Fie n ∈ IN∗; există Un ∈ U(x̄) astfel ca Un ⊂ B(x̄, 1/n). Din ipoteză
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avem că u ∈ con (L ∩ Un − x̄), şi deci B(u, 1/n) ∩ con (L ∩ Un − x̄) 6= ∅,
ceea ce arată că există xn ∈ L ∩ Un ⊂ L ∩ B(x̄, 1/n) şi t′n ∈ [0,∞[ astfel ca
‖t′n(xn − x̄) − u‖ < 1/n. Fie n0 ∈ IN∗ astfel ca 1/n0 < ‖u‖. Pentru n ≥ n0

obţinem că t′n 6= 0; luând tn := 1/t′n pentru n ≥ n0 şi tn := 1 ı̂n rest, obţinem
că un := t−1

n (xn − x̄) → u. Deoarece xn → x̄, avem că tn → 0; putem deci
conchide că u ∈ TB(L, x̄). Am obţinut astfel că (3.8) are loc.

Dacă x̄ ∈ intL şi u ∈ X atunci pentru orice şiruri L ⊃ (xn) → x̄, (tn) → 0+
există n0 ∈ IN astfel ca xn+tnu ∈ L pentru n ≥ n0. Prin urmare u ∈ TC(L, x̄).
Ţinând seama şi de (3.7), avem că TC(L, x̄) = TU (L, x̄) = TB(L, x̄) = X ı̂n
acest caz.

(iii) Fie u ∈ TU (L, x̄) şi v ∈ TB(P, ȳ). Din teorema precedentă obţinem
existenţa şirurilor (tn) → 0+ şi Y ⊃ (vn) → v astfel ca ȳ + tnvn ∈ P pen-
tru orice n ∈ IN . Pentru acest şir (tn), tot din teorema precedentă obţinem
existenţa şirului X ⊃ (un) → u astfel ca x̄ + tnun ∈ L pentru orice n. Avem
astfel că (x̄, ȳ) + tn(un, vn) ∈ L × P pentru orice n. Cum (un, vn) → (u, v),
obţinem că (u, v) ∈ TB(L × P, (x̄, ȳ)). Celelalte incluziuni rezultă ı̂n mod
asemănător.

(iv) Fie u ∈ TB

(
L ∩ f−1(P ), x̄

)
; există (tn) → 0+ şi X ⊃ (un) → u

astfel ca x̄ + tnun ∈ L ∩ f−1(P ) pentru orice n. Cum x̄ + tnun ∈ L pentru
orice n, u ∈ TB(L, x̄). Deoarece x̄ + tnun → x̄ ∈ intD, putem presupune că
x̄ + tnun ∈ D pentru orice n ∈ IN . Pentru că f este F-diferenţiabilă ı̂n x̄,
există un şir (vn) ⊂ Y convergent la 0 astfel ca

f(x̄ + tnun) = f(x̄) + tn∇f(x̄)(un) + tnvn ∈ P ∀n ∈ IN .

Cum ∇f(x̄)(un) + vn → ∇f(x̄)(u), rezultă că ∇f(x̄)(u) ∈ TB(P, f(x̄)). Prin
urmare u ∈ TB(L, x̄) ∩ ∇f(x̄)−1(TB(P, f(x̄)), ceea ce dovedeşte incluziunea
dorită. În mod asemănător se demonstrează şi relaţia corespunzătoare pentru
conul tangent ı̂n sensul lui Ursescu.

Relaţiile de la punctul (i) nu sunt valabile şi pentru conul tangent ı̂n sensul
lui Clarke. De exemplu, luând X := IR2, L := IR×{0}, M := IR×{0}∪{0}×IR
şi x̄ = (0, 0), avem că TC(L, x̄) = L, iar TC(M, x̄) = {(0, 0)}. În schimb, conul
tangent ı̂n sensul lui Clarke are alte proprietăţi remarcabile.

Teorema 3.1.4 Fie M ⊂ X şi x̄ ∈ M . Atunci TC(M, x̄) este con convex şi
ı̂nchis. În plus

TC(M, x̄) + TU (M, x̄) ⊂ TU (M, x̄), TC(M, x̄) + TB(M, x̄) ⊂ TB(M, x̄).

Demonstraţie. Fie u, v ∈ TC(M, x̄). Considerăm (xn) ⊂ M , xn → x̄, şi
(tn) → 0+. Deoarece v ∈ TC(M, x̄), aplicând Teorema 3.1.2, există (vn) → v
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astfel ca x′n := xn + tnvn ∈ M pentru orice n ∈ IN . Deoarece x′n → x̄ şi
u ∈ TC(M, x̄), există (un) → u astfel ca x′n + tnun = xn + tn(un + vn) ∈ M
pentru orice n ∈ IN . Deoarece un + vn → u + v, utilizând din nou Teorema
3.1.2, obţinem că u + v ∈ TC(M, x̄). Prin urmare

TC(M, x̄) + TC(M, x̄) ⊂ TC(M, x̄).

Ţinând seama de teorema precedentă, rezultă că TC(M, x̄) este con convex.
Celelalte două incluziuni se obţin ı̂n mod asemănător.

Referitor la legătura dintre aceste conuri este interesant următorul rezultat.

Teorema 3.1.5 Fie X spaţiu Banach, M ⊂ X o mulţime ı̂nchisă şi x ∈ M .
Atunci

lim inf
M3y→x

TB(M, y) ⊂ TC(M, x). (3.9)

Dacă dimX < ∞ atunci ı̂n (3.9) are loc egalitate.

Demonstraţie. Presupunem că (3.9) nu are loc. Atunci există un element
u ∈ lim infM3y→x TB(M,y) astfel ı̂ncât u /∈ TC(M, x); este evident că u 6= 0.
Deoarece u /∈ TC(M,x), există ε0 ∈ ]0,min{‖u‖/6, 1/2}[ astfel ca

∀ η > 0, ∃ y ∈ D(x, η) ∩M, ∃ t ∈ ]0, η] : t−1(M − y) ∩D(u, ε0) = ∅,

sau, echivalent,

∀ η > 0, ∃ y ∈ D(x, η) ∩M, ∃ t ∈ ]0, η] : [y + t ·D(u, ε0)] ∩M = ∅. (3.10)

Pentru acest ε0 > 0, deoarece u ∈ lim infM3y→x TB(M,y), există η1 > 0 astfel
ca

∀ y ∈ D(x, η1) ∩M : D(u, ε0/2) ∩ TB(M,y) 6= ∅. (3.11)

Fie η̄ := η1/(1+2‖u‖). Pentru acest η̄ > 0, din (3.10), există x̄ ∈ D(x, η̄)∩M
şi t̄ ∈ ]0, η̄] astfel ca

[x̄ + t̄ ·D(u, ε0)] ∩M = ∅. (3.12)

Fie X0 := [x̄ + [0, t̄ ] ·D(u, ε0)] ∩M şi f : X0 → IR, f(x) := −‖x − x̄‖. Este
evident că (X0, d), d(x, y) := ‖x − y‖, este spaţiu metric complet, iar f este
continuă (deci i.s.c.) şi mărginită inferior (deoarece X0 ⊂ X este mulţime
mărginită). Aplicând principiul variaţional al lui Ekeland, există z̄ ∈ X0

astfel ca
‖x− x̄‖ ≤ ‖z̄ − x̄‖+ ε0‖x− z̄‖ ∀x ∈ X0. (3.13)
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Deoarece z̄ ∈ X0, există α ∈ [0, 1] şi v̄ ∈ D(u, ε0) astfel ca z̄ = x̄ + (1− α)t̄v̄.
Din (3.12) avem că α > 0. În plus z̄ ∈ D(x, η1) ∩M . Într-adevăr,

‖z̄ − x‖ = ‖x̄ + (1− α)t̄v̄ − x‖ ≤ ‖x̄− x‖+ t̄(‖u‖+ ε0)
≤ η̄(1 + ‖u‖+ ε0) < η̄(1 + 2‖u‖) = η1.

Din (3.11) avem că există ū ∈ D(u, ε0/2) ∩ TB(M, z̄); deci există (tn) → 0+,
(un) → ū astfel ca z̄ + tnun ∈ M pentru orice n ∈ IN . Desigur, există n0 ∈ IN
astfel ca tn ≤ αt̄ şi un ∈ D(u, ε0) pentru n ≥ n0. Atunci

z̄ + tnun = x̄ + (1− α)t̄ · v̄ + tnun = x̄ + (1− α)t̄ · v̄ + α(tn/α)un

∈ x̄ + (1− α)[0, t̄ ] ·D(u, ε0) + α · [0, t̄ ] ·D(u, ε0)
= x̄ + [0, t̄ ] ·D(u, ε0).

Prin urmare z̄+tnun ∈ X0 pentru n ≥ n0. Utilizând la ı̂nceput (3.13), obţinem
succesiv

‖z̄ + tnun − x̄‖ ≤ ‖z̄ − x̄‖+ ε0‖z̄ + tnun − z̄‖ ∀n ≥ n0,

‖(1− α)t̄v̄ + tnun‖ ≤ (1− α)t̄‖v̄‖+ ε0tn‖un‖ ∀n ≥ n0,

‖[(1− α)t̄ + tn]v̄ + tn(un − v̄)‖ ≤ (1− α)t̄‖v̄‖+ ε0tn‖un‖ ∀n ≥ n0,

[(1− α)t̄ + tn] · ‖v̄‖ − tn‖un − v̄‖ ≤ (1− α)t̄‖v̄‖+ ε0tn‖un‖ ∀n ≥ n0,

‖v̄‖ ≤ ‖un − v̄‖+ ε0‖un‖ ∀n ≥ n0.

Trecând la limită ı̂n ultima relaţie obţinem că

‖v̄‖ ≤ ‖ū− v̄‖+ ε0‖ū‖.

Însă ‖v̄‖ ≥ ‖u‖ − ε0,

‖ū− v̄‖ ≤ ‖ū− u‖+ ‖u− v̄‖ ≤ ε0/2 + ε0 = 3ε0/2,

‖ū‖ ≤ ‖ū− u‖+ ‖u‖ ≤ ‖u‖+ ε0/2 < ‖u‖+ 1/2,

şi deci
‖u‖ − ε0 < 3ε0/2 + ‖u‖/2 + ε0/2.

Obţinem astfel contradicţia ‖u‖ < 6ε0. Deci (3.9) are loc.
Presupunem acum că dimX < ∞. Fie u ∈ TC(M,x)\{0} şi ε > 0. Există

η > 0 astfel ca

∀ y ∈ D(x, η) ∩M, ∀ t ∈ ]0, η[ : d
(
u, t−1(M − y)

)
< ε/2.
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Fie y ∈ B(x, η)∩M fixat şi (tn) → 0+; putem presupune că tn < η pentru orice
n ∈ IN . Pentru fiecare n ∈ IN există yn ∈ M astfel ca ‖u− t−1

n (yn− y)‖ < ε/2.
Rezultă că şirul (t−1

n (yn − y)) este mărginit, şi deci are un subşir convergent,
adică există un şir strict crescător (nk) ⊂ IN astfel ca t−1

nk
(ynk

− y) → uy ∈ X;
este evident că uy ∈ TB(M, y). În plus ‖u− uy‖ ≤ ε/2 < ε. Deci

∀ ε > 0, ∃ η > 0, ∀ y ∈ B(x, η) ∩M : d (u, TB(M, y)) < ε,

adică limM3y→x d (u, TB(M, y)) = 0. Prin urmare u ∈ lim infy→x TB(M, y),
ceea ce arată că ı̂n (3.9) are loc egalitate.

În cazul ı̂n care dimX < ∞ se poate arăta că pentru orice mulţime ı̂nchisă
şi nevidă M ⊂ X şi x ∈ M are loc relaţia

lim inf
M3y→x

conv (TB(M, y)) = TC(M,x).

Este util de observat că ı̂n cazul mulţimilor convexe cele trei (chiar patru)
conuri coincid.

Teorema 3.1.6 Fie M ⊂ X o mulţime convexă şi x̄ ∈ M . Atunci

TC(M, x̄) = TU (M, x̄) = TB(M, x̄) = C(M, x̄). (3.14)

Dacă M este con convex atunci C(M, x̄) = M − IRx̄. În particular, dacă M
este un subspaţiu liniar atunci C(M, x̄) = M . Dacă

M := {x ∈ X | 〈x, x∗i 〉 ≤ αi ∀ i, 1 ≤ i ≤ n}, (3.15)

unde n ∈ IN∗, x∗1, . . . , x∗n ∈ X∗ şi α1, . . . , αn ∈ IR, iar I(x̄) := {i | 1 ≤ i ≤ n,
〈x̄, x∗i 〉 = αi}, atunci

con (M − x̄) = {u ∈ X∗ | 〈u, x∗i 〉 ≤ 0 ∀ i ∈ I(x̄)}. (3.16)

Desigur, dacă I(x̄) = ∅ atunci con (M − x̄) = X.

Demonstraţie. Având ı̂n vedere că pentru orice mulţime nevidă A ⊂ X
avem că conA = con Ā, ţinând seama şi de (3.6), putem presupune că x̄ ∈ M
(sau că M este ı̂nchisă). Fie pentru ı̂nceput x ∈ M şi u := x− x̄. Arătăm că
u ∈ TC(M, x̄). Pentru aceasta fie (xn) ⊂ M şi (tn) ⊂ ]0,∞[ astfel ca xn → x̄
şi tn → 0. Există n0 ∈ IN astfel ca tn ≤ 1/2 pentru n ≥ n0. Considerăm
un := x + x̄− 2xn; avem că xn + tnun = (1− 2tn)xn + tnx + tnx̄ ∈ M pentru
orice n ≥ n0, şi un → u. Prin urmare u ∈ TC(M, x̄), şi deci M−x̄ ⊂ TC(M, x̄).
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Deoarece TC(M, x̄) este con ı̂nchis, din incluziunea precedentă obţinem că
con (M − x̄) ⊂ TC(M, x̄). Relaţia (3.14) rezultă acum din (3.7).

Presupunem că M este con convex. Deoarece M + IR · x̄ = M + IR · x̄,
putem considera şi ı̂n acest caz că x̄ ∈ M . În această situaţie are loc relaţia
con (M − x̄) = M − [0,∞[ ·x̄ = M − IRx̄, de unde concluzia este evidentă.
Desigur, dacă M este subspaţiu liniar atunci M + IRx̄ = M .

Fie acum M dat de relaţia (3.15) şi x̄ ∈ M . Dacă u ∈ con (M − x̄), adică
u = t(x− x̄) cu t ≥ 0, x ∈ M , iar i ∈ I(x̄) atunci

〈u, x∗i 〉 = t · 〈x− x̄, x∗i 〉 = t(〈x, x∗i 〉 − αi) ≤ 0,

şi deci are loc incluziunea “⊂” din (3.16).
Considerăm acum u ∈ X astfel ca 〈u, x∗i 〉 ≤ 0 pentru orice i ∈ I(x̄). Pentru

i ∈ I(x̄) şi t ≥ 0 avem că 〈x̄ + tu, x∗i 〉 = 〈x̄, x∗i 〉+ t〈u, x∗i 〉 ≤ αi. Dacă i /∈ I(x̄)
atunci există εi > 0 astfel ca 〈x̄ + tu, x∗i 〉 < αi pentru orice t ∈ ]0, εi[. Luând
ε := min{εi | 1 ≤ i ≤ n, i /∈ I(x̄)}, obţinem că x̄ + tu ∈ M pentru orice
t ∈ ]0, ε[, şi deci u ∈ con (M − x̄). Prin urmare (3.16) are loc.

O mulţime de tipul celei din relaţia (3.15) se numeşte mulţime poliedrală.
Fie M ⊂ X mulţime convexă şi x ∈ M . Ţinând seama de (2.21) şi de

teorema bipolarei (Teorema 1.5.7), avem că ı̂n acest caz

C(M, x) = −N(M, x)+.

Utilizând Consecinţa 2.7.2, obţinem următorul rezultat.

Teorema 3.1.7 Fie L ⊂ X şi M ⊂ Y două mulţimi convexe şi A ∈ L(X, Y ).
Presupunem că una din următoarele condiţii este ı̂ndeplinită:

(i) există x0 ∈ L astfel că Ax0 ∈ intM ,

(ii) X, Y sunt spaţii Banach, L, M sunt ı̂nchise şi 0 ∈ ric (A(L)−M),

(iii) dimY < ∞ şi 0 ∈ raint (A(L)−M).

Atunci

C
(
L ∩A−1(M), x

)
= C(L, x) ∩A−1(C(M, Ax)) ∀x ∈ L ∩A−1(M).

Demonstraţie. Formula indicată rezultă imediat din (2.40) şi proprietăţi ile
5) şi 8) puse ı̂n evidenţă imediat după definiţia polarei (vezi Secţiunea 1.5).

La punctul (iv) al Teoremei 3.1.3 am obţinut o estimare pentru conul
TB

(
L ∩ f−1(M), x̄

)
; ı̂n aplicaţii, după cum vom vedea ı̂n cele ce urmează, mai
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utilă este incluziunea inversă. Estimări de acest tip vom obţine ı̂n secţiunea
următoare.

Înainte de a ı̂ncheia această secţiune remarcăm că dacă A ⊂ X × IR este o
mulţime de tip epigraf, iar x̄ ∈ Ā, atunci TB(A, x̄), TU (A, x̄) şi TC(A, x̄) sunt
de asemenea mulţimi de tip epigraf. Astfel, dacă f : X → IR este o funcţie, iar
x̄ ∈ X este astfel ca f(x̄) ∈ IR, atunci TS(epi f, (x̄, f(x̄))), S ∈ {B,U,C}, este
epigraful unei funcţii (pozitiv omogene), numită (epi-) derivata direcţională
a funcţiei f ı̂n x̄ ı̂n sensul lui Bouligand, Ursescu respectiv Clarke; fie aceste
funcţii DBf(x̄), DUf(x̄) respectiv DCf(x̄). Dacă f este lipschitziană pe o
vecinătate a lui x̄, se obţine cu (relativă) uşurinţă că pentru fiecare u ∈ X

DBf(x̄)(u) = lim inf
t↓0

f(x̄ + tu)− f(x̄)
t

,

DUf(x̄)(u) = lim sup
t↓0

f(x̄ + tu)− f(x̄)
t

şi

DCf(x̄)(u) = lim sup
x→x̄, t↓0

f(x + tu)− f(x)
t

.

Deoarece TC (epi f, (x̄, f(x̄))) este con convex ı̂nchis, avem că DCf(x̄) este
funcţională subliniară (continuă dacă f este lipschitziană pe o vecinătate a
lui x̄). Subdiferenţiala ı̂n sensul lui Clarke a funcţiei f ı̂n x̄ se defineşte ca
fiind ∂DCf(x̄)(0). Utilizând Teorema 3.2.3 se pot obţine formule (mai exact
estimări) pentru derivatele direcţionale definite mai sus ale unor funcţii de
forma f + g ◦ h, şi deci estimări pentru subdiferenţiala ı̂n sensul lui Clarke
pentru astfel de funcţii. În literatura matematică se găsesc multe rezultate
referitoare la programarea matematică, obţinute prin utilizarea, ca instrument
de bază, a subdiferenţialei ı̂n sensul lui Clarke. În acest capitol vom pune ı̂n
evidenţă numai rezultate referitoare la probleme de programare matematică
ı̂n care funcţiile care apar sunt Fréchet diferenţiabile. Secţiunea următoare are
caracter ajutător ı̂n această direcţie.

3.2 Formule de calcul pentru conuri tangente

Concluzia Teoremei 1.10.10 este deosebit de utilă pentru calculul, mai exact
estimarea, conurilor tangente la mulţimi de tipul L∩f−1(P ). Având ı̂n vedere
acest fapt punem ı̂n evidenţă mai ı̂ntâi câteva condiţii suficiente pentru ca să
fie ı̂ndeplinită condiţia (1.30), şi deci să aibă loc concluzia Teoremei 1.10.10.
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Teorema 3.2.1 (Aubin-Frankowska). Fie X spaţiu Banach, Y spaţiu nor-
mat, D ⊂ X mulţime deschisă, f : D → Y funcţie F-diferenţiabilă, M ⊂ X
mulţime ı̂nchisă şi x̄ ∈ M ∩ D. Presupunem că una din următoarele patru
condiţii este ı̂ndeplinită:

(i) există η > 0, c > 0 şi α ∈ [0, 1[ astfel ca D(x̄, η) ⊂ D şi

∀x ∈ D(x̄, η) ∩M : UY ⊂ ∇f(x) (TB(M,x) ∩ cUX) + αUY ; (3.17)

(ii) Y este spaţiu Banach, ∇f este continuă ı̂n x̄, ∇f(x̄) (TB(M, x̄)) = Y

şi

lim
M3x→x̄

(
sup

u∈TB(M,x̄)∩SX

d (u, TB(M,x))

)
= 0; (3.18)

(iii) dimY < ∞, ∇f este funcţie continuă ı̂n x̄ şi

∇f(x̄) (TC(M, x̄)) = Y ; (3.19)

(iv) dimY < ∞, ∇f este funcţie continuă ı̂n x̄, ∇f(x̄) (TB(M, x̄)) = Y şi

TB(M, x̄) ⊂ lim inf
M3x→x̄

TB(M,x). (3.20)

Atunci există γ, l > 0 astfel ca D(x̄, γ) ⊂ D şi

∀x′ ∈ D(x̄, γ) ∩M, ∀ y ∈ D(f(x̄), γ), ∃x ∈ D ∩M :
f(x) = y şi ‖x− x′‖ ≤ l · ‖y − f(x′)‖.

Demonstraţie. (i) Fie c′ := 2c > 0 şi α′ := (α + 1)/2 ∈ ]0, 1[. Arătăm că
are loc (1.30) pentru η, c′ şi α′. Fie deci x ∈ D(x̄, η) ∩ M şi t > 0. Consi-
derăm v ∈ SY ; din (3.17), există u ∈ TB(M, x) ∩ cUX şi w ∈ αUY astfel ca
v = ∇f(x)(u) + w. Deoarece u ∈ TB(M,x), există (tn) → 0+ şi (un) → u
astfel ca xn := x̄ + tnun ∈ M pentru orice n ∈ IN . Este evident că

v = ∇f(x)(un) +∇f(x)(u− un) + w ∀n ∈ IN . (3.21)

Deoarece ‖u‖ ≤ c < c′, un → u, tn → 0 < 1/t şi ‖w‖ ≤ α < α′, există n0 ∈ IN
astfel că pentru n ≥ n0 avem: ‖un‖ ≤ c′, tn ≤ 1/t şi ‖∇f(x)(u−un)+w‖ ≤ α′.
Fixând un n ≥ n0, (3.21) ne arată că

v ∈ ∇f(x)
(
[t,∞[ ·(M − x) ∩ c′UX

)
+ α′UY ,

adică (1.30) are loc.
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(ii) Arătăm că ı̂n această situaţie (i) are loc. Observăm mai ı̂ntâi că
(3.18) ⇒ (3.20); aplicând Teorema 3.1.5, obţinem că TB(M, x̄) ⊂ TC(M, x̄).
Prin urmare TB(M, x̄) = TC(M, x̄), şi deci (3.19) are loc. Considerăm aplicaţia
multivocă

R : X ; Y, R(u) :=

{
{∇f(x̄)(u)} dacă u ∈ TC(M, x̄)

∅ dacă u /∈ TC(M, x̄).

Este clar că grR = gr∇f(x̄) ∩ (TC(M, x̄) × Y ), şi deci grR este con convex
ı̂nchis. În plus ImR = Y . Utilizând Teorema lui Robinson-Ursescu (Teorema
1.8.8), obţinem că există ρ > 0 astfel ca ρUY ⊂ R(UX), ceea ce ne arată că
există k := max{1/ρ, 1} ≥ 1 astfel ca

∀ v ∈ Y, ∃u ∈ TC(M, x̄) : ‖u‖ ≤ k · ‖v‖, ∇f(x̄)(u) = v. (3.22)

Fie α ∈ ]0, 1[ fixat şi

µ :=
α

2k(‖∇f(x̄)‖+ 2)
∈ ]0, 1[, c := k(1 + µ) > 0. (3.23)

Utilizând continuitatea lui ∇f ı̂n x̄, avem că există η0 > 0 astfel ca

‖∇f(x)−∇f(x̄)‖ ≤ µ ∀x ∈ D(x̄, η0), (3.24)

iar din (3.18) obţinem că există η1 > 0 astfel ca

∀x ∈ D(x̄, η1) ∩M, ∀ ū ∈ TB(M, x̄), ∃u ∈ TB(M,x) : ‖u− ū‖ ≤ µ‖ū‖.
(3.25)

Fie η := min{η0, η1} şi x ∈ D(x̄, η), v ∈ UY fixaţi. Din (3.22) obţinem
existenţa unui element ū ∈ TB(M, x̄) = TC(M, x̄) astfel ca ∇f(x̄)(ū) = v şi
‖ū‖ ≤ k · ‖v‖ ≤ k. Din (3.25) există u ∈ TB(M, x) astfel ca ‖u − ū‖ ≤ µ‖ū‖;
deci ‖u‖ ≤ ‖u− ū‖+ ‖ū‖ ≤ µk + k = c. Considerăm

w := ∇f(x̄)(ū)−∇f(x)(u) = (∇f(x̄)−∇f(x)) (u) +∇f(x̄)(ū− u),

şi deci

‖w‖ ≤ ‖∇f(x̄)−∇f(x)‖ · ‖u‖+ ‖∇f(x̄)‖ · ‖ū− u‖
≤ µ(k + µk + k · ‖∇f(x̄)‖) ≤ µk(2 + ‖∇f(x̄)‖)
≤ α/2 < α.

Cum v = ∇f(x)(u) + w, am obţinut că (3.17) are loc.
(iii) Ca la demonstraţia punctului (ii), avem că există k ∈ [1,∞[ pentru

care (3.22) are loc. Considerăm α ∈ ]0, 1[ fixat şi alegem µ, c > 0 definiţi de
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(3.23), iar η0 > 0 pentru care (3.24) are loc. Deoarece dimY < ∞, mulţimea
SY este compactă, şi deci există v1, . . . , vp ∈ SY astfel ca

SY ⊂
⋃p

i=1
B

(
vi,

α
2

)
. (3.26)

Pentru fiecare i, 1 ≤ i ≤ p, există ui ∈ TC(M, x̄) astfel ca ‖ui‖ ≤ k · ‖vi‖ = k
şi ∇f(x̄)(ui) = vi. Din definiţia conului TC(M, x̄), există ηi > 0 astfel ca

∀x ∈ D(x̄, ηi) ∩M, ∀ t ∈ ]0, ηi] : B(ui, µ) ∩ t−1(M − x) 6= ∅,

adică

∀x ∈ D(x̄, ηi) ∩M, ∀ t ∈ ]0, ηi] : ui ∈ t−1(M − x) + µBX . (3.27)

Fie η := min{η0, . . . , ηp} > 0. Dorim să arătăm că pentru η, c şi α determinaţi
mai sus are loc (1.30). Fie τ > 0 şi x ∈ D(x̄, η) ∩ M fixaţi. Considerăm
t := min{1/τ, µ} > 0. Fie v ∈ SY ; din (3.26) avem că există i, 1 ≤ i ≤ p,
astfel ca ‖v − vi‖ < α/2. Deoarece x ∈ D(x̄, ηi) ∩M şi t ∈ ]0, ηi], din (3.27),
există xi ∈ M şi bi ∈ BX astfel ca ui = t−1(xi−x)+µbi. Fie u := t−1(xi−x);
din cele de mai sus avem că

‖u‖ = ‖ui − µbi‖ ≤ ‖ui‖+ µ‖bi‖ ≤ k + µ ≤ c,

şi deci u ∈ [τ,∞[ ·(M − x) ∩ cUX . Considerăm

w := v − vi +∇f(x̄)(ui)−∇f(x)(u)
= v − vi + (∇f(x̄)−∇f(x)) (u) +∇f(x̄)(ū− u).

Deci

‖w‖ ≤ ‖v − vi‖+ ‖∇f(x̄)−∇f(x)‖ · ‖u‖+ ‖∇f(x̄)‖ · ‖ū− u‖
≤ α/2 + µ(k + µ) + µ · ‖∇f(x̄)‖ ≤ α/2 + µk(2 + ‖∇f(x̄)‖)
≤ α.

Cum v = ∇f(x)(u) + w, obţinem din nou că (1.30) are loc.
(iv) Am observat deja la demonstraţia punctului (ii) că (3.20) implică

faptul că TC(M, x̄) = TB(M, x̄), şi deci condiţiile de la (iii) sunt ı̂ndeplinite.
Prin urmare ı̂n toate cele patru cazuri condiţia (1.30) este satisfăcută, şi

deci, conform Teoremei 1.10.10, concluzia teoremei are loc.

O consecinţă imediată a acestui rezultat este binecunoscuta teoremă a lui
Graves.
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Teorema 3.2.2 (Graves). Fie X, Y spaţii Banach, D ⊂ X o mulţime des-
chisă, şi h : D → Y o funcţie F-diferenţiabilă pe D astfel ca ∇f să fie continuă
ı̂n x̄ ∈ D. Presupunem că ∇h(x̄)(X) = Y. Atunci există γ, l > 0 astfel ca
D(x̄, γ) ⊂ D şi

∀u ∈ D(x̄, γ), ∀ y ∈ D(h(x̄), γ), ∃x ∈ D : h(x) = y, ‖x−u‖ ≤ l ·‖y−h(u)‖.

Demonstraţie. Observăm că luând M := X, condiţiile de la punctul (ii)
din teorema precedentă sunt ı̂ndeplinite. Prin urmare concluzia teoremei are
loc.

Observăm că relaţia (3.18) este ı̂ndeplinită dacă M este mulţime poliedra-
lă. Într-adevăr, fie M definită de (3.15) cu x∗1, . . . , x∗n ∈ X∗, şi α1, . . . , αn ∈ IR,
iar pentru x ∈ M, I(x) := {i | 1 ≤ i ≤ n, 〈x, x∗i 〉 = αi}. Fie x̄ ∈ M
fixat. Dacă i /∈ I(x̄) atunci există ηi > 0 astfel ca 〈x, x∗i 〉 < αi pentru orice
x ∈ B(x̄, ηi); luând η := min{ηi | i ∈ I(x̄)}, avem că I(x) ⊂ I(x̄) pentru orice
x ∈ B(x̄, η) ∩M , şi deci, din Teorema 3.1.6, avem că TB(M, x̄) ⊂ TB(M, x)
pentru orice x ∈ B(x̄, η) ∩M . Această relaţie ne arată că (3.18) are loc.

O altă situaţie ı̂n care (3.18) are loc ı̂n mod evident este aceea ı̂n care M
este subspaţiu liniar, deoarece, după cum am văzut ı̂n Teorema 3.1.6, pentru
fiecare x ∈ M avem că TB(M, x) = M .

De asemenea, dacă mulţimile L ⊂ X şi P ⊂ Y satisfac condiţia (3.18) ı̂n
x̄ ∈ L respectiv ȳ ∈ P , iar una din mulţimile L, P este convexă atunci L× P
satisface condiţia (3.18) ı̂n (x̄, ȳ). Într-adevăr, din Teorema 3.1.3 (iii) şi Teo-
rema 3.1.6, avem că TB(L × P, (x, y)) = TB(L, x) × TB(P, y) pentru orice
(x, y) ∈ L × P . Considerând pe X × Y , ca de obicei, norma maximum
(‖(x, y)‖ := max{‖x‖, ‖y‖}), pentru x ∈ X, y ∈ Y, A ⊂ X, B ⊂ Y avem
că d((x, y), A × B) ≤ max{d(x,A), d(y, B)}. Utilizând această observaţie,
obţinem imediat că L× P satisface (3.18) ı̂n (x̄, ȳ).

Punem ı̂n evidenţă ı̂n continuare câteva formule pentru conuri tangente.

Teorema 3.2.3 Fie X, Y spaţii Banach, L ⊂ X, P ⊂ Y mulţimi ı̂nchise,
D ⊂ X mulţime deschisă şi g : D → Y o funcţie F-diferenţiabilă astfel că ∇g
este continuă ı̂n x̄ ∈ D ∩ L ∩ g−1(P ). Presupunem că

a) există η, c > 0 şi α ∈ ]0, 1[ astfel ca

∀x ∈ D(x̄, η) ∩ L, ∀ y ∈ D(g(x̄), η) ∩ P :
UY ⊂ ∇g(x)(TB(L, x) ∩ cUX)− TU (P, g(x̄)) + αUY , (3.28)

sau că
∇g(x̄) (TC(L, x̄))− TC(P, g(x̄)) = Y, (3.29)
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şi că una din următoarele două condiţii este ı̂ndeplinită:

b) dimY < ∞ şi are loc (3.29),

c) L şi P satisfac condiţia (3.18) ı̂n x̄ respectiv g(x̄), L sau P este convexă
şi are loc (3.29).

Atunci

TB(L, x̄) ∩∇g(x̄)−1 (TU (P, g(x̄))) ⊂ TB(L ∩ g−1(P ), x̄), (3.30)

TU (L, x̄) ∩∇g(x̄)−1 (TB(P, g(x̄))) ⊂ TB(L ∩ g−1(P ), x̄), (3.31)

TU (L, x̄) ∩∇g(x̄)−1 (TU (P, g(x̄))) = TU (L ∩ g−1(P ), x̄), (3.32)

TC(L, x̄) ∩∇g(x̄)−1 (TC(P, g(x̄))) ⊂ TC(L ∩ g−1(P ), x̄). (3.33)

Demonstraţie. Considerăm pe X × Y norma maximum, amintită mai sus.
Aplicăm Teorema 3.2.1 pentru funcţia f : D × Y → Y, f(x, y) := g(x) − y,
mulţimea L× P şi punctul (x̄, g(x̄)). Avem că ∇f(x, y)(u, v) = ∇g(x)(u)− v
pentru (x, y) ∈ D × Y, (u, v) ∈ X × Y , iar din Teorema 3.1.3 (iii) avem că

TC(L× P, (x̄, g(x̄)) = TC(L, x̄)× TC(P, g(x̄)),

TB(L× P, (x̄, g(x̄)) ⊃ TB(L, x̄)× TU (P, g(x̄)).

Din ultima relaţie rezultă că (3.17) are loc ı̂n cazul ı̂n care (3.28) este verificată.
Dacă (3.29) are loc atunci este satisfăcută condiţia (3.19). Aplicând punctul
(i), (ii) sau (iii) al Teoremei 3.2.1, după cum este verificată a), b) respectiv c),
obţinem că există γ, l > 0 astfel ca D(x̄, γ) ⊂ D şi

∀(x′, y′) ∈ D((x̄, g(x̄)), γ) ∩ L× P, ∀ z ∈ D(0, γ), ∃ (x, y) ∈ L× P ∩D × Y :

f(x, y) = z, ‖(x, y)− (x′, y′)‖ ≤ l · ‖z − f(x′, y′)‖.
Luând z = 0 obţinem că

∀x′ ∈ D(x̄, γ) ∩ L, ∀ y′ ∈ D(g(x̄), γ) ∩ P, ∃x ∈ L ∩ g−1(P ) :
‖x− x′‖ ≤ l · ‖g(x′)− y′‖. (3.34)

Fie

u ∈ TC(L, x̄) ∩∇g(x̄)−1 (TC(P, g(x̄))) , L ∩ g−1(P ) ⊃ (xn) → x̄

şi (tn) → 0+. Atunci L× P ⊃ (xn, g(xn)) → (x̄, g(x̄)). Deoarece

(u,∇g(x̄)(u)) ∈ TC(L, x̄)× TC(P, g(x̄)) = TC(L× P, (x̄, g(x̄)),
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există ((un, vn)) → (u,∇g(x̄)(u)) astfel ca xn + tnun ∈ L şi g(xn) + tnvn ∈ P
pentru orice n. Există n0 ∈ IN astfel ca

xn + tnun ∈ D(x̄, γ), g(xn) + tnvn ∈ D(g(x̄), γ) ∀n ≥ n0.

Din (3.34) avem că există x̂n ∈ L ∩ g−1(P ) astfel ca

‖xn + tnun − x̂n‖ ≤ l · ‖g(xn + tnun)− g(xn)− tnvn‖.
Din Consecinţa 1.10.1 avem că

g(xn + tnun)− g(xn)
tn

→ ∇g(x̄)(u),

şi deci, din relaţia de mai sus, obţinem că ûn := t−1
n (x̂n − xn) → u. Deoarece

xn + tnûn = x̂n ∈ L ∩ g−1(P ) pentru n ≥ n0, avem că u ∈ TC(L ∩ g−1(P ), x̄).
Deci are loc (3.33). Incluziunile ‘⊂’ din relaţiile (3.30)–(3.32) rezultă ı̂n mod
asemănător. Singura deosebire este că xn = x̄ pentru orice n. Incluziunea ‘⊃’
din (3.32) este dată ı̂n Teorema 3.1.3 (iv).

Înainte de a pune ı̂n evidenţă câteva formule pentru conul tangent ı̂n sensul
lui Bouligand la unele mulţimi care apar mai frecvent ı̂n programarea neliniară,
introducem ı̂ncă o noţiune care se va dovedi utilă ı̂n stabilirea unor condiţii
suficiente de extrem. Fie M ⊂ X mulţime nevidă şi x̄ ∈ M ; spunem că M
este aproximată ı̂n x̄ de conul ı̂nchis K ⊂ X dacă există o funcţie α : M → K
astfel ca

lim
M3x→x̄

α(x)− (x− x̄)
‖x− x̄‖ = 0, (3.35)

adică

∀ ε > 0, ∃ δ > 0, ∀x ∈ M ∩B(x̄, δ) : ‖α(x)− (x− x̄)‖ ≤ ε · ‖x− x̄‖. (3.36)

Este evident că din (3.35) se obţine (̂ın cazul ı̂n care x̄ ∈ M \ {x̄})

lim
M3x→x̄

‖α(x)‖
‖x− x̄‖ = 1. (3.37)

Să observăm că dacă M este aproximată ı̂n x̄ ∈ M de conul ı̂nchis K, iar
K̃ ⊂ X este con ı̂nchis astfel ı̂ncât K ⊂ K̃, atunci M este aproximată ı̂n x̄ şi
de K̃. În plus, dacă M este aproximată ı̂n x̄ ∈ M de K atunci TB(M, x̄) ⊂ K.
Într-adevăr, fie α : M → K satisfăcând (3.35) şi u ∈ TB(M, x̄) \ {0}. Există
(tn) → 0+ şi (un) → u astfel ca x̄ + tnun ∈ M pentru orice n ∈ IN . Din (3.35)
obţinem că

lim
n→∞

α(x̄ + tnun)− tnun

tn‖un‖ = 0,



174 Cap. 3 Programare neconvexă

şi deci u = lim t−1
n α(x̄ + tnun). Deoarece t−1

n α(x̄ + tnun) ∈ K pentru orice n,
u ∈ K.

Este interesant de observat că dacă X este finit dimensional atunci M este
aproximată ı̂n x̄ de TB(M, x̄). Într-adevăr, pentru orice x ∈ M \ {x̄} există
α(x) ∈ TB(M, x̄) astfel ca

‖x− x̄− α(x)‖ < ‖x− x̄− u‖+ ‖x− x̄‖2 ∀u ∈ TB(M, x̄). (3.38)

Punem α(x̄) := 0. Să arătăm că α satisface (3.36). În caz contrar, există
ε0 > 0 şi (xn) ⊂ M, xn → x̄, astfel ca

‖α(xn)− (xn − x̄)‖ > ε0‖xn − x̄‖. (3.39)

Fie un := (xn − x̄)/‖xn − x̄‖ ∈ SX . Cum dimX < ∞, trecând eventual la un
subşir, putem presupune că un → u ∈ SX . Desigur, u ∈ TB(M, x̄). Din (3.38)
şi (3.39) obţinem că

ε0‖xn− x̄‖ < ‖xn− x̄−α(xn)‖ < ‖xn− x̄−‖xn− x̄‖ ·u‖+‖xn− x̄‖2 ∀n ∈ IN .

Împărţind prin ‖xn− x̄‖ > 0 şi trecând la limită, obţinem contradicţia ε0 ≤ 0.
Un caz particular important al teoremei precedente este formulat ı̂n con-

tinuare.

Teorema 3.2.4 Fie spaţiile Banach X, Y , mulţimea deschisă D ⊂ X, funcţia
h : D → Y şi M := {x ∈ D | h(x) = 0}. Presupunem că h este F-diferenţiabilă
şi ∇h este funcţie continuă ı̂n x̄ ∈ M . Dacă ∇h(x̄) este operator surjectiv
atunci

TC(M, x̄) = TB(M, x̄) = ker∇h(x̄) = {u ∈ X | ∇h(x̄)(u) = 0}.

În plus M este aproximată ı̂n x̄ de TB(M, x̄).

Demonstraţie. Fie L = X şi P = {0}; incluziunea TB(M, x̄) ⊂ ker∇h(x̄)
este dată de Teorema 3.1.3 (iv), iar incluziunea ker∇h(x̄) ⊂ TC(M, x̄) rezultă
din relaţia (3.33) din teorema precedentă. Faptul că M este aproximată ı̂n x̄
de TB(M, x̄) rezultă din teorema următoare.

Un rezultat mai general este dat de teorema următoare.

Teorema 3.2.5 Fie spaţii Banach X, Y , mulţimea deschisă D ⊂ X, şi func-
ţiile g1, . . . , gm : D → IR, h : D → Y . Considerăm mulţimea

M := {x ∈ D | h(x) = 0, gi(x) ≤ 0 ∀ i, 1 ≤ i ≤ m}
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şi x̄ ∈ M . Presupunem că h este F-diferenţiabilă şi ∇h este continuă ı̂n x̄,
iar gi este F-diferenţiabilă ı̂n x̄ pentru i ∈ I(x̄) şi gi este continuă ı̂n x̄ pentru
i /∈ I(x̄), unde I(x̄) := {i | gi(x̄) = 0}. Dacă ∇h(x̄) este operator surjectiv şi

∃ ū ∈ X : ∇h(x̄)(ū) = 0, ∇gi(x̄)(ū) < 0 ∀ i ∈ I(x̄), (3.40)

atunci

TU (M, x̄) = TB(M, x̄) = {u ∈ ker∇h(x̄) | ∇gi(x̄)(u) ≤ 0 ∀ i ∈ I(x̄)}. (3.41)

În plus M este aproximată ı̂n x̄ de TB(M, x̄).

Demonstraţie. Fie M1 := {x ∈ D | h(x) = 0, gi(x) ≤ 0 ∀ i ∈ I(x̄)} şi
M2 := {x ∈ D | gi(x) ≤ 0 ∀ i ∈ {1, . . . , m} \ I(x̄)}; avem că M = M1 ∩M2.
Deoarece gi este continuă ı̂n x̄ pentru i ∈ {1, . . . , m}\I(x̄), M2 este vecinătate
a lui x̄, şi deci TU (M, x̄) = TU (M1, x̄) şi TB(M, x̄) = TB(M1, x̄). Desigur, dacă
I(x̄) = ∅ atunci M = {x ∈ D | h(x) = 0}; din teorema precedentă avem că
TU (M, x̄) = TB(M, x̄) = ker∇h(x̄). Având ı̂n vedere cele de mai sus, putem
considera că I(x̄) = {1, . . . , m}.

Considerăm funcţia

f : D → Y × IRm, f(x) := (h(x), g1(x), . . . , gm(x)),

şi mulţimile L := X şi P := {0} × (−IRm
+

)
. Incluziunea

TB(M, x̄) ⊂ {u ∈ ker∇h(x̄) | ∇gi(x̄)(u) ≤ 0 ∀ i ∈ I(x̄)}

rezultă din Teorema 3.1.3 (iv).
Fie u ∈ ker∇h(x̄) astfel ca ∇gi(x̄)(u) < 0 pentru 1 ≤ i ≤ m, şi (tn) → 0+.

Din teorema precedentă rezultă că există (un) → u astfel ca h(x̄ + tnun) = 0
pentru orice n. Fie i ∈ I(x̄); deoarece gi este F-diferenţiabilă ı̂n x̄, există
(γi

n) ⊂ IR astfel ca γi
n → 0 şi

gi(x̄ + tnun) = gi(x̄ + tnun)− gi(x̄) = tn∇gi(x̄)(un) + γi
ntn‖un‖ ∀n ∈ IN .

Din ipoteză rezultă imediat că există ni ∈ IN astfel ca gi(x̄ + tnun) < 0
pentru orice n ≥ ni. Considerând n0 := max{ni | i ∈ I(x̄)}, obţinem că
(x̄+ tnun)n≥n0 ⊂ M . Prin urmare u ∈ TU (M, x̄). Am obţinut ı̂n acest mod că

{u ∈ ker∇h(x̄) | ∇gi(x̄)(u) < 0 ∀ i ∈ I(x̄)} ⊂ TU (M, x̄).

Fie acum u ∈ X astfel ca ∇h(x̄)(u) = 0 şi ∇gi(x̄)(u) ≤ 0 pentru i ∈ I(x̄).
Fie λ ∈ ]0, 1[ şi uλ := λū + (1 − λ)u. Rezultă imediat că ∇h(x̄)(uλ) = 0 şi
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∇gi(x̄)(uλ) < 0 pentru i ∈ I(x̄). Prin urmare uλ ∈ TU (M, x̄) pentru orice
λ ∈ ]0, 1[. Făcând λ → 0, obţinem că u ∈ TU (M, x̄). Deci relaţia (3.41) are
loc.

Să arătăm că M este aproximată ı̂n x̄ de către TB(M, x̄). Observăm că
putem presupune şi ı̂n acest caz că I(x̄) = {1, . . . , m}. Fie funcţia f definită
mai sus. Faptul că ∇h(x̄) este surjectiv şi că (3.40) are loc implică (de fapt
sunt echivalente) cu faptul că

∇f(x̄)(X) + {0} × IRm
+ = Y × IRm. (3.42)

(Demonstraţia se poate face ca ı̂n demonstraţia teoremei următoare, luând
TC(L, x̄) = X.) Considerăm aplicaţia multivocă

R : X ; Y × IRm, R(u) := ∇f(x̄)(u) + {0} × IRm
+ .

Este evident că R are graficul un con convex ı̂nchis, iar din (3.42) avem că
ImR = Y × IRm. Utilizând Teorema lui Robinson-Ursescu obţinem existenţa
unui ρ > 0 astfel ca

UY×IRm ⊂ ∇f(x̄)(ρUX) + {0} × IRm. (3.43)

Deoarece f este F-diferenţiabilă ı̂n x̄, există γ : D → Y × IRm astfel ca
limx→x̄ γ(x) = γ(x̄) = 0 şi

f(x) = f(x̄) +∇f(x̄)(x− x̄) + γ(x) · ‖x− x̄‖ ∀x ∈ D. (3.44)

Din (3.43) obţinem existenţa funcţiilor β : D → X şi µ : D → IRm
+ astfel ca

γ(x) ·‖x− x̄‖ = ∇f(x̄) (β(x))+(0, µ(x)) , ‖β(x)‖ ≤ ρ‖γ(x)‖·‖x− x̄‖ ∀x ∈ D.
(3.45)

Fie x ∈ M ; din (3.44) şi (3.45) avem că

∇f(x̄) (x− x̄ + β(x)) = f(x)− (0, µ(x)) ∈ {0} × (−IRm
+

)
,

şi deci, din (3.41), x− x̄ + β(x) ∈ TB(M, x̄). Considerând α : M → TB(M, x̄),
α(x) := x−x̄+β(x), ţinând seama şi de (3.45), obţinem că M este aproximată
ı̂n x̄ de către TB(M, x̄).

Condiţia (3.40) se ı̂ntâlneşte ı̂n literatură sub denumirea de condiţia de
calificare Mangasarian-Fromovitz.

Luând Y := {0} şi h := 0 ı̂n teorema precedentă obţinem formula pen-
tru conul tangent la o mulţime definită de un număr finit de inegalităţi. Să
observăm că pentru această situaţie nu este nevoie să presupunem că X este
spaţiu Banach.

O situaţie mai generală este considerată ı̂n teorema următoare.
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Teorema 3.2.6 Fie X, Y spaţii Banach, L ⊂ X mulţime ı̂nchisă, D ⊂ X
mulţime deschisă, g1, . . . , gm : D → IR, h : D → Y funcţii F-diferenţiabile ale
căror diferenţiale sunt continue ı̂n x̄ ∈ M , unde

M := L ∩ {x ∈ D | h(x) = 0, gi(x) ≤ 0 ∀ i, 1 ≤ i ≤ m}.
Presupunem că

∇h(x̄)(TC(L, x̄)) = Y

şi
∃ ū ∈ TC(L, x̄) : ∇h(x̄)(ū) = 0, ∇gi(x̄)(ū) < 0 ∀ i ∈ I(x̄).

Dacă dimY < ∞ sau L satisface condiţia (3.18) ı̂n x̄, atunci

TB(M, x̄) = {u ∈ TB(L, x̄) | ∇h(x̄)(u) = 0, ∇gi(x̄)(u) ≤ 0 ∀ i ∈ I(x̄)},
unde I(x̄) := {i | 1 ≤ i ≤ m, gi(x̄) = 0}.

Demonstraţie. Ca ı̂n demonstraţia teoremei precedente, putem presupune
că I(x̄) = {1, . . . , m}. Considerăm din nou funcţia

f : D → Y × IRm, f(x) := (h(x), g1(x), . . . , gm(x))

şi mulţimea P := {0}×(−IRm
+

)
. Incluziunea ‘⊂’ din concluzia teoremei rezultă

din nou din Teorema 3.1.3. Pentru a obţine incluziunea inversă folosim Teo-
rema 3.2.3 pentru L, P şi f . Pentru aceasta trebuie numai să verificăm că

∇f(x̄)(TC(L, x̄))− TC(P, f(x̄))
= (∇h(x̄),∇g1(x̄), . . . ,∇gm(x̄))(TC(L, x̄)) + {0} × IRm

+

= Y × IRm. (3.46)

Fie (v, λ) ∈ Y × IRm; din ipoteză există u ∈ TC(L, x̄) astfel ca ∇h(x̄)(u) = v.
Fie

α := max
{

0,
λ1 −∇g1(x̄)(u)
∇g1(x̄)(ū)

, . . . ,
λm −∇gm(x̄)(u)
∇gm(x̄)(ū)

}
,

şi

µ := (µ1, . . . , µm), unde µi := λi −∇gi(x̄)(u + αū) ∀ i, 1 ≤ i ≤ m.

Din modul de alegere a lui α avem că µ ∈ IRm
+ şi

(v, λ) = ∇f(x̄)(u + αū) + (0, µ).

Deoarece TC(L, x̄) este con convex, avem că u + αū ∈ TC(L, x̄). Prin urmare
are loc relaţia (3.46).
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3.3 Condiţii necesare şi condiţii suficiente
de optim

Şi ı̂n această secţiune spaţiile X şi Y vor fi spaţii normate. Considerăm prob-
lema de minimizare

(P ) min f(x), x ∈ M,

unde f : D → IR, iar ∅ 6= M ⊂ D ⊂ X. În cele ce urmează suntem interesaţi
ı̂n a stabili condiţii necesare, respectiv condiţii suficiente pentru ca x̄ ∈ M să
fie soluţie locală pentru problema (P ). Spunem că x̄ ∈ M este soluţie locală
pentru problema (P ) dacă există V ∈ V(x̄) astfel ca

f(x̄) ≤ f(x) ∀x ∈ M ∩ V ; (3.47)

x̄ este soluţie locală strictă dacă pentru x 6= x̄ inegalitatea este strictă ı̂n (3.47).
În probleme de programare convexă nu ne-au interesat soluţiile locale datorită
Teoremei 2.5.4. Desigur, se poate considera şi problema de maximizare

(P ′) max f(x), x ∈ M.

Rezultatele obţinute pentru problema (P ) se transpun imediat pentru prob-
lema (P ′) prin simpla ı̂nlocuire a funcţiei obiectiv f cu −f . De aceea ı̂n
continuare vom formula rezultate numai pentru probleme de minimizare.

Următoarele două rezultate pun ı̂n evidenţă utilitatea conului tangent (̂ın
sensul lui Bouligand) pentru stabilirea condiţiilor necesare, respectiv sufi-
ciente, de optimalitate ı̂n probleme de programare neconvexă.

Teorema 3.3.1 Fie D ⊂ X mulţime deschisă, f : D → IR şi M ⊂ D.
Presupunem că f este F-diferenţiabilă ı̂n x̄ ∈ M . Dacă x̄ este soluţie optimă
locală pentru problema (P ) atunci

∇f(x̄)(u) ≥ 0 ∀u ∈ TB(M, x̄).

Demonstraţie. Deoarece x̄ este soluţie locală pentru (P ), există V ∈ V(x̄)
astfel ca (3.47) să aibă loc. Fie u ∈ TB(M, x̄); există (tn) → 0+ şi (un) → u
astfel ca x̄ + tnun ∈ M pentru orice n ∈ IN . Desigur, x̄ + tnun → x̄, şi deci
putem presupune că x̄ + tnun ∈ V pentru orice n. Ţinând seama de faptul că
f este F-diferenţiabilă ı̂n x̄ şi de (3.47), există (γn) ⊂ IR astfel ca γn → 0 şi

0 ≤ f(x̄ + tnun)− f(x̄) = tn∇f(x̄)(un) + γntn‖un‖ ∀n ∈ IN .

Împărţind prin tn > 0 şi trecând la limită, obţinem că ∇f(x̄)(u) ≥ 0.
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Teorema 3.3.2 Fie D ⊂ X mulţime deschisă, f : D → IR şi M ⊂ D.
Presupunem că f este F-diferenţiabilă ı̂n x̄ ∈ M , M este aproximată ı̂n x̄ de
TB(M, x̄) şi că există m ∈ ]0,∞[ astfel ca

∇f(x̄)(u) ≥ m · ‖u‖ ∀u ∈ TB(M, x̄). (3.48)

Atunci

∃ ρ, l > 0, ∀x ∈ M ∩B(x̄, ρ) : f(x) ≥ f(x̄) + l · ‖x− x̄‖. (3.49)

În particular x̄ este soluţie locală strictă pentru (P ).

Demonstraţie. Presupunem că (3.49) nu are loc; atunci

∀n ∈ IN∗, ∃xn ∈ M ∩B
(
x̄, 1

n

)
: f(xn) < f(x̄) + 1

n‖xn − x̄‖. (3.50)

Deoarece M este aproximată ı̂n x̄ de către TB(M, x̄), există α : M → TB(M, x̄)
satisfăcând (3.35). Deoarece f este F-diferenţiabilă ı̂n x̄, există (γn) ⊂ IR astfel
ı̂ncât γn → 0 şi

f(xn) = f(x̄) +∇f(x̄)(xn − x̄) + γn‖xn − x̄‖ ∀n ∈ IN .

Utilizând această relaţie şi (3.50) obţinem că

1
n‖xn − x̄‖ > ∇f(x̄)(xn − x̄) + γn‖xn − x̄‖

= ∇f(x̄) (α(xn)) +∇f(x̄) (xn − x̄− α(xn)) + γn‖xn − x̄‖
≥ m · ‖α(xn)‖+∇f(x̄) (xn − x̄− α(xn)) + γn‖xn − x̄‖.

Împărţind prin ‖xn−x̄‖ > 0 ultima inegalitate şi trecând apoi la limită (ţinând
seama şi de (3.37)), obţinem contradicţia 0 ≥ m. Prin urmare concluzia
teoremei are loc.

Să observăm că dacă dimX < ∞ atunci M este aproximată ı̂n x̄ de
TB(M, x̄), iar existenţa lui m > 0 satisfăcând (3.48) este echivalentă cu

∇f(x̄)(u) > 0 ∀u ∈ TB(M, x̄) \ {0}.

Punem ı̂n evidenţă acum condiţii necesare şi condiţii suficiente de extrem
pentru probleme cu restricţii date de egalităţi.

Teorema 3.3.3 Fie X, Y spaţii Banach, D ⊂ X o mulţime deschisă şi
f : D → IR, h : D → Y funcţii de clasă C1 pe D. Presupunem că x̄ ∈ D
este soluţie locală pentru problema
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(P1) min f(x), h(x) = 0

şi că ∇h(x̄) este operator surjectiv. Atunci există ȳ∗ ∈ Y ∗ astfel ca

∇f(x̄) + ȳ∗ ◦ ∇h(x̄) = 0. (3.51)

Dacă ı̂n plus f şi h sunt de clasă C2 pe D atunci

∇2(f + ȳ∗ ◦ h)(x̄)(u, u) ≥ 0 ∀u ∈ ker∇h(x̄). (3.52)

Demonstraţie. Considerăm mulţimea M := {x ∈ D | h(x) = 0}. Din
Teorema 3.2.4 avem că TB(M, x̄) = ker∇h(x̄). Utilizând Teorema 3.3.1 avem
că ∇f(x̄) ∈ (ker∇h(x̄))+ = (ker∇h(x̄))⊥. Aplicând Teorema 1.8.11, ultima
mulţime este tocmai Im (∇h(x̄))∗. Deci există ȳ∗ ∈ Y ∗ satisfăcând (3.51).

Presupunem acum că f şi h sunt funcţii de clasă C2 pe D; considerăm
u ∈ ker∇h(x̄). Din aceeaşi Teoremă 3.2.4 avem că u ∈ TB(M, x̄) şi deci există
tn → 0+ şi (un) → u astfel ca x̄ + tnun ∈ M pentru orice n. Deoarece x̄
este soluţie pentru (P1), putem presupune că f(x̄ + tnun) ≥ f(x̄) pentru orice
n. Cum f şi h sunt de clasă C2 pe D, utilizând formula lui Taylor (Teorema
1.10.9), ţinând seama şi de (3.51), avem că există (γn) ⊂ IR, γn → 0, astfel ca

f(x̄ + tnun)− f(x̄) = (f + ȳ∗ ◦ h)(x̄ + tnun)− (f + ȳ∗ ◦ h)(x̄)
= tn∇(f + ȳ∗ ◦ h)(x̄)(un) +

+1
2 t2n∇2(f + ȳ∗ ◦ h)(x̄)(un, un) + t2nγn‖un‖2

= 1
2 t2n∇2(f + ȳ∗ ◦ h)(x̄)(un, un) + t2nγn‖un‖2 ≥ 0.

Împărţind prin t2n, apoi trecând la limită, obţinem concluzia.

Întărind condiţia din relaţia (3.52), obţinem şi o condiţie suficientă pentru
ca x̄ să fie soluţie optimă pentru (P1).

Teorema 3.3.4 Fie D ⊂ X o mulţime deschisă şi f : D → IR, h : D → Y
funcţii de clasă C2 pe D. Considerăm x̄ ∈ M := {x ∈ D | h(x) = 0}.
Presupunem că există ȳ∗ ∈ Y ∗ satisfăcând (3.51), M este aproximată ı̂n x̄ de
către TB(M, x̄) şi că există m > 0 astfel ca

∇2(f + ȳ∗ ◦ h)(x̄)(u, u) ≥ m · ‖u‖2 ∀u ∈ TB(M, x̄). (3.53)

Atunci

∃ ρ, l > 0, ∀x ∈ M ∩B(x̄, ρ) : f(x) ≥ f(x̄) + l · ‖x− x̄‖2. (3.54)

În particular x̄ este o soluţie locală strictă pentru problema (P1).
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Demonstraţie. Presupunem că nu are loc concluzia. Atunci

∀n ∈ IN∗, ∃xn ∈ M ∩B
(
x̄, 1

n

)
: f(xn) < f(x̄) +

1
n
‖xn − x̄‖2. (3.55)

Deoarece M este aproximată ı̂n x̄ de către TB(M, x̄), există α : M → TB(M, x̄)
satisfăcând (3.35). Utilizând din nou formula lui Taylor şi relaţia (3.51), există
(γn) ⊂ IR astfel ca γn → 0 şi

f(xn)− f(x̄) = (f + ȳ∗ ◦ h)(xn)− (f + ȳ ◦ h)(x̄)
= ∇(f + ȳ∗ ◦ h)(x̄)(xn − x̄) +

+1
2∇2(f + ȳ∗ ◦ h)(x̄)(xn − x̄, xn − x̄) + γn‖xn − x̄‖2

= 1
2∇2(f + ȳ∗ ◦ h)(x̄)(xn − x̄, xn − x̄) + γn‖xn − x̄‖2.

Considerând B := ∇2(f + ȳ∗ ◦ h)(x̄), din relaţia anterioară şi (3.55), obţinem

2
n‖xn − x̄‖2 > B(xn − x̄, xn − x̄) + 2γn‖xn − x̄‖2

= B (xn − x̄− α(xn), xn − x̄− α(xn)) + 2B (α(xn),
xn − x̄− α(xn)) + B (α(xn), α(xn)) + 2γn‖xn − x̄‖2

≥ m · ‖α(xn)‖2 + 2γn‖xn − x̄‖2 − ‖B‖ · ‖xn − x̄− α(xn)‖2

−2‖B‖ · ‖α(xn)‖ · ‖xn − x̄− α(xn)‖.

Împărţind ultima inegalitate prin ‖xn − x̄‖2 > 0 şi apoi trecând la limită
(ţinând seama de (3.35) şi (3.37)), obţinem contradicţia 0 ≥ m. Prin urmare
concluzia este adevărată.

Desigur, dacă dimX < ∞ atunci existenţa lui m > 0 astfel ca (3.53) să
aibă loc este echivalentă cu

∇2(f + ȳ∗ ◦ h)(x̄)(u, u) > 0 ∀u ∈ TB(M, x̄) \ {0}.

Dăm acum condiţii necesare, respectiv suficiente, pentru probleme cu res-
tricţii definite de inegalităţi.

Teorema 3.3.5 Fie D ⊂ X o mulţime deschisă şi f, g1, . . . , gm : D → IR
funcţii de clasă C1 pe D. Considerăm mulţimea

M := {x ∈ D | g1(x) ≤ 0, . . . , gm(x) ≤ 0}. (3.56)

Presupunem că x̄ ∈ M este soluţie locală pentru problema

(P2) min f(x), g1(x) ≤ 0, . . . , gm(x) ≤ 0,
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şi că
∃ ū ∈ X, ∀ i ∈ I(x̄) : ∇gi(x̄)(ū) < 0,

unde I(x̄) := {i | 1 ≤ i ≤ m, gi(x̄) = 0} este mulţimea restricţiilor active ı̂n
x̄. Atunci există λ1, . . . , λm ≥ 0 astfel ca

λigi(x̄) = 0 ∀ i, 1 ≤ i ≤ m, (3.57)

şi
∇f(x̄) +

∑m

i=1
λi∇gi(x̄) = 0. (3.58)

Dacă ı̂n plus f, g1, . . . , gm sunt de clasă C2 pe D atunci

∇2
(
f +

∑m

i=1
λigi

)
(x̄)(u, u) ≥ 0 ∀u ∈ TB(M∗, x̄), (3.59)

unde M∗ := {x ∈ M | gi(x) = 0 ∀ i, λi > 0}.

Demonstraţie. Din Teorema 3.2.5 avem că

TB(M, x̄) = {u ∈ X | ∇gi(x̄)(u) ≤ 0 ∀ i ∈ I(x̄)}.

Prin urmare, utilizând Teorema 3.3.1, avem că

∇gi(x̄)(u) ≤ 0 ∀ i ∈ I(x̄) ⇒ ∇f(x̄)(u) ≥ 0,

adică 0 este soluţie optimă a problemei de programare convexă (chiar liniară)

(Pl) min ∇f(x̄)(u), ∇gi(x̄)(u) ≤ 0, i ∈ I(x̄).

Aplicând Teorema 2.8.3, există (λi)i∈I(x̄) ⊂ [0,∞[ astfel ca

0 = ∇
(

f(x̄) +
∑

i∈I(x̄)
λi∇gi(x̄)

)
(0) = ∇f(x̄) +

∑
i∈I(x̄)

λi∇gi(x̄).

Luând λi := 0 pentru i ∈ {1, . . . ,m} \ I(x̄), obţinem că relaţiile din (3.57)
şi (3.58) sunt satisfăcute.

Presupunem acum că funcţiile f, g1, . . . , gm sunt de clasă C2 pe D şi fie
u ∈ TB(M∗, x̄); există (tn) → 0+ şi (un) → u astfel ca x̄ + tnun ∈ M∗ ⊂ M
pentru orice n ∈ IN . Deoarece x̄ este soluţie pentru (P2), putem presupune
că f(x̄ + tnun) ≥ f(x̄) pentru orice n. Cum f şi gi sunt de clasă C2 pe D,
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utilizând formula lui Taylor (Teorema 1.10.9), ţinând seama şi de (3.58), avem
că există (γn) ⊂ IR, γn → 0, astfel ca

f(x̄ + tnun)− f(x̄) =
(
f +

∑m

i=1
λigi

)
(x̄ + tnun)−

(
f +

∑m

i=1
λigi

)
(x̄)

= tn∇
(
f +

∑m

i=1
λigi

)
(x̄)(un) +

+1
2 t2n∇2 (f +

∑m
i=1λigi) (x̄)(un, un) + t2nγn‖un‖2

= 1
2 t2n∇2 (f +

∑m
i=1λigi) (x̄)(un, un) + t2nγn‖un‖2 ≥ 0.

Împărţind prin t2n şi apoi trecând la limită, obţinem că (3.59) are loc.

Întărind condiţia (3.59) obţinem şi o condiţie suficientă de optimalitate
pentru (P2).

Teorema 3.3.6 Fie D ⊂ X o mulţime deschisă şi f, g1, . . . , gm : D → IR
funcţii de clasă C2 pe D. Considerăm mulţimea M definită de relaţia (3.56)
şi x̄ ∈ M . Presupunem că există λ1, . . . , λm ⊂ [0,∞[ satisfăcând (3.57) şi
(3.58), M este aproximată ı̂n x̄ de TB(M, x̄) şi că există m > 0 astfel ca

∇2
(
f +

∑m

i=1
λigi

)
(x̄)(u, u) ≥ m · ‖u‖2 ∀u ∈ TB(M, x̄). (3.60)

Atunci (3.54) are loc. În particular x̄ este o soluţie locală strictă pentru prob-
lema (P2).

Demonstraţie. Demonstraţia acestui rezultat fiind analoagă cu cea a Teo-
remei 3.3.4, o omitem.

Punem acum ı̂n evidenţă condiţii necesare de ordin ı̂ntâi şi doi pentru o
problemă de optimizare care conţine atât restricţii date de egalităţi cât şi de
inegalităţi, precum şi restricţii neexplicite (x ∈ L !).

Teorema 3.3.7 Fie X, Y două spaţii Banach, D ⊂ X o mulţime deschisă,
L ⊂ X o mulţime ı̂nchisă, f, g1, . . . , gm : D → IR, h : D → Y funcţii de clasă
C1 pe D. Considerăm mulţimea

M := L ∩ {x ∈ D | h(x) = 0, g1(x) ≤ 0, . . . , gm(x) ≤ 0}.
Fie x̄ ∈ M soluţie locală pentru problema

(P3) min f(x), x ∈ L, h(x) = 0, g1(x) ≤ 0, . . . , gm(x) ≤ 0,

Presupunem că dimY < ∞ sau că L satisface condiţia (3.18) ı̂n x̄,

∇h(x̄)(TC(L, x̄)) = Y
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şi
∃ ū ∈ TC(L, x̄) : ∇h(x̄)(ū) = 0, ∇gi(x̄)(ū) < 0 ∀ i ∈ I(x̄),

unde I(x̄) := {i | gi(x̄) = 0} este mulţimea restricţiilor active ı̂n x̄. Atunci
există ȳ∗ ∈ Y ∗ şi λ1, . . . , λm ≥ 0 astfel ca

λigi(x̄) = 0 ∀ i, 1 ≤ i ≤ m, (3.61)

şi
∇f(x̄) + ȳ∗ ◦ ∇h(x̄) +

∑m

i=1
λi∇gi(x̄) ∈ (TC(L, x̄))+ . (3.62)

Dacă ı̂n plus x̄ ∈ intL, iar f, h, g1, . . . , gm sunt de clasă C2 pe D atunci

∇2
(
f + ȳ∗ ◦ h +

∑m

i=1
λigi

)
(x̄)(u, u) ≥ 0 ∀u ∈ TB(M∗, x̄), (3.63)

unde M∗ := {x ∈ M | gi(x) = 0 ∀ i, λi > 0}.
Demonstraţie. Din Teorema 3.2.6 avem că

TB(M, x̄) = {u ∈ TB(L, x̄) | ∇h(x̄)(u) = 0, ∇gi(x̄)(u) ≤ 0 ∀ i ∈ I(x̄)}.

Prin urmare, utilizând Teorema 3.3.1, avem că 0 este soluţie optimă pentru
problema de programare convexă

(Pc) min ∇f(x̄)(u)+ ITC(L,x̄)(u), ∇h(x̄)(u) = 0, ∇gi(x̄)(u) ≤ 0, i ∈ I(x̄).

Aplicând Teorema 2.8.4, există (λi)i∈I(x̄) ⊂ [0,∞[ şi ȳ∗ ∈ Y ∗ astfel ca

0 ∈ ∂

(
∇f(x̄) + ITC(L,x̄) + ȳ∗ ◦ ∇h(x̄) +

∑
i∈I(x̄)

λi∇gi(x̄)
)

(0)

= ∇f(x̄) + ȳ∗ ◦ ∇h(x̄) +
∑

i∈I(x̄)
λi∇gi(x̄) + N(TC(L, x̄), 0).

Fie λi = 0 pentru i ∈ {1, . . . , m} \ I(x̄). Ca ı̂n demonstraţia Teoremei 3.3.5,
(3.61) are loc. Deoarece (TC(L, x̄))+ = −N(TC(L, x̄), 0), din relaţia de mai
sus obţinem şi (3.62).

În cazul ı̂n care x̄ ∈ intL, iar f, h, g1, . . . , gm sunt de clasă C2, demonstraţia
relaţiei (3.63) se face ca ı̂n demonstraţia Teoremei 3.3.5.

În teoremele de mai sus ȳ∗ şi λ1, . . . , λm se numesc multiplicatori Lagrange,
iar ultima teoremă (mai exact partea care se referă la condiţia necesară de
ordinul ı̂ntâi) se numeşte Teorema Kuhn-Tucker sau Teorema Karush-Kuhn-
Tucker.

Desigur, se formulează cu uşurinţă şi o condiţie suficientă de optimalitate
pentru problema (P3) (̂ın cazul ı̂n care x̄ ∈ intL).
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În cazul ı̂n care Y = IRp, ı̂n Teoremele 3.3.3, 3.3.4 şi 3.3.7 h este de forma
(h1, . . . , hp) cu hi : D → IR, 1 ≤ i ≤ p, iar elementul ȳ∗ este de forma
(µ1, . . . , µp) ∈ IRp. Să observăm că ı̂n acest caz condiţia ca ∇h(x̄) să fie
surjectiv revine la faptul că (∇hi(x̄))1≤i≤p este familie liniar independentă; a
se vedea ı̂n acest sens Teorema 1.3.7.

3.4 Condiţii asimptotice de optim

Încheiem acest capitol punând ı̂n evidenţă câteva rezultate (interesante) refe-
ritoare la probleme de minimizare, obţinute prin utilizarea principiului varia-
ţional al lui Ekeland (Capitolul 1).

Teorema 3.4.1 Fie (X, ‖ ‖) spaţiu Banach şi f : X → IR o funcţie inferior
semicontinuă, mărginită inferior şi G-diferenţiabilă. Atunci pentru orice ε > 0
există xε ∈ X astfel ca

f(xε) ≤ inf
x∈X

f(x) + ε şi ‖∇f(xε)‖ ≤
√

ε. (3.64)

Prin urmare există (xn) ⊂ X astfel ca

f(xn) → inf
x∈X

f(x) şi ∇f(xn) → 0. (3.65)

Demonstraţie. Fie ε > 0; există x0 ∈ X astfel ca f(x0) ≤ infx∈X f(x) + ε.
Utilizând Teorema lui Ekeland (Teorema 1.2.6) pentru

√
ε > 0, obţinem xε ∈

X astfel ca
f(xε) +

√
ε ‖xε − x0‖ ≤ f(x0) ≤ inf f + ε,

de unde f(xε) ≤ f(x0), şi

f(xε) ≤ f(x) +
√

ε · ‖x− xε‖ ∀x ∈ X.

Luând x := xε + tu ı̂n relaţia de mai sus, obţinem că

f(xε + tu)− f(xε)
t

≥ −√ε · ‖u‖ ∀ t > 0, ∀u ∈ X,

şi deci ∇f(xε)(u) ≥ −√ε · ‖u‖ pentru u ∈ X. Prin urmare (3.64) are loc.
Luând ε = 1/n, n ∈ IN∗, obţinem şirul (xn) ⊂ X astfel ca

inf
x∈X

f(x) ≤ f(xn) ≤ inf
x∈X

f(x) +
1
n

, ‖∇f(xn)‖ ≤ 1√
n
∀n ∈ IN∗,

şi deci are loc şi (3.65).

Relaţiile (3.65) reprezintă de fapt condiţii asimptotice de minim.
Are loc şi următorul rezultat de existenţă a punctelor de minim.
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Teorema 3.4.2 Fie (X, ‖ ‖) spaţiu Banach şi f : X → IR o funcţie infe-
rior semicontinuă, mărginită inferior şi G-diferenţiabilă. Presupunem că este
satisfăcută condiţia Palais-Smale

(PS) ∀ (xn) ⊂ X a.̂ı. f(xn) → α ∈ IR, ‖∇f(xn)‖ → 0, ∃ (xnk
) → x ∈ X.

Atunci există x̄ ∈ X astfel ca f(x̄) ≤ f(x) pentru orice x ∈ X.

Demonstraţie. Din teorema precedentă avem că există (xn) ⊂ X satis-
făcând (3.65). Din (PS) avem că există un subşir (xnk

) convergent la x̄ ∈ X.
Folosind faptul că f este i.s.c., obţinem că

f(x̄) ≤ lim inf f(xnk
) = inf

x∈X
f(x),

adică x̄ este punct de minim pentru f .
Se poate formula un rezultat asemănător celui din Teorema 3.4.1 şi pentru

probleme de minim cu restricţii.

Teorema 3.4.3 Fie (X, ‖ ‖) spaţiu Banach, M ⊂ X o mulţime nevidă şi
ı̂nchisă, iar f : X → IR o funcţie mărginită inferior (pe M) şi F-diferenţiabilă
(̂ın fiecare punct din M). Atunci pentru orice ε > 0 există xε ∈ M astfel ca

f(xε) ≤ inf
x∈M

f(x) + ε şi ∇f(xε)(u) +
√

ε · ‖u‖ ≥ 0 ∀u ∈ TB(M,xε).

(3.66)
În particular, dacă P ⊂ TB(M, xε) este un con convex ı̂nchis atunci

∇f(xε) ∈
√

ε · UX + P+. (3.67)

Demonstraţie. Considerăm g := f + IM . Funcţia g este i.s.c., proprie şi
mărginită inferior. Luând x0 ∈ X astfel ca

g(x0) ≤ inf
x∈X

g(x) + ε = inf
x∈M

f(x) + ε,

utilizând din nou principiului variaţional al lui Ekeland pentru
√

ε > 0, există
xε ∈ dom g = M astfel ca g(xε) ≤ g(x0) şi

g(xε) ≤ g(x) +
√

ε · ‖x− xε‖ ∀x ∈ X,

adică
f(xε) ≤ f(x) +

√
ε · ‖x− xε‖ ∀x ∈ M. (3.68)

Fie u ∈ TB(M,xε); există şirurile (xn) ⊂ M şi (tn) ⊂ ]0,∞[ astfel ca tn → 0,
un := t−1

n (xn − xε) → u. Deoarece f este F-diferenţiabilă ı̂n xε ∈ M , există
(γn) ⊂ IR, γn → 0, astfel ca

f(xε + tnun) = f(xε) + tn∇f(xε)(un) + γntn‖un‖ ∀n ∈ IN .
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Luând x := xε + tnun ı̂n relaţia (3.68) obţinem că

f(xε) ≤ f(xε) + tn∇f(xε)(un) + γntn‖un‖+ tn
√

ε · ‖un‖ ∀n ∈ IN .

Din această relaţie se obţine imediat că ∇f(xε)(u)+
√

ε ·‖u‖ ≥ 0. Prin urmare
(3.66) are loc.

Fie P ⊂ TB(M, xe) con convex ı̂nchis. Din (3.66) avem că 0 este punct de
minim pentru funcţia convexă X 3 u 7→ ∇f(xε)(u) +

√
ε · ‖u‖+ IP (u) ∈ IR, şi

deci 0 este ı̂n subdiferenţiala acestei funcţii ı̂n 0, adică

0 ∈ ∇f(xε) +
√

ε · UX − P+,

ceea ce arată că (3.67) are loc.





Exerciţii

Exerciţiul 1 Fie f : IRk → IR o funcţie i.s.c. proprie cu proprietatea că
lim‖x‖→∞ f(x) = ∞ (adică f este coercivă). Să se arate că există x̄ ∈ IRk

astfel că f(x̄) ≤ f(x) pentru orice x ∈ IRk.

Soluţie. Fie λ > infx∈IRk f(x). Din ipoteză avem că nivλf este mulţime ı̂nchisă.

Mulţimea nivλf este mărginită; ı̂ntr-adevăr, ı̂n caz contrar există (xn) ⊂ nivλf astfel ca

‖xn‖ → ∞. Dar, din ipoteză, avem că f(xn) → ∞, contrazicând faptul că f(xn) ≤ λ pen-

tru orice n ∈ IN . Prin urmare nivλf este mulţime compactă. Aplicând acum teorema lui

Weierstrass pentru f |nivλf obţinem concluzia.

Exerciţiul 2 Fie f : IRk → IR o funcţie proprie, i.s.c. şi mărginită inferior,
iar p : IRk → [0,∞[ o funcţie i.s.c. satisfăcând următoarele condiţii: p(0) = 0,
p(x1 + x2) ≤ p(x1) + p(x2) pentru orice x1, x2 ∈ IRk şi lim‖x‖→∞ p(x) = ∞.
Atunci pentru orice ε, λ > 0 şi xε ∈ IRk cu proprietatea că f(xε) ≤ inf f + ε
există xλ ∈ IRk astfel ca

f(xλ) ≤ f(xε), p(xλ − xε) ≤ λ şi

f(xλ) ≤ f(x) +
ε

λ
p(x− xλ) ∀x ∈ IRk.

Soluţie. Fie λ̄ := inf{f(x) | x ∈ IRk} ∈ IR. Considerăm funcţia

g : IRk → IR, g(x) := f(x) +
ε

λ
p(x− xε).

Deoarece f şi p sunt i.s.c., g este de asemenea i.s.c.; ı̂n plus, deoarece g(x) ≥ λ̄+ ε
λ
p(x−xε),

avem că lim‖x‖→∞ g(x) = ∞. Din Exerciţiul 1 (sau utilizând teorema lui Weierstrass) rezultă
că există xλ ∈ IRk astfel ca g(xλ) ≤ g(x) pentru orice x ∈ IRk, adică

f(xλ) +
ε

λ
p(xλ − xε) ≤ f(x) +

ε

λ
p(x− xε) ∀x ∈ IRk.

Prin urmare
f(xλ) +

ε

λ
p(xλ − xε) ≤ f(xε) ≤ f(xλ) + ε,

de unde urmează că f(xλ) ≤ f(xε) (deoarece p ≥ 0) şi p(xλ − xε) ≤ λ. De asemenea,
obţinem că

f(xλ) ≤ f(x) +
ε

λ
(p(x− xε)− p(xλ − xε)) ≤ f(x) +

ε

λ
p(x− xλ) ∀x ∈ IRk.

Exerciţiul 3 Fie X un spaţiu normat finit dimensional şi A ⊂ X o mulţime
nevidă şi convexă. Să se arate că raintA 6= ∅, raintA = raintA, raintA = A,
iar pentru orice a ∈ raintA şi x̄ ∈ A avem că ]a, x[⊂ raintA.
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Soluţie. Fără a restrânge generalitatea putem presupune că 0 ∈ A. Fie X0 := lin A.
Dacă X0 = {0} atunci A = {0} şi proprietăţile din enunţ sunt evidente. Fie deci dim X0 ≥ 1.
Deoarece dim X0 ≤ dim X < ∞, avem că X0 este subspaţiu liniar ı̂nchis; putem ı̂nlocui pe X
prin X0, sau altfel spus, putem presupune că lin A = X; ı̂n această situaţie raint A = aint A.
Pentru a dovedi relaţiile din enunţ este suficient, având ı̂n vedere Teorema 1.4.3, să arătăm
că aint A 6= ∅, deoarece X fiind finit dimensional avem că aint A = int A.

Deoarece lin A = X există o bază {e1, . . . , ek}, k ≥ 1, a lui X de elemente din A.

Elementul x̄ := 1
2k

(e1 + · · · + ek) ∈ aint A. Într-adevăr, fie x = λ1e1 + · · · + λkek ∈ X şi

δ := min{ 1
2k|λ1| , . . . ,

1
2k|λk|}; atunci pentru orice t ∈ ]−δ, δ[ avem că x̄+ tx ∈ A. Prin urmare

x̄ ∈ aint A.

Exerciţiul 4 Fie f : IRn → IR o funcţie cvasiconvexă şi x̄ ∈ IRn. Pentru
u ∈ IRn considerăm funcţia fu : IR → IR, fu(t) = f(x̄ + tu). Să se arate că

f este i.s.c. ı̂n x̄ ⇔ fu este i.s.c. ı̂n 0 ∀u ∈ IRn,

f este s.s.c. ı̂n x̄ ⇔ fu este s.s.c. ı̂n 0 ∀u ∈ IRn.

Dacă IRn se ı̂nlocuieşte cu un spaţiu normat infinit dimensional nici una din
proprietăţile de mai sus nu este adevărată (̂ın general).

Soluţie. Este evident că implicaţiile “ ⇒ ” au loc. Să presupunem că fu este s.s.c. ı̂n 0
pentru orice u ∈ IRn şi fie IR 3 λ > f(x̄) = fu(0). Din faptul că fu este s.s.c. ı̂n 0 rezultă
imediat că x̄ ∈ aint (nivλf). Funcţia f fiind cvasiconvexă, nivλf este convexă; deoarece
dim IRn < ∞, obţinem că x̄ ∈ int (nivλf). Prin urmare f este s.s.c. ı̂n x̄.

Să presupunem că fu este i.s.c. ı̂n 0 pentru orice u ∈ IRn. Presupunem, prin reducere la
absurd, că f nu este i.s.c. ı̂n x̄. Atunci există IR 3 λ < f(x̄) astfel ca x̄ ∈ nivλf . Prin urmare
nivλf 6= ∅. Fie a ∈ raint (nivλf) ( 6= ∅ din Exerciţiul 3). Utilizând Exerciţiul 3 obţinem că
]a, x̄[⊂ raint (nivλf) ⊂ nivλf , contrazicând faptul că funcţia fa−x̄ este i.s.c. ı̂n 0. Deci f
este i.s.c. ı̂n x̄.

Dacă X este un spaţiu normat infinit dimensional atunci există ϕ : X → IR o aplicaţie
liniară care nu este continuă. Este evident că ϕ este cvasiconvexă (chiar convexă), iar ϕu

este continuă pe IR pentru orice u ∈ X.

Existenţa aplicaţiei liniare ϕ de mai sus se poate dovedi ı̂n modul următor: Fie (ei)i∈I

o bază algebrică a lui X; schimbând eventual ei prin ei/‖ei‖, putem considera că ‖ei‖ = 1
pentru orice i ∈ I. Deoarece I este infinită, putem presupune că IN ⊂ I, iar ı̂nlocuind X
prin lin {en | n ∈ IN}, putem considera că I = IN . Pentru orice x ∈ X există n ∈ IN şi
λ0, . . . , λn ∈ IR astfel ca x = λ0e0 + · · ·+ λnen. Considerăm

ϕ : X → IR, ϕ(x) =
∑n

k=0
kλk.

Este evident că ϕ este bine definită şi liniară. În plus

sup{|ϕ(x)| | ‖x‖ ≤ 1} ≥ sup{|ϕ(en)| | n ∈ IN} = sup{n | n ∈ IN} = ∞,

ceea ce arată că ϕ nu este continuă.
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Exerciţiul 5 Fie X spaţiu normat şi f : X → IR o funcţie convexă, iar
λ > infx∈X f(x). Să se arate că

aint {x ∈ X | f(x) ≤ λ} = {x ∈ X | f(x) < λ},

iar dacă f este continuă atunci

int {x ∈ X | f(x) ≤ λ} = {x ∈ X | f(x) < λ}.
Soluţie. Fie x̄ ∈ X astfel ca f(x̄) < λ şi x ∈ X. Dacă f(x̄+x) ≤ λ atunci tx ∈ nivλf − x̄

pentru t ∈ [0, 1[, iar dacă f(x̄ + x) > λ atunci tx ∈ nivλf − x̄ pentru t ∈ [0, t̄ [, unde

t̄ := λ−f(x̄)
f(x̄+x)−f(x̄)

. Deci x̄ ∈ aint (nivλf).
Să arătăm acum că are loc incluziunea inversă. Deoarece λ > inf f , există x0 ∈ X astfel

ca f(x0) < λ. Fie x̄ ∈ aint (nivλf). Există t̄ > 0 astfel ca x := x̄ + t̄(x̄ − x0) ∈ nivλf .
Obţinem astfel că

x̄ =
1

1 + t̄
x +

t̄

1 + t̄
x0 şi f(x̄) ≤ 1

1 + t̄
f(x) +

t̄

1 + t̄
f(x0) <

1

1 + t̄
λ +

t̄

1 + t̄
λ = λ,

ceea ce dovedeşte şi incluziunea inversă.
Dacă f este continuă, atunci

int (nivλf) ⊃ {x ∈ X | f(x) < λ} 6= ∅,

şi deci, cum nivλf este mulţime convexă, int (nivλf) = aint (nivλf).

Exerciţiul 6 Fie X spaţiu normat şi A, C ⊂ X submulţimi convexe nevide
astfel ca intC 6= ∅. Să se arate că int (A + C) = A + intC. Dacă ı̂n plus
A∩ intC 6= ∅ atunci A ∩ C = A∩C. În particular, dacă C este un con convex
cu interior nevid atunci C + intC = intC.

Soluţie. Deoarece A + int C =
⋃

a∈A
(a + int C), mulţimea A + int C este deschisă.

Obţinem astfel că A + int C ⊂ int (A + C). Fie x̄ /∈ A + int C. Deoarece mulţimea A + int C
este nevidă, convexă şi cu interior nevid, există x∗ ∈ X∗ \ {0} astfel ca

〈x̄, x∗〉 ≤ 〈a, x∗〉+ 〈c, x∗〉 ∀ a ∈ A, ∀ c ∈ int C.

Întrucât C ⊂ int C, obţinem că 〈x̄, x∗〉 ≤ 〈x, x∗〉 pentru orice x ∈ A + C. Prin urmare
x̄ /∈ int (A + C), ceea ce dovedeşte că int (A + C) = A + int C.

Presupunem acum că A ∩ int C 6= ∅. Cum incluziunea A ∩ C ⊂ A ∩ C este evidentă
(şi adevărată fără nici o presupunere asupra mulţimilor A şi C), să dovedim incluziunea
inversă. Fără a restrânge generalitatea, putem presupune că 0 ∈ A ∩ int C (făcând even-
tual o translaţie). Fie pC : X → IR funcţionala Minkowski asociată mulţimii C. Din
Consecinţa 1.4.2 avem că pC este continuă şi

int C = {x ∈ X | pC(x) < 1}, C = {x ∈ X | pC(x) ≤ 1}.
Fie x ∈ A ∩ C; există (xn) ⊂ A astfel ca xn → x. Deoarece pC este continuă, avem că
pC(xn) → pC(x) ≤ 1. Dacă mulţimea P := {n ∈ IN | pC(xn) < 1} este infinită, atunci
xn ∈ A ∩ C pentru orice n ∈ P şi deci x = limn∈P xn ∈ A ∩ C. Dacă P este finită atunci
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există n0 ∈ IN astfel ca pC(xn) ≥ 1 pentru orice n ≥ n0. Cum x ∈ C, avem că pC(xn) → 1.
Pentru fiecare n ≥ n0 considerăm x̄n := n

npC(xn)+1
xn. Deoarece A este convexă şi 0, xn ∈ A,

avem că x̄n ∈ A. Cum pC(x̄n) = npC(xn)/(npC(xn) + 1) < 1, avem că x̄n ∈ A ∩ C pentru
orice n ≥ n0. Însă x̄n → x, şi deci şi ı̂n acest caz avem că x ∈ A ∩ C. Deci A ∩ C = A ∩ C.

Presupunem acum că C este con convex cu interior nevid; avem că int C = int C. Din
cele de mai sus, luând A = C, avem că

C + int C = C + int C = int (C + C) = int C = int C.

Exerciţiul 7 Fie X spaţiu normat, X0, X1 ⊂ X subspaţii liniare şi ele-
mentele a1, . . . , ap ∈ X, ϕ1, . . . , ϕk ∈ X∗, α1, . . . , αk ∈ IR, unde p, k ∈ IN∗.

a) Dacă X0 este ı̂nchis şi dimX1 < ∞ atunci X0 + X1 este ı̂nchis.

b) Dacă X0 este ı̂nchis şi C = {∑p
i=1λiai | λi ≥ 0 ∀ i, 1 ≤ i ≤ p}, atunci

X0 + C este con convex ı̂nchis. În particular C este con convex ı̂nchis.

c) X0 + {x ∈ X | 〈x, ϕi〉 ≤ αi ∀ i, 1 ≤ i ≤ k} este mulţime convexă
ı̂nchisă.

Soluţie. a) Fie Pr : X → X/X0 proiecţia canonică. Deoarece Pr(X1) este subspaţiu finit
dimensional al spaţiului normat X/X0, Pr(X1) este mulţime ı̂nchisă (vezi Consecinţa 1.4.4).
Din Teorema 1.7.2 obţinem că X0 + X1 este mulţime ı̂nchisă.

b) Este evident că X0 + C este con convex. Demonstrăm prin inducţie după p faptul că
X0 + C este mulţime ı̂nchisă.

Fie p = 1. Dacă a1 ∈ X0 atunci X0 + C = X0, şi deci X0 + C este mulţime ı̂nchisă.
Presupunem că a1 /∈ X0. Considerăm şirul (un) ⊂ X0 + C, un → u ∈ X. Există
(xn) ⊂ X0, (tn) ⊂ [0,∞[ astfel ca un = xn + tna1 pentru orice n ∈ IN . Dacă tn → ∞
atunci − 1

tn
xn → a1, de unde obţinem contradicţia a1 ∈ X0 = X0. Prin urmare (tn) conţine

un subşir mărginit, şi deci conţine şi un subşir (tnk )k∈IN convergent la t ∈ [0,∞[. Prin ur-
mare xn → u − ta1 =: x ∈ X0, ceea ce arată că u = x + ta1 ∈ X0 + C. Deci afirmaţia este
adevărată pentru p = 1.

Presupunem acum că afirmaţia este adevărată pentru p ≥ 1 şi să o dovedim pen-
tru p + 1. Ca şi pentru p = 1 considerăm două situaţii. Presupunem pentru ı̂nceput că
−a1, . . . ,−ap+1 ∈ X0 + C; atunci, după cum se poate verifica uşor,

X0 + C = X0 + lin {a1, . . . , ap+1}.
Deoarece dim(lin {a1, . . . , ap+1}) ≤ p + 1 < ∞, din a) obţinem că X0 + C este un subspaţiu
liniar ı̂nchis. Presupunem acum că există i astfel ca −ai /∈ X0 + C; fără a restrânge genera-
litatea putem presupune că i = p + 1. Fie

C̃ :=
{∑p

i=1
λiai

∣∣∣ λi ≥ 0 ∀ i, 1 ≤ i ≤ p
}

.

Din ipoteza inductivă avem că X0+C̃ este mulţime ı̂nchisă. Fie (un) ⊂ X0+C, un → u ∈ X.

Există (xn) ⊂ X0 + C̃, (tn) ⊂ [0,∞[ astfel ca un = xn + tnap+1 pentru orice n ∈ IN . Dacă

tn →∞ atunci X0 + C̃ 3 1
tn

xn → −ap+1, şi deci −ap+1 ∈ X0 + C̃ ⊂ X0 + C, absurd. Deci

(tn) conţine un subşir (tnk ) convergent la t ∈ [0,∞[. Prin urmare xn → u− tap+1 ∈ X0 + C̃,
ceea ce arată că u = (u − tap+1) + tap+1 ∈ X0 + C. Deci afirmaţia este adevărată pentru
p + 1. Am obţinut astfel că X0 + C este mulţime ı̂nchisă pentru orice p ≥ 1.
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c) Fie E := {x ∈ X | 〈x, ϕi〉 ≤ αi ∀ i, 1 ≤ i ≤ k}. Dacă mulţimea E este vidă este
evident că are loc concluzia. Presupunem deci că E 6= ∅. Considerăm aplicaţiile

T, A : X → IRk, T (x) := (〈x, ϕ1〉, . . . , 〈x, ϕk〉), A(x) := α− T (x),

unde α := (α1, . . . , αk) ∈ IRk. Este evident că T este un operator liniar continuu. Prin

urmare A este continuu şi T (X0) este un subspaţiu liniar al lui IRk. Rezultă că T (X0)

este ı̂nchis. Considerând P := {y ∈ IRk | yi ≥ 0 ∀ i, 1 ≤ i ≤ k}, avem că E = A−1(P )

şi A(E) ⊂ P . Fie (un) ⊂ X0 + E, un → u ∈ X. Există (xn) ⊂ X0 şi (zn) ⊂ E astfel ca

un = xn+zn pentru orice n ∈ IN . Prin urmare T (X0)+P 3 A(zn)−T (xn) = A(un) → A(u).

Din b) avem că T (X0) + P este mulţime ı̂nchisă, şi deci A(u) ∈ T (X0) + P . Deci există

x0 ∈ X0 astfel ca A(u + x0) ∈ P , adică u ∈ X0 + E. Prin urmare X0 + E este mulţime

ı̂nchisă.

Exerciţiul 8 Fie X un spaţiu Hilbert real, x0 ∈ X \ {0}. Să se arate că

P (α) := {x ∈ X | 6 (x, x0) ≤ α},

unde α ∈ [0, π/2], este con convex ı̂nchis. În plus P (α)◦ = P (π/2− α).

Soluţie. Amintim că 6 (x, y) := arccos
〈x, y〉

‖x‖ · ‖y‖ . Fără a restrânge generalitatea putem

presupune că ‖x0‖ = 1. Este clar că dacă λ ∈ IR şi x ∈ P (α) atunci λx ∈ P (α). Fie
x, y ∈ P (α); atunci

〈x, x0〉 ≥ ‖x‖ · cos α, 〈y, x0〉 ≥ ‖y‖ · cos α,

şi deci
〈x + y, x0〉 ≥ (‖x‖+ ‖y‖) · cos α ≥ ‖x + y‖ · cos α.

Prin urmare x + y ∈ P (α). Faptul că P (α) este mulţime ı̂nchisă este imediat.
Să observăm că

P (α) = {x = λx0 + u ∈ X | λ = 〈x, x0〉, u = x− λx0, 〈x, x0〉 ≥ ‖x‖ · cos α}
= {λx0 + u | λ ≥ 0, 〈u, x0〉 = 0, λ ≥

√
λ2 + ‖u‖2 · cos α}

= {λx0 + u | λ ≥ 0, 〈u, x0〉 = 0, λ sin α ≥ ‖u‖ · cos α}.
Prin urmare

P (0) = {λx0 | λ ≥ 0}, P
(

π

2

)
= {λx0 + u | λ ≥ 0, 〈u, x0〉 = 0}.

Având ı̂n vedere faptul că P (α) este con, avem că P (α)◦ = P (α)+. Arătăm pentru
ı̂nceput că P (0)+ = P (π/2). Fie x = λx0 şi y = µx0 + v, cu λ, µ ≥ 0, 〈v, x0〉 = 0. Atunci
〈x, y〉 = λµ ≥ 0, şi deci P (π/2) ⊂ P (0)+. Fie acum y ∈ P (0)+. Există µ ∈ IR şi u ∈ X astfel
ca 〈u, x0〉 = 0, y = µx0 + v. Avem că 〈x0, µx0 + v〉 = µ ≥ 0, ceea ce arată că y ∈ P (π/2).
Prin urmare P (0)+ = P (π/2).

Considerăm acum α ∈ ]0, π
2
[. Fie x ∈ P (α) şi y ∈ P (π/2− α). Din cele arătate mai sus

avem că există λ, µ ≥ 0, u, v ∈ X astfel ca

x = λx0 + u, 〈u, x0〉 = 0, λ sin α ≥ ‖u‖ · cos α,
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y = µx0 + v, 〈v, x0〉 = 0, λ cos α ≥ ‖v‖ · sin α.

Prin urmare avem că λµ ≥ ‖u‖ · ‖v‖. Obţinem că

〈x, y〉 = λµ + 〈u, v〉 ≥ λµ− ‖u‖ · ‖v‖ ≥ 0.

Rezultă că y ∈ P (α)+, şi deci P (π/2) ⊂ P (α)+.
Fie acum y ∈ P (α)+; există µ ∈ IR şi v ∈ X astfel ca 〈v, x0〉 = 0, y = µx0 + v. Dacă

v = 0, cum x0 ∈ P (α), avem că 〈x0, y〉 = 〈x0, µx0〉 = µ ≥ 0, şi deci y ∈ P (π/2 − α).

Presupunem că v 6= 0 şi considerăm x := x0 − sin α

‖v‖ · cos α
· v. Atunci x ∈ P (α), şi deci

〈x, y〉 = µ− sin α

‖v‖ · cos α
· 〈v, v〉 = µ− sin α

cos α
· ‖v‖ ≥ 0.

Obţinem astfel că µ sin(π/2−α) ≥ ‖v‖ · cos(π/2−α), adică y ∈ P (π/2−α). Deci şi ı̂n acest
caz avem că P (α)+ = P (π/2− α).

Mai observăm că int P (α) = {x ∈ X | 6 (x, x0) < α}, iar P (α) este punctat dacă şi

numai dacă α ∈ [0, π/2[.

Exerciţiul 9 Să se arate că

P :=
{
(x, y, z) ∈ IR3 | x, z ≥ 0, 2xz ≥ y2

}

este con convex şi ı̂nchis, iar P+ = P . (P se numeşte cornetul de ı̂ngheţată,
ice cream cone ı̂n terminologia engleză.)

Soluţie. Fie x0 = (1, 0, 1). Cu notaţia din exerciţiul precedent, avem că

P (π/4) =

{
(x, y, z) ∈ IR3

∣∣∣∣∣
x + z√

2 ·
√

x2 + y2 + z2
≥ 1√

2

}

=
{
(x, y, z) ∈ IR3 | x + z ≥ 0, (x + z)2 ≥ x2 + y2 + z2

}

=
{
(x, y, z) ∈ IR3 | x + z ≥ 0, 2xz ≥ y2

}
= P.

Concluzia rezultă imediat din exerciţiul precedent.

Exerciţiul 10 Fie X spaţiu normat, ϕ ∈ X∗ \ {0} şi 0 < α < ‖ϕ‖. Să se
arate că mulţimea C := {x ∈ X | ϕ(x) ≥ α‖x‖} este con convex, ı̂nchis,
punctat, cu interior nevid, iar C+ = [0,∞[ ·(ϕ + αU∗) = IR+ ·D(ϕ, α).

Soluţie. Fie f : X → IR, f(x) := α‖x‖ − ϕ(x). Este evident că f este o funcţională
subliniară continuă. Prin urmare C este con convex ı̂nchis. Dacă x, −x ∈ C atunci

ϕ(x) ≥ α‖x‖, −ϕ(x) = ϕ(−x) ≥ α‖ − x‖ = α‖x‖,
şi deci, prin adunare, obţinem că 0 ≥ 2α‖x‖, adică x = 0. Deci C este punctat. Deoarece
α < ‖ϕ‖, există x ∈ X astfel ca α‖x‖ < ϕ(x), şi deci 0 > inf f . Prin urmare, utilizând
Exerciţiul 5, avem că

int C = {x ∈ X | f(x) < 0 = f(0)} 6= ∅.
În plus, utilizând Consecinţa 2.8.2, avem că

N(C; 0) = IR+ · ∂f(0) = IR+ · (αU∗ − ϕ),

şi deci C+ = −N(C; 0) = IR+ · (ϕ + αU∗).
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Exerciţiul 11 Fie funcţia

f : C[0, 1] → IR, f(x) :=
∫ 1
0

√
1 + (x(t))2 dt.

Să se arate că f este funcţie convexă, de clasă C2 pe C[0, 1], şi

∇f(x)(u) =
∫ 1

0

xu√
1 + x2

dt, ∇2f(x)(u, v) =
∫ 1

0

uv

(1 + x2)
√

1 + x2
dt

pentru orice u, v ∈ C[0, 1].
Soluţie. Considerăm X := C[0, 1]; X este spaţiu Banach relativ la norma Ceb̂ışev:

‖u‖ := maxt∈[0,1] |u(t)| pentru u ∈ X.

Fie funcţia ϕ : IR → IR, ϕ(t) :=
√

1 + t2. Avem că

ϕ′(t) = t(1 + t2)−
1
2 , ϕ′′(t) = (1 + t2)−

3
2 , ϕ′′′(t) = −3t(1 + t2)−

5
2 ∀ t ∈ IR.

Rezultă că ϕ este (strict) convexă deoarece ϕ′′(t) > 0 pentru orice t ∈ IR. Din această
observaţie convexitatea lui f este imediată. Utilizând formula lui Taylor pentru funcţii de
variabilă reală, avem că pentru orice t, τ ∈ IR există θ ∈ ]0, 1[ astfel ca

ϕ(t + τ)− ϕ(t)− ϕ′(t) τ = 1
2
ϕ′′(t + θτ) τ2,

şi deci
|ϕ(t + τ)− ϕ(t)− ϕ′(t) τ | ≤ 1

2
τ2, ∀ t, τ ∈ IR.

Fie x, u ∈ X elemente fixate. Înlocuind ı̂n inegalitatea de mai sus t prin x(t) şi τ prin
u(t), t ∈ [0, 1], şi apoi integrând pe [0, 1], obţinem

∣∣∣∣f(x + u)− f(x)−
∫ 1

0

xu√
1 + x2

dt

∣∣∣∣ ≤
1

2

∫ 1

0

u2 dt ≤ 1

2
‖u‖2.

Această inegalitate arată că f este F-diferenţiabilă ı̂n x şi ∇f(x) are expresia din enunţ. Să
arătăm că ∇f este diferenţiabilă. Avem că pentru orice t, τ ∈ IR există θ ∈ ]0, 1[ astfel ca

ϕ′(t + τ)− ϕ′(t)− ϕ′′(t) τ = 1
2
ϕ′′′(t + θτ) τ2.

Din expresia lui ϕ′′′ dată mai sus obţinem că |ϕ′′′(t)| ≤ 3 pentru orice t ∈ IR. Prin urmare
avem că

|ϕ′(t + τ)− ϕ′(t)− ϕ′′(t) τ | ≤ 3
2
τ2, ∀ t, τ ∈ IR.

Notând B(x) aplicaţia biliniară definită prin

B(x) : X ×X → IR, B(x)(u, v) :=

∫ 1

0

uv

(1 + x2)
√

1 + x2
dt,

din relaţia anterioară, ca mai sus, obţinem că pentru x, u, v ∈ X avem

|(∇f(x + u)−∇f(x)−B(x)(u, ·)) (v)| ≤ 3

2

∫ 1

0

u2|v| dt ≤ 3

2
‖u‖2‖v‖ ∀x, u, v ∈ X,

şi deci

‖∇f(x + u)−∇f(x)−B(x)(u, ·)‖ ≤ 3

2
‖u‖2 ∀x, u ∈ X.

Prin urmare ∇f este F-diferenţiabilă pe X şi ∇2f(x) = B(x) pentru orice x ∈ X. Din

expresia lui ∇2f(x) şi expresia lui ϕ′′′ se obţine cu uşurinţă că ∇2f este Lipschitziană de

constantă Lipschitz 3. Deci f este de clasă C2 pe X.
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Exerciţiul 12 Fie funcţia

f : L1(0, 1) → IR, f(x) :=
∫ 1
0

√
1 + (x(t))2 dt,

L1(0, 1) fiind spaţiul Banach al (claselor) funcţiilor integrabile Lebesgue pe
intervalul [0, 1] ı̂nzestrat cu măsura Lebesgue. Să se arate că f este funcţie
convexă şi diferenţiabilă Gâteaux pe L1(0, 1), cu

∇f(x)(u) =
∫ 1

0

xu√
1 + x2

dt, ∀u ∈ L1(0, 1),

ı̂nsă f nu este Fréchet diferenţiabilă ı̂n nici un punct din L1(0, 1).

Soluţie. Notăm X := L1(0, 1); X este spaţiu Banach relativ la norma: ‖u‖ :=
∫ 1

0
|u(t)| dt

pentru u ∈ X.
Utilizând funcţia ϕ definită ı̂n soluţia exerciţiului precedent, ţinând seama şi de faptul

că ϕ este convexă, avem că f este convexă şi

−|τ | ≤ ϕ′(t) τ ≤ ϕ(t + τ)− ϕ(t) ≤ |τ | ∀ t, τ ∈ IR,

inegalitatea din stânga fiind evidentă, iar cea din dreapta verificându-se cu uşurinţă. Fixăm
x, u ∈ X şi un şir (τn) ⊂ IR astfel ca 0 6= τn → 0, şi considerăm funcţiile gn, g (definite
aproape peste tot, pe scurt a.p.t.) date de formulele

gn :=

√
1 + (x + τnu)2 −√1 + x2

τn
, g :=

xu√
1 + x2

.

Este evident că limn→∞ gn = g a.p.t., iar din inegalitatea de mai sus obţinem că |gn| ≤ |u|
a.p.t. pentru orice n ∈ IN . Utilizând teorema lui Lebesgue (vezi [41]) obţinem că

lim
n→∞

∫ 1

0
gn dt =

∫ 1

0
g dt.

Am obţinut astfel că f este G-diferenţiabilă ı̂n x şi ∇f(x) are expresia din enunţ.
Fie x ∈ X; arătăm că f nu este F-diferenţiabilă ı̂n x. Putem presupune că x este finită

a.p.t. Avem atunci că

[0, 1] = ∪m∈INAm, unde Am := {t ∈ [0, 1] | |x(t)| ≤ m}.
Cum limm→∞mes(Am) = 1, există m0 ∈ IN∗ astfel ca mes(Am0) > 1

2
. Însă

√
1 + (t + τ)2 −

√
1 + t2 − tτ√

1 + t2

=
τ2

√
1 + (t + τ)2 +

√
1 + t2

(
1− 2t2 + τt√

1 + t2(
√

1 + (t + τ)2 +
√

1 + t2)2

)
,

iar pentru τ = n, |t| ≤ m0, avem că

τ√
1 + (t + τ)2 +

√
1 + t2

≥ n

2
√

1 + (n + m0)2
→ 1

2
,
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2t2 + τt
√

1 + t2
(√

1 + (t + τ)2 +
√

1 + t2
)2

≤ m0√
1 + m2

0

· n + 2m0√
1 + (n−m0)2

→ m0√
1 + m2

0

,

limitele fiind considerate pentru n →∞. Deci există n0 ≥ m0 şi ε0 > 0 astfel ca

√
1 + (t + n)2 −

√
1 + t2 − tn√

1 + t2
≥ ε0n ∀ t ∈ Am0 , ∀n ≥ n0.

Pentru fiecare n ≥ n0 există o submulţime măsurabilă Bn a mulţimii Am0 astfel ca
mes(Bn) = 1/n2. Considerăm funcţia

un : [0, 1] → IR, un(t) :=

{
n dacă t ∈ Bn,
0 dacă t ∈ [0, 1] \Bn.

Avem că ‖un‖ = 1/n → 0. Din inegalitatea de mai sus obţinem că

∫ 1

0

(√
1 + (x + un)2 −

√
1 + x2 − xun√

1 + x2

)
dt ≥ ε0

∫ 1

0

un dt = ε0‖un‖,

ceea ce arată că f nu este F-diferenţiabilă ı̂n x.

Exerciţiul 13 Utilizând funcţii convexe, să se arate că:

ab ≤ ap

p
+

bq

q
∀ a, b ∈ [0,∞[, ∀ p, q ∈ ]1,∞[,

1
p

+
1
q

= 1,

egalitate având loc dacă şi numai dacă ap = bq, şi

x1 + · · ·+ xn

n
≥ n
√

x1 · · ·xn ∀n ∈ IN \ {0, 1}, ∀x1, . . . , xn ∈ [0,∞[,

egalitate având loc dacă şi numai dacă x1 = · · · = xn.

Soluţie. Funcţia f : IR → IR, f(t) = et este strict convexă. Deci, pentru a, b ∈ ]0,∞[,
ap 6= bq, şi p, q ∈ ]1,∞[, 1/p + 1/q = 1, avem că

ab = f( 1
p

ln ap + 1
q

ln bq) < 1
p
f(ln ap) + 1

q
f(ln bq) = 1

p
ap + 1

q
bq.

Prin urmare afirmaţia făcută are loc. Afirmaţia este evidentă ı̂n cazul ı̂n care a = 0 sau
b = 0.

Funcţia g : ]0,∞[→ IR, g(t) = − ln t este strict convexă. Fie n ∈ IN \ {0, 1} şi numerele
x1, . . . , xn ∈ ]0,∞[, nu toate egale. Obţinem astfel că

− ln
x1 + · · ·+ xn

n
= g

(
1

n
x1 + · · ·+ 1

n
xn

)
<

1

n
g(x1) + · · ·+ 1

n
g(xn) = − ln n

√
x1 · · ·xn,

şi deci
x1 + · · ·+ xn

n
> n
√

x1 · · ·xn.

Este evident că inegalitatea de mai sus rămâne valabilă şi ı̂n cazul ı̂n care x1, . . . , xn ∈ [0,∞[,

şi nu toate sunt egale. Afirmaţia din enunţ este acum evidentă.
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Exerciţiul 14 Fie α1, . . . , αn > 0 (n ≥ 1) astfel ca α1 + · · ·+ αn ≤ 1. Să se
arate că funcţia f : ]0,∞[n→ IR, f(x) := xα1

1 · xα2
2 · · ·xαn

n , este concavă. Dacă
α1 + · · ·+ αn < 1 funcţia f este strict concavă.

Soluţie. Observăm că

∂f

∂xi
(x) =

αi

xi
f(x),

∂2f

∂xi
2
(x) =

αi(αi − 1)

x2
i

f(x),

iar pentru i 6= j,
∂2f

∂xi ∂xj
(x) =

αiαj

xixj
f(x).

Funcţia f este concavă (adică −f este convexă) dacă şi numai dacă d2f(x) este negativ
semi-definită pentru orice x ∈ ]0,∞[n, adică

∑n

i=1

αi(αi − 1)

x2
i

u2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

αiαj

xixj
uiuj ≤ 0 ∀x ∈ ]0,∞[n, ∀u = (u1, . . . , un) ∈ IRn,

sau echivalent, (∑n

i=1
αiui

)2

−
∑n

i=1
αiu

2
i ≤ 0 ∀u ∈ IRn.

Demonstrăm această inegalitate prin inducţie după n ∈ IN∗. Pentru n = 1 inegalitatea este
evidentă. Presupunem că ea este adevărată pentru n şi o dovedim pentru n + 1. Avem

(∑n+1

i=1
αiui

)2

−
∑n+1

i=1
αiu

2
i =

= (α2
n+1 − αn+1)u

2
n+1 + 2αn+1un+1

∑n

i=1
αiui +

(∑n

i=1
αiui

)2

−
∑n

i=1
αiu

2
i

= (α2
n+1 − αn+1)

[
u2

n+1 − 2

1− αn+1
un+1

∑n

i=1
αiui +

1

(1− αn+1)2

(∑n

i=1
αiui

)2
]

+

+
αn+1

1− αn+1

(∑n

i=1
αiui

)2

+
(∑n

i=1
αiui

)2

−
∑n

i=1
αiu

2
i

= (α2
n+1 − αn+1)

(
un+1 − 1

1− αn+1
un+1

∑n

i=1
αiui

)2

+

+(1− αn+1)

[(∑n

i=1
βiui

)2

−
∑n

i=1
βiu

2
i

]

≤ 0,

unde βi := αi/(1 − αn+1); ultimul termen este negativ din ipoteza inductivă, deoarece∑n

i=1
βi =

(∑n

i=1
αi

)
/(1− αn+1) ≤ 1.

Dacă α1 + · · ·+ αn < 1, ca mai sus, rezultă că d2f(x) este negativ definită pentru orice

x ∈ ]0,∞[n, şi deci f este strict concavă.

Exerciţiul 15 Fie funcţia

f : ]0,∞[× ]0,∞[n→ IR, f(t, x) :=
tp∏n

i=1xi
,
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unde p ∈ IR \ {0}. Să se arate că funcţia f este strict convexă pentru
p ∈]−∞, 0[∪ ]n + 1,∞[ şi convexă pentru p = n + 1.

Fie c ∈ IRn şi ∆ := {x ∈ ]0,∞[n | 〈x, c〉 ≥ 0}. Să se arate că funcţia

g : ∆ → IR, g(x) =
〈x, c〉p∏n

i=1xi
,

este strict convexă pentru p > n + 1. Funcţia g a fost utilizată de Karmarkar
ı̂n stabilirea algoritmului său de punct interior. (Se poate arăta că g este strict
convexă chiar pentru p > n.)

Să se arate de asemenea că funcţia

h : ]0,∞[n→ IR, h(x) =
1∏n

i=1xi
,

este strict convexă.

Soluţie. Obţinem cu uşurinţă că

∂f

∂t
(t, x) =

p

t
f(t, x),

∂f

∂xi
(t, x) = − 1

xi
f(t, x),

∂2f

∂t2
(t, x) =

p(p− 1)

t2
f(t, x),

∂2f

∂x2
i

(t, x) =
2

x2
i

f(t, x),
∂2f

∂t ∂xi
(t, x) = − p

xit
f(t, x),

iar pentru i 6= j,
∂2f

∂xi ∂xj
(t, x) =

1

xixj
f(t, x).

Deoarece f(t, x) > 0 pentru orice (t, x) ∈ ]0,∞[× ]0,∞[n, faptul că f este strict convexă
(convexă) este echivalent cu faptul că următoarea formă pătratică este pozitiv (semi-pozitiv)
definită:

p(p− 1)

t2
s2 +

∑n

i=1

2

x2
i

u2
i − 2

∑n

i=1

p

xit
sui + 2

∑
1≤i<j≤n

1

xixj
uiuj ,

sau, echivalent, că următoarea formă pătratică este pozitiv (semi-pozitiv) definită:

p− 1

p
s2 +

∑n

i=1
2u2

i − 2
∑n

i=1
sui + 2

∑
1≤i<j≤n

uiuj .

Matricea asociată ultimei forme pătratice este

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

p−1
p

−1 −1 · · · −1

−1 2 1 · · · 1
−1 1 2 · · · 1
...

...
...

. . .
...

−1 1 1 · · · 2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.
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Pentru a studia pozitivitatea formei pătratice asociate matricei A trebuie să determinăm
valorile sale proprii. Determinantul ∆n := det(λIn+1 −A) este

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− p−1
p

1 1 · · · 1

1 λ− 2 −1 · · · −1
1 −1 λ− 2 · · · −1
...

...
...

. . .
...

1 −1 −1 · · · λ− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− p−1
p

λ + 1
p

λ + 1
p

· · · λ + 1
p

1 λ− 1 0 · · · 0
1 0 λ− 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

1 0 0 · · · λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Dezvoltând după ultima linie, obţinem că

∆n = (λ− 1)∆n−1 − (λ− 1)n−1

(
λ +

1

p

)
,

şi deci

∆n = (λ− 1)n−1∆1 − (n− 1)(λ− 1)n−1

(
λ +

1

p

)

= (λ− 1)n−1

[
λ2 −

(
n + 2− 1

p

)
λ + 1− n + 1

p

]
.

Fie λ1, λ2 rădăcinile polinomului din paranteza pătrată. Cum celelalte rădăcini ale polino-
mului caracteristic sunt egale cu 1, forma pătratică considerată este pozitiv (semi-pozitiv)
definită dacă şi numai dacă λ1, λ2 > 0 (λ1, λ2 ≥ 0). Pentru p < 0 avem că

λ1 + λ2 = n + 2− 1/p > 0, λ1λ2 = 1− (n + 1)/p > 0,

şi deci λ1, λ2 > 0. În cazul p > 0 rădăcinile λ1, λ2 sunt strict pozitive (pozitive) dacă
şi numai dacă p > n + 1 (p ≥ n + 1). Prin urmare f este strict convexă dacă şi nu-
mai dacă p ∈ ] − ∞, 0[∪ ]n + 1,∞[ şi convexă pentru p ∈ ] − ∞, 0[∪ [n + 1,∞[. Deoarece
g(x) = f(〈x, c〉, x), iar aplicaţia x 7→ 〈x, c〉 este liniară, rezultă imediat că g este (strict)
convexă pentru (p > n + 1) p ≥ n + 1.

Deoarece h(x) = f(1, x) (pentru p = n + 2), obţinem imediat că h este strict convexă.

Exerciţiul 16 Fie X, Y spaţii normate şi T ∈ L(X,Y ). Să se arate că
funcţia

f : Y → IR, f(y) := inf{‖x‖ | Tx = y},
este o funcţională subliniară. Dacă ı̂n plus T este operator deschis atunci
dom f = X şi f este continuă.

Soluţie. Fie

F : X × Y → IR, F (x, y) :=

{
‖x‖ dacă Tx = y,
+∞ dacă Tx 6= y.

Este evident că funcţia F este convexă, iar f este funcţia marginală asociată lui F . Prin
urmare f este convexă. În plus, pentru λ > 0 şi y ∈ Y avem

f(λy) = inf{‖x‖ | Tx = λy} = inf
{

λ ·
∥∥∥ 1

λ
x

∥∥∥
∣∣∣ T

(
1

λ
x
)

= y
}

= λ inf{‖u‖ | Tu = y} = λf(y).
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Dacă T este operator deschis, atunci există ρ > 0 astfel ca ρUY ⊂ T (UX). Prin urmare

∀ y ∈ ρUY , ∃x ∈ UX : Tx = y,

şi deci f(y) ≤ 1 pentru orice y ∈ ρUY , ceea ce antrenează faptul că dom f = Y şi f este

continuă.

Exerciţiul 17 Fie X, Y spaţii normate şi f : X × Y → IR o funcţie convexă
proprie. Să se arate că dacă f este continuă ı̂n (x0, y0) ∈ dom f atunci

PrX∗ (∂f(x0, y0)) = ∂f(·, y0)(x0) şi PrY ∗ (∂f(x0, y0)) = ∂f(x0, ·)(y0).

Soluţie. Fie (x∗, y∗) ∈ ∂f(x0, y0); este evident că x∗ ∈ ∂f(·, y0)(x0) şi y∗ ∈ ∂f(x0, ·)(y0),
chiar fără ca f să fie continuă ı̂n (x0, y0).

Fie deci x∗ ∈ ∂f(·, y0)(x0). Deoarece f este continuă ı̂n (x0, y0) ∈ dom f , f ′+((x0, y0), ·)
este finită, subliniară şi continuă. În plus, deoarece x∗ ∈ ∂f(·, y0)(x0), avem că

〈x, x∗〉 ≤ f(x0 + x, y0)− f(x0, y0) ∀x ∈ X,

şi deci
〈x, x∗〉 ≤ f ′+((x0, y0), (x, 0)) ∀x ∈ X.

Considerând subspaţiul liniar X × {0} al lui X × Y şi aplicaţia liniară ϕ0 : X × {0} → IR,
ϕ0(x, 0) := 〈x, x∗〉, având ı̂n vedere inegalitatea de mai sus şi Teorema lui Hahn-Banach,
există ϕ : X × Y → IR aplicaţie liniară astfel ca

ϕ|X×{0} = ϕ0 şi ϕ(x, y) ≤ f ′+((x0, y0), (x, y)) ∀ (x, y) ∈ X × Y.

Din această inegalitatea, deoarece f ′+((x0, y0), ·) este continuă, obţinem că ϕ este continuă,

şi deci ϕ ∈ ∂f(x0, y0). Luând y∗ := ϕ(0, ·) ∈ Y ∗ obţinem că (x∗, y∗) ∈ ∂f(x0, y0). Prin

urmare x∗ ∈ PrX∗(∂f(x0, y0)). Rezultă că are loc concluzia.

Exerciţiul 18 Fie X spaţiu normat, (an)n≥1 ⊂ X şi (λn)n≥1 ⊂ [0,∞[ astfel
ca

∑∞
n=1λn = 1. Considerăm funcţiile:

fn : X → IR, fn(x) :=
∑n

k=1
λk‖x− ak‖2, n ∈ IN∗,

şi
f : X → IR, f(x) :=

∑∞
n=1

λn‖x− an‖2.

1) Următoarele afirmaţii sunt echivalente: a)
∑∞

n=1λn‖an‖2 < ∞ (adică
0 ∈ dom f), b) dom f 6= ∅, c) dom f = X.

2) Dacă
∑∞

n=1λn‖an‖2 < ∞ atunci f este finită, convexă şi continuă.

3) Presupunem că
∑∞

n=1λn‖an‖2 < ∞. Atunci pentru orice x ∈ X are
loc:

∀ ε > 0, ∃nε ∈ IN , ∀n ≥ nε : ∂f(x) ⊂ ∂fn(x)+εU∗, ∂fn(x) ⊂ ∂f(x)+εU∗,

adică şirul de mulţimi (∂fn(x)) converge ı̂n sens Hausdorff la ∂f(x).
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Soluţie. 1) Este evident că c) ⇒ a) şi c) ⇒ b).
b) ⇒ c) Fie x0 ∈ dom f ; prin urmare

∑∞
n=1

λn‖x0−an‖2 < ∞. Fie x ∈ X fixat. Atunci

‖x− an‖2 ≤ (‖x− x0‖+ ‖x0 − an‖)2 ≤ 2
(
‖x− x0‖2 + ‖x0 − an‖2

)
.

Obţinem astfel că

f(x) =
∑∞

n=1
λn‖x−an‖2 ≤ 2‖x−x0‖2 +2

∑∞

n=1
λn‖x0−an‖2 = 2‖x−x0‖2 +2f(x0), (*)

ceea ce arată că x ∈ dom f .
Luând x0 = 0 ı̂n demonstraţia de mai sus avem că a) ⇒ c).
2) Presupunem că

∑∞
n=1

λn‖an‖2 < ∞. Din 1) avem că dom f = X. Este evident că
limn→∞ fn(x) = f(x) pentru orice x ∈ X. Cum fn este funcţie convexă pentru orice n ∈ IN ,
utilizând Teorema 2.1.2 (iii), avem că f este convexă. Aplicând relaţia (*) pentru x0 = 0,
obţinem că

f(x) ≤ 2 + 2f(0) ∀x ∈ U.

Cum ∞ > f(x) ≥ 0 pentru orice x ∈ X, rezultă că f este finită şi continuă pe X.
3) Fie

∑∞
n=1

λn‖an‖2 < ∞ şi x ∈ X fixat. Deoarece fn, f sunt convexe şi continue avem
că ∂fn(x), ∂f(x) sunt mulţimi nevide, convexe şi w∗–compacte (deci mărginite şi ı̂nchise).

Fie u ∈ U ; pentru fiecare t ∈ ]0, 1[ avem că

f(x + tu)− f(x) = fn(x + tu)− fn(x) +
∑∞

k=n+1
λk

(
‖x + tu− ak‖2 − ‖x− ak‖2

)
.

Însă∣∣∣
∑∞

k=n+1
λk

(
‖x + tu− ak‖2 − ‖x− ak‖2

)∣∣∣
≤

∑∞

k=n+1
λk(‖x + tu− ak‖+ ‖x− ak‖) · | ‖x + tu− ak‖ − ‖x− ak‖ |

≤
∑∞

k=n+1
λk(2‖x‖+ 2‖ak‖+ t‖u‖) · t‖u‖ ≤ t‖u‖

∑∞

k=n+1
λk(2‖x‖+ 1 + ‖ak‖2 + 1)

≤ t‖u‖
(
(2‖x‖+ 2)

∑∞

k=n+1
λk +

∑∞

k=n+1
λk‖ak‖2

)
.

Deoarece seriile
∑

n≥1
λn şi

∑
n≥1

λn‖an‖2 sunt convergente, pentru ε > 0 există nε ∈ IN∗

astfel ca
(2‖x‖+ 2)

∑∞

k=n+1
λk +

∑∞

k=n+1
λk‖ak‖2 ≤ ε.

Prin urmare, pentru orice u ∈ U, t ∈ ]0, 1[ şi n ≥ nε avem că

fn(x + tu)− fn(x)− εt‖u‖ ≤ f(x + tu)− f(x) ≤ fn(x + tu)− fn(x) + εt‖u‖.
Împărţind prin t şi trecând apoi la limită pentru t → 0 obţinem

f ′n+(x; u)− ε‖u‖ ≤ f ′+(x; u) ≤ f ′n+(x; u) + ε‖u‖ ∀x ∈ U, ∀n ≥ nε.

Desigur, inegalitatea de mai sus se extinde la orice u ∈ X. Din inegalitatea din dreapta

obţinem că ∂f(x) ⊂ ∂fn(x) + εU∗, iar din cea din stânga ∂fn(x) ⊂ ∂f(x) + εU∗.

Exerciţiul 19 Fie X spaţiu normat, f : X → IR o funcţie convexă, i.s.c. şi
proprie, iar µ > 0. Considerăm regularizata Hausdorff a funcţiei f definită
prin

fH(·, µ) : X → IR, fH(x, µ) := inf{f(y) + µ‖x− y‖ | y ∈ X}.
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1) Pentru orice µ > 0 funcţia fH(·, µ) este fie identic −∞, fie este con-
vexă, finită şi lipschitziană de constantă Lipschitz µ. În plus pentru µ1 < µ2

avem că fH(·, µ1) ≤ fH(·, µ2) ≤ f şi limµ→∞ fH(x, µ) = f(x) pentru orice
x ∈ X.

2) Fie x0 ∈ X fixat. Următoarele afirmaţii sunt echivalente: a) ∂f(x0)∩
∩µB∗ 6= ∅, b) f(x0) = fH(x0, µ), c) fH(x0, µ) ∈ IR şi ∂f(x0, µ) = ∂f(x0)∩
∩µB∗.

Soluţie. 1) Observăm că fH(·, µ) = f2µ‖ · ‖. Prin urmare fH(·, µ) este funcţie convexă
şi dom fH(·, µ) = X. De aici rezultă că dacă fH(·, µ) ia valoarea −∞ atunci este identic
−∞. Presupunem acum că fH(·, µ) nu ia valoarea −∞; deci funcţia este finită. Să arătăm
că este lipschitziană, de constantă Lipschitz µ. Fie x1, x2 ∈ X. Pentru ε > 0 există y1 ∈ X
astfel ca

fH(x1, µ) > f(y1) + µ‖x1 − y1‖ − ε,

şi deci

fH(x2, µ)− fH(x1, µ) < f(y1) + µ‖x2 − y1‖ − f(y1)− µ‖x1 − y1‖+ ε ≤ µ‖x2 − x1‖+ ε.

Cum ε > 0 este arbitrar, obţinem că

fH(x2, µ)− fH(x1, µ) ≤ µ‖x2 − x1‖.
Schimbând elementele x1 şi x2 ı̂ntre ele obţinem că fH(·, µ) este lipschitziană, de constantă
Lipschitz µ.

Este evident că pentru 0 < µ1 < µ2 avem că fH(·, µ1) ≤ fH(·, µ2) ≤ f . Să dovedim
acum ultima afirmaţie de la 1). Mai ı̂ntâi să observăm că, deoarece f este convexă, proprie
şi i.s.c., există x∗ ∈ X∗ şi γ ∈ IR astfel ca

f(x) ≥ 〈x, x∗〉+ γ ∀x ∈ X.

Fie x̄ ∈ X fixat şi IR 3 λ < f(x̄). Deoarece f este i.s.c. ı̂n x̄, există ρ > 0 astfel ca f(x) > λ
pentru x ∈ D(x̄, ρ). Fie µ̄ := (λ + ‖x∗‖ − γ − 〈x̄, x∗〉)/ρ. Obţinem că pentru µ ≥ µ̄ au loc

fH(x̄, µ) = min

{
inf

y∈D(x̄,ρ)
(f(y) + µ‖x̄− y‖) , inf

y /∈D(x̄,ρ)
(f(y) + µ‖x̄− y‖)

}

≥ min

{
inf

y∈D(x̄,ρ)
(λ + µ‖x̄− y‖) , inf

y /∈D(x̄,ρ)
(〈y, x∗〉+ γ + µ‖x̄− y‖)

}

≥ min {λ, inf {〈x̄, x∗〉+ t〈u, x∗〉+ γ + µt | u ∈ S, t ≥ ρ}}
≥ min {λ, inf{〈x̄, x∗〉+ γ + t(µ̄− ‖x∗‖) | t ≥ ρ}}
≥ λ.

Prin urmare limµ→∞ fH(x̄, µ) = f(x̄). Cum x̄ ∈ X este arbitrar, concluzia are loc.
2) Fie x0 ∈ X fixat şi g : X → IR, g(x) := f(x) + µ‖x − x0‖. Este clar că, dacă

x0 ∈ dom f ,
∂g(x0) = ∂f(x0) + µU∗.

a) ⇒ b) Din relaţia ∂f(x0)∩µU∗ 6= ∅ obţinem că x0 ∈ dom f şi 0 ∈ ∂g(x0). Prin urmare

f(x0) = g(x0) ≤ g(x) ∀x ∈ X,
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şi deci f(x0) = fH(x0, µ).

b) ⇒ c) Din cele arătate mai sus şi din ipoteză avem că −∞ < f(x0) = fH(x0, µ) < ∞.
Deci fH(x0, µ) ∈ IR. De aici, ţinând seama de 1), rezultă că fH(·, µ) este convexă şi continuă.
Prin urmare ∂f(x0, µ) 6= ∅. Cum fH(·, µ) este o convoluţie exactă ı̂n x0 = x0 + 0, avem,
conform Consecinţei 2.4.3, că ∂fH(x0, µ) = ∂f(x0) ∩ µU∗.

c) ⇒ a) Deoarece fH(x0, µ) ∈ IR, din 1) avem că fH(·, µ) este convexă şi continuă. Prin

urmare ∂f(x0, µ) 6= ∅, şi deci a) are loc.

Exerciţiul 20 Fie X spaţiu normat, f : X → IR o funcţie convexă, i.s.c. şi
proprie, iar µ > 0. Considerăm regularizata Yosida a funcţiei f definită prin

fY (·, µ) : X → IR, fY (x, µ) := inf
{

f(y) +
µ

2
‖x− y‖2

∣∣∣∣ y ∈ X

}
.

1) Pentru orice µ > 0 funcţia fY (·, µ) este este convexă, finită şi con-
tinuă. În plus pentru 0 < µ1 < µ2 avem că fY (·, µ1) ≤ fY (·, µ2) ≤ f şi
limµ→∞ fY (x, µ) = f(x) pentru orice x ∈ X.

2) Presupunem că X este spaţiu Banach reflexiv şi strict convex. Atunci
există Jµ : X → X (unic) astfel ca

fY (x, µ) = f(Jµ(x)) +
µ

2
‖x− Jµ(x)‖2 ∀x ∈ X,

iar limµ→∞ Jµ(x) = x pentru orice x ∈ dom f . Dacă ı̂n plus X∗ este strict con-
vex atunci fY (·, µ) este G-diferenţiabilă ı̂n orice punct x ∈ X şi ∇fY (x, µ) =
= µFX(x − Jµ(x)) pentru orice x ∈ X, unde FX : X → X∗ este aplicaţia de
dualitate a lui X.

3) Dacă X este spaţiu Hilbert atunci fH(·, µ) este diferenţiabilă Fréchet.

Soluţie. 1) Deoarece f este convexă, i.s.c. şi proprie, există x∗ ∈ X∗ şi γ ∈ IR astfel ca

f(x) ≥ 〈x, x∗〉+ γ ∀x ∈ X. (◦)

Prin urmare pentru fiecare x ∈ X,

f(y) +
µ

2
‖x− y‖2 ≥ µ

2
‖x− y‖2 − ‖x∗‖ · ‖x− y‖+ 〈x, x∗〉+ γ ∀ y ∈ X, (*)

şi deci fY (·, µ) > −∞. Deoarece fY (·, µ) = f2
µ
2
‖ ‖2, dom fY (·, µ) = dom f + X = X; deci

fY (·.µ) este finită. Întrucât funcţia f este convexă, iar µ
2
‖ ‖2 este convexă şi continuă, avem

că fY (·, µ) este convexă şi continuă. Inegalitatea fY (·, µ1) ≤ fY (·, µ2) ≤ f este evidentă
pentru 0 < µ1 < µ2. Demonstraţia faptului că limµ→∞ fY (x, µ) = f(x) pentru orice x ∈ X
este complet analoagă celei din Exerciţiul 19.

2) Dacă X este strict convex, din Teorema 2.4.8 (v), avem că aplicaţia µ
2
‖ ‖2 este strict

convexă şi deci funcţia X 3 y 7→ f(y) + µ
2
‖y − x‖2 ∈ IR este de asemenea strict convexă.
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Din (*) avem că această funcţie este şi coercivă, şi i.s.c. deoarece f este astfel. Prin urmare,
deoarece X este spaţiu reflexiv, există un unic element xµ ∈ X astfel ca

fY (x, µ) = f(xµ) +
µ

2
‖xλ − x‖2. (**)

În plus, din Consecinţa 2.4.3, avem că

∂fY (x, µ) = ∂f(xµ) ∩ µFX(x− xµ). (***)

Considerăm operatorul Jµ : X → X, Jµ(x) := xµ . Relaţia (**) ne arată că formula din
enunţ are loc. Fie x ∈ dom f fixat, iar µ > 0. Din (◦) şi (**) avem că

〈Jµ(x), x∗〉+ γ +
µ

2
‖Jµ(x)− x‖2 ≤ fY (x, µ) ≤ f(x),

şi deci, pentru η := f(x)− γ − 〈x, x∗〉, avem că

µ

2
‖Jµ(x)− x‖2 − ‖x∗‖ · ‖Jµ(x)− x‖ − η ≤ 0 ∀µ > 0.

Obţinem astfel că

‖Jµ(x)− x‖ ≤ ‖x∗‖+
√
‖x∗‖2 + 2µη

µ
∀µ > 0.

Trecând la limită pentru µ →∞, obţinem că limµ→∞ Jµ(x) = x.
Presupunem acum că X∗ este strict convex. Din Teoremele 2.4.9 şi 2.4.8 (iv) avem că

aplicaţia de dualitate FX este univocă. Din (***) avem că ∂fY (x, µ) = {µFX(x − Jµ(x))}
pentru orice x ∈ X. Utilizând Consecinţa 2.4.4 obţinem că fY (·, µ) este G-diferenţiabilă şi
∇fY (x, µ) = µFX(x− Jµ(x)) pentru orice x ∈ X.

3) Fie acum X spaţiu Hilbert; ı̂n acest caz FX(x) = x pentru orice x ∈ X. Să arătăm
că fY (·, µ) este F-diferenţiabilă ı̂n x̄. Fie x ∈ X. Avem că

〈x− x̄, µ(x̄− Jµ(x̄))〉 ≤ fY (x, µ)− fY (x̄, µ)

≤ f(Jµ(x̄)) +
µ

2
‖Jµ(x̄)− x‖2 − f(Jµ(x̄))− µ

2
‖Jµ(x̄)− x̄‖2

= 〈x− x̄, µ(x̄− Jµ(x̄))〉+
µ

2
‖x− x̄‖2.

De aici este evident că fY (·, µ) este F-diferenţiabilă ı̂n x̄ şi ∇fY (x̄, µ) = µ(x̄− Jµ(x̄)).

Exerciţiul 21 Fie funcţia ϕ : IR+ → IR+ cu proprietatea că ϕ(0) = 0, unde
IR+ := IR+ ∪ {∞}. Considerăm funcţia

ϕ× : IR+ → IR+, ϕ×(y) := sup{xy − ϕ(x) | x ∈ IR+}.
Să se arate următoarele:

a) Funcţia ϕ× este bine definită, ϕ×(0) = 0, iar ϕ×× = convϕ, unde
convϕ este acea funcţie ψ : IR+ → IR+ a cărei epigraph este conv (epiϕ).

b) Fie X spaţiu normat şi f : X → IR, f(x) := ϕ(‖x‖). Atunci pentru
orice x∗ ∈ X∗, f∗(x∗) = ϕ×(‖x∗‖) iar f∗∗(x) = ϕ××(‖x‖) pentru x ∈ X.

c) Presupunem că funcţia ϕ este crescătoare, ϕ(x) > 0 pentru x > 0 şi
ψ = convϕ. Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 1) există x > 0 astfel ca
ψ(x) > 0, 2) ψ(x) > 0 pentru orice x > 0, 3) lim infx→∞ ϕ(x)/x > 0.
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Soluţie. a) Din faptul că ϕ(0) = 0 şi ϕ(y) ≥ 0 pentru y ≥ 0 se obţine imediat că
ϕ×(0) = 0 şi ϕ×(x) ≥ 0 pentru x ≥ 0, ceea ce arată că ϕ× este bine definită. Fie prelungirea
ϕ̃ a lui ϕ definită prin ϕ̃(x) = ∞ pentru x < 0. Pentru x < 0 avem că

ϕ̃∗(x) = sup{xy − ϕ̃(y) | y ∈ IR} = sup{xy − ϕ(y) | y ≥ 0} = 0,

iar pentru x ≥ 0

ϕ̃∗(x) = sup{xy − ϕ̃(y) | y ∈ IR} = sup{xy − ϕ(y) | y ≥ 0} = ϕ×(x).

Prin urmare, pentru x < 0

ϕ̃∗∗(x) = sup{xy − ϕ̃∗(y) | y ∈ IR} ≥ sup{xy | y < 0} = ∞,

iar pentru x ≥ 0

ϕ̃∗∗(x) = sup{xy − ϕ̃∗(y) | y ∈ IR} = max
{
0, sup{xy − ϕ×(y) | y ≥ 0}

}

= max{0, ϕ××(x)} = ϕ××(x).

Cum ϕ̃ ≥ 0, avem că ϕ̃∗∗ = conv ϕ̃; utilizând calculele de mai sus obţinem că ϕ×× = conv ϕ.
b) Pentru x∗ ∈ X∗ avem că

f∗(x∗) = sup{〈x, x∗〉 − ϕ (‖x‖) | x ∈ X} = sup{〈x, x∗〉 − ϕ(t) | x ∈ X, t ≥ 0, ‖x‖ = t}
= sup

t≥0

sup
‖x‖=t

(〈x, x∗〉 − ϕ(t)) = sup
t≥0

(t‖x∗‖ − ϕ(t)) = ϕ× (‖x∗‖) .

Relaţia f∗∗(x) = ϕ××(‖x‖) rezultă ı̂n mod asemănător.
c) Presupunem acum că ϕ este crescătoare, ϕ(x) > 0 pentru x > 0 şi notăm conv ϕ prin

ψ. Este evident că 0 ≤ ψ ≤ ϕ, şi deci ψ(0) = 0. Implicaţia 2) ⇒ 1) este clară.
3) ⇒ 2) Fie 2α := lim infx→∞ ϕ(x)/x > 0; există atunci ρ > 0 astfel ca ϕ(x) ≥ αx

pentru x ≥ ρ. Fie x ≥ 0 astfel ca ψ(x) = 0; prin urmare (x, 0) ∈ epi ψ = conv (epi ϕ) ⊂ IR2.
Utilizând Teorema lui Carathéodory (Teorema 1.3.1), pentru fiecare i ∈ {1, 2, 3} există
şirurile (λi

n), (xi
n), (ti

n) ⊂ IR+ cu λ1
n + λ2

n + λ3
n = 1, ϕ(xi

n) ≤ ti
n pentru orice n ∈ IN

şi 1 ≤ i ≤ 3, astfel ca
∑3

i=1
λi

nxi
n → x şi

∑3

i=1
λi

nti
n → ψ(x) = 0. Fără a restrânge

generalitatea, putem presupune că

xi
n → xi ∈ IR+, ti

n → ti ∈ IR+, λi
n → λi ∈ [0, 1], λi

nxi
n → yi ∈ IR+ şi λi

nti
n → τ i ∈ IR+.

Desigur, λ1+λ2+λ3 = 1, y1+y2+y3 = x şi τ1+τ2+τ3 = 0. Prin urmare τ1 = τ2 = τ3 = 0.
Dacă λi > 0, deoarece λi

nti
n → 0, rezultă că ti = 0, şi deci ϕ(xi

n) → 0. Având ı̂n vedere că
ϕ este crescătoare, din ipoteză avem că ı̂n acest caz xi

n → xi = 0, care la rândul său implică
yi = 0. Dacă λi = 0 şi yi > 0, atunci xi

n → ∞. Există ni ∈ IN astfel ca xi
n ≥ ρ pentru

n ≥ ni. Prin urmare pentru n ≥ ni avem că ti
n ≥ ϕ(xi

n) ≥ αxi
n, şi deci λi

nti
n ≥ αλi

nxi
n, ceea

ce antrenează faptul că 0 = τ i ≥ αyi > 0, absurd. Prin urmare y1 = y2 = y3 = 0, şi deci
x = 0.

1) ⇒ 3) Presupunem că lim infx→∞ ϕ(x)/x = 0; atunci există (xn) ⊂ IR+ astfel ca
xn →∞ şi ϕ(xn) = αnxn cu αn → 0. Fie x ∈ ]0,∞[; există nx ∈ IN astfel ca xn ≥ x pentru
n ≥ nx. Fie λn := x/xn ∈ ]0, 1[ pentru n ≥ nx; atunci

λn(xn, ϕ(xn)) = (x, αnx) ∈ conv (epi ϕ) ⊂ epi ψ,

ceea ce antrenează faptul că (x, 0) ∈ epi ψ. Prin urmare ψ(x) = 0 pentru orice x > 0.

Demonstraţia este completă.



Exerciţii 207

Exerciţiul 22 Fie X spaţiu normat, f : X → IR o funcţie proprie, x̄ ∈ dom f
şi x̄∗ ∈ X∗. Fie g : X → IR, g(x) := f(x)− 〈x, x̄∗〉. Considerăm următoarele
aserţiuni:

a) f este (slab) i.s.c. ı̂n x̄, x̄∗ ∈ dom f∗, f∗ este (Gâteaux) Fréchet
diferenţiabilă ı̂n x̄∗ şi ∇f∗(x̄∗) = x̄.

b) g(x̄) = inf g(X) şi (xn
w→ x̄) xn → x̄ dacă g(xn) → g(x̄), adică (g, X)

este (slab) Tihonov bine pusă.

c) f∗∗(x̄) = f(x̄).
Să se arate că a) ⇒ b) ⇒ c). Dacă ı̂n plus f este convexă atunci a) ⇔ b).

Soluţie. b) ⇒ c) Avem că

[g(x) ≥ g(x̄) ∀x ∈ X] ⇔ x̄∗ ∈ ∂f(x̄) ⇔ [x̄∗ ∈ dom f∗ şi f(x̄) = 〈x̄, x̄∗〉 − f∗(x̄∗)]

⇒ f(x̄) ≤ f∗∗(x̄).

Cum inegalitatea inversă are loc ı̂ntotdeauna, avem că f∗∗(x̄) = f(x̄).
Atât ı̂n cazul a) cât şi b) avem că x̄∗ ∈ dom f∗ şi x̄ ∈ ∂f∗(x̄∗). Înlocuind eventual

funcţia f prin
h : X → IR, h(x) := f(x̄ + x) + f∗(x̄∗)− 〈x̄ + x, x̄∗〉

(deci h∗(x∗) = f∗(x̄∗+x∗)−f∗(x̄∗)−〈x̄, x∗〉), putem presupune că x̄ = 0, x̄∗ = 0, f∗(0) = 0
şi 0 ∈ ∂f∗(0), ceea ce şi facem ı̂n continuare. În această situaţie g = f . Se obţine imediat că

f(x) ≥ f∗∗(x) ≥ f∗∗(0) = 0 ∀x ∈ X.

a) ⇒ b) Considerăm pentru ı̂nceput cazul ı̂n care f este i.s.c. ı̂n x̄ = 0 şi f∗ este Fréchet
diferenţiabilă ı̂n x̄∗ = 0. Deoarece ∇f∗(0) = 0,

∀ ε > 0, ∃ δ(ε) > 0, ∀x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖ ≤ δ(ε) : f∗(x∗) ≤ ε‖x∗‖.
Considerăm funcţia

ϕ : IR+ → IR+, ϕ(t) = inf{εt | ε > 0, δ(ε) ≥ t}.
Este clar că ϕ(0) = 0 şi ϕ(t1) ≤ ϕ(t2) pentru 0 ≤ t1 ≤ t2; ı̂n plus

f∗(x∗) ≤ ϕ(‖x∗‖) ∀x∗ ∈ X∗.

Din această relaţie, utilizând şi Exerciţiul 21, rezultă că

f∗∗(x) ≥ (ϕ ◦ ‖ ‖)∗(x) = ϕ×(‖x‖) ∀x ∈ X.

Din definiţia lui ϕ avem că, pentru τ ∈ IR+,

ϕ×(τ) = sup{tτ − ϕ(t) | t ∈ IR+} = sup{t(τ − ε) | t ∈ IR+, ε > 0, δ(ε) ≥ t}
= sup

ε>0

[δ(ε)max{0, τ − ε}] ≥ 0 = ϕ×(0).

În plus ϕ×(τ) > 0 pentru τ > 0. Deoarece ϕ× este convexă, conform Teoremei 2.1.4 (ii),
aplicaţia ]0,∞[3 τ 7→ ϕ×(τ)/τ ∈ IR este crescă-toare, şi deci ϕ× este crescătoare pe [0,∞[.
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Fie (xn) ⊂ X astfel ca f(xn) → inf f = −f∗(0) = 0 (cel puţin un astfel de şir există).
Presupunem că xn 6→ 0. Atunci există α > 0 astfel ca P := {n ∈ IN | ‖xn‖ ≥ α} este
mulţime infinită. Prin urmare

f(xn) ≥ f∗∗(xn) ≥ ϕ×(‖xn‖) ≥ ϕ×(α) > 0 ∀n ∈ P,

ceea ce contrazice faptul că f(xn) → 0. Deci xn → 0. Deoarece f este i.s.c. ı̂n x̄ = 0,
obţinem că 0 ≤ f(0) ≤ lim inf f(xn) = 0, adică f(0) = 0. Am obţinut astfel că f(x) ≥ f(0)
pentru orice x ∈ X şi f(xn) → f(0) ⇒ xn → 0.

Presupunem acum că f este w-i.s.c. ı̂n x̄ = 0, f∗ este Gâteaux diferenţiabilă ı̂n x̄∗ = 0
şi ∇f∗(0) = 0. Fie (xn) ⊂ X astfel ca f(xn) → inf f = −f∗(0) = 0 (cel puţin un astfel

de şir există). Arătăm că xn
w→ 0. În caz contrar există x∗ ∈ X∗ astfel ca P := {n ∈ IN |

〈xn, x∗〉 ≥ 1} să fie infinită. Atunci

f∗(tx∗) ≥ 〈xn, tx∗〉 − f(xn) ≥ t− f(xn) ∀ t > 0, ∀n ∈ P.

Trecând la limită pentru n → ∞ (n ∈ P ), obţinem că f∗(tx∗) ≥ t pentru t > 0, şi deci

0 = ∇f∗(0)(x∗) ≥ 1. Această contradicţie arată că xn
w→ 0. Cum f este w-i.s.c. ı̂n 0,

obţinem că 0 ≤ f(0) ≤ lim inf f(xn) = 0. Am obţinut astfel că f(x) ≥ f(0) pentru orice

x ∈ X şi f(xn) → f(0) ⇒ xn
w→ 0 şi ı̂n acest caz.

b) ⇒ a) dacă f este convexă. Inferioara semicontinuitate (slabă şi tare) a funcţiei f ı̂n
x̄ = 0 este evidentă deoarece f(0) = inf f (= −f∗(0) = 0).

Presupunem pentru ı̂nceput că xn → 0 dacă f(xn) → 0. Fie funcţia

ϕ : IR+ → IR+, ϕ(t) := inf{f(x) | x ∈ X, ‖x‖ = t}.
Este evident că ϕ(0) = 0, iar ϕ(t) > 0 pentru t > 0 (̂ıntr-adevăr, dacă ϕ(t) = 0, atunci există
(xn) ⊂ X astfel ca f(xn) → 0 şi ‖xn‖ = t pentru orice n; din ipoteză avem că xn → 0, şi deci
t = 0). În plus aplicaţia 0 < t 7→ ϕ(t)/t ∈ ]0,∞] este crescătoare, şi deci şi ϕ este crescătoare.
Într-adevăr, fie 0 < τ < t şi x ∈ X astfel ca ‖x‖ = t. Atunci ϕ(τ) ≤ f( τ

t
x) ≤ τ

t
f(x), ceea

ce arată că ϕ(τ)/τ ≤ ϕ(t)/t. Cum limt→∞ ϕ(t)/t = sup{ϕ(t)/t | t > 0} > 0, utilizând
Exerciţiul 21, obţinem că ϕ××(t) = conv ϕ(t) > 0 pentru orice t > 0. Presupunem că
limt↓0 ϕ×(t)/t > 0. În acest caz există α > 0 astfel ca ϕ×(t) ≥ αt pentru orice t ≥ 0, şi deci
ϕ××(α) = sup{αt− ϕ×(t) | t ≥ 0} = 0, absurd. Prin urmare limt↓0 ϕ×(t)/t = 0.

Din construcţia lui ϕ avem că f(x) ≥ ϕ(‖x‖) pentru orice x ∈ X, şi deci, utilizând din
nou Exerciţiul 21, avem că 0 = f∗(0) ≤ f∗(x∗) ≤ ϕ×(‖x∗‖) pentru orice x∗ ∈ X∗. Prin
urmare limx∗→0[f

∗(x∗)− f∗(0)]/‖x∗‖ = limt↓0 ϕ×(t)/t = 0, ceea ce arată că f∗ este Fréchet
diferenţiabilă ı̂n 0 şi ∇f∗(0) = 0.

Presupunem acum că xn
w→ 0 dacă f(xn) → 0. Fie x∗ ∈ X∗ fixat. Presupunem că

f∗′+(0, x∗) > 0, adică există µ > 0 astfel ca f∗(tx∗) > tµ pentru orice t > 0. Rezultă că
f∗( 1

n
x∗) > 1

n
µ pentru orice n ∈ IN∗. Deci există (xn) ⊂ X astfel ca

‖xn‖ · ‖x∗‖
n

≥ 1

n
〈xn, x∗〉 >

1

n
〈xn, x∗〉 − µ

n
> f(xn) ≥ 0 ∀n ∈ IN∗. (∗)

Rezultă că 〈xn, x∗〉 > µ pentru orice n ∈ IN∗, ceea ce arată că (xn) nu are nici un subşir
convergent slab la 0. Presupunem că (xn) conţine un subşir (xnk ) mărginit. Din (∗) obţinem

că 0 ≤ f(xnk ) ≤ ‖xnk‖ · ‖x∗‖/nk → 0, şi deci, din ipoteză, xnk

w→ 0, absurd. Prin urmare
αn := ‖xn‖ → ∞. Să presupunem că lim supn→∞ αn/n < ∞. Fie tn :=

√
αn (→ ∞) şi

yn := 1
tn

xn; desigur, ‖yn‖ → ∞. Avem că 0 ≤ f(yn) ≤ 1
tn

f(xn) ≤ αn
ntn

‖x∗‖ → 0. Prin

urmare f(yn) → 0, iar din ipoteză avem că yn
w→ 0, contrazicând faptul că (‖yn‖) este şir
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nemărginit. Deci lim supn→∞ αn/n = ∞. Fie (nk) ⊂ IN∗ un şir strict crescător astfel ca
αnk/nk → ∞. Considerăm tk := αnk/

√
nk (→ ∞) şi yk := 1

tk
xnk ; desigur, ‖yk‖ → ∞.

Avem că

0 ≤ f(yk) ≤ 1

tk
f(xnk ) ≤ αnk

tknk
‖x∗‖ =

1√
nk
‖x∗‖ → 0.

Prin urmare f(yk) → 0, şi deci yk
w→ 0, contrazicând faptul că (yk) este nemărginit.

Din cele de mai sus rezultă că f∗′+(0, x∗) ≤ 0 pentru orice x∗ ∈ X∗. Aceasta ne arată

că 0 ∈ aint (dom f∗), şi cum f∗′+(0, ·) este subliniară (şi finită ı̂n acest caz), rezultă că

f∗′+(0, x∗) = 0 pentru orice x∗ ∈ X∗. Prin urmare f∗ este Gâteaux diferenţiabilă ı̂n 0 şi

∇f∗(0) = 0.

Exerciţiul 23 Fie X un spaţiu normat şi f : X → IR o funcţie i.s.c., convexă
şi proprie. Următoarele afirmaţii sunt echivalente:

a) lim‖x‖→∞ f(x) = ∞;

b) nivλf este mulţime mărginită pentru orice λ > infx∈X f(x);

c) există λ̄ > infx∈X f(x) astfel că nivλ̄f este mulţime mărginită;

d) există α, β ∈ IR, α > 0, astfel că f(x) ≥ α‖x‖+ β pentru orice x ∈ X;

e) lim inf‖x‖→∞ f(x)/‖x‖ > 0;

f) 0 ∈ int (dom f∗).
În plus, dacă p, q ∈]1,∞[, 1/p + 1/q = 1, atunci următoarele afirmaţii

sunt echivalente:

g) lim inf‖x‖→∞ f(x)/‖x‖p > 0;

h) lim inf‖x∗‖→∞ f∗(x∗)/‖x∗‖q < ∞;

i) există α, β ∈ IR, α > 0, astfel că f(x) ≥ α‖x‖p+β pentru orice x ∈ X;

j) există α, β ∈ IR, α > 0, astfel că f∗(x∗) ≤ α‖x∗‖q + β pentru orice
x∗ ∈ X∗.

Soluţie. Este evident că d) ⇒ e) ⇒ a) ⇒ b) ⇒ c); aceste implicaţii au loc pentru funcţii
arbitrare.

c) ⇒ b) Fie x0 ∈ X astfel ca f(x0) < λ̄ şi λ > λ̄. Fie t := (λ− λ̄)/(λ− f(x0)) ∈ ]0, 1[ şi
x ∈ nivλf . Avem că

f(tx0 + (1− t)x) ≤ tf(x0) + (1− t)f(x) ≤ tf(x0) + (1− t)λ = λ̄.

Deci
λ− λ̄

λ− f(x0)
· x0 +

λ̄− f(x0)

λ− f(x0)
· x ∈ nivλ̄f,

de unde obţinem că

x ∈ λ− f(x0)

λ̄− f(x0)
· nivλ̄f − λ− λ̄

λ̄− f(x0)
· x0.
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Prin urmare nivλf este mulţime mărginită. Concluzia are evident loc pentru λ ≤ λ̄. (Ob-
servăm că s-a utilizat numai convexitatea lui f .)

b)⇒ a) Demonstraţia rezultă imediat prin reducere la absurd (fără nici o condiţie asupra
lui f).

e) ⇒ d) Deoarece e) are loc, există α, ρ ∈ IR, α > 0, astfel ca f(x) ≥ α‖x‖ pentru orice
x ∈ X, ‖x‖ ≥ ρ. Deoarece f este convexă, proprie şi i.s.c., din Teorema 2.2.4 avem că există
x∗ ∈ X∗ şi γ ∈ IR astfel ca f(x) ≥ 〈x, x∗〉+ γ pentru orice x ∈ X. Prin urmare

f(x) ≥ −‖x‖ · ‖x∗‖+ γ ≥ −ρ‖x∗‖+ γ ∀x ∈ X, ‖x‖ ≤ ρ.

Luând β := min{0, γ − ρ‖x∗‖}, d) are loc.

a) ⇒ e) Presupunem că e) nu are loc. Atunci există (xn) ⊂ X astfel ca ‖xn‖ → ∞ şi
limn→∞ f(xn)/‖xn‖ = µ ≤ 0. Rezultă că pentru orice k ∈ IN∗ există n′k ∈ IN astfel ca

∀n ∈ IN , n ≥ n′k : ‖xn‖ ≥ k2 şi f(xn)/‖xn‖ ≤ 1/k,

şi deci există (nk)k∈IN∗ ⊂ IN şir strict crescător astfel ca ‖xnk‖ ≥ k2 şi f(xnk )/‖xnk‖ ≤ 1/k
pentru orice k. Fixăm x̄ ∈ dom f şi considerăm tk := ‖xnk‖/k ≥ k şi yk := (1− 1

tk
)x̄+ 1

tk
xnk .

Atunci ‖yk‖ → ∞ şi

f(yk) ≤
(
1− 1

tk

)
f(x̄) +

1

tk
f(xnk ) ≤ 1 + max{0, f(x̄)},

ceea ce arată că implicaţia a) ⇒ e) are loc.

d) ⇒ f) Fie g : X → IR, g(x) := α‖x‖ + β. Funcţia g este convexă; din Teorema 2.3.1
şi Consecinţa 2.4.5 avem că g∗(x∗) = IαU∗(x

∗)− β. Cum f ≥ g, avem că f∗ ≤ g∗, de unde
obţinem că αU∗ ⊂ dom f∗, şi deci concluzia are loc.

f) ⇒ d) Deoarece f∗ este w∗–i.s.c., f∗ este ‖ · ‖–i.s.c.; cum 0 ∈ int (dom f∗), din Teo-
rema 2.2.7 rezultă că f∗ este continuă ı̂n 0 şi deci există α, β ∈ IR, α > 0, astfel ca f∗(x∗) ≤ β
pentru orice x∗ ∈ αU∗. Prin urmare f∗ ≤ IαU∗ + β, de unde, trecând la conjugate, obţinem
că f(x) ≥ f∗∗(x) ≥ α · ‖x‖ − β pentru orice x ∈ X.

Presupunem acum că p, q ∈ ]1,∞[, 1/p + 1/q = 1.

Implicaţiile i) ⇒ g) şi j) ⇒ h) sunt evidente, iar g) ⇒ i) este similară implicaţiei e) ⇒ d)
demonstrată mai sus. Echivalenţa g) ⇔ h) rezultă imediat din antimonotonia operatorului
de conjugare şi din faptul că ( 1

p
‖ ‖p)∗ = 1

q
‖ ‖q. Presupunem că are loc h). Atunci există

α, ρ > 0 astfel ca f∗(x∗) ≤ α‖x∗‖q pentru x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖ ≥ ρ. Cum dom f∗ este mulţime
convexă, din relaţia de mai ı̂nainte, avem că dom f∗ = X∗. Fie x∗ ∈ X∗ \ {0}, ‖x∗‖ < ρ;
considerăm x∗1 := ρx∗/‖x∗‖. Atunci

f∗(x∗) = f∗
(
‖x∗‖

ρ
x∗1 +

(
1− ‖x∗‖

ρ

)
0

)
≤ ‖x∗‖

ρ
f∗(x∗1) +

(
1− ‖x∗‖

ρ

)
f∗(0)

≤ αρq ‖x∗‖
ρ

+

(
1− ‖x∗‖

ρ

)
f∗(0) ≤ αρq + max{0, f∗(0)}.

Luând β := αρq + max{0, f∗(0)}, obţinem că j) are loc.

Exerciţiul 24 Fie X un spaţiu normat şi f : X → IR o funcţie convexă,
proprie şi mărginită inferior. Considerăm λ > inf f şi ρ > 0. Fie condiţiile:

a) nivλf ⊂ ρU ;
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b) f(x) ≥ inf f +
λ− inf f

2ρ
·max{0, ‖x‖ − ρ} ∀x ∈ X;

c) f∗(x∗) ≤ f∗(0) + ρ‖x∗‖ ∀x∗ ∈ λ− inf f

2ρ
· U∗.

Au loc următoarele implicaţii: a) ⇒ b) ⇔ c).

Soluţie. a) ⇒ b) Presupunem că are loc a). Fie x0 ∈ X arbitrar astfel ca f(x0) < λ. Fie
x ∈ X; este clar că b) are loc pentru ‖x‖ ≤ ρ. Fie deci ‖x‖ > ρ. Avem că f(x) > λ. Dacă
f(x) = ∞ inegalitatea b) are loc. Fie deci f(x) ∈ IR. Dacă f(tx + (1 − t)x0) < λ pentru
orice t ∈ ]0, 1[ atunci ‖tx+(1− t)x0‖ ≤ ρ pentru orice t ∈ ]0, 1[, şi deci ‖x‖ ≤ ρ, absurd. Prin
urmare există t1 ∈ ]0, 1[ astfel ca f(t1x + (1− t1)x0) ≥ λ. Din Teorema 2.1.8, (vii), avem că
există t2 ∈ ]0, 1[ astfel ca f(t2x+(1− t2)x0) < λ. Cum aplicaţia ]0, 1[3 t 7→ f(tx+(1− t)x0)
este convexă, aceasta este continuă. Deci există t̄ ∈ ]0, 1[ astfel ca

λ = f(t̄x + (1− t̄)x0) ≤ t̄f(x) + (1− t̄)f(x0).

Însă
t̄‖x‖ − (1− t̄)‖x0‖ ≤ ‖t̄x + (1− t̄)x0‖ ≤ ρ,

şi deci t̄ ≤ (ρ + ‖x0‖)/(‖x‖+ ‖x0‖). Prin urmare

λ ≤ t̄ (f(x)− f(x0)) + f(x0) ≤ ρ + ‖x0‖
‖x‖+ ‖x0‖ · (f(x)− f(x0)) + f(x0).

Astfel

f(x) ≥ f(x0) +
‖x‖+ ‖x0‖
ρ + ‖x0‖ · (λ− f(x0)) =

‖x‖ − ρ

ρ + ‖x0‖ · (λ− f(x0)) + λ

≥ ‖x‖ − ρ

2ρ
· (λ− f(x0)) + λ.

Cum f(x0) poate fi luat oricât de aproape de inf f , obţinem că

f(x) ≥ λ +
‖x‖ − ρ

2ρ
· (λ− inf f) ≥ inf f +

‖x‖ − ρ

2ρ
· (λ− inf f),

ceea ce arată că are loc concluzia şi ı̂n acest caz.
b) ⇒ c) Considerăm µ := (λ − inf f)/(2ρ) şi g : X → IR, g(x) := µ max{0, ‖x‖ − ρ}; g

este o funcţie convexă şi continuă. Deşi pentru calculul lui g∗ se pot aplica formulele pentru
conjugate stabilite ı̂n Capitolul 2, vom proceda direct.

g∗(x∗) = sup
x∈X

(〈x, x∗〉 − µ max{0, ‖x‖ − ρ})

= max

{
sup
‖x‖≤ρ

〈x, x∗〉, sup
‖x‖≥ρ

[〈x, x∗〉 − µ(‖x‖ − ρ)]

}

= max

{
ρ‖x∗‖, sup

‖x‖≥ρ

(〈x, x∗〉 − µ‖x‖) + µρ

}
.

Însă sup‖x‖≥ρ(〈x, x∗〉 − µ‖x‖) = ∞ dacă ‖x∗‖ > µ, iar dacă ‖x∗‖ ≤ µ atunci

〈x, x∗〉 − µ‖x‖ ≤ ‖x‖ · (‖x∗‖ − µ) ≤ ρ(‖x∗‖ − µ),
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şi deci
sup
‖x‖≥ρ

(〈x, x∗〉 − µ‖x‖) + µρ ≤ ρ · ‖x∗‖.

Prin urmare
g∗(x∗) = max {ρ · ‖x∗‖, IµU∗(x

∗)} .

Deoarece f ≥ inf f +g, iar inf f = −f∗(0), prin conjugare obţinem că f∗ ≤ f∗(0)+g∗, adică
c) are loc.

c) ⇒ b) Din c) obţinem că f∗ ≤ f∗(0) + g∗. Cum g∗∗ = g, prin conjugare obţinem că

b) are loc.

Exerciţiul 25 Fie X un spaţiu normat şi f : X → IR o funcţie convexă, i.s.c.
şi proprie. Au loc următoarele:

a) lim inf‖x‖→∞ f(x)/‖x‖ > 0 ⇔ 0 ∈ int (dom f∗); ı̂n acest caz

lim inf
‖x‖→∞

f(x)
‖x‖ = sup{µ > 0 | f∗ este mărginită superior pe µU∗}.

b) lim inf‖x‖→∞ f(x)/‖x‖ = 0 ⇔ 0 ∈ Fr (dom f∗).

c) lim inf‖x‖→∞ f(x)/‖x‖ < 0 ⇔ 0 /∈ dom f∗; ı̂n acest caz

lim inf
‖x‖→∞

f(x)
‖x‖ = −d(0,dom f∗).

Soluţie. a) Echivalenţa menţionată este stabilită ı̂n Exerciţiul 23.
Fie µ > 0 astfel ca lim inf‖x‖→∞ f(x)/‖x‖ > µ. Există ρ > 0 astfel ca f(x) > µ · ‖x‖

pentru ‖x‖ > ρ. Cum f este convexă, i.s.c. şi proprie, f este mărginită inferior pe µU∗,
şi deci există γ ∈ IR astfel ca f(x) ≥ µ‖x‖ + γ pentru orice x ∈ X. Ca ı̂n Exerciţiul 23,
obţinem că f∗ ≤ IµU∗ − γ. Prin urmare f∗ este mărginită superior pe µU∗. Deoarece
µ ∈ ]0, lim inf‖x‖→∞ f(x)/‖x‖[ este arbitrar, obţinem inegalitatea “≤” din relaţia de dovedit.

Presupunem acum că µ > 0 şi f∗ este mărginită superior pe µU∗. Prin urmare există
γ ∈ IR astfel ca f∗ ≤ IµU∗ − γ. Trecând la conjugată, obţinem că f(x) ≥ µ‖x‖ + γ pentru
orice x ∈ X, şi deci lim inf‖x‖→∞ f(x)/‖x‖ ≥ µ. Am obţinut astfel că şi inegalitatea “≥”
din relaţia de dovedit are loc.

Înainte de a trece la demonstrarea celorlalte două puncte, să observăm că dacă µ > 0,
iar

g : X → IR, g(x) := f(x) + µ‖x‖,
atunci, utilizând Teorema 2.7.3, avem că

g∗(0) = min{f∗(x∗) + IµU∗(−x∗) | x∗ ∈ X∗} = min{f∗(x∗) | x∗ ∈ µU∗}.
Fie µ > 0 astfel ca lim inf‖x‖→∞ f(x)/‖x‖ > −µ. Ca mai sus obţinem că există γ ∈ IR
astfel ca f(x) ≥ −µ‖x‖ + γ, adică g(x) := f(x) + µ‖x‖ ≥ γ, pentru orice x ∈ X. Prin
urmare 0 ∈ dom g∗. Din relaţia de mai sus obţinem că există x∗ ∈ µU∗ ∩ dom f∗, şi deci
d(0, dom f∗) ≤ µ, ceea ce arată că

−d(0, dom f∗) ≥ min

{
0, lim inf
‖x‖→∞

f(x)

‖x‖

}
.
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Fie acum (x∗n) ⊂ dom f∗ astfel ca ‖x∗n‖ → d(0, dom f∗). Pentru fiecare n ∈ IN , din inegali-
tatea Young-Fenchel, avem că

f(x) ≥ 〈x, x∗n〉 − f∗(x∗n) ≥ −‖x‖ · ‖x∗‖ − f∗(x∗n) ∀x ∈ X,

şi deci, ı̂mpărţind prin ‖x‖ şi trecând la limită inferioară pentru ‖x‖ → ∞, avem că

lim inf
‖x‖→∞

f(x)

‖x‖ ≥ −‖x∗n‖ ∀n ∈ IN .

Trecând acum la limită, obţinem că

lim inf
‖x‖→∞

f(x)

‖x‖ ≥ −d(0, dom f∗).

Am obţinut astfel că

min

{
0, lim inf
‖x‖→∞

f(x)

‖x‖

}
= −d(0, dom f∗). (*)

Demonstrăm acum celelalte două puncte rămase.
b) Dacă lim inf‖x‖→∞ f(x)/‖x‖ = 0, din (*), avem că 0 ∈ dom f∗, iar din a) avem că

0 /∈ int (dom f∗). Deci 0 ∈ Fr (dom f∗). Invers, dacă 0 ∈ Fr (dom f∗) atunci 0 /∈ int (dom f∗),
şi deci din a) avem că lim inf‖x‖→∞ f(x)/‖x‖ ≤ 0, iar din faptul că d(0, dom f∗) = 0 şi relaţia
de mai sus obţinem că lim inf‖x‖→∞ f(x)/‖x‖ = 0.

c) Dacă lim inf‖x‖→∞ f(x)/‖x‖ < 0, din (*), obţinem egalitatea din c) şi faptul că

0 < d(0, dom f∗), adică 0 /∈ dom f∗. Invers, dacă 0 /∈ dom f∗, atunci d(0, dom f∗) > 0; din

relaţia (*) rezultă că lim inf‖x‖→∞ f(x)/‖x‖ < 0.

Exerciţiul 26 Fie p ∈ ]1,∞[ şi

f : `p → IR, f ((xn)n≥1) :=
∑∞

n=1
n|xn|n.

Să se arate că funcţia f este finită, convexă şi continuă pe `p. În plus să se
demonstreze că lim inf‖y‖→∞ f∗(y)/‖y‖ = 1.

Soluţie. Fie x = (xn)n≥1 ∈ `p; atunci xn → 0, şi deci există n0 ≥ 1 astfel ca |xn| ≤ 1/2
pentru n ≥ n0. Cum seria

∑
n≥1

n/2n este convergentă şi n|xn|n ≤ n/2n pentru n ≥ n0,

avem că seria
∑

n≥1
n|xn|n converge; prin urmare x ∈ dom f .

Este evident că aplicaţia `p 3 x = (xn)n≥1 7→ n|xn|n ∈ IR este funcţie convexă. Rezultă
deci că aplicaţia

fn : `p → IR, fn(x) :=
∑n

k=1
k|xk|k,

este convexă. Cum f(x) = lim fn(x) pentru orice x ∈ `p, din Teorema 2.1.2 (iii), obţinem că
f este convexă.

Fie ρ ∈ ]0, 1[ şi x = (xn)n≥1 ∈ ρU . Atunci |xn| ≤ ρ pentru orice n ≥ 1. Rezultă că

f(x) ≤
∑

n≥1
nρn ∈ IR ∀x ∈ ρU.

Funcţia f fiind convexă, utilizând Teorema 2.2.6, obţinem că f este continuă pe dom f = `p.

Deoarece f(en) = n, unde en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .), 1 fiind pe poziţia n, obţinem că

f este nemărginită pe ρU pentru orice ρ ≥ 1. Aplicând Exerciţiul 25 a) pentru funcţia

f∗ : `q = (`p)∗ → IR, unde q = p/(p − 1), obţinem că lim inf‖y‖→∞ f∗(y)/‖y‖ = 1, deoarece

(f∗)∗ = f .
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Exerciţiul 27 Fie X un spaţiu Hilbert şi K ⊂ X un con convex ı̂nchis. Pen-
tru fiecare element x ∈ X notăm prin PK(x) proiecţia lui x pe K; aceasta ex-
istă şi este unică. Considerăm K− := −K+ = {y ∈ X | 〈x, y〉 ≤ 0 ∀x ∈ K}.
Atunci

∀x ∈ X : x = PK(x) + PK−(x) şi 〈PK(x), PK−(x)〉 = 0.

Invers, dacă x = x1 + x2 cu x1 ∈ K, x2 ∈ K− şi 〈x1, x2〉 = 0, atunci
x1 = PK(x) şi x2 = PK−(x).

Soluţie. Fie x ∈ X şi x1 ∈ K. Din Teorema 2.10.3 (vi) avem că

x1 = PK(x) ⇔ 〈x− x1, x1 − y〉 ≥ 0 ∀ y ∈ K

⇔ 〈x− x1, x1〉 ≥ 〈x− x1, y〉 ∀ y ∈ K

⇔ 〈x− x1, x1〉 ≥ 0 ≥ 〈x− x1, y〉 ∀ y ∈ K

⇔ x− x1 ∈ K−, 〈x− x1, x1〉 = 0.

Fie deci x1 = PK(x). Din caracterizarea de mai sus avem că

x2 := x− x1 ∈ K−, x− x2 = x1 ∈ (K−)− = K şi 〈x− x2, x2〉 = 〈x1, x− x2〉 = 0.

Din aceeaşi caracterizare rezultă că x2 = PK−(x). Deci concluzia are loc.

Presupunem acum că x = x1 + x2 cu x1 ∈ K, x2 ∈ K− şi 〈x1, x2〉 = 0. Atunci

x1 ∈ K, x− x1 ∈ K− şi 〈x− x1, x1〉 = 0. Prin urmare, din caracterizarea de mai sus, avem

că x1 = PK(x), şi deci x2 = PK−(x).

Exerciţiul 28 Fie X, Y spaţii Hilbert, C ⊂ X o mulţime nevidă, convexă şi
ı̂nchisă şi A ∈ L(X, Y ) un operator surjectiv. Considerăm problema

(P ) min 1
2‖Ax‖2, x ∈ C.

O soluţie x̄ a problemei (P) se numeşte funcţie spline din C asociată opera-
torului A.

a) Să se arate că dacă C + kerA este mulţime ı̂nchisă atunci (P) are
soluţii.

b) Să se arate că x̄ ∈ C este soluţie pentru (P) dacă şi numai dacă
v̄ := A∗Ax̄ satisface relaţia 〈x̄, v̄〉 = min{〈x, v̄〉 | x ∈ C}.

Soluţie. a) Fie C̃ := A(C); este evident că C̃ este mulţime convexă, iar din Consecinţa

1.8.2 avem că C̃ este şi ı̂nchisă. Cum funcţia Y 3 y 7→ 1
2
‖y‖2 + I

C̃
(y) este convexă, i.s.c.

şi coercivă, iar spaţiul Y este reflexiv, din Teorema 2.5.1 (ii) avem că există ȳ ∈ C̃ astfel

ca 1
2
‖ȳ‖2 ≤ 1

2
‖y‖2 pentru orice y ∈ C̃. Luând x̄ ∈ C astfel ca ȳ = Ax̄, obţinem că x̄ este

soluţie pentru (P). (Existenţa lui ȳ este dată şi de Teorema 1.9.1 referitoare la cea mai bună
aproximare ı̂n spaţii Hilbert.)
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b) Fie x̄ ∈ C şi f : X → IR, f(x) := 1
2
‖Ax‖2. Din Teorema lui Pshenichnyi-Rockafellar

avem că x̄ este soluţie pentru (P) dacă şi numai dacă ∂f(x̄) ∩ (−N(C, x̄)) 6= ∅. Cum

∂( 1
2
‖ ‖2)(y) = {y} pentru y ∈ Y , din Teorema 2.7.4 avem că ∂f(x) = {A∗Ax} pentru

x ∈ X. Prin urmare x̄ este soluţie pentru (P) dacă şi numai dacă A∗Ax̄ ∈ −N(C, x̄), adică

〈x̄, v̄〉 ≤ 〈x, v̄〉 pentru orice x ∈ C, unde v̄ = A∗Ax̄.

Exerciţiul 29 Fie X, Y spaţii Hilbert, ϕ1, . . . , ϕk ∈ X, α1, . . . , αk ∈ IR,
mulţimea

C := {x ∈ X | 〈x, ϕi〉 ≤ αi ∀ i, 1 ≤ i ≤ k},
presupusă nevidă, şi A ∈ L(X, Y ) un operator surjectiv. Considerăm problema

(P ) min 1
2‖Ax‖2, x ∈ C.

Să se arate că (P) are soluţii optime. Presupunem ı̂n plus că există x̃ ∈ X
astfel că 〈x̃, ϕi〉 < αi pentru orice i, 1 ≤ i ≤ k. Să se arate că x̄ ∈ C este
soluţie pentru (P) dacă şi numai dacă există (λi)1≤i≤k ⊂ IR astfel ca

λi ≥ 0, λi(〈x̄, ϕi〉 − αi) = 0 ∀ i, 1 ≤ i ≤ k, şi A∗Ax̄ = λ1ϕ1 + · · ·+ λkϕk.

Soluţie. Din Exerciţiul 7 avem că ker A+C este mulţime ı̂nchisă, iar din Exerciţiul 28 a)
obţinem că (P) are soluţii optime. Presupunem că există x̃ cu proprietatea din enunţ. Prin
urmare este satisfăcută condiţia Slater pentru problema

min 1
2
‖Ax‖2, 〈x, ϕi〉 − αi ≤ 0, 1 ≤ i ≤ k,

şi deci, aplicând Consecinţa 2.8.1, obţinem concluzia dorită.

Exerciţiul 30 Fie X spaţiu normat şi f0, f1 : X → IR două funcţii convexe
şi proprii. Considerăm

v := inf{f0(x) | f1(x) ≤ 0}, v∗ := sup
λ≥0

inf
x∈X

(f0(x) + λf1(x)) ,

cu convenţia 0 · ∞ = ∞. Presupunem că v ∈ IR. Să se arate că

v∗ = v ⇔ inf{f1(x) | f0(x) ≤ v − ε} > 0 ∀ ε > 0.

Soluţie. Considerând funcţia F : X × IR → IR, F (x, u) := f0(x) dacă f1(x) ≤ u şi
F (x, u) := ∞ dacă f1(x) > u, iar h : IR → IR funcţia marginală asociată lui F , avem că h
este funcţie convexă, descrescătoare, h(0) = v ∈ IR şi h∗∗(0) = v∗. Din Teorema 2.6.2 (iv),
avem că v∗ = v dacă şi numai dacă h este i.s.c. ı̂n 0. Luând ı̂n considerare şi faptul că h este
descrescătoare, obţinem

v∗ = v ⇔ ∀ ε > 0, ∃ δ > 0, ∀u ∈ [−δ, δ] : h(u) > v − ε

⇔ ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 : h(δ) > v − ε

⇔ ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 : [f1(x) ≤ δ ⇒ f0(x) > v − ε]

⇔ ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 : [f0(x) ≤ v − ε ⇒ f1(x) > δ]

⇔ ∀ ε > 0 : inf{f1(x) | f0(x) ≤ v − ε} > 0,
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adică are loc concluzia.

Exerciţiul 31 Fie X spaţiu Hilbert şi a1, a2, a3 trei elemente din X neco-
liniare (adică nesituate pe o aceeaşi dreaptă). Să se arate că există un unic
element x̄ ∈ X astfel ca

‖x̄− a1‖+ ‖x̄− a2‖+ ‖x̄− a3‖ ≤ ‖x− a1‖+ ‖x− a2‖+ ‖x− a3‖ ∀x ∈ X.

În plus x̄ ∈ conv {a1, a2, a3}; punctul x̄ se numeşte punctul lui Toricelli pentru
triunghiul de vârfuri a1, a2, a3.

Soluţie. Considerăm funcţia f : X → IR, f(x) := ‖x− a1‖+ ‖x− a2‖+ ‖x− a3‖. Este
evident că funcţia f este convexă şi continuă, iar lim‖x‖→∞ f(x) = ∞, adică f este coercivă.

Funcţia f este chiar strict convexă. Într-adevăr, pentru x, y ∈ X, avem că ‖x+y‖ = ‖x‖+‖y‖
dacă şi numai dacă există λ, µ ≥ 0, λ + µ > 0, astfel ca λx = µy (adică x, y se află pe o
semidreaptă cu vârful ı̂n origine). Folosind acest fapt, dacă există x, y ∈ X, x 6= y şi
λ ∈ ]0, 1[ astfel ca f(λx + (1 − λ)y) = λf(x) + (1 − λ)f(y) atunci a1, a2 şi a3 se găsesc pe
dreapta determinată de x şi y, absurd. Prin urmare există un unic element x̄ ∈ X astfel ca
f(x̄) ≤ f(x) pentru orice x ∈ X. În plus x̄ este caracterizat de relaţia 0 ∈ ∂f(x̄). Însă

∂f(x) =

{ ∑
1≤i≤3

‖x− ai‖−1(x− ai) dacă x 6∈ {a1, a2, a3},∑
1≤i≤3, i 6=j

‖x− ai‖−1(x− ai) + U dacă x = aj .

Notăm ei := (x̄− ai)/‖x̄− ai‖ ı̂n cazul ı̂n care x̄ 6= ai. Dacă x̄ 6∈ {a1, a2, a3}, din relaţia
e1 + e2 + e3 = 0 obţinem că

x̄ =

(∑3

i=1

1

‖x̄− ai‖

)−1 ∑3

i=1

ai

‖x̄− ai‖ ,

şi deci x̄ ∈ conv {a1, a2, a3}. Dacă x̄ ∈ {a1, a2, a3} atunci x̄ ∈ conv {a1, a2, a3}. Deci
concluzia are loc.

Din condiţia 0 ∈ ∂f(x̄) obţinem că x̄ = a3 dacă şi numai dacă e1 + e2 ∈ U , ceea ce

este echivalent cu 〈e1, e2〉 ≤ − 1
2
, adică 6 (a1, a3, a2) ≥ 120◦. Presupunem că x̄ /∈ {a1, a2, a3}.

Atunci e1 + e2 + e3 = 0, şi deci 〈ei, ej〉 = − 1
2

pentru i 6= j. Deci 6 (ai, x̄, aj) = 120◦ pentru

i 6= j. În acest fel am obţinut proprietăţile cunoscute ale punctului lui Toricelli.

Exerciţiul 32 Să se determine soluţiile optime (atunci când există) şi valoa-
rea problemei

(Pµ
i ) min

∫ 1
0

(
tx + µ

√
1 + x2

)
dt, x ∈ Xi,

pentru fiecare µ ∈ [0,∞[ şi i ∈ {1, 2, 3, 4}, unde

X1 := C[0, 1], X2 := L1(0, 1),

X3 :=
{
x ∈ C[0, 1]

∣∣∣
∫ 1
0 x dt = 0

}
, X4 :=

{
x ∈ L1(0, 1)

∣∣∣
∫ 1
0 x dt = 0

}
.
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Soluţie. Pentru fiecare µ ≥ 0 şi i ∈ {1, 2, 3, 4} considerăm funcţia

fµ : Xi → IR, fµ(x) :=

∫ 1

0

(
tx + µ

√
1 + x2

)
dt.

Din Exerciţiile 11 şi 12 avem că fµ este convexă şi de clasă C2 pe X1 şi X3, iar pe X2 şi X4

este G-diferenţiabilă. În fiecare caz avem că

∇fµ(x)(u) =

∫ 1

0

(
tu + µ

xu√
1 + x2

)
dt ∀x, u ∈ Xi.

În plus

v(P µ
1 ) ≥ v(P µ

2 ), v(P µ
3 ) ≥ v(P µ

4 ).

Fie i = 2 şi µ ≥ 0. Funcţia de minimizat fiind convexă şi G-diferenţiabilă, xµ ∈ X2 este
soluţie pentru (P µ

2 ) dacă şi numai dacă ∇fµ(xµ) = 0. Este evident că ∇f0(x) 6= 0 pentru
orice x ∈ X2. Fie deci µ > 0. Condiţia ∇fµ(xµ) = 0 revine la

∫ 1

0

(
t + µ

xµ√
1 + x2

µ

)
u dt ∀u ∈ X2,

care, evident, este echivalentă cu fiecare din relaţiile următoare:

µ
xµ(t)√

1 + (xµ(t))2
+ t = 0 a.p.t. t ∈ [0, 1], xµ(t) =

−t√
µ2 − t2

a.p.t. t ∈ [0, 1].

Funcţia xµ de mai sus este ı̂n X2 dacă şi numai dacă µ ≥ 1. Prin urmare pentru µ ≥ 1
problema (P µ

2 ) are o singură soluţie optimă, xµ, iar pentru µ < 1 problema (P µ
2 ) nu are

soluţii optime.
Să determinăm v(P µ

2 ) ı̂n cazul µ ∈ [0, 1[. Pentru fiecare α ∈ ]0, 1[ şi β ∈ ]1,∞[ considerăm
funcţia

xα,β : [0, 1] → IR, xα,β(t) :=

{
0 dacă t ∈ [0, 1− α],

− β
α
(t− 1 + α) dacă t ∈ ]1− α, 1].

Un calcul elementar ne arată că

fµ(xα,β) = µ(1− α) + αβ

(
α

6
− 1

2
+

µ

2

√
1 +

1

β2
+

µ

2β2
ln

(
β +

√
1 + β2

))
.

Pentru µ ∈ [0, 1[ avem că fµ(xn−1,n2) → −∞, şi deci v(P µ
2 ) = −∞.

Fie acum i = 1. Cum xn−1,n2 ∈ X1, obţinem că v(P µ
1 ) = −∞ pentru µ ∈ [0, 1[. Reluând

calculele din cazul i = 2 obţinem că (P µ
1 ) are soluţie optimă, dacă şi numai dacă µ > 1. În

plus soluţia optimă este unică, şi anume este funcţia xµ determinată mai sus. Prin urmare
v(P µ

1 ) = v(P µ
2 ) pentru µ > 1. Pentru µ = 1 am văzut deja că v(P 1

1 ) ≥ v(P 1
2 ). Luând funcţia

xn
1 : [0, 1] → IR, xn

1 (t) :=

{
x1(t) dacă t ∈ [0, 1− 1

n
],

x1(1− 1
n
) dacă t ∈ ]1− 1

n
, 1],

pentru n ∈ IN∗, observăm că xn
1 ∈ X1 şi limn→∞ f1(x

n
1 ) = f1(x1) (se poate utiliza Teorema

lui Lebesgue). Prin urmare avem că v(P 1
1 ) = v(P 2

1 ).
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Fie i = 3. La fel ca ı̂n cazul i = 2, yµ este soluţie optimă pentru (P µ
3 ) dacă şi numai

dacă ∇fµ(yµ) = 0. Pentru µ = 0 aceasta nu este posibil, şi deci (P 0
3 ) nu are soluţii optime.

Fie µ > 0 şi yµ soluţie optimă pentru (P µ
3 ). Condiţia ∇fµ(yµ) = 0 revine la

∫ 1

0

(
t + µ

yµ√
1 + y2

µ

)
u dt ∀u ∈ X3.

Folosim următorul rezultat: Fie a, b ∈ IR, a < b şi x ∈ C[a, b]; dacă
∫ b

a
x(t)u(t) dt = 0

pentru orice funcţie u ∈ C[a, b] cu
∫ b

a
u(t) dt = 0, atunci x este constantă. Într-adevăr, fie

c :=
(∫ b

a
x(t) dt

)
/(b− a) şi u := x− c; din ipoteză obţinem că

∫ b

a

(x(t)− c)2 dt =

∫ b

a

(x(t)− c)u(t) dt = 0,

şi deci x(t) = c pentru orice t ∈ [a, b].
Deci există α ∈ IR astfel ca

µ
yµ(t)√

1 + (yµ(t))2
+ t = α ∀ t ∈ [0, 1],

de unde obţinem că

yµ(t) =
α− t√

µ2 − (α− t)2
∀ t ∈ [0, 1].

Pentru ca yµ ∈ C[0, 1] trebuie ca µ > |α − t| pentru orice t ∈ [0, 1], adică 1 − µ < α < µ.
Rezultă că µ > 1

2
. În acest caz, yµ ∈ X3 dacă şi numai dacă α = 1

2
. Prin urmare pentru

µ ≤ 1
2

problema (P µ
3 ) nu are soluţii optime, iar pentru µ > 1

2
problema (P µ

3 ) are o singură
soluţie optimă, şi anume

yµ : [0, 1] → IR, yµ(t) =
1
2
− t√

µ2 − ( 1
2
− t)2

.

Procedând ı̂n mod asemănător, dar utilizând de această dată următorul rezultat: Fie

a, b ∈ IR, a < b, şi x ∈ L∞(a, b); dacă
∫ b

a
x(t)u(t) dt = 0 pentru orice funcţie u ∈ L1(a, b)

cu proprietatea că
∫ b

a
u(t) dt = 0, atunci x este constantă a.p.t. pe [a, b] (demonstraţia este

similară celei a rezultatului analog amintit mai sus), obţinem că (P µ
4 ) are soluţie optimă, şi

aceasta este yµ definită mai sus, dacă şi numai dacă µ ≥ 1
2
.

Fie acum µ < 1
2
; pentru α ∈ ]0, 1

2
[, β ∈ ]0,∞[, fie

yα,β : [0, 1] → IR, yα,β(t) :=

{
β dacă t ∈ [0, α],
0 dacă t ∈ ]α, 1− α[,

−β dacă t ∈ [1− α, 1].

Avem că yα,β ∈ X4 şi

f(yα,β) = αβ
(
2µ

√
1 + β−2 − 1 + α

)
+ µ(1− 2α).

Obţinem că fµ(yn−1,n2) → −∞, ceea ce arată că v(P µ
4 ) = −∞ pentru µ < 1

2
. Având ı̂n

vedere că pentru orice (α, β) ∈ ]0, 1
2
[× ]0,∞[ funcţia yα,β se poate aproxima punctual printr-

un şir (yα,β,k)k∈IN ⊂ X3 astfel ca |yα,β,k| ≤ |yα,β |, utilizând eventual teorema lui Lebesgue,
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obţinem de asemenea că v(P µ
3 ) = −∞ pentru µ < 1

2
. Aproximând ı̂n mod asemănător y1/2

se obţine că v(P
1/2
3 ) = v(P

1/2
4 ). Calcule elementare ne conduc la

v(P µ
1 ) = v(P µ

2 ) =

{ −∞ dacă µ ∈ [0, 1[,
µ2

2
arcsin 1

µ
+ 1

2

√
µ2 − 1 dacă µ ∈ [1,∞[,

şi

v(P µ
3 ) = v(P µ

4 ) =

{ −∞ dacă µ ∈ [0, 1
2
[,

µ2 arcsin 1
2µ

+ 1
2

√
µ2 − 1

4
dacă µ ∈ [ 1

2
,∞[.

Soluţia este completă.

Exerciţiul 33 Fie problema de optimizare (convexă)

(P ) max
∫ 1
0 x(t) dt, x ∈ X, x(0) = x(1) = 0,

∫ 1
0

√
1 + (x′(t))2 dt ≤ L,

unde L > 0 este fixat, iar X = C1[0, 1] := {x : [0, 1] → IR | x derivabilă, x′

continuă} sau X = AC[0, 1] := {x : [0, 1] → IR | x absolut continuă}. Să se
determine soluţiile optime ale problemei (P ) , atunci când există, şi valoarea
ei, folosind eventual o problemă duală.

Soluţie. Reamintim că x ∈ AC[0, 1] dacă şi numai dacă x este derivabilă a.p.t. pe [0, 1]

şi x′ ∈ L1(0, 1). Observăm că pentru x ∈ X,
∫ 1

0
x(t) dt = −

∫ 1

0
tx′(t) dt. Având ı̂n vedere

acest fapt, problemei (P ) ı̂i asociem problemele

(Pi) min
∫ 1

0
tx(t) dt, x ∈ Xi,

∫ 1

0

√
1 + (x(t))2 dt ≤ L,

i ∈ {3, 4}, unde spaţiile X3 şi X4 au fost introduse ı̂n Exerciţiul 32. Observăm că dacă
X = C1[0, 1] atunci v(P ) = −v(P3) şi x este soluţie pentru (P ) dacă şi numai dacă x′ este
soluţie pentru (P3), iar dacă X = AC[0, 1] atunci v(P ) = −v(P4) şi x este soluţie pentru
(P ) dacă şi numai dacă x′ este soluţie pentru (P4).

Considerând pentru i ∈ {3, 4} funcţiile

f, g : Xi → IR, f(x) := −
∫ 1

0
tx(t) dt, g(x) :=

∫ 1

0

√
1 + (x(t))2 dt,

problemele (Pi) devin

(Pi) min f(x) x ∈ Xi, g(x) ≤ L.

Funcţia f este liniară, iar g este convexă şi G-diferenţiabilă, cu ∇g(x)(u) =
∫ 1

0
xu/

√
1 + x2 dt

pentru x, u ∈ Xi (vezi Exerciţiile 11 şi 12). Deci (Pi), i ∈ {3, 4}, sunt probleme convexe.
Dacă L < 1 atunci, pentru fiecare i ∈ {3, 4}, problema (Pi) nu are soluţii admisibile, iar

dacă L = 1 atunci (Pi) are o singură soluţie admisibilă, x = 0, care este şi soluţie optimă.
Fie deci L > 1 şi i = 4. Cum g(0) = 1 < L, condiţia Slater este ı̂ndeplinită pentru

problema convexă (P4). Prin urmare soluţia admisibilă x ∈ X4 (g(x) ≤ L) este soluţie
optimă pentru (P4) dacă şi numai dacă există λ ≥ 0 astfel ca

λ(g(x)− L) = 0, ∇f(x) + λ∇g(x) = 0.

Să observăm că dacă λ = 0 atunci ∇f(x) = 0, ceea ce evident nu este adevărat. Fie x ∈ X4

soluţie optimă pentru (P4); din cele de mai sus rezultă că g(x) = L şi există λ > 0 astfel ca
∇f(x) + λ∇g(x) = 0, adică

∫ 1

0

(
λx√

1 + x2
+ t

)
u dt = 0 ∀u ∈ X4.
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După cum am văzut ı̂n rezolvarea Exerciţiului 32, relaţia de mai sus este posibilă numai ı̂n
cazul λ ≥ 1, iar singura funcţie care satisface această relaţie este

yλ : [0, 1] → IR, yλ(t) =
1
2
− t√

λ2 − ( 1
2
− t)2

.

Din condiţia ca g(yλ) = L obţinem că 2λ arcsin 1
2λ

= L. Funcţia ]0, 1] 3 t 7→ 1
t
arcsin t ∈ IR

este o funcţie strict crescătoare având imaginea ]1, π/2]. Cum ı̂n cazul programării convexe
condiţia necesară este şi suficientă, obţinem că pentru L ∈ ]1, π/2] problema (P4) are soluţia
unică yλ, unde 2λ arcsin 1

2λ
= L. Soluţia (unică) a problemei (P) este ı̂n acest caz funcţia

x : [0, 1] → IR, x(t) :=
√

λ2 − (t− 1
2
)2 −

√
λ2 − 1

4
∀ t ∈ [0, 1], (∗)

cu λ definit mai sus.
Pentru L > π/2 problema (P4) (deci şi (P )) nu are soluţii.
Pentru a calcula valoarea problemei (P4) asociem problema duală acesteia. Utilizând

Teoremei 2.8.3 obţinem că v(P4) = v(D4) (şi (D4) are soluţii optime), unde

(D4) max infx∈X4(f(x) + λ(g(x)− L)), λ ≥ 0.

Ţinând seama de rezultatul obţinut la rezolvarea Exerciţiului 32,

v(D4) = max
{

λ2 arcsin 1
2λ

+ 1
2

√
λ2 − 1

4
− λL

∣∣∣ λ ≥ 1
2

}
= 1

2

√
λ2

L − 1
4
− 1

2
LλL,

unde λL este soluţia unică a ecuaţiei 2λ arcsin 1
2λ

= L ı̂n cazul L ∈ ]1, π/2].
Pentru i = 3 o rezolvare similară ne arată că (P3) are soluţie unică pentru L ∈ ]1, π/2[,

având aceeaşi expresie ca şi pentru i = 4, iar pentru L ≥ π/2 problema nu are soluţii optime.
În plus v(P3) = v(P4) pentru orice L > 1.

În concluzie, problema (P ) are soluţie unică pentru L ∈ ]1, π/2[ ı̂n cazul X = C1[0, 1],
respectiv pentru L ∈ ]1, π/2] ı̂n cazul X = AC[0, 1], dată de formula (∗), şi nu are soluţii
optime pentru L ≥ π/2, respectiv L > π/2. În plus

v(P ) =

{
1
2

√
λ2

L − 1
4
− 1

2
LλL dacă L ∈]1, π

2
],

π−4L
8

dacă L ∈ ]π
2
,∞[,

unde λL este soluţia unică a ecuaţiei 2λ arcsin 1
2λ

= L ı̂n cazul L ∈ ]1, π/2].

Exerciţiul 34 Să se găsească soluţiile problemei

(Q) max
∫ 1
0 x(t) dt, x ∈ C1[0, 1], x(0) = x(1) = 0,

∫ 1
0

√
1 + (x′(t))2 dt = L,

unde L > 0 este fixat. (Problema (Q) se mai numeşte problema reginei Dido;
este o problemă variaţională izoperimetrică neparametrică.)

Soluţie. Ca şi pentru problema (P ) din Exerciţiul 33, (Q) nu are soluţii admisibile pentru
L < 1, iar pentru L = 1 are o singură soluţie admisibilă care este şi soluţie optimă.

Fie L ∈ ]1, π/2[. Deoarece v(P) ≥ v(Q), iar pentru x definit ı̂n (∗) (de la soluţia Ex. 33)
avem că x este admisibil pentru (Q) şi f(x) = v(P) (notaţiile fiind cele din rezolvarea
Exerciţiului 33), obţinem că x este soluţie optimă pentru (Q). De altfel x este soluţie unică
pentru (Q) deoarece dacă (Q) ar mai avea o soluţie x̃ atunci x̃ ar fi soluţie şi pentru (P )
deoarece v(P) = v(Q).
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Fie acum L ≥ π/2. Presupunem că (Q) are soluţia x. Este clar că x 6= 0, şi deci

∇g(x) 6= 0. Prin urmare ∇f(x) este surjectiv. Utilizând Teorema 3.3.3 obţinem existenţa

unui λ ∈ IR astfel ca ∇f(x) + λ∇g(x) = 0. Cum ∇f(x) 6= 0, λ 6= 0. Raţionând ca ı̂n soluţia

Exerciţiului 33 obţinem că x are expresia din (∗) (din soluţia Ex. 33) ı̂n cazul λ > 0, şi opusa

aceleia ı̂n cazul λ < 0, contrazicând faptul că L ≥ π/2. Deci (Q) nu are soluţii ı̂n acest caz.

Exerciţiul 35 Să se determine curbele netede şi ı̂nchise de lungime L > 0
care mărginesc suprafeţe plane de arie maximă (problemă variaţională izoperi-
metrică parametrică).

Soluţie. Problema dată revine la a rezolva problema de programare matematică

max 1
2

∫ 1

0
(xy′ − yx′) dt, x, y ∈ C1[0, 1], x(0) = x(1), y(0) = y(1),

∫ 1

0

√
x′2 + y′2 dt = L,

sau echivalent

(P ) min
∫ 1

0
x′y dt, x, y ∈ X,

∫ 1

0

√
x′2 + y′2 dt = L,

unde X := {x ∈ C1[0, 1] | x(0) = x(1) = 0}, ‖x‖ := max{|x′(t)| | t ∈ [0, 1]}. X este spaţiu
Banach. Fie

f, g : X ×X → IR, f(x, y) :=
∫ 1

0
x′y dt, g(x, y) :=

∫ 1

0

√
x′2 + y′2 dt.

Funcţiile f şi g sunt de clasă C2 pe X ×X respectiv X ×X \ {(0, 0)}, şi

∇f(x, y)(u, v) =
∫ 1

0
(yu′ + x′v) dt =

∫ 1

0
(yu′ − xv′) dt, ∇g(x, y)(u, v) =

∫ 1

0

x′u′ + y′v′√
x′2 + y′2

dt.

Desigur, Im (∇g(x, y)) = IR, adică ∇g(x, y) este surjectiv, pentru orice (x, y) ∈ X × X,
(x, y) 6= (0.0). Cum orice soluţie admisibilă (x, y) este nenulă, putem aplica Teorema 3.3.3
pentru soluţia optimă (x, y) a problemei (P ) (presupunând că aceasta există). Deci există
µ ∈ IR astfel ı̂ncât ∇f(x, y) + µ∇g(x, y) = 0, sau echivalent

∫ 1

0

(
µx′√

x′2 + y′2
+ y

)
u′ dt +

∫ 1

0

(
µy′√

x′2 + y′2
− x

)
v′ dt = 0 ∀u, v ∈ X.

Să observăm că µ 6= 0 deoarece ∇f(x, y) 6= 0 pentru (x, y) 6= (0, 0). Luând pe rând v = 0 şi

u = 0 ı̂n relaţia de mai sus, utilizând apoi rezultatul referitor la relaţii de tipul “
∫ b

a
xu dt = 0

pentru orice u cu
∫ b

a
u = 0”, demonstrat la rezolvarea Exerciţiului 32, obţinem că există

α, β ∈ IR astfel ca

µx′√
x′2 + y′2

+ y = α,
µy′√

x′2 + y′2
− x = −β pe [0, 1].

Prin urmare (x−β)2+(y−α)2 = µ2 pe [0, 1]. Cum x(0) = y(0) = 0, avem că α2+β2 = µ2. Să
observăm că dacă (x, y) este soluţie admisibilă pentru (P ) atunci (x̃, ỹ) este soluţie admisibilă
pentru (P ) şi f(x, y) = f(x̃, ỹ), unde

x̃ := x cos ϕ− y sin ϕ, ỹ := x sin ϕ + y cos ϕ.
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Alegând convenabil pe ϕ putem presupune că α = 0 şi β > 0. Să considerăm cazul ı̂n care
µ > 0; atunci µ = β. Prin urmare avem că

βx′√
x′2 + y′2

= −y,
βy′√

x′2 + y′2
= x− β, (x− β)2 + y2 = β2. (◦)

Deoarece x(0) = 0, există γ1 ∈ ]0, 1] maximal astfel ca x(t) < β pentru orice t ∈ [0, γ1[. Din a
doua relaţie din (◦) obţinem că y′ < 0 pe [0, γ1[, şi deci y este strict descrescătoare pe [0, γ1].
Prin urmare y(t) < y(0) = 0 pentru orice t ∈ ]0, γ1]. Din prima relaţie din (◦) obţinem că
x′ > 0 pe ]0, γ1[, de unde x este strict crescătoare pe [0, γ1]. Prin urmare x(γ1) > 0, ceea ce
arată că γ1 < 1. Din maximalitatea lui γ1 obţinem că x(γ1) = β şi deci y(γ1) = −β < 0.

Raţionând ı̂n acelaşi mod obţinem că există γ2, γ3, γ4 ∈ ]γ1, 1] astfel ca γ2 < γ3 < γ4,
x este strict crescătoare pe [γ1, γ2] (deci pe [0, γ2]) şi strict descrescătoare pe [γ2, γ4], y
este strict crescătoare pe [γ1, γ3] şi strict descrescătoare pe [γ3, γ4], iar x(γ2) = x(γ4) = 0,
x(γ3) = β, −y(γ1) = y(γ3) = β, y(γ2) = y(γ4) = 0.

În cazul ı̂n care γ4 < 1 se continuă procedeul obţinându-se γ5, γ6, γ7, γ8 ∈ ]γ4, 1] cu
proprietăţi similare elementelor γ1, γ2, γ3, γ4. Dacă γ8 < 1 acest procedeu se continuă.

Funcţia

ϕ : [0, γ4] → [−π, π], ϕ(t) :=

{ − arccos x(t)−β
β

dacă t ∈ [0, γ2],

arccos x(t)−β
β

dacă t ∈ ]γ2, γ4],

este strict crescătoare şi derivabilă cu derivata continuă. În plus

x(t) = β cos ϕ(t) + β, y(t) = β sin ϕ(t) ∀ t ∈ [0, γ4].

Utilizând formulele de mai sus, avem că
∫ γ4

0

√
x′2 + y′2 dt = 2πβ,

∫ γ4

0
x′y dt = −πβ2.

Dacă procedeul descris mai sus pentru obţinerea numerelor γk s-ar continua de un număr n
de ori cu n > L/(2πβ) am obţine că

L =
∫ γ4

0

√
x′2 + y′2 dt + · · ·+

∫ γ4n

γ4n−4

√
x′2 + y′2 dt +

∫ 1

g4n

√
x′2 + y′2 dt ≥ 2nπβ > L,

absurd. Deci procedeul se poate repeta de un număr n (∈ IN∗) de ori (γ4n = 1) şi L = 2nπβ.
Dacă n > 1 atunci

f(x, y) = −nπβ2 = − L2

4nπ
> −L2

4π
= f(x̄, ȳ),

unde x̄(t) := L
2π

(1 + cos 2πt), ȳ(t) := L
2π

sin 2πt, t ∈ [0, 1], contrazicând faptul că (x, y) este
soluţie optimă. Deci n = 1. Am obţinut astfel că

x(t) =
L

2π
(1 + cos ϕ(t)) , y(t) =

L

2π
sin ϕ(t) ∀ t ∈ [0, 1].

Dacă µ < 0, facând un raţionament complet analog celui de mai sus, se obţine că f(x, y) > 0,
şi deci (x, y) nu este soluţie optimă pentru (P ).

Este clar că soluţia problemei (P ) nu este unică.
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Capitolul 1
Rezultatele din Secţiunea 1.1 prezentate fără demonstraţii sunt clasice şi se

găsesc ı̂n toate cărţile de topologie. Se poate consulta, de exemplu, O. Costi-
nescu [13], inclusiv pentru teorema lui Tihonov. Teoremele lui Baire sunt
prezentate după L. Schwartz [48]. Pentru funcţii semicontinue se poate con-
sulta A. Precupanu [41]. Principiul variaţional al lui Ekeland [20] este prezen-
tat după cartea J.P. Aubin - H. Frankowska [1].

Aproape toate rezultatele din Secţiunile 1.3 – 1.10 sunt clasice şi pot fi
găsite ı̂n cărţile: R. Cristescu [14], N. Gheorghiu [24], R.B. Holmes [30], T. Pre-
cupanu [43]. Pentru demonstraţia teoremei lui James se pot consulta [30]
sau [43]. Teorema lui Robinson-Ursescu este prezentată sub forma dată de
S. Robinson [44]; C. Ursescu [53] a stabilit acest rezultat ı̂n condiţii mult mai
generale. Consecinţa 1.8.2 este dovedită ı̂n [56] pentru spaţii Fréchet (spaţii lo-
cal convexe complete şi metrizabile). Teorema 1.8.11, fără punctele (ii) şi (iii),
se găseşte ı̂n cartea lui K. Yosida [54]. Rezultatele cantitative de la punctele
(ii) şi (iii) sunt probabil cunoscute, ı̂nsă nu putem indica nici o referinţă pre-
cisă pentru ele. Pentru diferenţiabilitate ı̂n spaţii normate se poate consulta
cartea lui T.M. Flett [23]. Teorema 1.10.10 este o generalizare a Teoremei lui
Aubin - Frankowska.

Capitolul 2
Cele mai multe din rezultatele acestui capitol sunt standard şi pot fi găsite

ı̂n cărţile autorilor V. Barbu - T. Precupanu [5], R.T. Rockafellar [45] (pen-
tru spaţii finit dimensionale), I. Ekeland - R. Temam [21], R.B. Holmes [29].
Pentru comentarii istorice recomandăm aceste cărţi. Vom face referiri la acele
rezultate care nu se găsesc ı̂n aceste cărţi. Astfel Teorema 2.2.2 a fost stabilită
de J.P. Crouzeix [15] ı̂n spaţii finit dimensionale, iar pentru rezultatul referitor
la locala lipschitzianitate a funcţiilor convexe ı̂n spaţii local convexe se poate
consulta [56]. Teorema 2.4.4 este demonstrată ı̂n [45] ı̂n spaţii finit dimensi-
onale şi formulată de J.B. Hiriart-Urruty [26] ı̂n cazul general, iar Teorema
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2.4.7, punctele (i) şi (iii), sunt stabilite ı̂n [57]. Rezultate de tipul celor din
Teorema 2.4.8, punctele (iv), (v), (vi) şi Teorema 2.4.9 se pot găsi ı̂n cărţile
autorilor J. Diestel [18], I. Ciorănescu [11], respectiv [58], ı̂n forme chiar mai
generale.

Utilizarea sistematică a funcţiilor de perturbare pentru obţinerea formu-
lelor de dualitate, pentru funcţii conjugate, subdiferenţiale şi condiţii de op-
timalitate a fost ı̂ncepută de R.T. Rockafellar [47]. Autorul acestui curs a
continuat utilizarea acestui procedeu ı̂n [59] (şi alte lucrări) pentru obţinerea
unor astfel de rezultate, precum şi a formulelor pentru ε–subdiferenţiale, ı̂n
cazul funcţiilor cu valori vectoriale. Aceasta a permis, de exemplu, reobţinerea
unor rezultate stabilite de S.S. Kutateladze [32], [33], [34] cu demonstraţii mult
mai simple. Condiţiile foarte generale ı̂n care se obţin aceste formule ı̂n curs
au la bază lucrările [59], [60]. Formula pentru ∂εh(y) din Teorema 2.6.3 a fost
stabilită de M. Moussaoui - A. Seeger [39], iar cea pentru ∂εh

∗(y∗), precum
şi Teorema 2.6.4, sunt stabilite aici pentru prima dată. Consecinţele 2.6.1 –
2.6.4 pot fi găsite ı̂n articolele [39], [28], [27]. Rezultatul de la punctul (ii) din
Consecinţa 2.6.6 (n = 2) se poate găsi ı̂n [55]. Condiţia (i’) din Teorema 2.6.5
pentru Y0 = Y este echivalentă cu condiţia (4.2’) din [59] (deoarece X este
spaţiu normat); fără cerinţa ca θ să fie mărginită (adică (i)), această condiţie
este introdusă de R.T. Rockafellar [47]. Condiţiile (i) din Teoremele 2.7.1 –
2.7.4 sunt folosite, ı̂n mod explicit, de D. Azé [2] pentru A operator dens definit
cu grafic ı̂nchis. Formula pentru (f1∇f2)∗ din Consecinţa 2.7.6 se poate găsi
ı̂n [49]; A. Seeger şi M. Volle au obţinut formulele (2.47) şi (2.48) ı̂n cazul ı̂n
care f1 şi f2 sunt continue ı̂n x̄1 respectiv x̄2.

Teoremele lui Borwein, Brøndsted - Rockafellar şi Bishop - Phelps din
Secţiunea 2.9 sunt prezentate după cartea lui R. Phelps [40], iar Teorema lui
Simons şi demonstraţia Teoremei lui Rockafellar după lucrările lui S. Simons
[50, 51]. Remarcăm că ı̂n multe cărţi se preferă să se demonstreze teorema lui
Rockafellar [46] ı̂n spaţii reflexive, utilizând un rezultat referitor la operatori
maximal monotoni. În [40] este demonstrată formula din Teorema 2.9.5 numai
pentru x din domeniul funcţiei f . Rezultatele din Secţiunea 2.10 sunt clasice
şi pot fi găsite ı̂n cărţile autorilor R.B. Holmes [29], T. Precupanu [43].

Capitolul 3
Rezultatele referitoare la conurile tangente ale lui Bouligand, Clarke şi

Ursescu din Secţiunea 3.1 sunt prezentate, ı̂n principal, după monografia au-
torilor J.P. Aubin - H. Frankowska [1]. Pentru un studiu mai aprofundat
şi aplicaţii ale conului tangent ı̂n sensul lui Clarke se poate consulta mono-
grafia lui F.H. Clarke [12]. Tot după [1] sunt prezentate Teorema lui Aubin -
Frankowska şi formulele pentru conuri tangente din Teorema 3.2.3.
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Condiţiile necesare de minim şi cele suficiente sunt bine cunoscute ı̂n
spaţii finit dimensionale; se pot consulta cărţile autorilor M.R. Hestenes [25],
M.S. Bazaraa - C.M. Shetty [6], M. Bianchi [7]. Noi am căutat să le obţinem
ca aplicaţii ale rezultatelor de analiză convexă utilizând rezultatele generale
date de Teoremele 3.3.1 şi 3.3.2. Rezultatele din Secţiunea 3.4 sunt stabilite
de I. Ekeland [20]. Noţiunea de mulţime aproximată de un con este introdusă
de H. Maurer - J. Zowe [36].

Exerciţii
Problemele propuse sunt, ı̂n general, rezultate cunoscute sau rezultate

ajutătoare stabilite ı̂n diverse lucrări. Astfel Exerciţiul 2 este din [37], Exerci-
ţiul 4 din [16], Exerciţiul 15 din [17] (acolo, ı̂ntr-o prezentare mai completă),
Exerciţiile 17 şi 30 din [22], Exerciţiile 19 şi 25 c) din [9], Exerciţiul 20 din [5],
Exerciţiul 21 este din [58], implicaţia a) ⇒ c) din Exerciţiul 22 este rezultatul
central din [52], ı̂n timp ce implicaţia b) ⇒ a) din acelaşi exerciţiu se găseşte
ı̂n [19], echivalenţele e) ⇔ f) şi g) ⇔ h) din Exerciţiul 23 sunt din [58], Exer-
ciţiul 24, implicaţia a) ⇒ c), ı̂ntr-o formă mai slabă, din [3], Exerciţiile 28, 29
şi, parţial, Exerciţiul 7 din [35], Exerciţiul 27 este un rezultat clasic din [38],
iar Exerciţiile 34 şi 35 sunt rezultate clasice din calculul variaţiilor (a se vedea
[10]).
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— convexă 16
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— — a unei aplicaţii multivoce 158

m
max-convoluţie 76
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— deschisă 1
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— a două mulţimi 22
— proprie (a două mulţimi) 22
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Notaţii

A — aderenţa mulţimii A ⊂ (X, τ)
A + B — mulţimea {a + b | a ∈ A, b ∈ B}
AC[0, 1] — spaţiul funcţiilor absolut continue pe [0, 1]
Af — funcţia definită prin (Af)(y) = inf{f(x) | Ax = y}
A+ — mulţimea {x∗ ∈ X∗ | 〈x, x∗〉 ≥ 0 ∀x ∈ A}
A◦ — mulţimea {x∗ ∈ X∗ | 〈x, x∗〉 ≥ −1 ∀x ∈ A}
A⊥ — mulţimea {x∗ ∈ X∗ | 〈x, x∗〉 = 0 ∀x ∈ A}
A◦◦, A++, A⊥⊥ — mulţimile (A◦)◦, (A+)+, respectiv (A⊥)⊥

aff A — ı̂nfăşurătoarea afină a mulţimii A
aintA — interiorul algebric al mulţimii A
aint MA — interiorul algebric al mulţimii A ı̂n raport cu subspaţiul liniar M
a.p.t. — aproape peste tot
B(x, ε) — mulţimea {y ∈ (X, d) | d(y, x) < ε}
BX , B — mulţimea B(0, 1) ı̂ntr-un spaţiu normat X
B∗ — mulţimea BX∗ , X∗ fiind dualul spaţiului normat X
C1 — clasa funcţiilor diferenţiabile pe o mulţime, cu diferenţiala continuă
C2 — clasa funcţiilor diferenţiabile de ordin II pe o mulţime, cu diferen-

ţiala de ordin II continuă
C(A, a) — conul con (A− a)
C[0, 1] — spaţiul normat al funcţiilor continue pe [0, 1]
clA — aderenţa mulţimii A ⊂ (X, τ)
con A — ı̂nfăşurătoarea conică a mulţimii A
con A — mulţimea con A
convA — ı̂nfăşurătoarea convexă a mulţimii A
convA — mulţimea conv A
conv f — ı̂nfăşurătoarea convexă i.s.c. a funcţiei f
D(x, ε) — mulţimea {y ∈ (X, d) | d(y, x) ≤ ε}
d — metrică
df(a), d1f(a) — diferenţiala funcţiei f ı̂n a
d2f(a) — diferenţiala de ordin II a funcţiei f ı̂n a
diam A — numărul sup{d(x, y) | x, y ∈ A} pentru mulţimea A ⊂ (X, d)
dom f — mulţimea {x ∈ X | f(x) < ∞} pentru funcţia f : X → IR
domG — mulţimea {x ∈ X | G(x) < ∞} pentru operatorul G : X → Y •

domR — mulţimea PrX(R) pentru relaţia R ⊂ X × Y
d(x,A) — numărul inf{d(x, a) | a ∈ A}
echA — ı̂nfăşurătoarea echilibrată a mulţimii A
epi f — mulţimea {(x, t) ∈ X × IR | f(x) ≤ t} pentru funcţia f : X → IR
epi G — mulţimea {(x, y) ∈ X × Y | G(x) ≤ y} pentru operatorul

G : X → Y •

FrA — mulţimea cl A \ intA
f |A — restricţia funcţiei f : X → Y la mulţimea A ⊂ X
f̄ — ı̂nfăşurătoarea i.s.c. a funcţiei f
f ′(t) — derivata funcţiei f ı̂n t
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f ′′(t) — derivata de ordin II a funcţiei f ı̂n t
f ′+(t0) — derivata la dreapta a funcţiei f ı̂n t0
f ′−(t0) — derivata la stânga a funcţiei f ı̂n t0
f ′+(a, ·) — derivata direcţională a funcţiei f ı̂n a
f ′ε(x0; ·) — ε-derivata direcţională a funcţiei f ı̂n x0

f∗ — f∗(x∗) = sup{〈x, x∗〉 | x ∈ X}
f∗∗ — (f∗)∗

f12 · · ·2fn — f12 · · ·2fn(x) = inf{f1(x1) + · · ·+ fn(xn) | x1, . . . , xn ∈ X,
x1 + · · ·+ xn = x}

f1∇· · ·∇fn — f1∇· · ·∇fn(x) = inf{max{f1(x1), . . . , fn(xn)} | x1, . . . , xn ∈ X,
x1 + · · ·+ xn = x}

gr T — mulţimea {(x, T (x)) | x ∈ X} pentru funcţia T : X → Y
Hϕ,α — mulţimea {x ∈ X | 〈x, ϕ〉 = α}
H<

ϕ,α — mulţimea {x ∈ X | 〈x, ϕ〉 < α}
H>

ϕ,α — mulţimea {x ∈ X | 〈x, ϕ〉 > α}
H≥

ϕ,α — mulţimea {x ∈ X | 〈x, ϕ〉 ≥ α}
H≤

ϕ,α — mulţimea {x ∈ X | 〈x, ϕ〉 ≤ α}
IA — funcţia definită prin IA(x) = 0 dacă x ∈ A, IA(x) = ∞ dacă x /∈ A
IdE — funcţia de la E la E definită prin IdE(x) = x
Im T — mulţimea {T (x) | x ∈ X} pentru operatorul T : X → Y
ImR — mulţimea PrY (R) pentru relaţia R ⊂ X × Y
inf g — numărul infx∈X g(x), unde g : X → IR
intA — interiorul mulţimii A ⊂ (X, τ)
i.s.c. — inferior semicontinuu
kerϕ — mulţimea {x ∈ X | ϕ(x) = 0} pentru ϕ ∈ X ′

L1(0, 1) — spaţiul (claselor) funcţiilor integrabile Lebesgue pe ]0, 1[
L(X,Y ) — spaţiul operatorilor liniari T : X → Y
L(X, Y ) — mulţimea operatorilor liniari şi continui de la X la Y
L2(X;Y ) — mulţimea aplicaţiilor biliniare şi continue de la X ×X la Y
L2(X1, X2; Y ) — mulţimea aplicaţiilor biliniare şi continue de la X1 ×X2 la Y
lim infn→∞ λn — numărul supm∈IN infn≥m λn ∈ IR pentru (λn) ⊂ IR
lim infx→a f(x) — numărul supV ∈V(a) infx∈V f(x) ∈ IR pentru f : (X, τ) → IR

lim infx→x̄R(x) — mulţimea
{
v ∈ Y

∣∣ limdomR3x→x̄
d(v,R(x)) = 0

}
pentru R ⊂

X × Y
lim supx→a f(x) — numărul infV ∈V(a) supx∈V f(x) ∈ IR pentru f : (X, τ) → IR

lim supx→x̄R(x) — mulţimea
{
v ∈ Y

∣∣ lim infdomR3x→x̄
d(v,R(x)) = 0

}
pentru

R ⊂ X × Y
lin A — ı̂nfăşurătoarea liniară a mulţimii A
IN — mulţimea numerelor naturale
IN∗ — mulţimea IN \ {0}
N(A, a) — conul − (C(A, a))+ pentru a ∈ A
nivλf — mulţimea {x ∈ X | f(x) ≤ λ}
PC(x) — mulţimea {c̄ ∈ C | d(x, c̄) ≤ d(x, c) ∀ c ∈ C}
P — familie de seminorme



Notaţii 237

Pr — funcţia de la X la X/X0 definit prin Pr(x) = x̂ (clasa lui x)
PrX — funcţia de la X × Y la X definit prin PrX(x, y) = x
pA — funcţia definită prin pA(x) = inf{λ ≥ 0 | x ∈ λA}
IR — mulţimea numerelor reale
IR+ — intervalul [0,∞[
IR — mulţimea IR ∪ {−∞, +∞}
R, R−1 — relaţie, şi relaţia sa inversă: R−1 = {(y, x) | (x, y) ∈ R}
R(A) — mulţimea {y ∈ Y | ∃x ∈ A : (x, y) ∈ R}
R−1(B) — mulţimea {x ∈ X | ∃ y ∈ B : (x, y) ∈ R}
raintA — interiorul relativ algebric al mulţimii A
ric A — mulţimea raintA dacă aff A este ı̂nchisă, respectiv ∅ dacă aff A nu

este ı̂nchisă
SX , S — mulţimea UX \BX

S∗ — mulţimea SX∗

S(f, C) — mulţimea {x̄ ∈ C | f(x̄) ≤ f(x) ∀x ∈ C}
S(P ) — mulţimea S(f, C) pentru problema min f(x), x ∈ C
Sε(f, C) — mulţimea {x̄ ∈ C | f(x̄) ≤ f(x) + ε ∀x ∈ C}
Sε(P ) — mulţimea Sε(f, C) pentru problema min f(x), x ∈ C
S : X ; Y — aplicaţie multivocă de la X la Y
s.s.c. — superior semicontinuu
T ∗ — operatorul T ∗ : Y ∗ → X∗ definit prin T ∗y∗ = y∗ ◦ T
TB(M, x̄) — mulţimea

{
u ∈ X

∣∣ lim inft↓0 d
(
u, t−1(M − x̄)

)
= 0

}

TC(M, x̄) — mulţimea
{
u ∈ X

∣∣ limM3x→x̄,t↓0 d
(
u, t−1(M − x)

)
= 0

}

TU (M, x̄) — mulţimea
{
u ∈ X

∣∣ limt↓0 d
(
u, t−1(M − x̄)

)
= 0

}
(tn) → 0+ — (tn) ⊂ ]0,∞[, tn → 0
UX , U — mulţimea D(0, 1) ı̂n spaţiul normat X
U∗ — mulţimea UX∗

Vτ (x), V(x) — sistemul vecinătăţilor lui x faţă de topologia τ
V (x; p1, . . . , pn; ε) — mulţimea {y ∈ X | p1(y − x) < ε, . . . , pn(y − x) < ε}
v(f, C) — numărul inf{f(x) | x ∈ C}
v(P ) — v(f, C) pentru problema min f(x), x ∈ C
w — topologia σ(X, X∗) pe spaţiul local convex (normat) X
w∗ — topologia σ(X∗, X) pe dualul X∗ al spaţiului local convex

(normat) X
X ′ — spaţiul L(X, IR)
X∗ — spaţiul L(X, IR)
X/X0 — spaţiul cât al lui X ı̂n raport cu subspaţiul X0

(X, d) — spaţiu metric
(X, Y, F ) — sistem dual
(X, 〈 , 〉) — spaţiu cu produs scalar sau prehilbertian
(X,P) — spaţiu local convex
(X,P)∗ — dualul topologic al unui spaţiu local convex
(X, τ) — spaţiu topologic
(xn) → x, xn → x, x = lim xn — şirul (xn) converge la x
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xn
w→ x — şirul (xn) converge la x ı̂n raport cu topologia w

x∗n
w∗→ x∗ — şirul (xn) converge la x ı̂n raport cu topologia w∗ ı̂n X∗

(xnk
)k∈IN , (xnk

) — subşir al şirului (xn)
[x, y[ — mulţimea {(1− λ)x + λy | λ ∈ [0, 1[}
[x, y] — mulţimea {(1− λ)x + λy | λ ∈ [0, 1]}
]x, y[ — mulţimea {(1− λ)x + λy | λ ∈ ]0.1[}
〈x, y〉 — elementul F (x, y) dacă (X, Y, F ) este sistem dual sau produsul

scalar al elementelor x, y dacă X este spaţiu prehilbertian
6 (x, y) — numărul arccos 〈x,y〉

‖x‖·‖y‖
Y • — mulţimea Y ∪ {∞}
y1 ≤Q y2, y1 ≤ y2 — faptul că y2 − y1 ∈ Q, unde Q ⊂ Y este con convex
0 · f — funcţia Idom f

‖T‖ — norma operatorului liniar T
‖x‖ — norma elementului x
‖ ‖ — normă
‖ϕ‖ — norma funcţionalei liniare ϕ
∇f(a) — gradientul sau diferenţiala funcţiei f ı̂n a
∇2f(a) — diferenţiala de ordin II a funcţiei f ı̂n a
∇xf(a, b) — gradientul sau diferenţiala funcţiei f ı̂n (a, b) ı̂n raport cu

variabila x
∂f — subdiferenţiala funcţiei f
∂f(x) — subdiferenţiala funcţiei f ı̂n x
∂εf — ε-subdiferenţiala funcţiei f
∂εf(x) — ε-subdiferenţiala funcţiei f ı̂n x
∂ϕ
∂s (s, t) — derivata funcţiei f de variabile s, t ı̂n raport cu s
ϕA — funcţia definită prin ϕA(x) = inf{t | (x, t) ∈ A} pentru A ⊂ X × IR
λA — mulţimea {λa | a ∈ A}∏

i∈IXi — mulţimea
{

x : I → ⋃
i∈I Xi

∣∣ x(i) ∈ Xi ∀ i ∈ I
}

∏
i∈Iτi — topologia pe produsul cartezian al spaţiilor (Xi, τi)

σ(X,Y ) — topologia pe X generată de familia de seminorme {|F (·, y)| | y ∈ Y },
unde (X, Y, F ) este un sistem dual

τ -i.s.c. — τ -inferior semicontinuu
τ, σ — topologii
τ0 — topologia uzuală pe IR, IR, respectiv IRk

τd — topologia generată de metrica d
τP — topologia generată de familia de seminorme P
τX0 — topologia {D ∩X0 | D ∈ τ} pe X0, unde X0 ⊂ X, iar τ este

topologie pe X
τ ¹ σ — τ ⊂ σ
τ1 × τ2 — produsul topologiilor τ1 şi τ2

∀ — oricare ar fi, pentru orice
∃ — există (cel puţin un)
:=, =: — a := b, b =: a ı̂nseamnă că a este prin definiţie egal cu b

— sfârşitul unei demonstraţiei sau al unei teoreme fără demonstraţie
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