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Prefata

Punctul de plecare pentru scrierea acestei carti il constituie cursul pe care
autorul 1l tine la Facultatea de Informatica de la Universitatea “Al. 1. Cuza”
din Iagi, sub denumirea de Cercetari operationale.

Prin acest curs cautam sa punem la indemana studentilor si a cercetatorilor
care lucreaza in teoria optimizarii i in domenii conexe, intr-o prezentare rigu-
roasd, un set de rezultate interesante in sine, dar si utile pentru intelegerea
altor cursuri.

Din dorinta de a-l face intrinsec (self-contained), in Capitolul 1 prezentam
notiunile gi rezultatele de baza de topologie gi analiza functionald, In succe-
siunea lor fireasca; daca toate aceste rezultate ar fi demonstrate, cititorul,
cu putine exceptii, pentru intelegerea unui rezultat ar avea nevoie numai de
notiunile gi rezultatele anterioare din text. Insd multe din rezultatele de
topologie sunt date fara demonstratii. Acele rezultate care se folosesc mai
frecvent sau care nu se gasesc in prea multe tratate, totusi, le demonstram:
teoremele lui Cantor, Baire, Weierstrass, principiul variational al lui Ekeland,
teoremele referitoare la functii semicontinue.

Avand 1n vedere ca cele mai multe rezultate referitoare la programarea
matematica sunt prezentate in spatii normate, dar mai ales faptul ca in prob-
leme de programare convexa utilizarea topologiilor slabe este deosebit de utila,
in continuarea Capitolului 1 studiem spatiile local convexe si spatiile normate;
toate rezultatele importante, cu exceptia teoremei lui James, sunt date cu
demonstratii. Apoi dam trei rezultate importante din teoria spatiilor Hilbert,
care conduc, in final, la stabilirea faptului ca spatiile Hilbert sunt reflexive.
De asemenea punem in evidenta rezultatele referitoare la functii Gateaux si
Fréchet diferentiabile de care avem nevoie in sectiunile urmatoare; un astfel
de rezultat este si Teorema 1.10.10 care va fi utilizata in Capitolul 3 pentru
obtinerea Teoremelor lui Aubin-Frankowska gi a lui Graves.

In Capitolul 2 facem un studiu detaliat al functiilor convexe si al pro-
gramarii convexe. Stabilim astfel mai multe rezultate de dualitate, formule
pentru functii conjugate si e-subdiferentiale, precum si conditii de optimali-
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tate. De asemenea, ca aplicatii, punem In evidenta proprietati ale aplicatiilor
de dualitate si prezentam cateva rezultate fundamentale ale analizei convexe:
teoremele Brgndsted-Rockafellar, Bishop-Phelps, Rockafellar.

In Capitolul 3 punem in evidentd conditii necesare si conditii suficiente
pentru probleme de programare neconvexa, insa in care functiile care intervin
sunt functii Fréchet diferentiabile de ordin I sau II. Deosebit de util pentru sta-
bilirea conditiilor necesare si ale celor suficiente de extrem este conul tangent
in sensul lui Bouligand. In legatura cu acesta introducem, si studiem putin,
si conurile tangente in sensurile Clarke si Ursescu; in text aceste conuri au un
caracter auxiliar, insa ele sunt deosebit de utile atat in teoria optimizarii pre-
cum i in alte domenii. Capitolul se incheie cu cateva aplicatii ale principiului
variational al lui Ekeland pentru probleme de programare neconvexa.

In continuare dim enunturile si solutiile complete a peste treizeci de exer-
citii; consideram ca aceste exercitii sunt ilustrative pentru problematica acestei
carti.

Indexul de termeni si rezultate este intocmit cu intentia de a usura lec-
tura textului; in plus lectura acestuia da o imagine mai completa asupra
continutului cartii decat chiar cuprinsul ei. La sfarsitul cartii se gaseste si
o lista completa a notatiilor utilizate in text.

C. Zalinescu
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Capitolul 1

Rezultate preliminare de
analiza functionala

1.1 Spatii topologice

In aceastd sectiune punem in evidentad notiunile i rezultatele referitoare la
spatii topologice de care vom avea nevoie in continuare. Cu putine exceptii,
rezultatele sunt date fara demonstratii.

Fie X # 0; o familie de multimi 7 C {Y | Y C X} =: P(X) se numeste
topologie (pe X) daca sunt indeplinite urméatoarele conditii: T1) 0, X € 7,
T2) Uje; Di € 7 V(Di)ier C 781 T3) DiNDy € 7 VDy,Dy € 7. In
aceasta situatie perechea (X, 7) se numeste spatiu topologic iar multimile din
T se numesc multimi deschise.

Fie (X, 7) un spatiu topologic si € X. Spunem ca V' C X este vecindtate
a lui x daca exista D € 7 astfel incat x € D C V. Clasa tuturor vecinatatilor
lui = fata de topologia 7 se noteaza V;(x) sau V(x), cand nu exista pericol
de confuzie. Este evident ca daca x € D € 7 atunci D € V(x); in particular
X € V(x) pentru orice z € X.

Avand doua topologii T §i ¢ pe X, spunem ca 7 este mai putin find decat
0, sau ca o este mai find decit T, dacd T C ¢ gl notam 7 < ¢; dacd T X o si
o = 7 atunci 7 = o, adica topologiile sunt egale.

Teorema 1.1.1 Fie 7, o topologii pe X. Atunci
T<0 & V(r)CV,(z) VeeX. |

Teorema 1.1.2 Fie (X,7) spatiu topologic. Familia {V(x) | x € X} are
urma-toarele proprietati:
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V1) vV eV() : zeV,

V2) VVeV(x), VWCX : VW = WeV(x),

V3) VYV, Ve V() : VinVh e V(z),

V4) VvV eV(z), IW eV(z), VyeW : Ve V(y). |

Este interesant de observat ca se poate proceda si invers, ceea ce se face
de altfel frecvent. Mai exact are loc

Teorema 1.1.3 Fie X # (. Presupunem cd pentru fiecare x € X avem o
familie nevida V(z) C P(X) astfel ca multimea {V(z) | x € X} satisface
conditiile V1)-V}) din Teorema 1.1.2. Atunci exista o unica topologie T pe X
astfel incat V(x) = Vy(x) pentru orice x € X.

Demonstratie. Consideram
T ={0yu{DcCc X |DeV(zx)Vx e D}.

Se verifica cu usurinta ca 7 este topologie pe X.

Fie V € V;(z); atunci existda D € 7 cu x € D C V. Din definitia lui
7, D € V(x) si deci V € V(z). Prin urmare V,(z) C V(z).

Invers, fie V € V(x). Consideram D :={y € V |V € V(y)}. Este evident
cax €D CV. Saaratam ca D € 7. Pentru aceasta fie y € D; deci V € V(y).
Din proprietatea V4) a vecinatatilor, exista W € V(y) astfel ca pentru orice
z € W sa avem V € V(z). Prin urmare W C D. Deoarece W € V(y), avem
cd D € V(y). Rezultd ca D € 7. Unicitatea rezulta din Teorema 1.1.1. I

De multe ori este suficient sa se lucreze numai cu o subfamilie de vecinatati
ale lui x. Astfel, familia U(x) C P(X) se numeste sistem fundamental de
vecindtati ale lui z € (X, 7) daca sunt indeplinite conditiile U1) U (z) C V()
si U2) VV €V (x), 3U € U(x) : U C V. Se observa ca dacd U(x) este
sistem fundamental de vecinatati ale lui z atunci (exercitiu !)

V(@)={VcX|3IUeu() : UcV}. (1.1)

Un exemplu de sistem fundamental de vecinatati ale lui x € (X, 7) este familia
U(z)={D eT|ze D}

Referitor la sisteme fundamentale de vecinatati are loc un rezultat asema-
nator celui din teorema precedenta.

Teorema 1.1.4 Fie X # (. Presupunem cd pentru fiecare x € X avem o
familie nevida U(x) C P(X). Atunci pentru fiecare x € X, U(x) este un
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sistem fundamental de vecindtati ale lui x pentru o topologie T pe X, daca si
numas dacd sunt indeplinite urma-toarele conditii:

VF1) YU ecelU(z) : z €U,
VF2) YU, UQEU(%), U3 EU(H?) : Us c Uy NUs,
VF3) VU elU(x), AV el(x), VyeV, IW el(y) : WCU.

In plus, topologia definiti de familia {U(z) | x € X} satisfacind conditiile
VF1)-VF3) este unica.

Demonstratie. Presupunem pentru inceput ca U (x) este sistem fundamen-
tal de vecina-tati ale lui x relativ la topologia 7, oricare ar fi x. Este evident
atunci cd VF1) si VF2) sunt satisfacute. Fie U € U(z) C V(z). Din V4)
avem cil existi V € V(z) astfel ca U € V(y) pentru orice y € V. Deoarece
Ve V(z), existda Ve U(z), VCV. Fiey e VC V; cum U € V(y), existd
W eU(y), W CU. Deci VF3) are loc.

Invers, presupunem ca {U(z) | € X} satisface conditiile VF1)-VF3).
Pentru fiecare x € X consideram familia de multimi V(z) definita de relatia
(1.1). Este evident ca {V(z) | x € X} satisface V1), V2) si V3) din Teo-
rema 1.1.2. Pentru V4) proceddm in modul urmator. Fie V € V(z); din
relatia (1.1), exista U € U(x), U C V. Din VF3),

IW eU(z), Vye W, AW cU(y) : W C U.

Cum W € U(y), U € V(y) si deci V € V(y). Aplicaind Teorema 1.1.3, existd o
unica topologie 7 pe X astfel ca V;(x) = V(z) pentru orice x € X. Deoarece
V(z) este determinata in mod unic de U(z) prin intermediul relatiei (1.1),
concluzia teoremei are loc. I

Se spune ca (X, 1) satisface prima axiomd a numdrabilitatii daca fiecare
element z € X are un sistem fundamental de vecinatati cel mult numarabil.

Spunem ca spatiul topologic (X, 7) este separat Hausdorff sau, simplu,
separat daca pentru orice doua elemente distincte z si y din X exista U € V()
si V€ V(y) astfel ca UNV = (. Aceasta conditie de separatie este foarte
importanta si asigura, printre altele, unicitatea limitelor.

O alta notiune topologica importanta este aceea de multime inchisa: mul-
timea A C (X, 7) se numeste inchisd daca X \ A este deschisa. S& notam prin
Fr familia multimilor inchise relativ la 7.

Teorema 1.1.5 Familia F; a multimilor inchise din spatiul topologic (X, T)
are proprietd-tile: F1) 0, X € Fr, F2) e Fi € Fr V(Fy)ier C Fr si
F3) FirUF, e F, VF, Fy € F,. |
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Introducem acum alte doua notiuni topologice importante. Fie multimea
A C (X, 7). Se numeste interiorul multimii A, si se noteaza int A, multimea
{r € X | A€ V(r)}; un element al multimii int A se numeste punct interior
multimii A. Se numeste aderenta sau inchiderea multimii A, si se noteaza cl A
sau A, multimea {r € X [ VNA#0 VV € V(x)}; un element al multimii
cl A se numeste punct aderent multimii A.

Teorema 1.1.6 Fie (X, 7) un spatiu topologic si A, B C X. Au loc urma-
toarele proprietati: (i) intA = U{D € 7 | A D D} € 7; (ii) int A C A;
(iii) A e & intA = A; (iv) int(intA) = intA4; (v) intX = X;
(vi) A ¢ B = intA C intB; (vii) intA U intB C int(A U B);
(viii) int A N int B = int (A N B). I

Are loc un rezultat dual pentru aderenta.

Teorema 1.1.7 Fie (X, 7) un spatiu topologic si A, B C X. Au loc urmd-toa-
rele: () A=({FeF |ACF}eF; (i) ACA; (i) AcF, & A=A;
(iv) clA = A; (v) D =0; (vii ACB = AcCB; (vil) AU B=AUDB;
(viii) ANBC AN B; (ix) Anint BC AN B. I

Relatiile dintre interior si aderenta sunt date in urmatoarea teorema.

Teorema 1.1.8 Fie (X, 1) un spatiu topologic si A C X. Atunci
X\A=X\intA, int(X\A4)=X)\A4 |

Multimea A C (X, 7) se numeste densd daci A = X. Spunem ci spatiul
topologic (X, 7) este separabil daca exista A C X densa si cel mult numarabila.

O alta notiune topologica importanta este aceea de frontiera. Se numeste
frontiera multimii A C (X, 7) multimea Fr 4:= AN X\ A=A\ int A.

Fie acum (X, 7) un spatiu topologic si ) # Xo C X. Putem considera
Tx, = {DNXo | D € 7}. Rezultd imediat (exercitiu !) ca 7x, este topologie
pe Xp, numita urma topologiei 7 pe X sau topologia indusa de T pe Xg. Se
observa ugor (exercitiu !) ca pentru xz € X

Vo€V, (@) & IV eEV(x) : Vo=VNX
Analog (exercitiu !), avem ca
FOG]:TXO & dF e Fr . Fy=FnXo.

Mai observam ca daca (X, 7) este separat atunci (Xo, 7x,) este de asemenea
separat.
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Daca (X1, ) si (X2, 72) sunt spatii topologice atunci pentru fiecare (x1, x2)
din X x X5 putem considera

V(l‘l,aj‘Q) = {V C X1 x X9 | W € VTl(QS‘l), Vo € V72($2) Vi xVy C V}

Se obtine cu ugurintd (exercitiu !) ca {V(x1,z2) | (z1,22) € X1 x Xa} satis-
face conditiile din Teorema 1.1.2. Prin urmare exista o unica topologie 7 pe
X1 x Xo, notata 71 X 7o, astfel incat V.(x1,x2) = V(x1,x2) pentru orice
(x1,22) € X1 x Xo. Topologia 7 se numeste topologia produs pe X1 x Xs
a topologiilor 7 si 7. Remarcam ca topologia 71 X 7 este separata daca si
numai daca topologiile 71 §i 7o sunt separate (exercitiu !).

Mai general, dacd avem o familie de spatii topologice (X;,7;), i € I # 0,
putem considera spatiul

X = iGIXi = {(Ii)iel ’ X; = Xz V’L c I}

- {$ I — UiEIXi

Pentru z = (z;) € X consideram

2(i) = 2; € X; Vie[}.

V() = {VcX| 3JcClI, Jfnita, Viel, 3V, €V, (x;) :
[LeVicV, Vi=X; Yiel\J}.

Se constata din nou ca {V(x) | x € X} satisface conditiile din Teorema 1.1.2 si
deci exista o unica topologie T pe X, notata [];c;7, astfel incat V. (z) = V(z)
pentru orice x € X. In plus, avem ca (X, 7) este separat daca si numai daca
(X, 7;) este separat pentru orice i € I.

Are loc urmatorul rezultat.

Teorema 1.1.9 Fie (X,7) un spatiu topologic. Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

() Y(Di)ier €7, X =Ue; Diy, 3T C 1, J finita = X = U;ey Dy,
(i) V(E)ier CFr, Mgy Fi=0, 3JCI, J finitd : Niey Fs =0,
(i) Y (E)ict CFr : [Mies Fi £ 0 YJICI, J finitd] = e, Fi #0. 1

O familie de multimi (D;);er C 7 astfel incat A C J;e; D; se numeste
acoperire deschisa pentru A. Proprietatea (i) din Teorema 1.1.9 se enunta
de obicei sub forma : din orice acoperire deschisa a lui X se poate extrage o
subacoperire finita.

Spatiul topologic (X, 7) se numeste compact daca este separat si din orice
acoperire deschisa a lui X se poate extrage o subacoperire finita.
Un rezultat deosebit de important este dat de urmatoarea teorema.
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Teorema 1.1.10 (Tihonov). Fie (X;,7), i@ € I # (0, o familie de spatii
topologice, X = [[;c;Xi si 7 = [lierm. Atunci (X,7) este compact dacd si
numai daca (X;, ;) este compact pentru orice i € I. I

Notiunea de compacitate se poate extinde si la submultimi ale unui spatiu
topologic. Astfel multimea A C (X, 7) se numeste compacta daca (A, Ta)
este spatiu compact. Se verificd cu usurinta (exercitiu !) ca daca (X, 7) este
separat, A C X este compacta daca gi numai daci din orice acoperire deschisa
a multimii A se poate extrage o subacoperire finitd. In plus are loc urméitorul
rezultat.

Teorema 1.1.11 Fie (X, 7) un spatiu topologic separat si A, B C X.
(1) Daca (X, T) este compact si A este inchisa atunci A este compacta.
(ii) Daca A este compacta atunci A este inchisa.

(iii) Daca A este compacta si B este inchisa, iar B C A, atunci B este
compactd. |

Fie acum (X, 7), (Y, 0) spatii topologice si f : X — Y o functie. Spunem
ca f este continud in a € X daca

VvV eV(f(a)), 3U € V(a), Yz eU : f(x)e V. (1.2)

Desigur, in conditia (1.2) V(f(a)) si V(a) pot fi inlocuite cu sisteme funda-
mentale de vecinatati U(f(a)) si U(a) ale lui f(a) respectiv a.

Spunem ca f : (X,7) — (Y,0) este continua (pe X) daca f este continua
in orice punct din X. Daci f este bijectiva si bicontinua (adica f si f~! sunt
continue) spunem ca f este un homeomorfism, iar spatiile (X, 7) si (Y,0) se
numesc homeomorfe.

Desigur, daca f : (X,7) — (Y,0) este continua (in punctul a € X) si
g:(Y,0) — (Z,0) este continua (in b = f(a) € Y) atunci g o f este continua
(in a).

Are loc urmatorul rezultat.

Teorema 1.1.12 Fie f: (X,7) — (Y,0). Urmatoarele afirmatii sunt echiva-
lente: (i) f este continudg, (ii) f~1(D) € 7 VD € o, (ili) f~1(F) € F-
|

VE e F,, (iv) fA) c f(A) YAC X.
Un rezultat util este urmatorul.

Teorema 1.1.13 Fie (X, 1), (Y,0) spatii topologice separate si f : X —Y o
functie continud. Dacd A C X este compactd atunci f(A) este compactd. |
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Notam prin R multimea numerelor reale, iar multimea {A € R | A > 0},
a numerelor reale pozitive, prin R;. Pe R consideram acea topologie 7 cu
proprietatea ca

V:A)={VCR|Fe>0 :]A—g,A+¢[CV}

pentru orice A € IR. Topologia introdusa mai Inainte se numeste topologia
uzuald a lui R, si se noteaza prin 7y.

Foarte mult utilizatd in continuare va fi §i multimea R := RU {—o0, +00},
unde elementele distincte —oo i 0o := 400 nu se gasesc in R. Convenim
ca —0o < A < oo pentru orice A € R. Si multimea R va fi inzestrata cu
topologia sa uzuala, notata tot 7g; aceasta topologie este definita de familia
{V(z) |z € R}, unde V(z) ={V CR| e >0 :]x —e,2+¢[C V} pentru
r€R,V(o)={VCR| Je€ R :]eo00 CV}, iar V(—oc0) se defineste
in mod similar. Observam ca urma topologiei uzuale a lui R pe R este chiar
topologia uzuala a lui R.

S& observam ca functia f : (X,7) — R este continua in a daca si numai
daca

VAeR, A< f(a), AU € V(a), Yz eU : A< f(x) (1.3)

VAeR, A\> f(a), 3U € V(a), Ve e U : X > f(z). (1.4)

Aceste conditii sugereaza introducerea functiilor semicontinue. Astfel,
functia f : (X,7) — R este inferior semicontinud in a € X, pe scurt i.s.c.
in a, daca este indeplinita conditia (1.3), iar f este superior semicontinud in
a, pe scurt s.s.c. In a, daca este indeplinita conditia (1.4). Se observa ca f
este s.s.c. In a daca si numai daca — f este i.s.c. in a. Din definitia de mai sus
rezultd ca daca f(a) = —oo, f estei.s.c.in a, iar dacd f(a) = oo atunci f este
s.s.c. in a.

Spunem ci f : (X,7) — R este inferior (superior) semicontinud, pe scurt
i.s.c. (s.s.c.), daca f este inferior (superior) semicontinua in fiecare punct din
multimea X.

Uneori, pentru a pune in evidenta faptul ca f este i.s.c. (s.s.c.) in raport
cu topologia 7 vom scrie 7-i.s.c. (7-s.s.c.).

Pentru f: X — R si A € R notam

domf = {zeX| f(z) < oo},
epif = {(z,t) e X xR f(z) < t},
nivyf = {zeX| f(z) <AL
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Multimile dom f si epi f se numesc domeniul si respectiv epigraful functiei
f, iar nivyf se numeste multimea de nivel A al functiei f. Functia f este
proprie daca dom f # () si f(x) > —oo pentru orice x € X. Este evident ca
dom f = Prx(epi f), unde Prxy : X x R — X, Prx(z,t) := x, este proiectia
lui X x R pe X; astfel de proiectii vor mai fi folosite in continuare.

Referitor la functii inferior semicontinue are loc urmatorul rezultat.

Teorema 1.1.14 Fie f : (X,7) — R. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) f este inferior semicontinud,

(ii) nivyf este multime inchisa pentru orice A € R,
(iii) epif este multime inchisa in X x R,
(iv) {x e X | f(z) > A} € 7 pentru orice A € R.

Demonstratie. (i) = (ii) Fie A € R si « ¢ niv) f; atunci f(z) > A\. Cum f
este i.s.c. In z, exista U € V(z) astfel incat f(y) > A pentru orice y € U. Prin
urmare U Nnivy f = (), ceea ce arata ca x ¢ nivy f. Deci niv) f este inchisa.

(ii) = (iii) Fie (z,t) € (X x R) \ epi f; deci f(z) > t. Exista A € R astfel
ca f(x) > A >t. Atunci z ¢ niv, f, si deci exista U € V() cu U Nnivyf = 0.
Prin urmare Ux | — 0o, AJNepi f = 0. Cum Ux ] — o0, A] € V(z,t), avem ci
(z,t) ¢ epi f. Deci epi f este multime inchisa.

(ili) = (i) Fiex € X si t € R astfel ca f(x) > t. Atunci (x,t) ¢ epi f si
deci exista U € V(z) si € > 0 astfel incat (Ux Jt—e,t+¢c[)Nepi f = 0. Rezulta
ca pentru orice y € U, (y,t) ¢ epi f, adica f(y) > t. Prin urmare f este i.s.c.
in . Cum x este arbitrar, f este i.s.c.

(ii) & (iv) deoarece {x € X | f(x) > A} = X \ nivyf pentru A € R. I

In urmitoarea teorems colectim cateva rezultate importante referitoare la
operatii cu functii i.s.c.

Teorema 1.1.15 Fie f, f1, fo, fi : (X,7) = R (i € I # 0) functii inferior
semicontinue gi o €10,00[. Atunci: (i) af este i.s.c., (ii) fi1 + fo este i.s.c.
dacd fi(z) + fo(z) are sens pentru orice x € X gi (iil) sup;c; fi este i.s.c.

Demonstratie. (i) si (iii) rezultd imediat din definitie. Presupunem ca
fi(x) + fa(z) are sens pentru orice x € X. Fie a € X si A € R astfel ca
A < fi(a) + fa(a). Exista A1, A2 € R astfel ca A\ = Ay + A2 si A < fi(a),
X2 < fa(a). Intr-adevir, daci fo(a) = oo considerdm \; €] — oo, fi(a)[ si
A2 := A=A1. Daca fa(a) < oo atunci A— fa(a) < fi(a); in acest caz consideram
A1 €)X = fa(a), fi(a)[ si A2 := A — A1. Cum fi, fo sunt is.c. in a, exista
Vi, Vo € V(a) astfel ca

Vie{l,2}, Ve eV, : N < fi(x).
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Considerand V := Vi N Va, avem ca A < fi(x) + fa(z) pentru orice z € V.
Deci f1 + f2 este i.s.c. in a. Cum a € X este arbitrar, f; + f2 este i.s.c. I

Un exemplu de functie frecvent utilizata in teoria optimizarii este functia
indicatoare a unei multimi. Astfel functia indicatoare a multimii A C X este

= 0 dacd xe€ A,

Las X =R, Taw) = { oo daca ze€ X\ A

Observém c& domI4 = A si epily = A x [0,00[. In plus I4 este i.s.c. daci si
numai daca A este inchisa.

Observatia ci pentru o functie f : X — R, f(x) = inf{t | (z,t) € epi f}
pentru orice z € X (cu conventia ca inf() = +00), sugereazd urmatoarea
constructie. Fie A C X x R o multime de tip epigraf, adica (z,t2) € A daca
(z,t1) € Asit; <tg < oo. Pentru o astfel de multime A consideram functia

oa: X =R, oa(z):=inf{t]| (z,t) € A}.

Este clar ca dom ¢4 = Prx(A). Observam ca daca (X, 7) este spatiu topologic
si A C X X R este de tip epigraf atunci

A C epipag C A (1.5)

Prin urmare, daca A este inchisd, ¢4 este i.s.c. Se numeste infasurdtoarea
i.s.c. sau inchiderea i.s.c. a functiei f: (X,7) — R functia f := ¢

- epif’
Fie f: A C (X,7) — R o functie; limita inferioard si limita superioard a
functiei f in a € A sunt, respectiv, numerele:

liminf f(x) := su inf x), limsup f(z):= inf su x);
T—a f( ) UEVP()a) erﬂAf( ) xaapf( ) UeV(a) ergAf( )

este evident ca

liminf f(z) <limsup f(z) si limsup f(z) = — hgn_}élf(—f)(.%’)

T—a r—a T—a

In plus, dacii @ € A atunci liminf,_, f(z) < f(a) < limsup,_., f(x).
Are loc urmatorul rezultat.

Teorema 1.1.16 Fie f,g: (X,7) =R si v € X. Atunci:
(i) epif=epif, sidecif<f;
(ii) f=sup{g: X —-R|g<f, g isc};
(i) f(z) = liminfy ., f(y);

(iv) f(x)=f(z) & f estei.s.c. ix.
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Demonstratie. (i) Din relatia (1.5) avem ca

WCepichl(m):epif.

Prin urmare epi f =epi f si f < f.

(ii) Fie f := sup{fg : X =R | g < f, g is.c.}. Din Teorema 1.1.14
avem cii f este i.s.c., iar din (i) avem c& f < f. Prin urmare f < f. Din
Teorema 1.1.15 (iii) avem c& f este i.s.c., iar din constructie f < f. Rezultd
céfﬁf,gidecif:f.

(iii) Fie * € X fixat si A = liminf,_, f(y); si ardtdm ca f(x) = A
Fie t € R astfel ca (x,t) € epif si V € V(x). Atunci pentru ¢ > 0,
Vx| —o0,t+¢e[€ V(x,t), si deci exista (a/,t') € epi fNV x| —00,t+ €]. Deci
infyev f(y) < f(z') <t <t+e Cum e >0 este arbitrar, infycy f(y) <, si
deci A < t. Prin urmare A < f(x). Dacé nu exista t € R astfel ca (z,t) € epi f,
atunci f(x) = oo, si deci inegalitatea de mai sus are loc. Daca f(z) = —o0,
din cele de mai sus avem ci A = f(x). Presupunem deci c& f(z) > —oo si fie
t€ R, t < f(x). Atunci (x,t) ¢ epi f = epi f. Prin urmare exista Vp € V()
i eg > 0 astfel ca epi f N Vox |t — eo,t + eo[= 0. Deci f(y) > t + g pentru
orice y € Vp, de unde A > inf ey, f(y) > t + &0 > t. Prin urmare f(z) < A.
Am obtinut astfel ca A = f(x).

(iv) Fie x € X. Stim deja ca f(x) < f(x). Presupunem ca f este i.s.c. in x
sifie A € R, A < f(x). Atunci exista V' € V(z) astfel ca A < f(y) pentru orice
y € V. Din (iii) avem ca f(z) > infyev f(y) > A. Prin urmare f(z) < f(z), si
deci f(x) = f(z). Presupunem acum ca f(z) = f(z) si fie A € R, X\ < f(x).
Din (iii) avem ca exista V € V(x) astfel ca A < infyey f(y), adica f(y) > A
pentru orice y € V. Prin urmare f este i.s.c. in z. |

In cele ce urmeazd IN noteazi multimea numerelor naturale, iar IN* multi-
mea IV \ {0} a numerelor naturale strict pozitive.

Fie (X, 7) spatiu topologic; spunem ca girul (x,)neny C X este convergent
daca

dexe X, VVeV(x), Inye N, Vne N, n>ny : x, €V. (1.6)

Desigur, in conditia (1.6) se poate inlocui V(z) cu un sistem fundamental de
vecinatati U (z) ale lui x.

Elementul z din conditia (1.6) se numeste limita a sirului (x,,) si se noteaza
(xn) — , sau, mai simplu, x,, — x. Sa observam ca daca (X, 7) este separat,
iar girul (z,,) C X este convergent, atunci limita sa este unica; in acest caz mai
notam si z = limx,,. Rezultd imediat ca daca (z,) C A C (X,7)siz, — @
atunci x € A (exercitiu !).
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Sa observam ca liminf, .~ f(z,) > f(x), daca f estei.s.c. in z i z, — =z,
unde pentru (\,) C R, liminf, o Ay := sup,,en infim>n Am-

Existenta solutiilor problemelor de optimizare este obtinuta, in mod obis-
nuit, utilizand urmatorul rezultat.

Teorema 1.1.17 (Weierstrass). Fie (X,7) un spatiu topologic compact gi
f: X — R o functie inferior semicontinud. Atunci existd T € X astfel incat
f(@) < f(x) pentru oricex € X. In plus, dacd f este proprie, f este mdrginitd
inferior si isi atinge minimul.

Demonstratie. Daca f nu-i proprie concluzia este evidenta. Fie deci f
proprie si A := inf{f(z) | z € X}. Daca existda T € X astfel ca f(z) = A
atunci A € R si concluzia are loc. Presupunem deci ci f(x) > A\ pentru
orice z € X. Atunci X = Uyo5D», unde Dy = {x € X | f(z) > A}

Deoarece f este i.s.c., D)y este deschisa pentru orice A €|\, 00[. Cum X este

compact, existd A, ..., A, €], 00| astfel ca X = U, D),. Putem presupune
cd A\ = min{\; | 1 <i <n}. Atunci X = D), si deci f(x) > A1 > X pentru
orice z, contrazicand alegerea lui A. |

1.2 Spatii metrice

Un exemplu important de spatiu topologic este acela de spatiu metric. In
aceasta sectiune, pe langa definitiile spatiului metric i cateva notiuni uzuale,
punem 1n evidenta cateva rezultate deosebit de importante.

Fie X # (); aplicatia d : X x X — IR se numeste metricd sau distantd daca
M1l) Vz,ye X : d(z,y) =0 & z=y,M2) Vz,ye X : d(z,y) = d(y, z),
M3) Vz,y,z€ X : d(z,z) <d(z,y) + d(y, z). Perechea (X,d) se numeste
spatiu metric. Definim B(x,¢) := {y € X | d(z,y) < €}, numita sferd deschisa
de centru x € X siraza e > 0, si U(x) := {B(z,e) | ¢ > 0}. Se verifica cu
usurinta ca {U(x) | x € X} satisface conditiile din Teorema 1.1.4 (exercitiu !).
Prin urmare exista o topologie unica 74 pe X astfel incat U(z) este sistem
fundamental de vecinatati pentru x, oricare ar fi x € X. De fiecare data cand
avem un spatiu metric (X, d), consideram pe X topologia 74 obtinutd mai
sus. Sa observam ca orice spatiu metric este separat (exercitiu !). Pentru un
element = € (X, d) exista mai multe sisteme fundamentale de vecinatati; pe
langa cel indicat mai sus iata inca doua exemple :

U (z) = {B(az, Hne JN*} . Us(z) = {D(z,e) | e > 0},

unde D(z,e) := {y € X | d(y,z) < €}. Prin urmare orice spatiu metric
satisface prima axioma a numarabilitatii. Remarcam ca B(z,¢) este multime
deschisa, iar D(z, ) este multime inchisa, pentru orice z € (X, d) si e > 0.
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Un exemplu deosebit de important de spatiu metric este R cu metrica
d(xz,y) = |z — y|, numita metrica uzuald; topologia determinatd de metrica
uzuala pe R este tocmai topologia uzuala descrisa in sectiunea precedenta. In
mod asemanitor, pe RF, k € IN*, consideriim metrica

d:RFx RF — R, d(x,y) = /(1 —y)? + -+ (0 — )%

topologia determinata de aceasta metrica o notam tot prin 7. In spatii metrice
mai avem si urmatoarea notiune. Sirul (z,) C (X, d) se numeste fundamental
sau Cauchy daca

Ve>0, dn. € N, Vn,m>n. : d(xp, xm) < €.

Observam ca daca sirul (x,) C (X,d) este convergent atunci (x,) este sir
fundamental. Reciproca nu este in general adevaratd. Reamintim ca un sir de
forma (xn, )ken, cu (ng) C IN sir strict crescator, se numeste subgir al girului
(zp). Are loc urmatorul rezultat.

Teorema 1.2.1 Fie (x,) C (X,d) sir fundamental. Daca (xy,) are un subgir
convergent la © € X atunci x, — x. |

Spatiul metric (X, d) se numeste complet daca orice sir fundamental este
convergent. Uneori este utila urmatoarea caracterizare a spatiilor metrice
complete.

Teorema 1.2.2 Fie (X,d) spatiu metric. Urmatoarele doud afirmatii sunt
echivalente:

(i) (X,d) este spatiu metric complet,
(ii) V(zn) C X astfel ca 3,>0d(Tn, Tny1) <00 : (1) este convergent.
Demonstratie. (i) = (ii) Fie (z,) C X un sir cu proprietatea ca seria

anod(mn,$n+1) este convergenta. Deoarece pentru n, m € IN, n < m, are
loc inegalitatea

d(:l,‘n, xm) S d(xny xn—i—l) + -+ d((Em_l, xm)v

utilizand Teorema lui Cauchy de caracterizare a convergentei unei serii, obti-
nem imediat ca sgirul (z,) este sir Cauchy, si deci este convergent.
(ii) = (i) Fie (zy) C X sir Cauchy. Atunci

Vke N, 3mi € N, Vn,me N, n,m > my : d(Tpn,Tm) <27k,
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Consideram ngy := myg, n1 := max{ng + 1,m1}, ..., ngpr1 = max{ng + 1,
Mg41}, - - -; este clar cd girul (ng) C IN este strict crescator si ng > my pentru
orice k € IN. Prin urmare d(xp,, Tn,,,) < 2% ceea ce implica faptul cd seria
> k>0d(Tny, s Ty, , ) este convergenta. Din ipoteza rezulta ca sirul (2, )y este
convergent, iar din teorema precedentd rezulta ca sirul (z,,) este convergent. I

Pentru a stabili o alta caracterizare utila a spatiilor metrice complete avem
nevoie de urmatoarea notiune. Fie A C (X, d); se numeste diametrul multimii
A elementul diam A := sup{d(z,y) | z,y € A} € R; avem ci diam A = diam A
(exercitiu !). Spunem ca A este marginita daca diam A < co. Observam ca A
este marginita daci si numai daca A este continuta intr-o sfera.

Teorema 1.2.3 (Cantor). Spatiul metric (X, d) este complet daca si numai
daca orice sir descrescator de multimi inchise si nevide din X, cu diametrul
tinzand la 0, are intersectia nevida.

Demonstratie. Presupunem pentru inceput ca (X, d) este spatiu metric
complet si fie (F,) C P(X) astfel ca pentru oricen € N, ) # F,,.1 C F, = F,
gi diam F,;, — 0. Pentru fiecare n € IN consideram z,, € F,,. Atunci pentru
n, m > p, Tn, Ty € Fp, si deci d(zp, xy,) < diam Fj,. Prin urmare (x,) este
sir fundamental. Deoarece (X, d) este complet, exista z € X astfel ca x, — =.
Cum z,, € F, pentru n > p si z, — z, rezultd ¢ = € F, = F, pentru orice
pe N, sideci x € (yen Fp # 0.

Demonstram implicatia inversa. Fie deci (z,,) C X un gir Cauchy; conside-
ram F,, := A, unde A,, := {z,, | m > n}. Este evident ci pentru orice n € IN,
§) # F,11 C F, = F, . Deoarece (1,,) este sir Cauchy, diam F},, = diam 4,, — 0.
Deci exista « € N,y Frn. Cum 2 € F,,, avem ca d(zy,, ) < diam F,, — 0, ceea
ce aratd ca x, — . |

Un rezultat interesant este urmatorul.

Teorema 1.2.4 (Baire). Fie (X,d) spatiu metric complet si (D,) un gir de
multimi deschise si dense din X. Atunci (),cn Dn este densa in X.

Demonstratie. A arata ca A := (),cn Dn este densa revine la a arata
cd DN A # 0 pentru orice D € 7\ {0}. Fie deci D multime deschisd si
nevida. Cum D; = X, existd 21 € D N Dy, si deci exista r; €]0, 1] astfel ca
D(wz1,71) € DN Dy. Cum Dy = X, avem ci existd xo € B(z1,71) N Do, si
deci exista ro €]0,1/2] astfel incat D(z2,7r2) C B(x1,71) N D2. Continuand
in acest mod, gasim sirurile (z,,) C X si (r,) C]0,00[, r,, — 0, astfel incat
D(zp41,mn+1) C B(xp, )N Dpyq pentru orice n > 1. Luand F,, := D(xy,, 1),
avem ca sirul (F),) este un gir descrescator de multimi inchise, nevide, cu
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diam F;, — 0. Din teorema lui Cantor rezulta existenta unui x € (), cpn Fn.
Cum F,, C D,, pentru oricen € N, z € (,ey Dn = Asix € F1 C D, ceea ce
aratd ca DN A # (. I

O consecinta a acestui rezultat, cu profunde implicatii in cele ce urmeaza,
este urmatoarea teorema.

Teorema 1.2.5 (Baire). Fie (X,d) spatiu metric complet si (F,) un sir de
multimi inchise din X. Daca X = U,en Fn atunci exista ng € IN astfel ca
int Fy,, # 0.

Demonstratie. Presupunem, prin reducere la absurd, c& int I, = () pentru
orice n. Atunci D,, := X \ F, este deschisi i D,, = X \ int F},, = X. Aplicind
teorema precedenta, obtinem c& N,cny Dn = X \ (Unen Fn) = 0 este densd in
X, absurd. |

Un alt rezultat, stabilit relativ recent, cu importante aplicatii, este “prin-
cipiul variational al lui Ekeland”.

Teorema 1.2.6 (Ekeland). Fie (X,d) spatiu metric complet si f : X — R
o functie proprie, inferior semicontinud $i mdrginitd inferior. Atunci pentru
orice xg € dom f gi e > 0 exista x. € X astfel ca

fze) < flzo) — ed(zo, c),

St
flze) < f(x)+ed(ze,z) Yoee X\ {z}.

Demonstratie. Fie g € dom f si € > 0 dati. Pentru fiecare x € X
consideram multimea F(z) := {y € X | f(y) + ed(z,y) < f(z)}. Avem ca
x € F(z) C dom f pentru orice z € dom f si F(z) = X pentru z € X \ dom f.
Mai observam ca pentruy € F(x), F(y) C F(x). Relatia este evidenta pentru
x ¢ dom f. Fie deci x € dom f, y € F(x) si z € F(y). Atunci

f(2) +ed(y,z) < f(y), fy)+ed(z,y) < f(z), d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

Inmultind ultima relatie cu e si apoi suméand cele trei relatii, rezultd ci
f(z) +ed(x, z) < f(x), adica z € F(z). Pentru fiecare x € X consideram

g(z) :==f{f(y) |y € F(x)} € R

(f fiind marginita inferior). Obtinem ca pentru = € dom f §i y € F(x), avem

ed(x,y) < f(x) — f(y) < f(x) — g(=). (1.7)
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Construim un sir (2,),>0 In modul urmator: exista z; € F(xg) astfel ca
f(x1) < g(xo) + 271 prin recurentd, avandu-l pe z,, existd z,.1 € F(zy)
astfel ca f(xni1) < g(zy) +27""1 Cum 2,11 € F(wy,), F(zni1) C F(zy), s
deci g(xp+1) > g(zp). Din (1.7) obtinem ca

ed(an, ant1) < fan) — g(@n) < flan) — g(wn—1) <27".

Prin urmare seria Y_,,~od(xn, Tn+1) este convergenta, si deci, utilizand Teo-
rema 1.2.2, existd z. € X astfel ca z, — z.. Cum z, € F(z,,) pentru
orice n > m, avem ca f(zp) < f(@m) — d(@m, ). Tinand seama de faptul
ca f este i.s.c. in xe, prin trecere la limita, obtinem ca z. € F(zy,), si deci
F(z.) C F(x,,) pentru orice m € N. In particular z. € F(zo), adici . satis-
face prima relatie din concluzie. Fie acum Z € F(x.); prin urmare & € F ()
pentru orice n. Din (1.7) avem ca

ed(n, ) < flan) = f(2) < fon) — g(2n) < flan) = g(wn1) <277,

si deci d(z.,z) = 0, adicad & = x.. Prin urmare F(z.) = {x.}, ceea ce arata ca
si a doua relatie din concluzia teoremei are loc. |

1.3 Teorema Hahn-Banach si teoreme de
separare algebrica

In acest paragraf X este un spatiu liniar real. Pentru simplificarea scrierii,
pentru z, y € X, vom folosi notatiile: [z,y] :== {(1 =Xz + Ay | A € [0,1]},
oyl = {1 = Na+ Ay | A € (0.0} Jaayl == {(1 = Nz + Ay | A €]0, 1]},
numite segment inchis, semiinchis respectiv deschis de extremitati x si y.
Daca ) #A, BC X, 2€ X, A€ Rsi 0 #T C R, atunci

A+B:={a+blacA beB}, T-A:={ya|vel, aec A},

iar x + A :={x} + A gi NA := {\} - A; consideram ca A+ 0 =0 si \) = 0.
Multimea nevida A C X se numeste conveza dacé [z,y] C A pentru orice
z,y € A; A este con daca [0,00[A C A; A este (varietate) afina daca
Ax + (1 — ANy € A pentru orice z,y € A, X € R; A este echilibrata daca
Ar € A pentru orice z € A, X € [—1,1]; A este simetricd daca A = —A.
Consideram ca multimea vida este convexa. Este usor de dovedit ca

Aeste afinda < da€ X, dXyC X subspatiu liniar : A=a+ Xg
& Va€eA(Ja€eA) : A—a este subspatiu liniar.
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Sa observam ca daca (A;)ier C P(X) este o familie de multimi afine (con-
vexe, echilibrate, conuri) atunci (;c; A; este afind (convexa, echilibrata, con)
(exercitiu !); folosim conventia ();cg A; = X. Avand in vedere cele de mai
sus putem introduce notiunile de infaguratoare afind, convexa, echilibrata si
conica a unei multimi. Astfel infasurdtoarea afind a multimii A C X este

aff A:={V|ACV CX, V afind},
infasuratoarea convexd este
conv A := ﬂ{C’ | AC C C X, C convexa},
infasuratoarea comica este
con A := ﬂ{C’ | AcCCcC X, C con},
iar infasuratoarea echilibrata este
ech A := ﬂ{E | AC E C X, E echilibrata}.
Desigur, infasuratoarea liniard a multimii A este
linA:= ﬂ{Y | ACY C X, Y subspatiu liniar}.
Se poate dovedi cu usurinta (exercitiu !) ca

aff A = {Zj=1)\7‘l‘l ne N*’ ()‘l) - Ra (xl) C A, Z::lAi = 1}7

convA = {ijl)\i:vi ne IN*, (\) C [0,00][, (z;) C A, ijl)‘i = 1},
conA = {Az|A>0, x€ A} =[0,00[- A,
echA = {dz|X e [-1,1], z € A} =[-1,1] - A

Un rezultat deosebit de interesant este formulat In teorema urmaéatoare.

Teorema 1.3.1 (Carathéodory). Fie X spaliu liniar de dimensiune n € IN*
st A C X o multime nevida. Atunci

n+1
conv A= { Z AT
i=1

n+1
(M)i<i<n+1 C [0,00, (zi)i<icnir C A, D A= 1} N
=1
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Punem in evidenta cateva proprietati ale infaguratorilor afina si convexa.
Pentru A, B C X multimi nevide, € X si A € R avem: 1) aff(A+ B) =
=aff A+ aff B; 2) aff(x + A) = z + aff A; 3) aff A = a + aff (A — A) pentru
oricea € A; 4) aff A =lin A daca 0 € A; 5) aff (A— A) = Uysg A(A— A) daca
A este convexa; 6) aff (A\A) = X -aff A; 7) conv (A + B) = conv A + conv B;
8) conv (AA) = A - conv A; 9) conv (con A) = con (conv A) (exercitiu !).

Fie M C X un subspatiu liniar i A C X o multime nevida; interiorul
algebric al multimii A relativ la M este

aint yyA:={ae X | Ve e M, 36 >0, VA€ [0,0] : a+ Az € A}

Este clar ca aint py A C A, iar dacd aint pp A # 0 atunci M C aff (A — A).
Distingem doua cazuri importante: 1) M = X; in acest caz notam aint 7 A
prin aint A si se numeste interiorul algebric al multimii A, 2) M = aff (A — A);
in acest caz aint p; A se noteaza raint A gi se numeste interiorul algebric relativ
al multimii A. Prin urmare a € aint A dacd si numai daca aff A = X si
a € raint A (exercitiu !).
In cazul in care multimea A este convexii avem (exercitiu !):

a€aintA & VrzelX,IAN>0:a+ xeA,
acraintA & VzeA IAN>0: (1+Na— A xe A

Daca X, Y sunt spatii liniare reale, prin L(X,Y’) notam spatiul liniar real
al operatorilor liniari de la X la Y. Cazul in care Y = IR ocupa un loc aparte.
Spatiul L(X, R) il notam prin X’ si se numeste dualul algebric al lui X; un
element din X’ se numeste functionald liniard.

In analiza functionala urmatoarele tipuri de functii sunt foarte importante.
Aplicatia p : X — R este subliniard daca 1) p(x+y) < p(z)+p(y) Yz, y € X
si 2) p(Ax) = A\p(z) Vo e X, VA € [0,00[; p este seminorma daca satisface
conditiile 1) si 2°) p(Az) = [AJp(x) Vz € X, VA € R. Functiap: X — R
este norma daca satisface 1), 2°) si 3) p(z) =0 = =z = 0; in acest caz, in
mod obisnuit, p(z) se noteaza prin ||z|| si se numeste norma lui x.

Observam ca daca p este seminorma atunci p(x) > 0 pentru orice x € X.
Intr-adevir, in acest caz avem 0 < p(0) = p(z+(—z)) < p(z)+p(—z) = 2p(x).

Daca p1, . . ., pp sunt functionale subliniare (seminorme) atunci p;+- - -+p,
si max{pi,...,pn} sunt de asemenea functionale subliniare (seminorme).

Un exemplu important de aplicatie subliniara este dat in continuare. Fie
A C X absorbantd, adica 0 € aint A; aplicatia

pa:X — R, pa(z):=inf{A\>0|z € \A}

se numegte functionala Minkowski asociatd multimii A.
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Teorema 1.3.2 Fie A C X o multime convexd gi absorbanta. Atuncipa este
subliniara si

aint A={zx € X |pa(zx) <1} CA C {z € X |pa(z) <1}
In plus, daca A este simetricd, pa este seminormd.

Demonstratie. Fie A(z) := {\ > 0 | = € AA} pentru fiecare z € X.
Deoarece A este absorbantd, A(z) # () pentru orice x € X gi A(0) = [0, oo, iar
pentru cad A este convexa, A(x) este un interval nemarginit la dreapta. Intr-
adevar, pentru x # 0, A € A(x) si > A avem ca A > 0, %x € A, % €10,1] si
deci %x = ﬁ-%x—i—(l—%)ﬂ € A, adica p € A(z). Este clar ca pa(z) = inf A(z).
Cum A(tz) = tA(x) pentru t > 0 si z € X, avem ca pa(tx) = tpa(z) pentru
t > 0, egalitatea fiind evidenta pentru ¢ = 0.

Fie acum z, y € X astfel ca 0 < pa(x) < A, 0 < pa(y) < p. Avem ca
A€ Ax), pe Ay), sideci z+y € NMA+ pA = (A + p)A. Prin urmare
pa(z+y) <A+ p. Luand A =pa(x) + 1/n si p = pa(y) + 1/n, apoi, trecand
la limita, obtinem ca pa(z + y) < pa(x) + pa(y), si deci py este subliniara.
Este evident ca

{reX|palx) <1} CAC {ze X |pa(x) <1}

Fie pa(a) < 1; ardtdm ca a € aint A. Fie x € X; pentru A := i;gﬁgzg>0
avem
pa()
Ala + Ax) < pala) + Apa(x) =pala) + (1 —pala)) ———— < 1.
paa-+Aa) < pala) + Apale) = pala) + (1 = pal@) AT

Deci a + Az € A, de unde rezulta ca a € aint A.
Fie a € aint A; pentru x = a exista A > 0 astfel ca a + Aa = (1 + \)a € A,
si deci pa(a) < (14 A)~! < 1. Prin urmare aint A = {x € X | pa(z) < 1}.
Daca A este simetrica este evident ca A(z) = A(—x) pentru orice x; rezulta
ca p4 este seminorma. i

In conditiile Teoremei 1.3.2 avem ci [0,2[C aint A pentru orice 2 € A.
Cum a € aint A < A — a este absorbanta, dacd A este convexa atunci
aint A este convexa si [a, z[ C aint A pentru orice a € aint A gi € A. Acelasi
rezultat este valabil gi pentru interiorul algebric relativ, adica, daca A este
convexa atunci raint A este convexa si [a, z[ C raint A pentru orice a € raint A
size A

Interiorul algebric mai are si urmatoarele proprietati. Fie A, B C X mul-
timi nevide, z € X si A € R\ {0}; atunci: 1) raint (z + A) = 2 + raint A;
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2) raint (AA) = X -raint A; 3) A+ aint B C aint (A + B); 4) daca aint B = B,
A+ aint B = aint (A + B); 5) raint A +raint B C raint (A + B); 6) daca A, B
sunt convexe, raint A # () si raint B # (), raint (A + B) = raint A + raint B;
7) raint A # () dacd dim X < oo si A este convexa.

Un rezultat fundamental al analizei functionale este teorema Hahn-Banach.

Teorema 1.3.3 (Hahn-Banach). Fie X spatiu liniar real, Xo un subspatiu
liniar ol lwi X, p : X — R o functionald subliniard si @9 : Xo — R o
functionala liniara. Dacd @o(x) < p(x) pentru orice x € Xo atunci existd
¢ : X — R o functionald liniara astfel ca ¢|x, = po si () < p(x) pentru
orice x € X.

Demonstratie. Facem demonstratia in doua etape: a) g se prelungeste la
X0+ Rz, unde z € X \ Xy, prin pastrarea majorarii cu p si b) aplicand lema
lui Zorn, g se prelungeste la intreg spatiul X prin pastrarea majorarii cu p.

a) Fie z ¢ X si X1 := Xo + Rz. Fiecare y € X se scrie in mod unic sub
formay=u+ Ax cuu € Xg, A € R.

Fie u, v € Xg, A, > 0. Avem ca

Apo(v) + ppo(u) = @o(Av 4 pu) < p(Av + pu)
< p(Av — Auz) + p(pu + pAz)
< Ap(v — px) + pp(u + Ax).

Deci

[po(v) = p(v — pa)]/p < [p(u+ Az) = @o(w)]/A VA, >0, YVu, v € Xo,
ceea ce arata ca exista a € R astfel ca
[pov) — p(v — ua)] /1 < o < [plu+ Ax) — po(w)]/A VA, 1> 0, Vu, v € Xo.

Consideram
p1: X1 =R, ©1(y) = po(u) + Ao,

unde y = u+Az, u € Xo, A € R. Este evident ca ¢; este liniara si ¢1|x, = ¢o.
In plus, daca A > 0 atunci

p1(u+ Az) = @o(u) + Ao < @o(u) + A~ [p(u + Ar) — po(u)]/A = p(u + Ax),
iar daca A < 0 atunci (luand = —A >0 i v = u)

p1(u+ Az) = po(u) + Aa < @o(u) + A - [po(v) — p(v — px)]/p = p(u + Az).
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Deci ¢1(y) < p(y) pentru orice y € Xj.
b) Fie

F = {(p,Y)| XoCY CX, Y=IlinY, p:Y — R liniara,
¢lx, = wo, ¢(y) <ply) YyeY}.

Pentru (¢,Y), (¢, Z) € F spunem ca (¢,Y) <X (¢, Z) dacaY C Z si ¢|y = .
Este evident ca (F, <) este o multime ordonata. Fie L = {(y;,Y;) |i € [} C F
un lant (I # (). Consideram Y := J;c; Yisi 1 Y — R, ¢(y) := ¢i(y) pentru
y € Y;. Rezulta usor ca Y este spatiu liniar (deoarece L este lant) si ¢ este bine
definit si liniard. In plus oly, = @i st ¢(y) < p(y) pentru orice y € Y. Prin
urmare (p,Y) € Fsi (¢;,Y;) < (¢,Y) pentru orice i € I. Am obtinut astfel ca
L este majorat in F. Din lemma lui Zorn rezulta ca F are elemente maximale.
Fie (¢,Y) un element maximal al lui F. Presupunem ca Y # X; atunci exista
x € X \'Y. Din etapa a), aplicata pentru ¢, Y si x, obtinem o functionala
liniarda ¥ : Z := Y + Rx — R astfel ca |y = ¢ s ¥(z) < p(z) pentru
orice z € Z. Deoarece (¢,Y) € F, 1|x, = ¢o, §i deci (¢, Z) € F. In plus
(p,Y) = (¢, 2); (¢,Y) fiind element maximal in F, avem ca (¢,Y) = (¢, Z).
Prin urmare obtinem contradictia z € Z = Y. Rezulta cd X =Y, ceea ce
arata ca o este functionala cautata. |

O consecintd importanta a teoremei Hahn-Banach este urmatoarea teo-
rema de separare.

Teorema 1.3.4 (separare algebricd). Fie A C X o multime convexd cu
raint A # () i g € X \raint A. Atunci exista o functionald liniard ¢ : X — R,
neconstanta pe AU {xo}, astfel incat

o(r) < p(xg) Vze A (1.8)

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea putem presupune ca 0 este
in raint A (in caz contrar se face o translatie).

Pentru inceput consideram cazul in care aff A = X (= lin A). In aceasti
situatie A este convexa gi absorbanti. Din Teorema 1.3.2 rezulta ca functionala
Minkowski p4 este subliniara; in plus, cum xy ¢ aint A = raint A, pa(zg) > 1.
Consideram ¢g : Rzg — R, @o(Azg) := Apa(zo). Este evident ca ¢p este
liniara pe Xy := Rz si po(r) < pa(z) pentru orice x € Xy. Aplicand
teorema Hahn-Banach obtinem o functionala liniard ¢ : X — IR astfel incat
o(z0) = pa(zo) i o(x) < pa(z) pentru orice z € X. In particular, pentru
r € A avem

(z) <palz) <1< pa(zo) = ¢(x0).
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Este evident ca ¢ nu-i constanta pe AU {zo} (p(0) =0, p(z9) > 1).

Fie acum aff A # X. Desprindem doua subcazuri: a) xp € aff A =: X i
b) 2o ¢ Xo. In cazul a) obtinem, ca mai sus, inlocuind X cu Xp, o functional
liniard o : Xo — R, neconstanta pe A U {xo}, astfel incat ¢o(z) < po(xo)
pentru orice x € A. Luand o prelungire liniara ¢ a lui ¢ la intreg spatiul
se obtine functionala dorita. In cazul b) consideram X; := Xy + Rxg si
01 : X1 — R, ¢1(z + Axg) :== X pentru z € Xp, A € R. Atunci ¢i(x) =0
pentru x € A si p1(xg) = 1. Luand o prelungire liniard a lui ¢ la intreg
spatiul se obtine functionala cautata. |

Conditia (1.8) de separare poate fi exprimatd gi intr-un alt mod. Fie
¢ € X'\ {0} si @ € R. Consideram multimile

Heo:={z € X | o) =a}, H;a ={z e X |p) <a}

si

HZ,={z € X |p(x) <a},
numite respectiv hiperplan, semispatiu deschis si semispatiu inchis. In mod
analog se definesc HZ, (= H<, _,) st HZ, (= Hip’_a). Toate aceste multimi
sunt convexe, nevide si aint H3,, = Hy .

Teorema 1.3.4 afirma ca exista ¢ € X'\ {0} si « € R astfel ca A C H&a
sizg € Hpp (sau xg € H%a); in aceasta situatie spunem ca H,, separa A
si zg. In cazul in care xg € A si Hy o separa A si xg spunem ca H, , este
hiperplan suport sau de sprijin pentru A in xg; xg se numeste punct suport sau
de sprijin, iar ¢ se numeste functionald suport sau de sprijin. Prin urmare
¢ € X'\ {0} este functionald suport daca ¢ isi atinge supremul pe A. In
general, H, o, ¢ # 0, este hiperplan de sprijin pentru A daca A C H&a (sau
ACHZ,) st ANHyq #0.

In practica apare, in mod obisnuit, problema separarii a doua multimi. In
acest sens are loc urmatorul rezultat.

Teorema 1.3.5 Fie A, B C X doud multimi convere $i nevide. Presupu-
nem cd a) aint A # () i BNaint A = () sau b) raint A # (), raint B # ()
gt raint A N raint B = (). Atunci exista ¢ € X', ¢ neconstantd pe AU B, si
a € R astfel ca

() < a < ply) VeeA VyeB (& supp(d) <infe(B)). (1.9)

Demonstratie. a) Fie C := aint A — B; C este convexa, aint C = C # () si
0 ¢ aint C. Din teorema precedenta rezulta ca exista ¢ € X', ¢ neconstanta
pe C'U {0}, si deci pe AU B, astfel ca

p(x) < ¢(0) = 0 VzeaintA — B.
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Prin urmare ¢(z) < ¢(y) pentru x € aint A, y € B, si deci exista a € R astfel
incat

o) < a < p(y) VzecaintA, Yye B.
Fie a € aint A fixat. Dupa cum am observat imediat dupa Teorema 1.3.2,

pentru orice x € A avem ca [a,z[C aint A. Din inegalitatea de mai sus
obtinem ca

eAa+ (1—=XNz) = dpla) +(1—=Np(z) < a Vze A VAe]0,1].

Facand A — 0, obtinem ca ¢ satisface concluzia teoremei.

b) Consideram C := A — B; atunci raint C = raint A — raint B # () si
0 ¢ raint C. Aplicand teorema precedentd, ca in cazul a), obtinem existenta
lui ¢ satisfacand conditiile cerute. I

S& observam ca in cazul a) din teorema de mai sus conditia cd ¢ nu-i
constanta pe A U B este echivalenta cu conditia ca ¢ este nenula.

Teorema 1.3.5 afirmi ci existd ¢ € X'\ {0} si @ € R astfel ca A C H3, si
B C Hg,a. In aceasti situatie spunem ca hiperplanul H, , separa multimile
A si B; separarea este chiar proprie deoarece ANHy , # 0 sau BN H , # 0.

Dupa cum se sgtie, multimea ker p := {z € X | p(x) = 0}, unde p € X', se
numeste nucleul lui ; este evident ca ker ¢ = H, o. Rezultatul urmator, foarte
util in cele ce urmeaza, se intalneste sub denumirea de “teorema nucleelor”.

Teorema 1.3.6 (a nucleelor). Fie o, 1,...,¢0n € X'. Atunci

ﬂizlkergpi Ckerp & dA,....,\€R : @:Zizl)\i%_

Demonstratie. Suficienta este evidenta. Demonstratia necesitatii o facem
prin inductie dupa n > 1. Propozitia P(n) afirma ca pentru orice spatiu liniar
Y si pentru orice functionale liniare 1,1, ...,%, € Y’

ﬂjzlkerwi C kery = Jpi,...,un €R : w:ijluiwi.

P(1) este adevarata. Intr-adevir, fie ¢, ¥; € Y/, kery; C kere. Daci
kert =Y atunci ¢ = 0 = 0-1;. Presupunem deci ca ker # Y; atunci exista
Yo € Y cu ¥(yg) # 0. Din ipoteza avem ca 11 (yo) # 0. Fie y € Y; avem ca

U= a0 € kertn C kerd, si deci (y) = Pk (). Ludnd = F005,
avem ca ¥ = 1.

P(n) = P(n+ 1) Presupunem ca propozitia P(n) este adevarata (n > 1
fixat) si fie ¥, ¢1,...,¥n,Ynt1 € Y astfel ca N, kery; C kerty. Con-

sideram Yy = ker i1, ¥ = ily,, 1 < i < n, si ¥° = 9|y,. Este

1
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clar ca 99 ¢0, ... ¢ € YJ i N kery! C kery® (keryp® = keryp N Yp!).
Aplicaind P(n) pentru 4% 49, ... 40 si Yy, existd p1,...,un € R astfel ca
PO = S0 ud. Fie x = ¢ — Y0 i € Y. Observam ci ker,.1 =
Yy C kerx. Din prima parte (n = 1) rezultd ca existd up,+1 € R astfel
ca X = Hp+1¥nt1 §i deci ¢ = Z"Huz@b, Deci P(n + 1) este adevarata.
Demonstratia este terminata. |

In Capitolul 3 va apare frecvent conditia ca un operator liniar sa fie sur-
jectiv. Ca aplicatie a teoremei precedente dam o caracterizare a operatorilor
liniari si surjectivi cu valori in spatii finit dimensionale.

Teorema 1.3.7 Fie ©1,...,0, € X', si operatorul T : X — IR"™ definit prin
Tz := (p1(x),...,pn(x)). Operatorul T este surjectiv daca si numai dacd
familia (@;)1<i<n este liniar independenta.

Demonstratie. Reamintim ca (p;)i1<i<n este familie liniar independenta
daca

VA, .. M ER - Mip1+--+Apn=0 = A\ =---=X, =0.

Sa presupunem pentru inceput ca 1" este surjectiv si fie A\1,..., A, € R astfel
ca M1 + -+ Apn = 0. Cum T este surjectiv, exista £ € X astfel ca
vi(Z) = A\ pentru 1 < i < n. Avem astfel ca

sideci \y =--- =\, =0, adica (¢;)1<i<n este liniar independenta. Dovedim
implicatia inversa prin inductie dupd n. Prin ipoteza, (¢;)i<i<n este liniar
independenta. Consideram y = (y1,...,y,) € R". Fie n = 1; rezulta imediat

ca 1 # 0, si deci exista T € X astfel ca ¢1(z) # 0. Considerand x := -2,

1(Z
avem ca ¢1(x) = y1, si deci Tx = y. Prin urmare 7' este surjectiv in acfes(t )caz.
Presupunem ca afirmatia este adevarata pentru n—1 (n > 2) si sa aratam

ca este adevarata si pentru n. Deoarece (p;)1<i<n este liniar independenta,
familia (gpl)1<l<n 1 este si ea liniar 1ndependenta Din ipoteza inductiva avem
ci operatorul T : X — R™ ', definit prin Tz := (p1(x),...,pn-1(x)), este
surjectiv. Deci exista T € X astfel ca ;(Z) = y; pentru 1 < i < n — 1.
Deoarece (¢;)1<i<n este liniar independenta, din teorema precedenta avem ca

ﬂf‘z_ll ker p; ¢ ker ¢,,. Deci exista T € ﬂ?z_ll ker ; astfel ca & ¢ ker ¢,,. Luand

A= (yn - Spn(i'))/gpn(j)a T =T+ AT,

avem ci @;(z) = y; pentru 1 < i < n, adicd Tx = y. Deci T este surjectiv. |
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1.4 Spatii local convexe

In acest paragraf X este un spatiu liniar real iar P este o familie nevida de
seminorme pe X.
Pentru x € X, p1,...,pn € P (n € IN*) gi € > 0 definim

V(z;p1y...spnse) i ={ye X |pily—z) <e Vi, 1 <i<n}.
Este evident ca
V(z;p1y...ypnse) =x+V(0;p1,...,pn;€). (1.10)
Pentru fiecare element x € X consideram familia de mul{imi
U(x) :={V(z;p1,...,pn;e) | n € N*, p1,...,pp € P, e >0}.
Are loc urmatorul rezultat.

Teorema 1.4.1 Existd o topologie unica T = p pe X astfel ca U(x) sa fie sis-
tem fundamental de vecindtati pentru x, oricare ar fix € X. In plus aplicatiile
(z,y) — x4y st (\,z) — Az sunt continue de la (X x X, T X T), respectiv
(Rx X,79 x71), in(X,T).

Demonstratie. Familia {U(z) | x € X} satisface conditiile VF1)-VF3) ale
Teoremei 1.1.4. Acest fapt rezulté, respectiv, din urmaétoarele relatii:

YS V(SU;pl,...,pn;E),
V(z;p1, ..., Ppntmimin{er, ea})
- V($§p17 cee ’pn;gl) N V(x;anrl? -y Pntm; 62)a
V(yip1s--pnid) C V(xipy,...,pnse),
unde y € V(x;p1,...,pn;€) 10 :=ec —max{p;(y —z) | 1 <1i < n}; desigur, in
relatiile de mai sus n, m € IN*, ¢, g1, €3 €]0,00[ si p1,. .., Pntm € P.
Utilizand teorema mai sus mentionata, exista o unica topologie 7 = 7p pe

X cu proprietatea ca U(x) este sistem fundamental de vecinatati ale lui z
pentru fiecare x € X. Continuitatea aplicatiei

(X xX,7x7)3(z,y)—z+ye (X,7)
este o consecinta imediata a relatiei

V(x;plv o 7pn7€/2> + V(y7p17 cee ;pn7€/2) = V(x +?J;p17 cee 7pn;€>7
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iar continuitatea aplicatiei (R x X, 79 X 7) 2 (A, z) — Az € (X, 7) rezulta ugor
din relatia

IAN=8,A+0[-V(x;p1,...,0n;0) CV(Ax;p1,...,0n5€),

unde 0 := min{1,e/(1 + |A| + max{p;(x) | 1 <i < n})}; desigur, € > 0. I

Sa observam ca putem inlocui familia P de seminorme cu

’P/ = {max{ph...,pn} ’ n e N*v P1,---,Pn € P}7

fari ca familia U(z) (z € X) s& se schimbe. In plus P’ are proprietatea ci
pentru orice pi, po € P’ exista p3 € P’ astfel ca p; < p3, p2 < p3, adicad P’
este dirijata . Astfel V € V(x) daca si numai daca exista p’ € P’ sie > 0 astfel
ca V(z;p';e) C V. Avand in vedere aceastd discutie, in cele ce urmeazi vom
presupune (in general) ca familia de seminorme P este dirijata (in caz contrar
poate fi inlocuita cu o familie dirijata care sa induca aceeasi topologie).

Consecinta 1.4.1 Consideram a € X, A € R\ {0} si aplicatiile
To, Ox: (X,7p) = (X,7p), Ta(x)=a+z, Ox(z)= Az.
Atunci T, si Oy sunt homeomorfisme. I

O topologie 7 pe spatiul liniar X se numeste liniard daca aplicatiile
(z,y) — z+y si (A\,x) — Az definite In teorema precedenta sunt continue.
O topologie liniara pe X fatd de care originea (si deci fiecare punct din X)
are un sistem fundamental de vecinatati convexe se numeste local convexd, iar
spatiul X se numeste local conver. Teorema 1.4.1 ne arata ca daca P este o
familie de seminorme pe X atunci X este un spatiu local convex, notat (X, P).
De fiecare data cand avem un spatiu local convex (X, P), consideram pe X
topologia 7p data de Teorema 1.4.1.

Relatia (1.10) arata ca topologia 7p este perfect determinata de familia
U :=U(0). Aceasta clasa de multimi are proprietatile :

LC1) VU €U : U este convexa, absorbanta si echilibrata,
ch) YU, Uyel, dUs el : Us C Uy NUs,
LC3) VUelU,IVeld : V+V CU.

Proprietatile LC2) si LC3) le are si familia V := V(0), dar nu si proprietatea
LC1), insa orice multime din V este absorbanta.

Se poate dovedi ca daca o familie nevida U de parti ale unui spatiu liniar
real are proprietatile LC1)-LC3) de mai sus atunci exista o familie de semi-
norme P pe X astfel ca U sa fie sistem fundamental de vecinatati ale lui 0
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fatd de topologia 7p. De fapt P = {py | U € U}, unde py este functionala
Minkowski asociatd multimii U [din LC2) avem c& aceasta familie de semi-
norme este dirijata !].

In spatii local convexe are loc o formuld simpld pentru aderenta unei
multimi.

Teorema 1.4.2 Fie A C (X, P) si Uy un sistem fundamental de vecindtati
ale lui 0. Atunci

A= () (A+U). (1.11)
Uecly

Demonstratie. Este clar ca formula (1.11) are loc pentru A = (. Fie
deci A # (). Demonstram mai intai formula pentru Uy = V), sistemul tuturor
vecinatatilor lui 0. Fiexz € Asi V € V. Atunci —V € V, si deci x —V € V(x).
Prin urmare AN (z —V) # 0 (& z€ A+ V). Deci z € Nyep(A+ V).

Invers, daca = apartine acestei multimi si U € V(x), atunci V := x—U € V.
Rezulta caz € A+V (& (z—V)NA#0), adica UN A # (). Prin urmare
r €A

In cazul general, deoarece Uy C V, Nyep(A+V) C Nvew,(A+V). Insi
pentru orice V' € V exista U € Uy astfel ca U C V, ceea ce arata ca are loc si
incluziunea inversa. I

Multimile convexe dintr-un spatiu local convex au proprietati deosebite si
din punct de vedere topologic.

Teorema 1.4.3 Fie C C (X, P) (P dirijata) o multime convexd si nevidd.

(i) C este multime convexd;

(ii) dacd a € intC si x € C atunci [a,x[C int C;
(iii) int C este mulfime convexd;

(iv) dacd int C # 0 atunci int C = C si int C = int C;
(v) dacd int C # () atunci aint C = int C.

Demonstratie. (i) Luam Uy = U in formula (1.11). Cum suma a doua
multimi convexe este convexa, obtinem ca C este convexa.

(i) Fiea € int C, x € C si A €]0,1[; ardtam cd ay := (1—N)a+ Az € int C.
Exista e > 0 i p € P astfel ca V(a;p;e) C C. Luam 0 := %6 > 0. Deoarece
r € C, exista ' € CNV(z;p;8). Avem ca V' :=V(a\;p; (1 — Ne) C C, unde
ay := (1 — A)a+ A2/, Intr-adevér, daca y € V' atunci

y=ay+(1-Nu=(1-X(a+u)+ I
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cu p(u) < e; deci a+u € V C C. Deoarece C este convexa avem ca y € C.
Insa
plax — d}) = Ap(z — 2') < A6 = (1 — N,

si deci
V(ax;p; (1= Xe —plax —a))) C V(ay;p; (1= Ne)=V'cC.

Deci a, € int C.

(iii) Fie a, b € int C. Cum b € C, din (ii) rezultd ci [a,b[ C int C, si deci
[a,b] C int C. Prin urmare int C' este multime convexa.

(iv) Fie ag € int C fixat. Din proprietatile aderentei si interiorului avem ca
intC' C CsiintC CintC. Fie z € C. Din (ii) avem ¢ 2ag+ (1 — 1)z € int C
pentru orice n € IN*. Trecand la limita obtinem ca z € int C'; deci avem si
C cintC. Fie z € int C. Datorit& continuitétii aplicatiei

x:R—X, x(A):=(0-MNao+ Az,

in 1, cum x(1) € int C, existd Ao > 1 astfel x(\g) =: xp € C. Prin urmare,
din (ii) avem ca xz = (1 — /\io)ao + %O:UO € int C. Avem astfel ca int C' C int C,
ceea ce completeaza demonstratia.

(v) Cum orice vecinatate a originii intr-un spatiu local convex este ab-
sorbantd, avem Intotdeauna ca int A C aint A. Fie deci ag € intC' (# 0!).
Fara a restrange generalitatea putem presupune ca ag = 0 (inlocuim eventual
C cu C — ap). Fie z € aint C; din Teorema 1.3.2 avem ca pc(x) < 1. Prin
urmare exista Ag > 1 astfel ca pc(Aox) < 1, adica zg := Aoz € C. Atunci, din
(ii), z = /\ioaro € [0,zo[ C int C. Demonstratia este completa. I

Urmatorul rezultat se refera la continuitatea functionalelor subliniare.

Teorema 1.4.4 Fie (X, P) spatiu local convex, cu P dirijata, si f : X — R
o functionald subliniarda. Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) f este continud;
(ii) f este continua in origine;
(iii) IN>0 : {z € X | f(x) < A} este vecindtate a originii;
(iv) 3M >0, 3peP, Ve e X : f(z) <M p(x);
(v) 3M >0, 3pe P, Va,ye X : [f(z)— f(y)| < M p(z —y).

Demonstratie. Este evident ca (i) = (ii) = (iii) si (v) = (i).
(iii) = (iv) Fie A > O cu {z | f(x) < A} € V(0). Atunciexistae >0, p € P
astfel ca V(0;p;e) C {z | f(z) < A}. Fie z € X astfel ca p(z) > 0. Atunci
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P (ﬁ(mm) =¢/2 <, sideci f (%x) = %f@) < A. Luand M := 2)\/¢,
obtinem ca f(z) < M - p(x). Daca p(x) = 0, atunci p(tz) = 0 pentru orice
t > 0, de unde rezulta ca f(x) < 0= M - p(x).

(iv) = (v) Avem cd f(z) = flx —y +y) < fl@—y) + f(y), si deci
fl@) = fly) < flx —y) < M -p(x —y). Schimband z cu y, obtinem ca
|f(x) — f(y)| < M - p(x — y) pentru orice z, y € X. I

Printre altele, acest rezultat ne arata ca o functionala subliniara este con-
tinua daca si numai daca este lipschitziana (conditia (v) ), si toate seminormele
din P sunt continue in raport cu topologia 7p.

Consecinta 1.4.2 Fie U C (X, P) o vecindtate convexd a originii. Atunci
functionala Minkowski py asociatd vecinatatii U este continud si

intU ={z e X |py(x) <1}, U={ze X |py(z) <1} (1.12)

Demonstratie. Sa observam mai intai ca 0 € intU C aint U, si deci, din
Teorema 1.3.2 si Teorema 1.4.3, avem ca intU = {z € X | py(z) < 1}. Tot
din Teorema 1.3.2 obtinem ca U C {x € X | py(z) < 1}. Chiar aceasta
relatie, impreuna cu teorema precedenta, ne asigura ca py este continua, si
deci U C {z € X | py(x) < 1}. Pentru a dovedi incluziunea inversa fie

x € X, py(x) < 1. Atunci py (niﬂx) < 1gideci ;752 € intU C U pentru

orice n € IN. Trecand la limit#, obtinem ci z € U. |

Pe un spatiu liniar X putem sa avem mai multe topologii local convexe.
Se pune problema, de multe ori, de a compara acele topologii. O consecinta a
teoremei precedente este gi urmatorul rezultat.

Teorema 1.4.5 Fie P gi Q doud familii nevide si dirijate de seminorme pe
X. Atunci

To=3Tp & VqeQ, AM >0, dpeP : q< M -p,
adica orice seminorma din Q este Tp—continud.

Demonstratie. Conform Teoremei 1.1.1, tinand seama si de faptul ca intr-o
topologie liniara V(z) = {x +V | V € V(0)}, avem ca

To 3 Tp < Vol(z) C Vp(x) Ve e X < Vgo(0) C Vp(0).

Concluzia rezulta imediat utilizand teorema precedenta. |

Are loc urmatoarea teoremé de caracterizare a continuitatii unui operator
liniar.



1.4 Spatii local convexe 29

Teorema 1.4.6 Fie (X,P), (Y,Q), cu P si Q dirijate, doua spatii local con-
vere $i T € L(X,Y). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) T este continuu;
(ii) T este continuu in origine;
(iii) Vqe Q : qoT este continuu;
(iv) Vqe Q, dpeP, M >0 : goT < M -p;
(v) VqeQ, d3peP, IM >0, Vz,ye X :

19(T(x)) — qg(T(y))| < M - p(x —y).

Demonstratie. Este evident ca (i) = (ii), iar (ii) = (iii) deoarece ¢ este
To—continua gi 1" este continuu in origine.

Echivalenta conditiilor (iii), (iv) si (v) rezulta din Teorema 1.4.4.

(v) = (i) Fie z € X fixat i V € V(Tx). Atunci exista ¢ € @, ¢ > 0
astfel ca V(Tx;q;e) C V. Prin ipoteza, exista M > 0, p € P astfel ca
lg(T(y)) — q(T(x))| < M - p(y — x) pentru orice y € X. Obtinem astfel c&
T(V(x;p;e/M)) C V(Tx;q;e) C V, si deci T este continuu in z. I

Spatiul liniar al operatorilor liniari si continui de la (X,P) la (Y, Q) il
notam prin £(X,Y). Daca T : (X,P) — (Y, Q) este operator liniar, bijectiv,
continuu i 77! este continuu, spunem ca T este un izomorfism (de spatii local
conveze), iar spatiile (X, P) si (Y, Q) sunt izomorfe.

Desigur, (R¥, 1), k € IN*, este un spatiu local convex, topologia 7y fiind

generatd de norma || || : R* — R, ||z| := (/2% +--- 4+ 2}. Un spatiu local

convex (X, P) pentru care familia P contine o singura norma se numeste spatiu
normat. Aceasta clasa de spatii este studiatd in Sectiunea 1.8.

Este usor de demonstrat (exercitiu !) ci dacd T : R¥ — (X, P) este
operator liniar atunci T este continuu. Teorema 1.4.9 ne va da informatii mai
precise intr-un caz particular.

Dualul (topologic) al spatiului local convex (X, P), notat (X, P)* sau X*,
este spatiul £(X, R).

Daca X si Y sunt spatii local convexe, iar T € L(X,Y), pentru fiecare
Y € Y* avem cit 1) o T € X*. In acest mod obtinem operatorul

T:Y"—= X* T'%:=oT.

Se constata cu usurinta ca 1™ este operator liniar, numit adjunctul lui T'.
In teorema urmatoare punem in evidenta mai multe caracterizari pentru
continuitatea unei functionale liniare.
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Teorema 1.4.7 Fie (X, P) un spatiu local convex si p € X'\ {0}. Urma-toa-
rele afirmatii sunt echivalente:

(i) ¢ este continuad;
(ii) ¢ este continud in origine;

(iii) IM >0, Ip1,...,pp € P, YV € X

o(r) < M -max{pi(x),...,pn(z)};
(iv) Hi)\ are interior nevid pentru un (orice) A € R;
(v) kerp este multime inchisa.

Demonstratie. Sa observam ca (i) < (ii) < (iii) < (iv) din Teorema 1.4.4.

(i) = (v) deoarece ker ¢ = = 1({0}).

(v) = (iv) Presupunem deci ca ker ¢ este multime inchisa. Sa aratam ca
HEO are interior nevid. Fie deci Z € X, ¢(Z) < 0; desigur, & ¢ ker . Cum
ker ¢ este multime inchisa, existd o vecinatate echilibrata U a lui 0 astfel ca
(4 U)Nkerp = (). S& presupunem ca existd @ € U astfel ca ¢(z + @) > 0.
Atunci exista A €]0, 1] astfel incat ¢(Z+ Aii) = 0. Deoarece U este echilibrati,
rezulti ¢&  + M € (Z + U) Nker g, absurd. Deci 4+ U C Hs C Hio, ceea
ce aratd ci T € int Hio # 0. |

Unicitatea limitei intr-un spatiu topologic este asigurata, dupa cum am
remarcat deja, de faptul ca acesta este separat. In acest sens avem

Teorema 1.4.8 Fie (X,P) spatiu local convex, cu P dirijata. Urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) (X,7p) este separat;
(ii) Vee X\ {0}, 3peP : p(x) >0, adica P este suficienta;
(i) N{V |V e V(0)} = {0}, adica {0} este multime inchisa.

Demonstratie. (1) = (iii) Este evident ca 0 € ({V | V € V(0)}. Fie
x € X \ {0}; din definitia separarii Hausdorff, exista U € V(z) si V € V(0)
astfel ca UNV = (). Prin urmare xz ¢ V, ceea ce arata cax ¢ N{V |V € V(0)}.
Deci ({V | V € V(0)} = {0}.

(iii) = (ii) Fie z € X \ {0}, adici 2 ¢ {0} = {0}; prin urmare exista
V € V(0) astfel ca = ¢ V. Cum V este vecinatate pentru 0, exista p € P si
e > 0 astfel ca V(0;p;e) C V. Deci p(z) > e > 0, si afirmatia este dovedita.
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(iil) = (1) Fiex,y € X, x #y. Cum =z —y # 0, exista p € P astfel ca
plx —y) := e > 0. Atunci V(x;p;e/2) NV (y;p;e/2) = 0, si afirmatia este
dovedita. |

Desigur, in conditia (iii) din teorema precedenta V(0) poate fi inlocuit cu
orice alt sistem fundamental de vecinatati ale originii.

Teorema 1.4.9 Fie (X,P) un spatiu local convex separat de dimensiune
ke IN* i 0 baza {e1,...,ex} in X. Atunci aplicatia

T:Rk—>(X,’P), T(wl,...,xk) =161 + -+ Tgek,
este un izomorfism de spatii local conveze.

Demonstratie. Este evident ca T este o bijectie liniara. Dintr-o observatie
anterioara avem ca 1" este operator continuu. Fie

S::{:pele‘x%+~--—|—x%:1}, B::{xGRk‘a}%+~'-+mz<l}.

Este stiut ca S este multime compacta, si deci, conform Teoremei 1.1.13,
T(S) este compacta. Utilizand Teorema 1.1.11, avem ca T'(S) este multime
inchisa. Cum 0 ¢ T'(S), X \ T(S) este vecinatate a lui 0 in X. Prin urmare
exista o vecinatate echilibratda V a originii astfel ca V. C X \ T'(S), adica
VNT(S) =0. Avem ci V C T(B). Intr-adevir, fie y € V; existd z € R* astfel
cay = Tx. Considerim r := /a2 + -+ + x%; dacd r > 1 atunci r 'z € S, si
deci r~ly = T(r~1z) € T(S) C X \ V, absurd, deoarece V este echilibrati,
r=1 €]0,1] si y € V antreneazd r~!y € V. Rezultd cia T~! este continuu in 0,
si deci T~! este operator continuu. Prin urmare T este izomorfism de spatii
local convexe. I

O consecintd imediata a teoremei precedente este urmatorul rezultat im-
portant.

Consecinta 1.4.3 Toate topologiile de spatiu local convex separat Hausdorff
pe un spatiu liniar finit dimensional sunt egale.

Demonstratie. Fie X spatiu liniar real de dimensiune & € IN* gi P, Q
doud familii suficiente de seminorme pe X. Aplicand teorema precedenti
pentru (X, P) si (X, Q), obtinem ca Idx : (X,P) — (X, Q) este izomorfism,
unde Idg : E — E, Idg(z) := x este functia identicd a multimii nevide E.
Deci 7p = 10. I

Cum pe orice spatiu liniar finit dimensional exista cel putin o norma, rezul-

tatul de mai sus arata ca orice topologie separata de spatiu local convex pe
un spatiu finit dimensional este chiar o topologie de spatiu normat.
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Consecinta 1.4.4 Fie (X,P) un spatiu local convex separat i Xg C X un
subspatiu liniar finit dimensional. Atunci Xy este multime inchisa.

Demonstratie. Presupunem ci existd # € Xg \ Xo. Consideram spatiul
liniar X3 := Xo + RZ si {e1,...,ex} o baza in Xo. Rezulta ca {ey,...,ex, T}
este baza in X;. Din Teorema 1.4.9 avem ca aplicatia

T : RF! — X7, T()\l,...,)\k,j\) = )\161+"')\k6k+5\i‘,

este un izomorfism de spatii local convexe. Prin urmare obtinem ca
(07 .0, 1) = T_l(j) € T_I(XO) = {(Alw"?)\kvo) | ALy Ak € R}
= {(Al,...,)\k,O) | Alyeeey Ak € R},

o contradictie. Deci Xy este multime inchisa. I

1.5 Teoreme de separare topologica si
teorema bipolarei

Deosebit de utile in analiza convexa sunt variantele topologice (in care X' este
inlocuit cu X*) ale teoremelor de separare.

Teorema 1.5.1 (Eidelheit). Fie A, B C (X,P) doud multimi conveze gi
nevide. Daca int A # (0 st BNint A = 0 atunci exista ¢ € X*\ {0} sia € R
astfel ca

o) <a<p(y) Yere A Vye B (& supp(d) <infp((B)).  (1.13)

Demonstratie. Cum aint A = int A, suntem in conditiile de aplicare a
Teoremei de separare algebrica (Teorema 1.3.4) pentru A si B; exista deci
¢ € X' si a € R satisfacind conditia (1.13). Prin urmare A C H;a. Deoarece
int A # (), din Teorema 1.4.7 avem c& ¢ € X*. |

In cele ce urmeazi vom considera numai functionale suport (de sprijin)
continue si puncte suport (de sprijin), respectiv hiperplane suport (de sprijin),
ce corespund la astfel de functionale suport.

Consecinta 1.5.1 Fie A C (X,P) o multime convexd cu interior nevid §i
x € A\int A. Atunci x este punct de sprijin al lui A. |

Teorema 1.5.2 Fie (X, P) spatiu local convex separat $i A, B C X doud mul-
timi convexe si nevide. Dacd A este inchisd, B este compactd si AN B = ()
atunci exista ¢ € X*\ {0} st a1, as € R astfel ca

o) <o <as<p(y) Vee A Vye B (& supp(A) <infp(B)). (1.14)
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Demonstratie. Deoarece AN B = () i A este inchisa, pentru orice z € B
existd U, o vecinatate convexa si deschisd a lui 0 astfel ca (z 4+ Uy) N A = 0.
Este evident c& B C U,ep(z+ 3U,). Cum B este compactd, existd o multime
finita By C B astfel ca B C UxeBo(ac—i—%Uz). Fie U := ,ep, %Ux. Este clar ca
U este o veciniitate convex si deschisi a lui 0. In plus (B+U)NA = (. Intr-
adevar, in caz contrar fiea € AN (B+U); atuncia=z4+ucuz € B, ue U.
Rezulta ci exista T € By astfel ca x € T + %Ug—c. Prin urmare

a€x+3U; +U CTZ+ iU+ 35Uz =2+ Us,

absurd. Cum B + U este convexa si deschisa, iar A este convexa, din teorema
precedenta avem ca exista ¢ € X*\ {0}, a1 € R astfel ca

o) <a;<ply+u) Yre A Vye B, VueUl.

Fie y € B fixat. Din inegalitatea de mai sus avem ca a3 — ¢(y) < ¢(u) pentru
orice u € U, adica a1 — ¢(y) < inf p(U) < 0 (deoarece ¢ # 0 si U este veci-
na-tate a originii). Luand as := a; — inf p(U) > aq, obtinem ca (1.14) este
satisfacuta. I

Sa observam ca am utilizat din definitia compacitatii numai faptul ca din
orice acoperire deschisa se poate extrage o subacoperire finita.
Aceste doua rezultate pot fi formulate si in conditii mai generale.

Teorema 1.5.3 Fie A, B C (X,P) doua multimi convexe si nevide astfel
incat int (A — B) # (0. Atunci

0¢int(A—B) < 3JpeX"\{0} : supp(A) <infp(B).

Demonstratie. Presupunem ca 0 ¢ int (A — B). Aplicand Teorema 1.5.1
pentru multimile A — B si {0}, existda ¢ € X*\ {0} astfel ca p(z —y) <0,
adica p(z) < ¢(y), pentru orice x € A, y € B. Prin urmare are loc concluzia
dorita.

Invers, daca ¢ # 0 si supp(A) < inf p(B) atunci ¢(u) < 0 pentru orice
u € A— B. Presupunand ca 0 € int (A— B), inegalitatea de mai sus antreneaza
cd ¢ = 0, absurd. Prin urmare 0 ¢ int (A — B). I

Teorema 1.5.4 Fie A, B C (X, P) doua multimi conveze si nevide. Atunci
0 A-B & depeX® : supyp(A) <infp(B).

Demonstratie. Necesitatea rezultd din Teorema 1.5.2 aplicata multimilor
{0} siA—B.
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Pentru suficienta, fie A := sup ¢(A) —inf ¢(B) = sup ¢(A— B) < 0. Luand
U :={z | p(x) > A}, este clar ca U este vecinatate pentru 0 si UN(A—B) = 0.
Prin urmare 0 ¢ A — B. I

Utilizand Teorema 1.5.2 se obtine o caracterizare interesanta si utila a
multimilor convexe si inchise.

Teorema 1.5.5 Fie A C (X,P). Atunci A este converd si inchisa dacd si
numai daca A este intersectia unei familii de semispatii inchise.

Demonstratie. Suficienta este evidenta deoarece orice semispatiu inchis
este o multime convexa si inchisa.

Fie A o multime convexa si inchisi. Daci A = () atunci A = Hio N Hil,
iar daca A = X atunci A = [,y H;. Presupunem deci ca A este o multime
convexa, inchisa, nevida si diferita de X. Consideram

H::{H@\ p€X*\{0}, \€ R, AC H3,}.

Este evident ca A C N{H | H € H}. Fiez ¢ A; aplicand Teorema 1.5.2, exista
p e X*\ {0} si A € R astfel ca p(z) < A < ¢(Z) pentru orice z € A. Este clar
cd AC Hg)\ =: H iz ¢ H. Prin urmare avem si A D ("\{H | H € H}. I

Utila in cele ce urmeaza este si urmatoarea teorema.

Teorema 1.5.6 Fie X spatiu local convexr separat si x € X \ {0}. Atunci
exista @ € X* astfel ca p(x) # 0.

Demonstratie. Deoarece x # 0, exista o vecinatate convexa U a lui 0 astfel
caz ¢ U. Aplicand Teorema 1.5.1 pentru U si {z}, exista ¢ € X*\ {0} astfel
ca sup p(U) < p(x). Cum U este vecinatate pentru 0 si ¢ # 0, sup p(U) > 0.
Deci concluzia are loc. |

Punem in evidenta in continuare trei notiuni importante in cadrul spatiilor
local convexe. Fie A C (X,P) o multime nevida. Se numeste polara lui A
multimea

A ={pe X" |p(x)> -1 Vx e A},

conul dual lui A multimea
At ={pe X*|p(x) >0 Ve A},
si spatiul ortogonal lui A multimea

At ={pe X*|p(x)=0 Vzc A}
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Se verifica cu usurinta ci A° este o multime convexa ce contine 0, AT este un
con convex, iar AL este subspatiu liniar al lui X*.

In mod asem&nitor, pentru B C X*, se defineste polara, conul dual si
spatiul ortogonal; de exemplu polara lui B este

B°:={xe X |p(x)>—-1 Yyec B};

Teorema 1.5.5 ne arati ci B° este o multime convexi si inchisd, BT est con
convex inchis, iar B+ este subspatiu liniar inchis.

Se verifica cu usurintd ca dacd A, B C X si A €]0, 00], atunci: 1) A° este
convexa i 0 € A% 2) AU{0} C (A°)° =: A*°; 3) AC B = A° D B
4) (AUB)°=A°NB°%5) (A+B)"=(AUB)" = A"NB" dacd 0 € AN B;
6) (AA)° = $A4° 7) A° = AT daci A este con, si A° = AT = AL daci A este
subspatiu liniar; 8) (T'(A))° = T* 1(A°), daci T € £(X,Y), unde Y este un
alt spatiu local convex.

Un rezultat foarte des utilizat este teorema bipolarei. Fie A C (X, P)
o multime nevidd; multimea convA := conv A se numeste infasurdtoarea
convezxd inchisa a multimii A.

Teorema 1.5.7 (a bipolarei). Fie A C (X, P) o multime nevida. Atunci
A°° =conv (AU {0}).

Demonstratie. Am observat mai sus ca A U {0} C A°°; prin urmare
conv (A U {0}) C A°°. Fie z ¢ conv(A U {0}). Aplicand Teorema 1.5.2
gasim ¢ € X*\ {0} si A € R astfel ca

V() < A< p(xr) Yo econv(AU{0}).

Luand * = 0 obtinem ca A < 0. Inlocuind eventual © prin %w, putem
presupune cd A = —1. Avem astfel ca p(z) > —1 pentru orice x € A, si deci
p € A°. Cum ¢(Z) < —1, rezultd cd T ¢ (A°)°. Deci conv (AU {0}) D 4°°. 1

Desigur, in mod asemanitor, se poate arata cd ATT coincide cu conul
convex inchis generat de A, iar A+ coincide cu subspatiul liniar inchis generat
de A.

Consecinta 1.5.2 Fie A C (X,P) o multime nevida. Atunci
(i) A este convexa, inchisa §i0 € A < A = A;
(ii) A este con convex si inchis & ATt = A;

(iii) A este subspatiu liniar inchis < A+t = A. I
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1.6 Topologii slabe si teorema Alaoglu-Bourbaki

Fie X1, X5 si Z trei spatii liniare reale si F' : X7 x Xo — Z; F' se numeste
aplicatie biliniara daca F(-,z2) si F(z1,-) sunt liniare pentru orice zo € X,
r1 € X;.

Consideram in continuare doua spatii liniare reale X si Y, si o aplicatie
biliniara F' : X xY — RR; vom nota in mod frecvent F'(x,y) prin (x,y). Pentru
fiecare y € Y putem considera aplicatia p, : X — R, py(z) := |F(x,y)|. Este
evident ca p, este o seminorma. Considerand P := {p, | y € Y}, obtinem
spatiul local convex (X, P) a carui topologie o notam prin o(X,Y). Aceasta
topologie este separata, conform Teoremei 1.4.8, daca si numai daca pentru
orice x € X \ {0} exista p, € P astfel ca py(x) > 0, adica

Voe X\{0}, JyeY : F(z,y)#0. (1.15)

In mod analog avem toplogia o(Y,X) pe Y; o(Y, X) este separata daca si
numai daca

VyeY\{0}, 3z € X : F(z,y) #0. (1.16)

Sa observam ca pentru y € Y aplicatia ¢, : X — R, ¢y(z) := F(x,y), este
liniara si o(X,Y)-continua [deoarece |p, ()| = py(x) pentru orice x|, si deci
este in (X,0(X,Y))*. Fie acum ¢ € (X,0(X,Y))*. Cum ¢ este continua,
din Teorema 1.4.7, exista M > 0 si y1,...,yn € Y astfel ca

()] < M - max{ley, (z)],. .., [y, (z)]} VoeX
Din relatia de mai sus rezulta ca (;_; kerp,, C kery. Aplicind teorema
nucleelor (Teorema 1.3.6), obtinem Aq,..., A, € R astfel incat pentru orice
z € X,

n n
90($) = Zizl)‘i@yi (x) = Zizl)‘iF(xvyi) = F(xvy)v
unde y := > 1" 1 \jy; € Y. Prin urmare ¢ = ¢,. Am obtinut astfel ca aplicatia
Yoy— gy € (X,0(X,Y))" este surjectiva. Pentru a fi injectiva trebuie ca
y1 = y2 de indata ce F(x,y1) = F(x,y2) (& F(x,y1 —y2) = 0) pentru orice
r € X, adica,

VyeY : [F(z,y) =0 Yz e X] = y=0.

Este clar ca aceasta afirmatie este echivalenta cu conditia (1.16).
Am obtinut astfel urmatorul rezultat.

Teorema 1.6.1 Presupunem ca aplicatia biliniara F : X XY — IR satisface
conditiile (1.15) si (1.16). Atunci (X,0(X,Y)), (Y,o0(Y, X)) sunt spatii local
convexe separate i (X,0(X,Y))* =Y, (Y,o(Y,X))* = X, identificaindy € Y
cupy: X =R, py(x) =F(z,y) siz € X cutpy: Y — R, ,(y) = F(z,y).1
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Daca X, Y si F sunt ca in teorema de mai sus, spunem ca X si Y sunt
in dualitate (in raport cu F') sau ca {X,Y} formeaza un sistem dual, notat
(X,Y,F). Observam, tot din teorema precedenta, ca daca {X,Y} formeaza
un sistem dual, spatiile X gi Y au rol simetric.

Fie acum (X, P) un spatiu local convex separat (deci P este suficienta) si
X* dualul sau topologic. Aplicatia (naturald)

<"'> X XX — R, <xa90> = SD('T)’

este biliniard. In plus (-,-) satisface conditia (1.15) deoarece P este suficients
(a se vedea Teorema 1.4.8) si conditia (1.16). Prin urmare spatiile X gi X* sunt
in dualitate in raport cu (-,-). Topologia o(X, X*) o vom nota in continuare
prin w si o vom numi topologia slabad a lui X, denumire justificata de faptul
cd w = 7p (a se vedea Teoremele 1.4.5 gi 1.4.7), iar topologia o(X*, X) o
vom nota prin w* si o vom numi topologia slab-stelatd a lui X*. Aceste doud
topologii sunt topologii local convexe separate si

(X,?.U)* = (X,P)* = X*v (X*7w*)* = X.

In tot ceea ce urmeaza, daca X este un spatiu local convex separat, cand
vorbim despre topologia slaba pe X si (sau) despre topologia slab-stelata pe
X* avem 1n vedere topologiile w si w* construite mai sus.

Un rezultat interesant, gi deosebit de util, este urmatorul.

Teorema 1.6.2 Fie (X, P) un spatiu local convex separat si A C X o multime
convezd. Atunci A este inchisa (relativ la Tp) dacd si numai daca A este w—
tnchisa.

Demonstratie. Dacd A este w—inchisa atunci A este 7p—inchisd deoarece
w =X Tp.

Invers, daca A este convexa gi inchisa, din Teorema 1.5.5, A este intersectia
unei familii de semispatii inchise. Cum orice functionalad continua este si slab-
continua, orice semispatiu inchis este slab-inchis. Prin urmare A este w—
inchisa. |

Folosind teorema precedenta se obtine rapid (exercitiu !) ca daca A C X
este convexa atunci w—cl A = 7p—cl A. Desigur, acest rezultat nu este adevarat
pentru multimi arbitrare (cu exceptia cazului in care w = 7p).

O alta observatie este aceea ca pentru A C (X, P) o multime nevida, A°
este o multime convexa si w*-inchisa, deoarece {¢ € X* | (x,p) > A} este
w*~inchisd pentru orice x € X, X € R; in mod asemanitor avem ca A" este
con convex w*-inchis, iar A+ este subspatiu liniar w*-inchis.

Un rezultat deosebit de important in teoria spatiilor local convexe, si foarte
util In ceea ce urmeaza, este urmatorul.
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Teorema 1.6.3 (Alaoglu-Bourbaki). Fie (X,P) un spatiu local convez sepa-
rat $i U C X o vecindtate a originii. Atunci U° este mulfime w*—compacta.

Demonstratie. Presupunem pentru inceput ca U este o vecinatate convexa,
inchisa si simetrica a originii. Atunci functionala Minkowski p;; : X — IR este
0 seminorma continua. In plus

U={reX|pla) <1}.

S# consideram spatiul R inzestrat cu topologia produs, notati 7; cum (R, 70)
este separat, T este separata. Reamintim cad W este vecinatate pentru fy in
RY daci existd x1,...,2, € X si e > 0 astfel ca

V(fo;z1,. .., xn5€) = {feRX) |f(zi) — folz)| <e Vi, 1§i§n} cw.

S& observiam ci w* este urma topologiei 7 pe X* € RX. Deoarece U este
simetrica,

pelU’ & peX'silp)| <pulx) VzeX. (1.17)
Cum implicatia “<” este evidenta, fie p € U° iz € X. Daca py(z) > 0 atunci
oo € Us st deci ’gp (#(I))‘ = Irl(x)kp(:v)] < 1, adicd |p(z)| < pu(z).
Daca py(x) = 0 atunci py(Az) = 0 < 1, si deci \x € U, pentru orice
A € R; rezulta ca p(Ax) > —1 pentru orice A € R, de unde avem ca
lp(z)] = 0 < py(x). Echivalenta de mai sus este dovedita. Prin urmare
U° C [Liex|—pu(x),pu(x)]. Cum [—py(z), pr(z)] este multime compacta (in
raport cu topologia uzuala a lui R), utilizand teorema lui Tihonov, avem ca
[Lex[—pu(z),pu(x)] este spatiu compact in raport cu topologia produs, si
deci este submultime compactd a lui RX. Avand in vedere Teorema 1.1.11,
pentru a dovedi ca U° este w*—compacta, este suficient sa aratam ca U° este
inchisa in (R, 7).

Observim pentru inceput ¢& 7—clU° C X'. Intr-adevir, dacd f € R¥\ X,
existd z, y € X, «, f € R astfel ca e := |f(ax + By) — af(z) — Bf(y)| > 0.
Luand § :=¢/(1 + |a] +|8]), avem ca V(f;z,y,ax + By;6) N X' = (), ceea ce
aratd, de fapt, ca X’ este 7-inchisi.

Fie acum ¢ € X'\ U°. Din relatia (1.17) avem ci existd z € X astfel ca
lo(z)| > pu(zx); fie € := |p(z)| — py(z) > 0. Daca ¢ € V(g;z;¢) NU® atunci
()] < pu(2) s

e > |p(x) = ¥(x)| = lp(@)| = [¥(2)| = € + pu(z) — |[P(@)] 2 &,

absurd. Deci V(¢;2;e) NU° = (), ceea ce arata ca U° este T-inchisa.
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Fie acum U o vecinatate arbitrara a lui 0. Atunci exista V o vecinatate
convexa, Inchisa gi simetrica a lui 0 astfel ca V' C U. Prin urmare U° C V°.
Cum, din prima parte, V° este w*—compacta, iar U° este w*—inchisa, topologia
w* fiind separata, avem ca U° este w*—compacta. |

Fie (X,P), (Y, Q) spatii local convexe separate, T' € L(X,Y) si T* ad-
junctul sau. S& observam ca T™ este continuu de la (Y*,w*) la (X* w*).
Intr-adevar, cu notatiile de la inceputul acestei sectiuni, pentru orice x € X,
avem

(pz 0 T7) () = [(Tx)| = pra(¢) < py(¢) VY €Y7,

unde y = Tx € Y. Desigur, am aplicat Teorema 1.4.6. Este evident, tinand
cont de Teorema 1.6.1, ca adjunctul operatorului

T (Y*,0o(Y")Y)) = (X", 0(X", X))

este chiar T, si deci T este continuu de la (X,o(X, X*)) la (Y,o(Y,Y™)).
In continuare vom nota in mod frecvent elementele din X* prin z*, u*, iar

cele din Y* prin y*, v*, etc.

Teorema 1.6.4 Fie (X,P) si (Y,Q) doud spatii local convexre separate,
A, B C X, C CY multimi convexe, inchise, continand originea spajiului
respectiv si T € L(X,Y). Atunci

(i) (AN B)° =vconv (A° U B°), aderenta fiind in raport cu topologia w*;
(ii) (T71(C))" = w*-cl(T*(C?));

(iii) (ker T)* = w*cl(ImT*), ImT)* = ker T*, (kerT*)* = cl(ImT) si
(ImT*)* = ker T

Demonstratie. (i) Incluziunea A° U B° C (AN B)° este evidentd, si deci
conv (A° U B°) C (AN B)°, deoarece (AN B)° este multime convexa si w*—
inchisa. Fie acum z* ¢ conv (A°UB°). Conform Teoremei 1.5.2, tinand seama
si de Teorema 1.6.1, exista z € X si A € R astfel ca

(Z, ") < A< (x,2") Va* e conv(A° U B°).

Luand * = 0 obtinem ca A < 0. Putem astfel presupune ca A = —1. Prin
urmare
(z, ") < =1 < (z,2") Va*e€ A°UB". (1.18)

Luand la inceput z* € A° in (1.18) obtinem ca z € (A°)° = A, conform
teoremei bipolarei, apoi luand x* € B°, obtinem gi £ € B. Prin urmare
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z € AN B. Utilizand din nou (1.18), avem ca z* ¢ (AN B)°. Deci avem si
(AN B)° C conv (A° U B°).

(ii) Incluziunea T*(C°) C (T~1(C))° este evidenta. Incluziunea inversa se
obtine ca mai sus, utilizand Teorema 1.5.2.

(iii) Deoarece pentru 0 € X, {0}° = X*, din (ii) obtinem

(ker T)* = (ker 7)° = (T—l({O}))o = w*cl (ImT*);

tinand seama de proprietatile polarei mentionate inaintea Teoremei bipolarei
si de faptul ca X° = {0} C X*, avem

(ImT)* = (ImT)° = (T(X))° = T* ' (X°) = ker T".

Celelalte doua formule se obtin din acestea prin inlocuirea lui 7' cu T, tinand
seama de faptul, observat mai sus, ca (T*)* =T. |

1.7 Subspatii, spatii cat si spatii produs

Fie X spatiu liniar, X un subspatiu liniar al lui X si p : X — R o seminorma.
Este evident ca p|x, este o seminorma pe Xy. Considerand P o familie (diri-
jata) de seminorme pe X si Py := {p|x, | p € P}, spunem ca (Xo, Py) este
subspatiu al spatiului local convex (X, P). Are loc urmatorul rezultat.

Teorema 1.7.1 Fie (X, P), P familie dirijatd, un spatiu local conver si X
un subspatiu liniar al lui X. Atunci

(i) 7p, este urma topologiei Tp pe Xo;
(ii) Po este suficienta, si deci Tp, este separata, dacd P este suficientd;
(iii) Xo" ={e¢lx, |p € X"},
(iv) o(Xo, Xo*) este urma topologiei o(X, X™*) pe Xo.
Demonstratie. (i) si (ii) sunt evidente.
(iii) Este evident ca dacd ¢ € X* atunci ¢|x, € (Xo,Po)* =: X§. Fie
Y € Xj. Atunci ¢ : Xo — R este liniara si exista p € P, M > 0 astfel
ca (x) < Mp(x) pentru orice x € Xy. Aplicand Teorema lui Hahn-Banach
gasim ¢ : X — R aplicatie liniara astfel ca ¢|x, = ¢ si ¢(x) < Mp(x) pentru
orice x € X. Prin urmare ¢ € X*, ceea ce arata ca relatia de dovedit are loc.

(iv) Topologia o (X, X*) este generata de familia de seminorme Q = {p,, |
© € X*}, unde py(x) := |p(z)|. Avem ca

Qo ={(pe)lxo | Pp € Qt ={py|x, | v € X} = {py | ¥ € X¢}.
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Din i) rezulta afirmatia facuta. I

Fie din nou X spatiu liniar, Xy C X subspatiu liniar si p : X — R
o seminorma. Dupa cum se stie, X/X este spatiul claselor de echivalenta
z, x € X, relativ la relatia de echivalenta definita prin z ~y < x —y € Xj.
Consideram si Pr: X — X/Xy, Pr(x) := &, numita proiectia canonicd a lui
X pe X/Xy. Este ugor de dovedit (exercitiu !) ca

p:X/Xo— R, p(z) :=inf{p(z +u) | ue Xp}, (1.19)

este seminorma.

Fie acum P o familie dirijata de seminorme pe X si P = {p|pe P}
unde p este definit in (1.19). Obtinem astfel spatiul local convex (X / Xo, 73)
numit spafiu cat al lui X relativ la Xg. Are loc urmatorul rezultat.

Teorema 1.7.2 Flie &X,P) spaiu local convez, cu P dirigatd, si Xo C X
subspatiu liniar, iar P = {p | p € P}. Spatiul (X/Xo,P) are urmatoarele
proprietati:

(i) Pr este aplicatie deschisa, adica VD € tp : Pr(D) € 75.

(ii) D e 5 Pr~Y(D) € 7p; in particular Pr este operator continuu.

(iii) F C X/Xo este Ts-inchisd dacd gi numai dacd Pr—'(F) este 7p-
inchisa; in plus, daca A C X, atunci Pr(A) este multime Tﬁ-inchisd daca
si numai daca A+ Xo este multime Tp-inchisd.

(iv) P este suficienta (< 75 este separata) dacd i numai daca Xo este
mulfime inchisa;

(v) aplicatia F : (X/Xo)* — X5, F(x) := x o Pr, este izomorfism de
spatii local convexe, (X/Xo)* fiind inzestrat cu topologia o((X/Xo)*, X/Xo),
iar Xy fiind inzestrat cu urma topologiei o(X*, X) pe Xi .

Demonstratie. (i) Fie D € 7p si z9 € D. Deoarece P este dirijata, exista
pePsie>0astfel ca{re X |plx—1x9) <e} CD. Fiez € X/X astfel ca
p( — Zo) < €; consideram x € X astfel ca & = Pr(z). Din definitia lui p avem
ca exista u € X astfel ca p(x +u — x¢) < €. Prin urmare z + v € D, si deci
& =Pr(z +u) € Pr(D). Am dovedit astfel ca Pr(D) € 7.

(ii) Deoarece Pr este aplicatie surjectivi, avem ci Pr(Pr~'(A4)) = A pentru
orice A C X/Xy. Avéand in vedere acest fapt si (i), este suficient si ariitim
ci Pro'(D) € 7p pentru D € 5. Fie deci D e 75 sl o € Pr-'(D). Cum
Zo = Pr(zo) € D, existd p € P sie > 0 astfel ca {& | p(Z — &) < e} C D. Fie
x € X astfel ca p(x — xp) < ; atunci p(Z — o) < p(z — z9) < £. Prin urmare
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{z € X | p(z — x0) < e} € Pr="(D), ceea ce arati ci Pr—'(D) € rp. Cele
aratate mai Inainte dovedesc si faptul ca Pr este functie continua.

(iii) Fie F' € X/X,. Daci F este T5-inchisd, din continuitatea operatorului
Pr, obtinem ci Pr—! (f‘) este multime 7p-inchisi. Presupunem deci ca Pr—! (F)
este p-inchisd. Rezulti ci X \ Pr(F) € 7p, si deci, din (i),

Pr (X \Proi(F)) = (X/Xo) \ Pr (Pr™}(F)) = (X/X) \ F € 75,

adicd F' este Tﬁ—inchisé. Incluziunea “2” din prima egalitate de mai sus
rezulta din relatia f(A) \ f(B) C f(A\ B), adevarata pentru orice functie
f:E— Fgi A B C E,in timp ce incluziunea inversa rezulta imediat uti-
lizand relatia Pr (Pr_l(ﬁ')) = F. Ficacum A C X si A := Pr(A). Este

evident c& Pro'(A) = A + X;. Utilizand cele dovedite mai inainte, obtinem
imediat afirmatia facuta.
(iv) Utilizand Teorema 1.4.8 si (iii) pentru A = {0}, avem c&

P este suficientd < {0} = Pr({0}) este T5-inchisd < X este 7p-Inchisa,

ceea ce dovedeste afirmatia facuta.

(v) Este evident ca aplicatia F este bine definitd si liniara. Daca
X € (X/Xo)* si F(x) = 0 atunci pentru orice & € X/Xy (x € X) avem
ca x(2) = F(x)(x) = 0, si deci x = 0; prin urmare F' este operator injec-
tiv. Fie acum ¢ € Xg-. Definim y, : X/Xo — R, x,(2) := ¢(z); deoarece
p € XOL, X, este bine definita. Este evident ca x, este aplicatie liniara.
Deoarece ¢ este continua, exista p € P si M > 0 astfel ca ¢p(x) < Mp(z)
pentru orice x € X. Deci

Xo(Z) = p(z) = p(z +u) < Mp(z+u) Ve X, Vue Xo.

Trecand la infimum pentru v € Xo, obtinem ca x,(#) < Mp(Z) pentru orice
& € X/Xo. Deci x, € (X/X0)*. Relatia F(x,) = ¢ este evidentd. Prin
urmare F' este operator bijectiv si F~!(¢) = x,.

Topologia o((X/Xo)*, X/Xo) este generata de familia de seminorme {p; |
r € X}, unde p; : (X/Xo)* — R, pz(x) := |x(2)|, iar topologia lui X4
este generata de familia de seminorme {p,| o | v € X}, unde p, : X* — R,
(@) = |p(z)|. Fiez € X si x € (X/Xo)* elemente fixate. Avem ca

(Pelxt © F) () = pal s (x 0 Pr) = [x(&)] = pa(x)-

Prin urmare avem ca px|X0L oF =p; sipsoF !t = pm\XOL. Utilizand Teo-

rema 1.4.6, obtinem ci F si F~! sunt operatori continui. I
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Fie acum (X;,P;), 1 <i <mn, n spatii local convexe. Consideram familia
P = {tp,..pn | Pi € Pi, 1 <i <}, (1.20)

unde
n

t’Plv---,pn : i:lXi =X — R

este definit prin
tprpn (T1, - 2p) = max{p;(z;) | 1 <i < n}.

Este evident ca t,, . p, este seminorma pentru p; € Pi,...,p, € P,. Spatiul
local convex (X, P) se numeste produsul spatiilor (X;,P;), 1 <i < n. Are loc
urmatorul rezultat.

Teorema 1.7.3 Fie (X;,P;), 1 < i < n, spatii local convere, cu P; diri-
jate, X = T[1X; si P definit de relatia (1.20). Spatiul produs (X, P) are
urmdatoarele proprietati:

(1) mp =Ili17p,
(ii) P este suficienta/ < P; este suficienta Vi, 1 <i < n;
(iii) aplicatia
* n *
F: (Xa P) - lel(XuPl) ’ F(X) = (9017 . -79071)7 (121)
unde
vi: X; — R, @i(x;) :=x(x;), cuzx;:=(0,...,0,2;0,...,0) € X, (1.22)

este un izomorfism de spatii local conveze (toate spatiile fiind inzestrate cu
topologiile slab-stelate).

Demonstratie. (i) Este evident ca

n
V ((xla cee 73371)7 tp1,.‘~,pn;€) - H1:1V<m27pm 8)7

de unde rezulta imediat ca 7p = [[;_7p,.

(ii) este consecinta imediata a Teoremei 1.4.8 si a primei parti.

(iii) Este clar ca ¢; definit prin (1.22) este din X;* si deci operatorul F
este bine definit. Se verifica cu ugurinta ca F este liniar si injectiv. In plus,
dacd ¢ = (¢1,...,9n) € [11; Xi* atunci

n

XX =R, x(@1,..mn) =) i),
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este din X* gi F(x) = . Prin urmare F este un operator liniar bijectiv.
Conform definitiei spatiului produs si a topologiei slab-stelate, topologia
spatiului [~ X;* este data de familia de seminorme

{tor,an |z =(21,...,2,) € X},

unde
torywn (P15 on) = max{|p;(z;)| | 1 <i <n},

iar topologia lui X™* este definita de familia de seminorme
{0 |z € X}, 02(x) = [x(a)].
Continuitatea lui F rezulta din relatia
(ter,.on © F)(x) = max{Jips(m)| | 1 < i < n} = max{|f, ()] | 1 <7 < n},
iar continuitatea lui F~! din relatia

_ n
(020 F ) (01, oiom) = |30 ilwi)
< n- txl,...,xn (3015 s ﬂon)a

< n-max{|p;(z;)| |1 <i<n}

tinand cont de Teorema 1.4.7. |

In cele ce urmeazi vom identifica ([T, (X,7P:))* cu [T, (X, P;)* prin
intermediul izomorfismului F' din teorema de mai sus.

Un caz particular important este spatiul X x R, unde (X,P) este un
spatiu local convex. In aceastd situatie (X x R)* = X* x R, iar pentru
(p,a) € X* x R, (xz,A) € X x R avem ca ((p,a), (z,\)) = p(z) + a.

1.8 Spatii normate

Fie X spatiu liniar real, netrivial (adica X # {0}) si || - | : X — R o norma.
Considerand P = {|| ||}, spatiul (X, ] ||) := (X, P) se numeste spativ normat.
Este evident ca in acest caz topologia 7| | este definita de metrica

d: X xX—R, dz,y) :=|z—yl-

Spunem ca (X, | ||) este spatiu Banach daca X inzestrat cu metrica de mai
sus este spatiu metric complet. Sa observam ca in acest caz (X spatiu Ba-
nach), daca seria Y >z, este absolut convergentad, adica seria > o> ||z, || este
convergenta, atunci seria Y _,> ;x,, este convergenta si || Yo s || < Doty ||znll-
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Intr-adevar, daci seria Y25 ||z, || este convergenti, atunci sirul (Sp)p>1,
Sn = x1 + -+ + xp, este gir Cauchy, si deci este convergent. Inegalitatea
rezultd din ||Sy|| < |lz1]] + - + ||zn]-

In cele ce urmeazi sfera deschisi de centru 0 i razi 1 din (X, || ||) va fi
notata prin By, iar sfera inchisa (discul) de centru 0 si raza 1 va fi notata prin
Ux; de asemenea notam prin Sx multimea {x € X | ||z|]| = 1} = Ux \ Bx.
Daca nu exista pericol de confuzie, vom mai nota aceste multimi prin B, U
respectiv S. Este clar ca B(x,p) = x + pB, D(x,p) =z + pU.

Fie acum (X, | ||), (Y| ||) doua spatii normate si 7" € L(X,Y). Din
Teorema 1.4.6 avem ca T € L(X,Y) daca si numai daca exista M > 0 astfel
ca |[|[Tz|| < M - ||z|| pentru orice x € X. Aceasta caracterizare da posibilitatea
introducerii normei unui operator liniar si continuu intre doua spatii normate.
Fie T € L(X,Y);

|7 :==1inf{M >0 | |Tz|| < M -||z|| Vze X}.
Este usor de dovedit (exercitiu!) ca
1Tl = sup{[|Tz| | [l«| <1} = sup{|[T| | ||=[| <1}

= sup{|a] | ol = 1} =sup { 151 | 2 € X\ ().

Se constata usor (exercitiu !) ca aplicatia £(X,Y) 2 T — ||T]| € R definita
mai sus este efectiv o norma pe £(X,Y"). De fiecare data cand spatiile normate
(X, ] ) st (Y] |]) sunt date, spatiul £(X,Y) este inzestrat cu norma definita
mai sus.

Operatorul 7' : (X, || ||) — (Y| ||) se numeste izomorfism de spatii nor-
mate daca T este liniar, bijectiv si bicontinuu; in acest caz spatiile normate X
si Y se spune ca sunt izomorfe. Operatorul T' se numeste izometrie (liniara)
dacé ||Tz| = ||z|| pentru orice x € X, T este liniar si surjectiv (deci bijectiv).

Un caz particular important este cel in care Y = IR. Pentru functionala
v e L(X,R)=X" avem ca

el := nf{M >0 | [p(z)| < M - ||lz| Vze X}

Bineinteles, si celelalte formule pentru ||T|| se transpun pentru ||¢||; putem
mentiona ca in toate aceste formule se poate inlocui |¢(x)| prin ¢(z). Spatiul
normat (X, | ||) fiind dat, de fiecare data dualul sdu va fi inzestrat cu norma
de mai sus, numita si normd duald. Vom nota prin B*, U*, S* multimile
Bx+, Ux=+, Sx+ din X* (fata de norma duald). Topologia slaba pe X i cea
slab-stelata pe X* se introduc ca in Sectiunea 1.6.
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Utilizand Consecinta 1.4.3 avem ca toate normele pe un spatiu finit dimen-
sional X sunt echivalente (adicd induc aceeasi topologie), topologia normei
coincide cu topologia slaba, iar pe X™* topologia normei, topologia slaba si
topologia slab stelata coincid.

Un prim rezultat este urmatorul.

Teorema 1.8.1 Fie (X, | ||) spatiu normat si A C X* o mullime marginita,
nevidd st w*—inchisa. Atunci A este w*—compacta.

Demonstratie. Sa observam mai intai ca

U = {peX|px)>—-1 VeelU}={pec X" ||p)| <1 VxeU}
= U".
Cum U este vecinatate a originii, aplicind Teorema Alaoglu-Bourbaki (Teo-
rema 1.6.3), U* este w*—compacta. Deoarece A este marginita, exista p > 0

astfel ca A C pU*. Multimea A fiind submultime w*—inchisa a unei multimi
w*—compacte, este la randul el w*—compacta. |

Un alt rezultat, util in aplicatii, este

Teorema 1.8.2 Fie (X, || ||) spatiu norma si x € X. Atunci

2]l = max{|p(x)| | ¢ € U} = max{p(z) | ¢ € U} = max{|p(z)| | ¢ € 57}

Demonstratie. Pentru x = 0 concluzia este evidenta. Fie deci z # 0. Este
clar ca

] = sup{le(x)| | ¢ € U™} = sup{ep(z) | ¢ € U™}

Considerand X := Rz, o : Xo — R, po(Ax) := M|z, si ludnd p = |||,
avem ca ¢o € X( si go(u) < p(u) pentru orice u € Xy. Aplicand Teorema
Hahn-Banach (Teorema 1.3.3), existd ¢1 € X' astfel ca ¢1(x) = @o(x) = ||z|
si 1(u) < ||ul| pentru orice u € X, adica p1 € X* i |¢1] < 1 (de fapt
llp1]] = 1). Obtinem astfel ca

[z]l = ¢1(z) < sup{p(z) | p € S*} <sup{p(z) | p € U} < |[z|.
Prin urmare concluzia are loc. |

Teorema 1.8.3 Fie (X, || ||) si (Y, || ||) doua spatii normate.

(i) Dacd Y este spatiu Banach atunci L(X,Y) este spatiu Banach. In
particular X* este spatiu Banach.

(ii) Daca T € L(X,Y) atunci T* € L(Y*, X*) si || T*|| = ||T]|- I
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Fie acum x € (X, || ||); este evident ca aplicatia
X" 2o (@) =(r,9) €R

este liniara gi continua (|[(x, )| < |z| - |l¢]l) si deci este un element din
(X* ] ID* =: X*™; notam cu Jx(x) acest element. Deci Jx : X — X**.
Este ugor de dovedit (exercitiu !) ca Jx este operator liniar. In plus avem ci
pentru orice x € X

[ Tx ()|l = sup |Jx(x)(#)] = sup [(z, )] = [l].
peU* peU*

Prin urmare Jx este injectiv. Spunem ca spatiul normat (X, || ||) este reflexiv
dacé operatorul Jx definit mai sus este surjectiv. Tinand seama de relatia
|Jx (x)]| = ||=|| si de faptul ca dualul unui spatiu normat este spatiu Banach
(Teorema 1.8.3), rezultd rapid (exercitiu !) ca daca X este reflexiv atunci X
este spatiu Banach.

Urmaétorul rezultat este unul dintre cele mai profunde rezultate din teoria
spatiilor normate.

Teorema 1.8.4 (James). Fie (X, | ||) spativ Banach. Urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

(1) X este reflexiv;
(ii) {z € X | ||z|| < 1} este multime w—compactd;

(ii) VoeX*, JzeX, |z <1 : [¢f = o). 1

Daca X este spatiu Banach reflexiv, spatiul X** se identifica (prin inter-
mediul operatorului Jx de mai sus) cu X. O consecinta importanta a teoremei
precedente este aceea ca orice multime convexa, inchisa si marginita dintr-un
spatiu Banach reflexiv este w—compacta.

In analiza functionald, ca si in algebra de altfel, de multe ori este con-
venabild utilizarea unor subspatii sau spatii cat. Am vazut deja in sectiunea
precedenta definitiile si doua rezultate generale referitoare la spatii local con-
vexe. Dam in continuare varianta corespunzatoare spatiilor normate pentru
spatii cat.

Teorema 1.8.5 Fie (X, || ||) spatiu liniar normat si Xo C X un subspatiu
liniar inchis. Consideram aplicatia

N:X/Xo— R, N(z)=inf{||z+ull|uve Xo}.

Atunci
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(i) N este normd pe X/Xo, notatd in continuare prin || ||. In plus, daci
(X, ]| II) este spatiu Banach atunci si (X/Xo, | ||) este spativ Banach.

(ii) Aplicatia F : (X/X0)* — Xg-, F(x) :=Pr*(x) este izometrie (liniard)
si homeomorfism de la (X/Xo)* inzestrat cu topologia slab-stelatd la Xg- in-
zestrat cu urma topologiei o(X*, X). In plus

2] = max{{z,¢) | ¢ € X5, lle|l < 1}.
(iii) Xo* = {plx, | ¢ € X*}, iar aplicatia ¥ : X*/Xg — Xo*, definitd prin
V() :=¢|x, (¢ € X*), este izometrie.
Demonstratie. (i) Fie z, y € X. Atunci
N@+9) = N@E+ty) =inf{|lz+ut+y+v|]|uveXo}
inf{l|lz +ull + lly + vl [ u,v € Xo}

inf{[|z +ull | v e Xo} + inf{[ly + v[| [ v € Xo}
N(z) + N(g).

I IA

Daca X # 0, atunci

N(A2) = N(Qz)=inf{|[Az+ || | v € Xo} = |A| - inf{||z + u | u € Xo}
= |AIN(2).

Relatia este evidenta pentru A = 0. Daca N(2) = 0 = inf{||z + u|| | v € X0},
atunci exista (u,) C Xo, © + up, — 0, adicd Xy > —u,, — x. Prin urmare
x € Xog = Xo, ceea ce arata ca & = 0=0. Am obtinut cd N este norma (si o
vom nota in continuare prin || [|).

Presupunem acum ca (X, || ||) este spatiu Banach si fie (z,,) C X astfel ca
(Zy,) sa fie gir Cauchy In X/X. Atunci exista un sir strict crescator (ng) C IN
astfel ca

Ve N, Vo, m>ng ¢ ||d, — 2| <27

Cum || &, — &y, || < 27F, existd uy € X astfel ca ||z, — 2p, ,, — gl < 27"
Luam yo = 0 si yx := xp, +uo + --- + up—1 pentru k& > 1; obtinem ca
lye —yer1ll < 27%. Deci seria 34~ (yx — yr+1) este absolut convergentd. Cum
X este spatiu Banach, seria este convergents, ceea ce antreneazi ci sirul (yx)
este convergent la un element € X. Deoarece ||, —2Z| = |9 —2Z| < |lye—2]|,
avem ca &, — & € X/Xy. Cum (&,) este sir Cauchy, Z,, — &. Deci X/X
este spatiu Banach.

(ii) Am vazut in Teorema 1.7.2 ca F este un izomorfism de spatii local
convexe, (X/Xo)* fiind inzestrat cu topologia o ((X/Xo)*, X/Xy), iar X4 fiind
Inzestrat cu urma topologiei o(X*, X) pe XOJ-.
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Fie x € (X/X0)" si ¢ = F(x) = xoPr € X*. Avem ca
IX(@)| = ez +u)| <ol - [l +ull VzeX, Vue Xo.

Luand infimul in raport cu u in membrul drept, obtinem ca |x(&)| < ||¢|| - [|Z]]
pentru orice & € X /Xy, ceea ce arata ca ||x|| < [|¢||- Insd avem si

lpll = sup{(z,¢) [ = € X, =[] <1},

IxIl = sup{(E, x) | # € X/ Xo, |[#]] <1} = sup{(z,¢) [z € X, [|z]| <1}

Cum {z € X | ||| <1} D{z e X | |z|] <1}, avem ca ||x|| > ||¢|. Utilizand
si inegalitatea inversa obtinuta mai sus, avem ca [|[F(x)| = ||x|| pentru orice
X € (X/Xop)*. Deci F este izometrie.

Din Teorema 1.8.2 si cele aratate mai inainte, avem ca

2] = max{(z, x) | [Ix|| < 1} = max{{z, ) | ¢ € X5, [loll < 1}.

(iii) Din Teorema 1.7.1 avem ca Xo* = {¢|x, | ¢ € X*}. Este evident ca
U este liniarii. In plus, daci ¥() = 0 atunci ¢|x, = 0, adicd ¢ € Xg-. Am
obtinut astfel ca ¥ este bijectiva si liniara.

Fie p € X* §i o = ¢|x, € Xo*. Pentruy € Xy siz € Xo, ||z < 1, avem

(@, 0) = (2,0 +9) <] - o+ 2l < llo+ ¢,
si deci
ol = sup{{z, ) | = € Xo, |lz|| <1} < inf{llp + 9| | ¢ € X5} = |-

Prin urmare ||[¥(®)|| < ||@]|. Aplicand Teorema 2.7.3 (relatia (2.42)), in relatia
de mai sus are loc chiar egalitate i deci U este izometrie. |

Este posibil ca pe un spatiu liniar sa avem mai multe norme. Daca || ||; si
|| |2 sunt doua norme pe X, iar 7 si 7o sunt topologiile corespunzatoare, din
Teorema 1.4.5 avem ca

=311 & Ja>0, Ve X : |z < alz|.
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In mod corespunzator, obtinem ca
=1 < Ja, >0, VereX : ozl <|z|2 < Bz

Daca (X, ||) si (Y, ] ||) sunt spatii normate, pe X x Y consideram norma
|(z,y)]|oo := max{||z|],||y|l}, conforma cu definitia produsului a doua spatii
local convexe (a se vedea sectiunea precedentd). Se mai pot introduce si alte
norme pe X x YV [[(z,9)l := llz] + gl Gz, )ll2 == T2l7+ [T, ete. Se
verifica cu usurinta (exercitiu !) ca acestea sunt norme si sunt echivalente.
Mai exact

1z 9)lloo < M1z, 9)ll2 < (2, 9)ll < 20(2,y)ll0 V(2,y) € X XV

Se poate arata (exercitiu !) ca normele duale ale normelor || ||oo, || |l2 st || |1
sunt respectiv || |1, || |l2 si || |loo Pe X* x Y*.

Dorim sa prezentam in continuare cateva rezultate importante ale analizei
functionale, precum o generalizare semnificativa a principiului aplicatiilor des-
chise datorata lui C. Ursescu si S. Robinson, principiul aplicatiilor deschise,
teorema graficului inchis, teorema imaginei inchise. Un rezultat ajutator,
aplicatie a Teoremei lui Baire (Teorema 1.2.5), este dat in teorema urmatoare.

Teorema 1.8.6 Fie (X, | ||) spatiu Banach i V. C X o multime convexd,
inchisa si absorbanta. Atunci V' este vecindtate a originii.

Demonstratie. Fie W = V N —V; multimea W este convexa, inchisa,
simetrica si absorbanta. Din faptul ca W este absorbanta, rezulta imediat ca
X = Upen+nW. Cum W este inchisa, nWW este inchisa pentru orice n € IN*,
si deci, aplicand Teorema lui Baire amintita mai sus, existd ng € IN* astfel ca
int (ngW) = ng - int W # (). Prin urmare int W # ). Fie Z € int W; deoarece
W este simetrica, —z € int W, iar din convexitatea multimii int W (a se vedea
Teorema 1.4.3) obtinem ci 0 = 1z + 3(—z) € intW. Prin urmare W este
vecinatate a originii, si cum W C V, V este vecinatate a originii. |

In spatii finit dimensionale conditiile teoremei precedente pot fi slabite.

Teorema 1.8.7 Fie (X, || ||) un spatiu normat finit dimensional iV C X o
mullime convexd si absorbanta. Atunci V' este vecina-tate a originii. |

Pentru a formula Teorema lui Robinson-Ursescu avem nevoie de cateva
notiuni.

Fie X, Y doua multimi nevide si R C X X Y; R se numeste relafie.
Multimea domR :={x € X | Jy €Y : (z,y) € R} se numeste domeniul
relatiei R; imaginea lui R este InR :={y €Y | Jz € X : (z,y) € R};
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inversa relatiei R este relatia R™! := {(y,2) | (z,y) € R} C Y x X. Prin
urmare domR ! = ImR si InR™' = domR. Pentru z € X consideram
multimea R(z) :={y € Y | (z,y) € R}; deci domR = {z € X | R(z) # 0}
siImR = Upex R(z) = UzedomRR(x)' Pentru A C X, B C Y definim
R(A) := Uzea R(2) si R_I(B) = UyeB R_l(y)-

Din cele de mai sus se observa ca relatiei R C X X Y i se asociaza functia
X 3z R(x) € P(Y). O functie S : X — P(Y), notata in continuare prin
S : X ~ Y, se numeste aplicatie multivoca de la X la Y. Unei astfel de functii
S putem si-i asociem relatia {(z,y) € X xY | y € S(z)}; aceasta multime
se numeste graficul aplicatiei S. Se obignuieste sa se identifice o aplicatie
multivoca cu graficul ei, ceea ce vom face si noi In continuare.

Fie acum (X, || [|), (Y,]| ||) dou& spatii normate i R C X x Y. Spunem ca
R este relatie convexa (inchisa) daca R este submultime convexa (inchisa) a
lui X x Y. Este evident ci R este convexa (inchisd) dac# si numai daci R~!
este convexa (inchisa), iar daca A C X i R sunt convexe atunci R(A) este
convexa (exercitiu !); in particular, daca R este convexa atunci dom R si Im R
sunt multimi convexe.

Putem formula acum Teorema Robinson-Ursescu.

Teorema 1.8.8 (Robinson-Ursescu). Fie (X, | [|), (Y| ||) spatii Banach si
R C X XY o relatie conveza i inchisa. Fie de asemenea (xo,y0) € R astfel
ca yo € aint (ImR). Atunci

VYV € Vx(zg) : R(V) € Vy(yo).

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea, considerand eventual relatia
R:=R— (z0,Y0) , presupunem ca (xg, yo) = (0,0).

Fie B := R(Ux) C Y. Multimea B este convexa si absorbanta. Faptul
ca B este multime convexa l-am observat mai sus. Fie y € Y; deoarece
0 € aint (ImR), exista A > 0 astfel ca Ay € Im R, adica exista z € X cu
(x,\y) € R. Cum Uy este absorbanta, exista p € ]0, 1[ astfel incat pux € Ux.
Deci (u\)y € R(Ux) = B, deoarece (ux, uA\y) = p(x, A\y) + (1 — 1)(0,0) € R.
Cum B este convexa, rezultd ci B este absorbantia. Avem deci ci B este
convexa, inchisi si absorbantd. Din Teorema 1.8.6 obtinem ca 0 € int B si
deci exista p > 0 astfel ca pUy C B.

S& aratam acum cd pBy C B = R(Ux). Fie deci y € pBy; exista p > 1
astfel ca ully| < p. Consideram yo := py, X == 1 —p~tsie = p\ > 0.
Deoarece yy € pBy C R(Ux), exista (z1,y1) € R astfel ca z; € Ux si
lyo — 1]l < &; deci [|3y0 — $u1]| < p. Din nou, existd (z2,y2) € R astfel ca
xg € Ux si H%yo — %yl —y2|| < &; deci H%yo - /\%yl — %yQH < p. Continuand
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in acest mod obtinem sirul ((,,yn) )neny C R astfel incat (z,) C Ux si
l5=r¥0 — 5mry1 — - — Ynll <&, adica

o —y1 — Aya — -+ = A" Ly || < eA™ = pA™ — 0.
Prin urmare
(I=N(y1 + Mgz + -+ X" y) = (1= Nyo = .

Cum seria 2% | [[A\" 1z, este convergenta si X este spatiu Banach, avem c&
14+ Ao + -+ A"z, — x9 € X, de unde

(1= A)(21 +Azg + -+ A" 1ay) — (1= N = =
In plus ||z < 1. Ins&
(1 - )‘)(:Ela yl) + (1 - )‘))‘(1'2>y2) +ot (1 - )\))\n_l(xnvyn) + )\n(o’o) € Ra

deoarece R este convexd; prin urmare (x,y) € R. Am gasit astfel z € Ux cu
(z,y) € R, ceea ce arata ca pBy C R(Uy).

Fie acum p > 0 gi ¢/ €]0,pu]; avem cd R(1/'Ux) D %’R(NUX). Intr-
adevar, fie y € R(uUx); exista x € pUx astfel ca (z,y) € R. Rezultd ca

(%x, %y) = %(:c, y)+ (1 - %) (0,0) € R. Deoarece %x € W'Ux, incluziunea
dorita este dovedita; in particular R(x/'Ux) D w/R(Ux) D u'pBy pentru orice

p' €10, 1]. Demonstratia este terminata. I

Formulam acum doua consecinte importante ale Teoremei lui Robinson-
Ursescu. Reamintim ca graficul operatorului (aplicatiei) f : X — Y este
multimea gr f = {(z, f(z)) | © € X} C X x Y. Este evident ca graficul
oricarei aplicatii continue este multime Inchisa. Teorema urmatoare furnizeaza
o reciproca a acestui rezultat.

Teorema 1.8.9 (a graficului inchis). Fie (X, || ||), (Y,]|| ||) spatii Banach si
T : X — Y un operator liniar. Atunci operatorul T este continuu dacd $i
numai daca gr’l’ este mulfime inchisa in X X Y.

Demonstratie. Este evident ca daca T este continuu (chiar fara a fi liniar),
grT este multime inchisa. Fie deci gr T" multime inchisa si consideram relatia
R:={(Tz,z) |z € X} = (grT)"! CY x X. Este evident ci R este multime
convex (chiar subspatiu liniar) si inchisi. In plus InR = X. Prin urmare
putem aplica Teorema lui Robinson-Ursescu pentru (zg,y9) = (0,0). Deci

YV eV (0) : R(V)=T"YV) € Vx(0),
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adica T este continuu in origine. Cum 7T este liniar, prin Teorema 1.4.6, T'
este continuu. |

O consecinta imediata a teoremei precedente este

Consecinta 1.8.1 (Banach-Steinhaus). Fie (X,| 1), (Y| ||) spatii Banach
siT : X — Y un operator liniar si bijectiv. Atunci T si T sunt simultan
continui sau discontinui; in particular, daca tn plus T este continuu atunci T
este izomorfism de spatii normate.

Demonstratie. Se aplica teorema graficului inchis pentru 7 si 7. |

Un alt rezultat interesant si util este furnizat de consecinta urmatoare.

Consecinta 1.8.2 Fie (X, || ||), (Y, ||) spatii Banach, A C X si operatorul
T € L(X,Y). Presupunem ca ImT este mulfime inchisa. Atunci T(A) este
mulfime inchisd dacd st numai daca A + kerT' este mulfime inchisd.

Demonstratie. Inlocuind eventual Y prin Im7 si T prin 77 : X — Im T,
T’z := Tz, putem presupune ca T este surjectiv. Consideram operatorul
T:X /kerT — Y, T% := Tx. Este usor de verificat ca T este operator bine
definit, liniar si bijectiv. In plus

IT#| = | Tz = |T(x + w)l| < |T - |z +ull| V&€ X, Vu€kerT,

de unde obtinem ci |Tz|| < |T|| - ||#|| pentru orice # € X/ ker T. Prin urmare
T este continuu, iar din Consecinta 1.8.1 obtinem ca T este izomorfism de
spatii normate. Este clar ci T(A) = T(A), unde A := {3 | z € A} = Pr(4).
Utilizand si Teorema 1.7.2, obtinem ca

T(A) este inchisi < A este inchisi < A+ ker T este inchis,

adica are loc concluzia. i

Teorema 1.8.10 (principiul aplicatiilor deschise).  Fie (X, || ||), (Y, )
spatii Banach si T : X — 'Y wun operator liniar, continuu si surjectiv. Atunci
T este aplicatie deschisa, adica T'(D) este multime deschisa in'Y pentru orice
multime deschisa D C X.

Demonstratie. Fie relatia R := grT. Operatorul T fiind liniar, continuu
si surjectiv, avem ca R este relatie convexa, inchisa gsi InR = T(X) =Y. Fie
D C X o multime deschisa si yo € T(D) = R(D); exista xg € D astfel ca
(z0,90) € R (& yo = Txo). Aplicand Teorema lui Robinson-Ursescu pentru
acest punct, cum D € Vx(xg), obtinem ca T(D) € V(yo). Deci T(D) este
deschisa.

Un rezultat interesant si util in multe aplicatii este urmatorul.
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Teorema 1.8.11 Fie (X, | ||), (Y, | ||) spatii Banach siT € L(X,Y). Urma-
toarele afirmatii sunt echivalente:

(i) ImT este multime inchisd;
(i) 3p1 >0 : ImTNUy C T(p1Ux);
(iii) 3p2 >0 : ImT* N Ux~ C T*(p2Uy+);
(iv) ImT™ este multime inchisa (in norma);
(v) ImT* este mulfime w*—inchisi (< ImT* = (ker T)*).

In plus, n implicatia (ii) = (iii) se poate lua pa = p1, iar in implicatia
(i1i) = (i) se poate lua orice p1 > pa.

Demonstratie. (i) = (ii) Consideram operatorul 77 : X — Im7T =: Y7,
Tyz := Tx. Atunci T} € L(X,Y]) si este surjectiv. Cum Y; este spatiu
Banach, din principiul aplicatiilor deschise, rezulta ca exista p; > 0 astfel ca
Uy, C Ti(p1Ux), ceea ce arata ca are loc concluzia.

(ii) = (i) Conditia din (ii) poate fi reformulata sub forma

VyeImT, 3z e X : Tex=y, ||z|| < pillyl- (1.23)

Fie (yn) C ImT, y, — y € Y. Existd (ng) C IN un gir strict crescator astfel
ca ||Ynpsr — Ynill < 27F pentru orice k£ > 1. Din (1.23), pentru fiecare k > 1
existd uy € X astfel ca Tug = yn,,, — Yn, §i [|ug] < p1/2%. Fie 21 € X astfel
ca Tz = yp, sl 2 =21 +u1 + -+ + ug—1 pentru k > 2. Atunci Tz = yn,
pentru k > 1; cum seria y ,_ uj este absolut convergenta si X este spatiu
Banach, seria > ;2 uj este convergenta. Prin urmare sirul (z3) converge la
un element z € X. Obtinem astfel ca Tz = y,, — To = y. Deci ImT este
multime Inchisa in norma.

(ii) = (iii) Fie 2* € (ker T)* N Ux+. Consideram aplicatia 1 : ImT — R,
Y(y) := (x,2*), unde y = T'z. Este evident ca 1 este bine definita si liniara.
In plus, pentru y € Im7T, din ipoteza, exista x € X astfel ca y = Tx si
ol < prllgll- Prin urmare $(y) < |lz]- 2" < p1lla*]|-llyll. Aplicand Teorema
lui Hahn-Banach, exista y* € Y’ astfel ca y*(y) = (y,y*) < p1]|z*| - ||y|| pentru
orice y € Y, adica y* € Y* si ||y*|| < pllz*|, si (Tz,y*) = v(Tx) = (x,2%)
pentru orice z € X, adica «* = T*y*. Am obtinut astfel ca

ImT* N Ux C (ker T)E N Uy C T*(p1Uy+). (1.24)

Prin urmare (iii) are loc cu pa = p;.
(iii) = (ii) Aratam pentru inceput ca ImTNUy C T(p2Ux). In caz contrar,
exista g € ImT' N Uy astfel ca § ¢ T'(p2Ux). Aplicand o teoreméa de separare,
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exista g* € Y\ {0} astfel ca
.9") > sup{(Tz,y") | € poUx} = sup{(z, T"y") | = € p2Ux}
= pl T (1.25)

Este clar ca T*y* # 0; altfel * € kerT* = (ImT)* si deci (g,7*) = 0,
contrazicand relatia (1.25). Luand z* := T™*y*, putem presupune ca ||z*| = 1.
Datorita ipotezei, inlocuind eventual pe §* cu un alt element, in (1.25) putem
considera ca ||y*|| < p2. Din (1.25) obtinem ca

|

p2 = gl - 1771 > p2l TG = po,

absurd. Reluand partea a doua a demonstratiei Teoremei lui Robinson-Ursescu
obtinem ca Im7T' N By C T(p2Ux), si deci ImT' N Uy C T(p1Ux) pentru orice
p1 > p2.

Echivalenta conditiilor (iii) si (iv) rezulta din cea a conditiilor (i) si (ii)
aplicata operatorului 1.

(ii) = (v) Presupunand ca (ii) are loc, am vazut mai sus ca au loc inclu-
ziunile din (1.24). Prin urmare avem c& (ker )+ C Im7*. Cum incluziunea

inverss are loc intotdeauna, avem ci Im7T* = (ker T)L, si deci ImT* este
multime w*—inchisa.
Implicatia (v) = (iv) este evidenta. I

Echivalenta conditiilor (i), (iv) si (v) din teorema precedenta se intalneste
in literatura sub denumirea de teorema imaginei inchise (closed range theorem
in terminologie engleza). Urmatoarele doua cazuri particulare ale teoremei
precedente pot fi utile.

Consecinta 1.8.3 Fie (X, || ||), (Y, ||) spatic Banach si T € L(X,Y). Ur-
ma-toarele afirmatii sunt echivalente:
(i) T este injectiv si Im T este multime inchisd;
(ii) 3p1 >0, Ve e X : ||Tx| > p1l|=||;
(iii) T este injectiv gi I p1 > 0 astfel ca ImT N p1Uy C T(Ux);
(iv) 3Jp2 > 0 astfel ca poUx~ C T*(Uy+);
(v) T este surjectiv.

In plus, in echivalenta (ii) < (iii) se poate lua acelasi p1, in implicatia (1ii) =
(iv) se poate lua pa = pi, iar in implicatia (i) = (iii) se poate lua orice
p1 €10, p2[.
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Demonstratie. (i) = (ii) Fie T : X — ImT = Yy, Thx := Tx; T}
este operator liniar, continuu si bijectiv. Cum Y; este spatiu Banach, din
Consecinta 1.8.1, Ty~ € £(Y1, X). Avem deci ca

lz = 1T (Ta) | < T - (1 T2l] Vo € X.

Luand p; := 1/||Ty!|, concluzia are loc.

Echivalenta conditiilor (ii) si (iii) este imediata.

Implicatia (iii) = (i) rezultd din implicatia (ii) = (i) din teorema prece-
denta.

(iii) = (iv) Din relatia Im7 N pyUy C T(Ux), utilizand si implicatia
(ii) = (iii) din teorema precedenta, avem ca ImT* N p1Ux+ C T*(Uy~). Dar,
tot din teorema precedenti, avem c& Im T* = (ker T)* = {0} = X*, deoarece
T este injectiv. Deci (iv) are loc cu ps = py.

(iv) = (ili) Incluziunea din conditia (iv) ne arata ca 1™ este surjectiv, si
deci kerT = (Im7T*)* = {0}, adici T este injectiv. Aceeasi incluziune ne
arata, utilizand implicatia (iii) = (ii) din teorema precedenta, ca are loc si
incluziunea din (iii), luand 1/p; > 1/pa, adica p1 €]0, pal.

(iv) = (v) este evidenta.

(v) = (i) rezulta din relatia ker T = (Im 7). I

Consecinta 1.8.4 Fie (X, | ||), (Y,|| ||) spatii Banach si T € L(X,Y). Ur-
ma-toarele afirmatii sunt echivalente:

(1) T este surjectiv;

(ii) Jp1 > 0 astfel ca p1Uy C T(Ux);

(iii) T este injectiv gi I pa > 0 astfel ca ImT* N poUx~ C T*(Uy+);

(iv) Fp2 >0, Vy* € Y™ = [[Ty*[| = p2lly”|l;

(v) T* este injectiv gi ImT™* este multime (w*-)inchisa.
In plus, in echivalenta (iii) < (iv) se poate lua acelagi py, in implicatia (ii) =
(iii) se poate lua po = p1, iar in implicatia (i1i) = (ii) se poate lua orice
p1 €10, p2[.

Demonstratie. Demonstratia este analoaga celei a Consecintei 1.8.3. |
Consecinta 1.8.5 Fie (X, || ||) spatiu Banach si X1, Xo C X subspatii liniare
inchise astfel ca X1 + Xo sd fie inchis. Atunci exista [ > 0 astfel ca

Vee X1+ Xy, Jz € Xy, Jao € Xy 1 =21+ 22, [|z1]| + |lo2f < -2

In particular, dacd X1 N Xy = {0} atunci ||z1]| + |22 < 1- |21 + 22 pentru
orice 1 € X1, x2 € Xo.
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Demonstratie. Spatiul Y := X7 x X, Inzestrat cu norma definita prin
|(z1,22)|| := ||z1|| + ||x2||, este spatiu Banach. Operatorul T': Y — X,
T(z1,2z2) := x1 + T2, este liniar si continuy; in plus Im7 = X; + Xo este
subspatiu inchis. Din Teorema 1.8.11 avem ca exista [ > 0 astfel ca
(X1+ X2)NUx C T(IUy), adica are loc concluzia. I

Inainte de a incheia acest paragraf, facem cateva consideratii despre apli-
catii biliniare, de care vom avea nevoie in sectiunea urmatoare.

Fie (X1, |), (Xa, |l I|) st (Y|l ||) trei spatii normate (reale). Notam prin
L2(X1, X2;Y) multimea aplicatiilor biliniare B : X1 x Xo — Y [adica B(w1,-)
si B(-, z2) sunt liniare pentru orice x; € X si 2 € X3, care au proprietatea

AM >0, V(z1,22) € Xi X Xo @ ||B(z1,22)|| < M - ||z1]] - [|z2]-

Se poate dovedi usgor (exercitiu!) ca aplicatia biliniara B satisface conditia de
mai sus daca si numai daca este continua (in (0,0)). Rezulta cu usurinta ca
L2(X1, X2;Y) este spatiu liniar peste R. In plus aplicatia

L2(X1, X2;Y) 3 B | B]| == sup{|| Bz1,z2)|| | 1] < 1, [|lz2l| <1} € R

este 0 normi; in cele ce urmeaza spatiul £2( X1, Xo;Y) este inzestrat cu aceasti
normé. In cazul in care X; = Xo = X, spatiul £2(X, X;Y) va fi notat prin
L?(X;Y); spunem ci aplicatia B € £2(X;Y) este simetricd daca pentru orice
x1, xo € X are loc relatia B(x1,x2) = B(w2,1).

Teorema 1.8.12 Fie (X1, || [)), (Xo, || 1) st (Y, [ ]} spatii normate. Atunci
aplicatiile

Fi:L(X1,L(X2,Y)) — L3(X1,X0;Y), (F1(T))(w1,22) := (Tx1)(x2),
FQ . £(X2,£(_X1,Y)) — ,CZ(Xl,XQ;Y), (FQ(S))(LL’l,.TQ) = (ng)(xl),

sunt izometrii de spatii normate. In plus, daca Y este spatiuv Banach atunci
L2(X1,X9;Y) este spatiu Banach.

Demonstratie. Este evident ca aplicatia F'1(T') este biliniara pentru orice
T e L(X1,L(X2,Y)). In plus

[(E (7)) (@, z2) || < ([ Taa| - 22l < (T - flzall - [l22]]

Obtinem astfel ca F1(T) € L*(X1, X2;Y) si [|F1(T)| < ||T|.
Fie B € £L2(X1,X2;Y). Pentru 21 € X; un element fixat avem B(x1,-) €
L(X2,Y); n plus || B(x1,-)|| < ||B]|-||z1]]. Se obtine cu usurinta ca operatorul

T:X1 —>£(X2,Y)7 Txl = B(.’El,')
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este liniar si ||Tz1|| < ||B]|| - ||z1||, de unde avem ca T € L(X;,L(X2,Y)) si
IT|| < ||B]|. Considerand operatorul F care asociazi lui B € L2(X1, X2;Y)
operatorul T € L(X1,L(X2,Y)) construit mai sus, avem ci F este liniar,
continuu si ||| = | F(B)|| < ||B|. Este insa evident ci FoFy = Id,2(x, x,v)
si FioF = Idz(x,,c(x,,y))- Cele dovedite mai sus ne arata ca F'y este bijectiva
si F = F{' in plus |F1(T)|| = |T| pentru orice T € £(X1, £(X5,Y)). Prin
urmare F'; este izometrie.

In mod analog se arata ca si Fo este izometrie.

Daca Y este spatiu Banach atunci £(X2,Y") este spatiu Banach, si deci
L(X1,L(X2,Y)) este spatiu Banach. Cum F'; este izometrie, rezulta imediat
e L2(X1, X2;Y) este tot spatiu Banach. I

In continuare vom identifica uneori £2(X1, X2;Y) cu £(X1, £(X2,Y)), sau
cu L(Xs9, L(X1,Y)), prin intermediul lui Fl_l, respectiv F2_1.

1.9 Spatii Hilbert

O clasa importanta de spatii normate este aceea a spatiilor liniare inzestrate
cu produs scalar. Fie deci X un spatiu liniar real; ¢ : X x X — R se
numeste produs scalar daca ¢ este aplicatie biliniara, simetrica gi ¢(x,z) > 0
pentru orice x € X \ {0}, adica ¢ este pozitiv definita. Se obisnuieste sa
se noteze ¢(x,y) prin (z,y). Este ugor de dovedit (exercitiu !) ca aplicatia
N : X — R, N(z) := \/(z,x), este norma pe X, notata in continuare prin
| |I. In plus are loc inegalitatea lui Schwartz

[z, )| <=l [lyll Y,y e X,

cu egalitate daca gi numai daca elementele x si y sunt coliniare.

Fie (X, (, )) un spatiu cu produs scalar (sau prehilbertian); daca X inzes-
trat cu norma indusad este spatiu Banach, spunem ca (X, (,)) este spatiu
Hilbert.

In continuare punem in evidenta trei rezultate importante din teoria spatii-
lor Hilbert, care in final vor conduce la faptul ca spatiile Hilbert sunt reflexive.

Teorema 1.9.1 Fie (X, (,)) spatiu Hilbert si C C X o mulfime convexd,
inchisa gi nevida, iar v € X. Atunci exista un element ¢ € C, unic, astfel ca
|z —¢|| < ||z —¢|| pentru orice c € C.

Demonstratie. Daca x € C' atunci ¢ = x este singurul element care satisface
conditia din enunt. Fie deci z ¢ C; atunci exista un sir (¢,) C C astfel ca
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|z —cpl| = d:=inf{||]xr —¢| | c€ C}. Avem ca

(@ = cn) + (@ = cm) P+ (@ = cn) = (2 — ) |I?
= 2|]:U—cn\|2+2||:n—cm||2 Vn, meN.

Deoarece C' este convexa avem cd ||z — 3(c, + ¢n)|| > d si deci
llen — emll? < 2|z — cnl? + 2|z — || — 4d* ¥n, m € IN. (1.26)

Deoarece ||z — ¢, || — d, din (1.26) obtinem ca girul (¢,,) este sir Cauchy. Prin
urmare exista ¢ € X astfel ca ¢, — ¢. Este evident ca ¢ € C si ||z —¢|| = d.
Daca ¢; si ¢2 satisfac concluzia teoremei, inlocuind in relatia (1.26) ¢, si ¢,
prin ¢, respectiv ¢o, obtinem cd ¢; = és. |

Fie acum () # A C X; spatiul ortogonal multimii A este
At :={zeX|(a,z)=0 Yac A}.

Se verificd cu usurinta (exercitiu !) ca dacd @ # A, B C X atunci
1) Al este subspatiu liniar inchis al lui X, 2) A ¢ B = At > B,
3) AclinA c At =AY+, 4) (AuB)t =Atn B

Teorema 1.9.2 Fie (X, (,)) spatiu Hilbert si Xo C X un subspatiu liniar
inchis. Atunci X = Xo ® Xg- si Xg- = Xo.

Demonstratie. Este evident cd Xo N Xy = {0}. Fie z € X. Deoarece X,
este multime convexa, Inchisa si nevida, aplicand teorema precedenta, exista
zog € Xo astfel ca

|z — zo|| < ||Z — ul] Yue Xo.

Fie 21 := T — x¢; sa aratam ca x1 € XOL. Intr-adevar, din relatia de mai sus,
avem ca

lz1]? < [lan + Aal® = [lz1|? + 2M\(z1, 2) + N||2]* Y € Xo, VA€ R,

gi deci
0 < 2X\(z1,z) + N?||z||* Vo € Xo, VA€ R.

Impértind prin A > 0 si ficand A — 0, obtinem c& (x1,2) > 0. Inegalitatea
inversa se obtine procedand la fel pentru A < 0. Deci 7 € Xo + Xg-
Fie acum z € XS-L. Atunci x = zg+x1 cuxg € Xg, o1 € XOL. Rezulta ca

|21 )|? = (21, 21) = (x — 20, 21) = (x,21) — (T0,21) =0 — 0 =0,

si deci z1 = 0. Prin urmare z € X, ceea ce arata ca Xd‘J- = Xp. |
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Teorema 1.9.3 (Riesz). Fie (X,(,)) un spativ Hilbert. Atunci aplicafia
Fx : X - X*, Fx(z)(y) = (y,x), este bijectie liniara si | Fx(z)| = |lz||
pentru orice v € X (adica F'x este izometrie).

Demonstratie. Fie x € X; aplicatia ¢, : X — R, ¢,(y) = (y,x), este
liniard si |pz(y)] < ||z| - |ly|]| pentru orice y € X. Deci ¢, este continua si
lpall < llz]. Cum @y (2) = ||, avem ci [ps|l = |l2]|. Intrucit Fx(x) = @u,
Fx este bine definita si ||Fx(z)|| = ||z| pentru orice x € X. Liniaritatea
lui Fx este evidenta. Trebuie sa mai aratam ca Fx este surjectiva. Fie
¢ € X*. Daca ¢ = 0 atunci ¢ = ¢g. Fie deci ¢ # 0 si Xo = kery;
X este subspatiu liniar inchis, diferit de X. Din teorema precedenta exista
T € Xg \ {0} (in caz contrar X = Xj). Deoarece X = Xg + RZ, avem c&
ker pz = {z}+ = (Rz)* = Xo. Intr-adevir, daci & = 29 + puz € {z}+, unde
z9 € Xo, p € R, atunci 0 = (x, %) = (vo+uZ, ) = p/|Z||?>. Prin urmare y = 0,
si deci z € Xp. Am obtinut astfel ca ker ¢z C kerp. Din teorema nucleelor
(Teorema 1.3.6) avem c& existd A € R astfel ca ¢ = A\pz = prz = Fx(A\z). |

Consecinta 1.9.1 Dualul topologic al unui spatiu Hilbert este spatiu Hilbert.

Demonstratie. Fie (X, (,)) un spatiu Hilbert si F'x izomorfismul pus in
evidenta in teorema precedenta. Fie

B:X*x X* =R, B(z*,y") = (Fy ("), Fx(y")).

Este evident ca B este aplicatie biliniara simetrica. In plus, utilizand faptul
ca |Fx(z)| = [l=]],

B(a*,a") = (Fx'(«"), Fx' (")) = | Fx' (2")|* = |l="|I%,

ceea ce arata ca B este si pozitiv definitd. Deci B este produs scalar. Din
relatia de mai sus avem c& norma dualului provine din produsul scalar B. |

Teorema 1.9.4 Orice spatiu Hilbert este reflexiv.

Demonstratie. Fie (X, (, )) spatiu Hilbert, iar X* inzestrat cu produsul
scalar construit in consecinta precedenta. Consideram izometriile F' := F'x si
F* := Fx« date de Teorema lui Riesz pentru spatiile X ¢i X*. Fiez € X si
x* € X*. Deoarece F este bijectie, existd u € X astfel ca 2* = F(u). Avem
ca F*o F : X — X* este bijectie. In plus

(F*o F)(x)(2") = F'(F(2))(F(u))

B(F(u), F(x)) = (u, )
F(u)(z) = 2"(z) = Jx

(z)("),
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unde Jx este operatorul definit in sectiunea precedenta. Deci F* o F = Jx,
ceea ce aratd ca Jx este operator bijectiv. Prin urmare (X, (, )) este spatiu
reflexiv.

Daca X, Y sunt spatii Hilbert si A € £(X,Y), putem considera operatorul
A= F{ oA*oFy € L(Y,X). Este evident ci A’ este caracterizat de relatia

(Az,y) = (x,A'y) Ve e X, VyeY.

De cele mai multe ori dualul X* al spatiului Hilbert (X, (, )) se identifica, prin
intermediul izometriei F'x, cu X. Facand astfel de identificari avem ca daca
X, Y sunt spatii Hilbert, iar A € L(X,Y), atunci A’ = A*.

1.10 Diferentiabilitate in spatii normate

In aceasti sectiune X, Y, Z sunt spatii liniare (reale) normate. Fie f : D — Y,
unde D C X, si a € int D; prin urmare exista o sfera B(a,p) C D (p > 0), si

deci pentru orice z € X sit € {— Hwﬁﬂ’ chﬁ’ﬂ} , a+tx € D. Spunem ci f este

diferentiabila Gateauz n a, pe scurt G-diferentiabila, daca exista un operator
T € L(X,Y) astfel ca

lim
t—0

f(aHi)_f(“) =Tz VzeX; (1.27)

operatorul T' se numeste diferentiala Gateauzr (sau gradient) a functiei f in a.
Spunem ca f este diferentiabild Fréchet in a, pe scurt F-diferentiabila, daca
exista un operator 7' € L£(X,Y) astfel ca

p f@th) —fl@) =Th _ | f(z)~ f(0) = Tx—a)

h=0 il z=a [l — all

—0;  (1.28)

operatorul 7' se numeste in acest caz diferentiala Fréchet a functiei f in a.
Operatorul T din definitiile de mai sus se noteaza prin Vf(a), df(a) sau

d' f(a).
Sa observam ca (1.28) este echivalenta cu fiecare din urma-toarele doua
conditii:

Ve>0,30>0, Ve € B(a,0) : [[f(z)— fla) —T(x—a)| <celz—al,

da:D—a—Y : }llii%a(h):a(O):O,
fla+h)=f(a)+Th+|h||-a(h) Yh e D—a.
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In cazul in care pentru un x € X exista

iy £ 1) = f(a)
t10 t

€y,

aceasta poarta numele de derivata directionald a functiei f in a in directia x
si se noteaza prin f! (a;x). Se observa ca f este G-diferentiabila in a € int D
daca si numai daca

Vee X, 3f (a;z) €Y gl @ — [ (a;x) este aplicatie liniard si continua.

Vom vedea ca exista clase de functii care au derivate directionale in orice
directie, fara a fi diferentiabile Gateaux.
Un prim rezultat este urmatorul.

Teorema 1.10.1 Fie f: D C X - Y gia €int D.
(1) Daca f este G-diferentiabild in a atunci diferentiala sa este unicd.

(ii) Daca f este F-diferentiabila in a atunci f este G-diferentiabild in a si
diferentialele coincid.

(iii) Daca f este F-diferentiabild in a atunci f este continud in a. I

Un caz particular important este acela in care X = R. In acest caz
spunem ca f este derivabild in a daca exista limy_o (f(a + h) — f(a))/h €Y;
acest element 1l notam prin f/(a) gi-1 numim derivata lui f in a. Observam ca
in aceasta situatie

fla+tx) — f(a)

. _ Y
%g% ; =x-f'(a) Vx € R.

Cum aplicatia R > z — zf'(a) € Y este liniara gi continud, f este G-
diferentiabila in a si Vf(a)(z) = 2f'(a). Avem astfel

Teorema 1.10.2 Fie f: D C R — Y gia € int D. Urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente:

(1) f este derivabila in a,
(ii) f este G-diferentiabila in a,
(iii) f este F-diferentiabila in a.
In plus V f(a)(z) = zf'(a) pentru orice x € R in fiecare din aceste cazuri. |

In rezultatul urmitor punem in evidenta patru exemple de functii F-
diferentiabile frecvent utilizate.
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Teorema 1.10.3 Fie T € L(X,Y), B € L2(X;Y), x0,%1,...,2Zn € X §i
Yo €Y.

(1) Punctia fr : X — Y, fi(z) := yo + Tx (adica fi este afind), este
F-diferentiabila in orice a € X §i Vfi(a) =T.

(ii) FPunctia fo : R" — X, fo(t1,...,tn) = xo + t1x1 + -+ + tpxy,, este
F-diferentiabila in orice a € R™ §i V fa(a)(t1,...,tn) = t1z1 + - + tyXy.

(iii) Punctia f3 : X — Y, fs3(x) := B(xz,x), este F-diferentiabila in orice
a€ X st Vfs(a)(r) = Bla,z) + B(x,a), adica V f3(a) = B(a,-) + B(-,a). In
particular, dacd B este simetrica atunci V fs3(a) = 2B(-, a).

(iv) Fie X spatiu Hilbert. Functia fy : X — R, fi(z) = 3||lz||?, este F-
diferentiabild in orice a € X i V fa(a)(x) = (z,a). I

In teorema urmatoare punem in evidenta cateva formule pentru functii
diferentiabile si diferentialele lor.

Teorema 1.10.4 Fie mulfimile D C X, A C Y, a € intD, b € intA, gi
functiile f, g: D —-Y,p:D—Rgsih:A— Z.

(1) Daca f si g sunt G(F)-diferentiabile in a, iar o, B € R atunci af + Bg
este G(F)-diferentiabila in a i

V(af+Bg)(a) = aVf(a)+ Vg(a).
(i) Daca f si ¢ sunt G(F)-diferentiabile in a, atunci ¢ - f este G(F)-
diferentiabila in a si
V(e F)(@) = pla) - Vf(a) + f(a) - Vi(a).

unde pentru z* € X*, y €Y avem cay-x* € L(X,Y),(y-x*)(z) := (x,2%) - y.
(iii) Daca f(D) C A, b = f(a), f este F-diferentiabila in a si h este F-
diferentiabild in b atunci h o f este F-diferentiabild in a i

V(ho f)(a) = Vh(b) o Vf(a).

Demonstratie. Demonstratia punctelor (i) si (ii) este simpla.
(iii) Fie T := V f(a), S := Vh(b). Din definitia F-diferentiabilitatii, exista
a:D—a—Y, 8:A—b— Z astfel ca

lim a(x) = «(0) =0, lim B(y) = B(0) =0,

x—0 y—0
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fla+zx)= fla)+Tx+ ||z|]| - a(x) V€D -—a,
h(b+y) =h()+Sy+Ilyl-By) VyeA-b
Prin urmare
(hof)lat+z) = h(flat+a))=h(b+ Tz+ |z a(x)))
= h(b)+ S (Tz+ ||z| - a(z)) +
Tz + ||z - )| - B (T + || - ()
= (hof)(a) + (SoT)x + [l - v(x),
unde y: D —a — Z,
(@) = S(a(@) + |7 (I27'2) + a(@)| - 8(T2 + |2 - a(2))
pentru z # 0 si y(0) := 0; avem ca lim, ,oy(z) = 0. Deci h o f este F-
diferentiabila in a si V(ho f)(a) =S oT = Vh(b) o Vf(a). I
Urmatorul rezultat va fi folosit chiar in aceasta sectiune.

Teorema 1.10.5 (de medie). Fie f: D C X —Y sia, b€ X. Presupunem
ca [a,b] Cint D, si f este G-diferentiabila in orice punct din [a,b]. Atunci

1F(8) = f@)| < sup [[Vf(u)(b—a)| <|b—al- sup [[VF(u)l.

u€ la,b| u€ la,b|

Demonstratie. Fie multimea O := {t € R | (1 — t)a + tb € D}, functia
0:0 = X, o) :=(1—t)a+th, si y* € Uy«. Utilizand Teoremele 1.10.3 si
1.10.4, obtinem ca aplicatia 1) := y*o foyp este diferentiabila in orice tg € [0, 1],
iar

V(y o fop)(to)(u) = (y" oV f(p(tn)) o Ve(to))(u) = u-(y" oV f(p(to)))(b—a).

Prin urmare, conform Teoremei 1.10.2, (y*o fop) (tg) = (y*oV f(¢(to)))(b—a).
Aplicand Teorema lui Lagrange pe [0, 1], obtinem ca exista to €10, 1] astfel ca

(1) = 0)] = [¢'(to)l = [(y" o Vf((t0))(b - a)|
< g™l - IV F(et) (b = a)ll < M,

unde M := sup,¢iqpf |V f(u)(b—a)|. Prin urmare
(", f(0) = fla))| < M Vy* € Uy-,

si deci [|[f(b) — f(a)|| < M. Din relatia [V f(u)(b — a)|| < [[Vf(w)[| - [[b— al
rezulta cealalta inegalitate. |
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Sa observam ca in teorema precedenta concluzia are loc daca presupunem
ca restrictia lui f la [a, b] este continud si f este G-diferentiabila in orice punct
din ]a, b[.

O consecinta importanta a teoremei de medie este urmatorul rezultat.

Teorema 1.10.6 (Criteriul I de diferentiabilitate Fréchet). Fie D C X,
a€intD gi f: D — Y. Presupunem ca f este G-diferentiabild pe o vecind-
tate V.C D aluia siVf:V — L(X,Y) este continua in a. Atunci f este
F-diferentiabila in a.

Demonstratie. Exista p > 0 astfel ca B(a,p) C V. Fie T := Vf(a) si
aplicatia g : D — Y, g(x) := f(x) — Tx. Functia g este G-diferentiabila pe
B(a,p) si Vg(x) =V f(x) =T =Vf(z) — Vf(a). Pentru z, 2’ € B(a,p), din
Teorema de medie, avem ca

lg(2) = 9@l < [l = 2"l sup [[Vg(u)l.

u€ |z,a!|
Din continuitatea lui V f in a, pentru € > 0 avem ca
36 €]0,p[, Vu € B(a,d) : [[Vg(u)|| =[IVf(u) = Vf(a)l| <e,
si deci

lg(z) — 9@ = If(2) = f(a") = T(z = a")|| < elle — 2’| Va,2" € B(a,0).
(1.29)
Luand 2’ = a in (1.29), obtinem ca f este F-diferentiabild in a. I

O altd consecinta a teoremei de medie este si rezultatul urmator.
Consecinta 1.10.1 Fie f : D C X — Y sia € int D. Presupunem ca f
este G-diferentiabild pe o vecinatate V.C D aluia siVf:V — L(X,Y) este

continua in a. Daca (z,) C D, (t,) C R\ {0} i (un) C X sunt astfel ca
T, — a, t, — 0 st u, — u € X atunci

flan + thun) — f(zn)
tn

— Vf(a)(u).

Demonstratie. Fie p > 0 si g definite in demonstratia teoremei precedente.
Consideram (z,,), (t,) si (uy,) cu proprietatile din enunt. Existda M > 0 astfel
ca |lun|| < M pentru orice n € IN. Pentru € > 0 consideram § €0, p[ astfel
incat (1.29) sa aiba loc. Exista n. € IN astfel ca xy,, x,+tnu, € B(a,d) pentru
n > ne. Din (1.29) obtinem

lg(@n + tnun) = g(@n)l| < elltnunll < elta| M Vn = ne,
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si deci
I[f (@n + thun) — f(@n)]/tn =V f(a)(un)|| <M Vn = ne.

Prin urmare
f(xn + tnun) - f(mn)
tn

Cum Vf(a)(u,) — Vf(a)(u), obtinem imediat concluzia. I

-V f(a)(u,) — 0.

Consideram acum functia f : D C X XY — Z i (a,b) € int D un element
fixat. Putem considera functiile

fi: D1 — Z, fi(x):= f(x,b), unde Dy :={x € X | (z,b) € D},

f2:Dy— Z, fo(y) := f(a,y), unde Do :={y €Y | (a,y) € D}.

Este clar cd a € int Dy, b € int Dy. Spunem ca f este F(G)-diferentiabila
(partial) in raport cu variabila x daca fi este F(G)-diferentiabila in a; diferen-
tiala va fi notata prin V,f(a,b). Analog, f este F(G)-diferentiabila (partial)
in raport cu variabila y daca fo este F(G)-diferentiabila in b; diferentiala va fi
notata prin Vy f(a,b).

Daca f este F-diferentiabila in (a, b) cu diferentiala T' € L(X x Y, Z) atunci
exista v : D — (a,b) — Z astfel ca lim, ,y_.(0,0) 7(7,y) = 7(0,0) = 0 si

fla+z,b+y) = fla,b) +T(z,y) + [(z, 9l - v(z,y) V(z,y) €D~ (ab),
de unde obtinem, luand pe rand y = 0 respectiv x = 0, ca
fila+z) = fi(a) + T(x,0) + |[(x,0)| - v(z,0) Vz € D; —a,

f2(b+y) = fo(b) + T(0,y) + [[(0,y)[| - v(0,y) Vy € Dy—b.

Prin urmare f este F-diferentiabila in raport cu x si y in (a,b) si

v:cf(av b) = Vf(a, b)(, 0)? vyf(a7 b) = Vf(a7 b)(O, )

Afirmatia corespunzatoare pentru G-diferentiabilitate este de asemenea adeva-
rata, si mai simplu de dovedit.
In conditii suplimentare are loc gi implicatia inversa.

Teorema 1.10.7 (Criteriul II de diferentiabilitate Fréchet). Fie D C X XY,
(a,b) €int D gi f : D — Z. Presupunem ca f este G-diferentiabila in raport
cu x sty pe o vecinatate V. C D a lui (a,b) si Vo f, Vyf sunt continue in
(a,b). Atunci f este F-diferentiabild in (a,b).
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Demonstratie. Exista p > 0 astfel ca B(a,p) x B(b,p) C V. Notam
Vaf(a,b) prin T si Vy f(a,b) prin S. Atunci, pentru (z,y) € D,

f(z,y) — fla,b) = T(x —a) =Sy —b) =
[f(@,y) = f(z,0) = S(y = b)] + [f(z,b) — f(a,b) — T(z —a)].

Procedéand ca si in teorema precedenta, pentru (z,y) € B(a, p) x B(b, p) avem

1S (2 y) = f2,0) = S(y =) < ly = bl - sup [|Vyf(z,v) =V, [f(a,b)],

veb,y]

1f(z,b) = fla,b) = T(z —a)|| < |z —al- sup Ve f(u,b) = Vo f(a,b)]|.
ue|a,r
Fie ¢ > 0; datorita continuitatii diferentialelor V,f si V,f in (a,b), exista
d €10, p[ astfel ca pentru orice (x,y) € B(a,d) x B(b,d) := U avem

IVaf(z,y) = Vaf(a, D) < /2, [IVyf(z,y) = Vyfla,b)|| <e/2.

Prin urmare, pentru (z,y) € U, avem ca
1f(@,y) — fa,b) =T(z —a) = Sy —b)[| <& [|(z,y) — (a,)],
si deci f este F-diferentiabila in (a,b), iar
Vf(a7 b)(uﬂ}) = Vftf(a7 b)(U,O) + Vyf(av b)(O,v) V(U,U) € X xY.

Demonstratia este completa. |

Fieacum f: D C X — Y gia € int D. Spunem ca f este F-diferentiabild
de ordin II in a daca f este F-diferentiabild pe o vecinatate V' C D a lui a
§iVf:V — L(X,Y) este F-diferentiabild in a, adici existda B € £L2(X;Y) si
a:D—a— L(X,Y) astfel ca

}llii%oz(h) =a(0)=0, Vf(a+h)=Vf(a)+ B(h,:)+|h]|-a(h) Yhe D —aq;
aplicatia biliniara B se numegte diferentiala de ordin II a functiei f in a
i se noteaza prin V2f(a) sau d?f(a). Desigur, utilizim identificarea lui
L(X,L(X,Y)) cu L2(X;Y) specificata in Teorema 1.8.12.

S& observam ca daca f este F-diferentiabila de ordin Iinasi T € L(Y, Z),
atunci T o f este F-diferentiabil de ordin ITin a si V(T o f)(a) = T o V2f(a).
De asemenea, daca consideram functia ¢ : O — Y, ¢(t) := f(x¢ + tz), unde
O :={te€ R|zo+tx € D}, iar f este F-diferentiabila in a = z¢ + tox atunci
¢ este derivabila ( < diferentiabild) in ¢ si ¢'(t0) = Vf(xo + tox)(x). Daca f
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este F-diferentiabila de ordin II in a = z¢ + tgx atunci f este F-diferentiabila
pe o vecinatate a lui a, si deci ¢ este derivabila pe o vecinatate U a lui #g, iar
¢ (t) = V f(xo + tz)(x) pentru orice t € U. In plus avem ca

o' (t)— ¢ (to) = Vf(zo+tz)(x)—Vf(xo+ tox)(z)
= [Vf(zo+tx) — Vf(zo+ tox)](x)
= [B((t —to)x,-) + [t —to| - [[z]| - a ((t — to)2)] ()
= (t—to)B(z,z)+ |t —to| - [[z]| - a ((t — to)x) ().

Prin urmare exista " (ty) = B(z,x) = V2 f(a)(z,r) daca f este F-diferentia-
bila de ordin IT in a = xo + tox € int D, unde " (t) noteaza derivata de ordin
IT a functiei ¢ in t.

Teorema urméatoare arata ca diferentiala de ordin II este simetrica.

Teorema 1.10.8 (simetria diferentialei de ordin II). Fie f: D C X — Y gi
a € int D. Dacd f este F-diferentiabild de ordin II in a atunci V2f(a) este
aplicatie biliniara simetricd.

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea putem presupune ca D este
deschisa si f este F-diferentiabila pe D (altfel restrangem functia f la o
vecinitate a lui @ pe care o notam tot D). Fie B := V2f(a) si u,v € X
elemente fixate. Sa aratam ca B(u,v) = B(v,u).

Fie pentru inceput cazul Y = R.

Consideram multimea A := {(s,t) € R? | a + su + tv € D} si functia
v : A — R, ¢(s,t) := f(a+ su+ tv). Multimea A este deschisa, iar din
consideratiile de mai sus avem ca exista

dp

—(s,t) = Vf(a+ su—+tv)(u),

ds (s,t) = Vf(a+ su+tv)(v).

gy
ot
In plus dp/ds este diferentiabild in (0,0). Intr-adevar,

gf(s,t) - ?;5(0,0) = [Vf(a+su+tv) —Vf(a)(u)
= B(su+tv,u) + ||su+ tv] - a(su + tv)(u)

= sB(u,u) +tB(v,u) + Vs2 4+ t2 - y(s,t),
cu

VS22 (s, 0)] < V& 1 2l + [0l - s + t0) | - ],
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si deci limg 4)—(0,0) 7(s,%) = 0 = 7(0,0). Avem deci ca d¢/0s este diferentia-
bila in (0,0) si
82 2
f 0%y 0.0 0 <8g0
s

220.0) = Bluw, ~20,0)= 1 as> (0,0) = B(v, ).

In mod analog se obtine c& dp /0t este diferentiabila in (0,0) si

82g0 8290
M(Ovo) = B(u,v), 2

Utilizand Teorema lui Young pentru functii reale de doua variabile reale ([42,
p. 416]), avem ca

(0,0) = B(v,v).

82cp 82<p
Ot Os (0,0) = 0s Ot (0,0),

adica B(v,u) = B(u,v).

Fie acum cazul general. Considerand y* € Y™, avem ca y* o f este F-
diferentiabila de ordin II in a si V2(y* o f)(a) = y* o V2f(a). Din prima
parte obtinem ca (B(u,v),y*) = (B(v,u),y*), si cum y* € Y* este arbitrar,
B(u,v) = B(v,u). I

Desigur, se pot introduce si diferentiale de ordin superior. Noi ne limitam
numai la diferentiabilitatea de ordin I si II.

Urmaétorul rezultat al acestei sectiuni este formula lui Taylor. Inainte de
a formula acest rezultat amintim ca functia f : D C X — Y este de clasa
C' pe multimea deschisi D C X daca f este F-diferentiabild pe D si Vf este
continua pe D; f este de clasd C? daci f este F-diferentiabild de ordin II pe
D i V2f: D — L%(X;Y) este continui.

Teorema 1.10.9 (formula lui Taylor). Fie D C X o multime deschisd si
f:D — R o functie de clasa C* pe D. Presupunem cd segmentul [a,b] C D.
Atunci exista & €a, b astfel ca

f(b) = f(a) + Vf(a)(b—a) + 3Vf(€)(b — a,b— a).

Demonstratie. Consideram O :={t€ R|(1—t)a+tb=a+t(b—a)e€ D}
sip: 0 — R, o) = f((1—t)a+tb). Avem ca

O'(t) = VI(1-t)a+tb)(b—a), ¢"(t) = V2 f(1—t)a+tb)(b—a,b—a) Vte O.

Rezulta ci ¢ este de clasa C? pe O D [0,1]. Aplicand formula lui Taylor pentru
functii reale de o variabila reald, avem ca exista 6 €10, 1] astfel ca

p(1) = ©(0) + ¢'(0) - 1+ 5" (0) - 1.
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Luand € := (1 — 0)a + 6b €]a, b[, obtinem concluzia. I
Are loc urmatoarea teorema a functiilor implicite.

Teorema 1.10.10 Fie X spatiu Banach, Y spatiu normat, D C X o mulfime
deschisa, M C X o multime inchisd, o € DN M sih : D — Y o functie
F-diferentiabila. Presupunem ca ezista ¢ > 0, n > 0, a € [0,1] astfel ca
D(xzg,n) C D si

Va € D(xg,n) N M, YVt >0 : Sy C Vh(x)([t,oo- (M —z)NcUx) + aUy.
(1.30)
Atunci exista vy, 1 > 0 astfel ca D(xg,v) C D i

Vu € D(xg,y) N M, Vy € D(h(xp),7y), Ix € DNM :
hz) =y, |z —ul <I-lly = h(w)]. (1.31)
In particular, h(U N M) € V(h(xq)) pentru orice U € V(x).

Demonstratie. Deoarece « € [0, 1], exista € > 0 astfel ca 1 > o + ec. Fie
w:=¢en/(2+¢). Din continuitatea lui h in xq, exista v €0, u[ astfel ca

Vo€ Do) ¢ h(z) € D(h(zo), ). (1.32)
Fie u € D(xo,7) si y € D(h(z0),y) elemente fixate. Consideram functia
f:D(@o,n)NM — R, f(z):= |y —h(z)]|

Multimea D(zg,n)NM C X inzestrata cu distanta indusa (d(z,2") = ||z —2'||)
este spatiu metric complet, iar f este functie continua (deci i.s.c.) gi marginita
inferior. Aplicand principiul variational al lui Ekeland (Teorema 1.2.6), exista
Z € D(zg,n) N M C D astfel ca

ly = n(@)[ + & - [|Z = ull < ly = h(u)]], (1.33)

ly = (@) <e-llz =zl + ly = h(z)]| Vo e D(zo,n) N M. (1.34)

Dorim sa aratam ca h(z) = y. Presupunem ca h(Z) # y. Din (1.33) si (1.32)
avem ca

e[|z —ull < ly = h(u)| < lly = hlzo)|| + [[R(z0) — h(u)|| <~ +p < 2p,

si deci

en 2+4e¢
24¢ ¢

2 2
|2~ o]l < 12— ull + Ju—aoll < F+7 < F4p= = 7. (1.35)
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Din (1.30) avem cd pentru orice n € IN* existd ¢, €]0, 1], 2, € M si w, €Y
astfel ca, pentru u, := t,,(z, — ), avem

[unll < e-ly=h(D) |, l[wnll < a-lly=h(@D)[l, y=h(Z) = Vf(Z)(un)+wn. (1.36)

Deoarece x,, = T + tpu, — T, din (1.35) rezulta existenta unui ng € IN* astfel
ca T, € D(xg,n) pentru n > ng. Deoarece h este diferentiabila in Z, avem ca
existd (v,) C Y astfel ca v, — 0 si

hMZ + thupn) = h(Z) + t, VR(Z)(un) + thv, Vn € IN.

Utilizand aceasta relatie, (1.34) si (1.36) obtinem ca pentru n > ng au loc
relatiile:

ly =h@)I < lly=hlzn)] + [lon — 2|

|y — h(Z) — ta VI(Z)(un) — tnvn|| + tp|[un||

|y = h(Z) — ta(y — h(Z) — wn) — tavn|| + tn|un|
< (L =ta)lly = A@) + tallwnll + tollvall + etnlunll,

\_/\_/

i deci
tully — h(@)|| < tallwnll + tallvall + etnllun].

Impértind prin ¢, > 0 si utilizand din nou (1.36), obtinem
ly = h(@)|| < ally = h(@)|| +ec- [y = h@) | + tallvall V= no.

Trecand la limita si apoi impartind prin ||y —h(Z)|| > 0 obtinem ca 1 < a+ec,
ceea ce contrazice alegerea lui . Deci y = h(Z).

Este acum clar ca din (1.33) se obtine concluzia pentru [ = 1/e.

Fie acum U € V(xp); existd numarul § €]0,1v| astfel ca B(zg,d) C U.
Fie y € B(h(xp),0/l) C D(h(xg),v); din (1.31) exista x € D N M astfel ca
h(z) =y si ||lzo — x| <1-||h(xo) —y|| <. Deci B(h(zp),d) C (UNM). 1

In Capitolul 3 vom pune in evidenta cateva conditii suficiente pentru ca sa
fie indeplinita conditia (1.30).






Capitolul 2

Programare convexa

2.1 Functii convexe
Fie X spatiu liniar real si f : X — IR; spunem ci f este convexd daca

cu conventiile: (400) + (—00) = 400, 0 (+00) = +00, 0 (—o0) = 0. Sa
observam ca daca z = y, sau A € {0,1}, sau = (y) nu este in dom f atunci
inegalitatea din (2.1) este satisficutd. Prin urmare functia f este convexa
daca

f(/\:B—I— (1 - )‘)y) < )\f(.’li‘) + (1 - A)f(y) Ve, y e domf7 T 7é Y, VA 6]071['
(2.2)

Daca are loc relatia (2.2) cu “<” inlocuit prin “<” spunem ca f este strict
convexd. De asemenea, spunem ca f este (strict) concava daca —f este
(strict) convexa. Deoarece toate proprietatile functiilor convexe se transpun
cu ugurinta la functii concave, in cele ce urmeaza consideram, practic, numai
functii convexe.

Pentru a evita, in cele ce urmeaza, inmultirea cu 0, avand in vedere si
observatia de mai inainte, vom lua numai A €]0, 1[.

In teorema urmitoare punem in evidenta cateva caracterizari utile ale
functiilor convexe.

Teorema 2.1.1 Fie f: X —R. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) f este convexa;

(ii) functia ozy: R — R, pgy(t) := f((1 —t)z + ty), este convexd oricare
ar iz, y € X;

73
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(iii) dom f este mulfime convezrd si
fQz+ 1 =Ny) <Af(x)+ (1 =A)f(y) Vo, yedomf, VA€]0,1];

(iv) Vne IN*, VA,..., A\, €]0,1[, M +---+X =1, Vaq,...,2, € X :

Sz 4+ 4+ Apzp) < M f(zn) + - A f(2n); (2.3)

(v) epif este submultime convezrda a lui X x R.

Demonstratie. Implicatiile (i) = (ii), (ii) = (i), (i) = (iii), (ili) = (i) si
(iv) = (i) sunt evidente.

(i) = (v) Fie (z1,t1), (x2,t2) € epi f si A €]0,1[. Atunci x;, x2 € dom f,
flx1) <t1 4 f(xg) < ty. Cum f este convexa, din (2.1) avem ca

fQz14+ (1 = Nx2) < Af(z1) + (1= A) f(22) < Aty + (1= Mg,

si deci A(z1,t1) + (1 — A)(ze,t2) € epi f. Prin urmare epi f este convexa.

(v) = (iv) Fie k € N*, Xi,...,\, €]0,1] astfel ca 3¢ N = 1, si
x1,...,x € X. Daca exista ¢ astfel ca f(x;) = oo atunci, in mod evident, (2.3)
are loc. Daca f(z;) € R pentru orice 7, 1 < i < k atunci (z;, f(z;)) € epi f
pentru orice 4, gi cum epi f este convexa, Zle)\i(xi, f(zi)) € epif, ceea ce
aratd ci inegalitatea (2.3) are loc. In sfarsit, presupunem ci f(z;) < 0o pen-
tru orice 7 i exista ig cu f(x;,) = —oo; ludnd t; € R astfel ca (x;,t;) € epi f
pentru i # ig, cum (z;,, —n) € epi f;, pentru orice n € IN, avem ca

Sz + - 4 Apy)
< )\1{1 + -+ Aio—lf’io—l + )\io(—n) + /\i0+1fi0+1 + -+ /\kfk Vn € IN.

Facand n — oo in inegalitatea de mai sus, obtinem ca f (Zlex\ixi) = —00,
si deci (2.3) are loc. I

Sa observam ca daca f este strict convexa atunci in (2.3) inegalitatea
este stricta in cazul in care zy,...,z, € dom f si cel putin doua elemente
sunt distincte. Daca f este convexa atunci pentru orice A € R multimile
{z e X | f(z) <A} (=nivaf) si {x € X | f(x) < A} sunt multimi convexe.
Reciproca nu este, in general, adevarata. O functie f cu proprietatea ca nivy f
este convexa pentru orice A € R se numeste cvasiconverd. Astfel f: X — R
este cvasiconvexa daca si numai daca

Ve,ye X, VA e [0,1] = f((1 =Nz + A\y) <max{f(z), f(y)}
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Notiunea de functie convexa se extinde in mod natural la functii cu valori
in spatii ordonate. Fie Y un spatiu liniar real gi @ C Y un con convex; )
induce o relatie de ordine pe Y in modul urmator: y; < y2 (sau y1 <g y2 daca
existd pericol de confuzie) daci y2 — y; € Q. Prin analogie cu R, consideram
Y*® :=YU{oo},unde co ¢ Y siy < oo pentruorice y € Y, iar A-0o = 0o pentru
orice A €]0,00] (notdm y < oo dacd y # o). Elementul —oo se introduce in
mod similar. Punem in evidenta faptul ca Y este ordonat de () prin notatia
(Y,Q) sau (Y, <).

Fie (Y, @) un spatiu liniar ordonat si G : X — Y'®; operatorul G se numeste
Q-conver daca

GAz+ (1 —-XNy) <AG(z)+ (1 -NG(y) Vz,ye X, VAel0,1].

Operatorul G : X — Y U{—o00} se numeste Q-concav daca —G : X — Y'* este
(Q-convex.
Daca A € L(X,Y) atunci A este Q-convex pentru orice con convex @) C Y.
Cagiin cazul Y = R,

domG = {r € X | G(z) < o0}, epiG = {(z,y) € X xY | G(z) < y}.

Caracterizarile pentru functii convexe date in Teorema 2.1.1 sunt valabile si
pentru operatori Q)-convecsi.

Functia f : (Y, Q) — R se numeste Q-crescdtoare daci f(y1) < f(y2) pen-
tru y; < yo. Pentru o astfel de functie convenim ca f(oco) = +00. Este evident
ca orice functie este {0}-crescatoare, iar o functionala liniard ¢ : Y — R este
Q-crescatoare daca gi numai daca ¢(y) > 0 pentru orice y € Q. In mod analog
se definesc si functiile ()-descrescatoare.

Punem in evidenta cateva operatii cu functii convexe.

Teorema 2.1.2 Fie X, Y spatii liniare si Q C'Y un con convexz.
(i) Daca f; : X — R este convexd pentru orice i € I (# () atunci sup;c; f;
este convexd. In plus epi (sup;cs fi) = Nier €pi fi-
(ii) Dacd fi, fo : X — R sunt functii conveze §i A1, A2 € [0,00[ atunci
A f1 + Aafo este convexa, unde 0 - f1 := Idomfl' In plus
dom (A1 f1 + Aof2) = dom f1 N dom fo.

(iii) Dacd f, : X — R este functie convexd pentru orice n € IN, iar functia

f: X — R este astfel ca f(x) = lim, .o fu(x) pentru orice x € X, atunci f
este convezd.
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(iv) Daci G : X — Y*® este operator Q-convez, iar f : Y — IR este functie
convexd $i Q-crescdtoare, atunci f o G este convexd; aceeasi concluzie are loc
daci G : X — Y U {—oco} este Q-concav, iar f : X — R este converd si
Q-descrescatoare. In particular, dacd A € L(X,Y) sig:Y — R este convexd
atunci g o A este convexd.

(v) Fie f: X - R, g:Y —R functii conveze, proprii si
F, H: X xY =R, F(z,y):=f(z)+g(y), H(z,y):=max{f(z),9(y)}
Atunci functiile F si H sunt convezxe $i proprii. In plus
domF = domH = dom f x domg.

(vi) Dacd f: X — R este functie convexd si A € L(X,Y) atunci functia

Af Y =R, (Af)(y) = inf{f(z) | Az =y},
este convexd. In plus dom (Af) = A(dom f).

(vii) Dacd fi,...,fn : X — R sunt convexe si proprii atunci convolutia gi
max-convolutia lor, definite in modul urmadator:

AOOfy: X =R, (A Of) (@) =inf {3 fi:)

Z?:lxi :x}’
[V Vi X =R, (V- Vi) (z) = inf{max fi(zi) ‘Z:;lxi = m},

1<i<n

sunt conveze. In plus
dom (f10---0f,) =dom (f1V---Vf,) =dom f; + --- + dom f,,.

Demonstratie. (i) Este clar ca epi(sup;c; fi) = icrepi fi. Cum f; este
convexa pentru orice ¢, din Teorema 2.1.1 avem ca epi f; este convexa, si deci
epi (sup;e; fi) este convexa. Concluzia rezulta aplicand din nou Teorema 2.1.1.

(ii) este imediata.

(iii) Fie A €]0,1[ si 2, y € dom f. Deoarece lim f,(z), lim f,(y) < oo,
exista ng € IN astfel ca f,(x), fn(y) < oo pentru n > ng. Cum f, este
convexa, avem ca

fn()\l‘ + (1 - )‘)y) < )\fn(‘r) + (1 - )‘)fn(y)

Trecand la limita obtinem ca

FOz+ (1= Ny) < Af(@) + (1 =N f(y).
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Prin urmare f este convexa.
(iv) Fie G si f satisfacand conditiile date. Avem ca

ze€dom(foG) & G(z)edomf < z€ G (dom f).
Fie deci 21, 2 € G~!(dom f) si A €]0,1[. Atunci
GAx1+ (1= N)z2) < AG(z1) + (1 — N)G(x2).
Cum f este QQ-crescatoare si convexa,

F(GAzy + (1= N)ag)) fAG(z1) + (1= N)G(a2))

<
< M(G(z1)) + (1 = N f(G(z2)),

adicd f o G este convexa. Celalalt caz se demonstreaza la fel. Partea a doua
este imediata deoarece A este {0}-convex iar g este {0}-crescatoare.

(v) Se obtine imediat ca dom F' = dom H = dom f x domg si ca F, H
sunt convexe.

(vi) Avem ca

(Af)(y) <o & [Jezedomf : Az =y] & y € A(dom f).

Fie y1, y2 € A(dom f), A €]0,1] si 1, t2 € R astfel ca (Af)(y;) < t; pentru
i = 1, 2. Atunci pentru fiecare i € {1,2} existd z; € X astfel ca Azx; = y;,
f(l’l) < t;. Cum A()\l’l + (1 — )\):L‘g) = \y1 + (1 — )\)yg,

ANy + (1 =Nyz2) < fAzr+ (1= N)z2) < Af(z1) + (1 = A)f(22)
< A1+ (1 — )\)tQ.

Cum t; > (Af)(y;) este arbitrar, din inegalitatea de mai sus obtinem ca
(AF) g1+ (1= Ay2) < AAF)(y1) + (1= A)(Af)(y2), si deci Af este convexd.

(vii) Consideram functiile F, H : X" — R,

Flay,.oan) =200 fiw), Hlwy,... @) = max fi(z),

1<i<n
si
A:Xn—>X7 A<w17"~7$n>::w1+“'+3§'n.

Observam ca(f10---0f,)(z) = (AF)(z), iar (1V---Vfo)(z) = (AH)(x).
Din (v) avem ca F' si H sunt functjii convexe, iar din (vi) obtinem ca fi0---Of,
si 1V -V f, sunt convexe. |

Functiile convexe care iau valoarea —oo sunt destul de particulare.
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Teorema 2.1.3 Fie f : X — R functie convezxd. Dacd existd xo € X astfel
ca f(xo) = —o0 atunci f(x) = —oo0 pentru orice x € raint (dom f).

Demonstratie. Fie z € raint (dom f); cum z¢ € dom f, exista p > 0 astfel
ca —p(xg — x) € dom f — x, adica y := (1 + p)z — pxy € dom f. Luand
A= g €101, 2 = (1 = Nao + Ay, si deci

fl@) < (L=XN)f(zo) + Af(y) = —c0. 1

In Sectiunea 1.1 am introdus functia indicatoare a unei multimi; daca
A C X, I4 este convexa daca si numai dacd A este convexa. Tot in Sectiunea
1.1 am asociat unei multimi A C X x R (de tip epigraf) o functionala
o4 : X — R. Se verifici cu usurintd (exercitiu !) ci dacd A este convexi
atunci @4 este functie convexa.

Notiunea de functionala subliniara introdusd in Sectiunea 1.3 se poate
extinde astfel: f: X — R este subliniard dacd 1) f(\z) = A\f(z) Vz € X,
VAel0,00], 2) f(z+y) < f(x)+ fly) Vo,y € X si3) f(0) =0. Se constata
usor ca f este subliniard daca si numai daca epi f C X x R este con convex;
in particular, orice functionald subliniard este convexa. Teorema precedenta
ne arata ca daca f este subliniara gi 0 € raint (dom f) atunci f este proprie.

Fie acum ) # C C X si f : C — RR; spunem ca f este convexa daca C' este
convexa si

FOz+ (1 =Ny) <Af(2)+ 1 =Nf(y) Ya,yeC, ¥YArelo,1].

Este ugor de vazut (exercitiu !) ca functia f de mai sus este convexa daca si
numai daca functia

. = = . ) f(x) dacd zeC,
FiX—R f(rc)-—{oo dack € X\ C,

este convexa in sensul definitiei de la Inceputul acestei sectiuni. Desigur, se
poate proceda si invers: functia proprie f : X — R este convexi daca si
numai daca f|jom 7 este convexa in sensul de mai sus. Considerarea functiilor
(convexe) cu valori in R conferd unele avantaje ce vor putea fi remarcate in
cele ce urmeaza.

Avand in vedere echivalenta (i) < (ii) din Teorema 2.1.1, este utila cunoag-
terea unor proprietati si caracterizari ale functiilor convexe de o (singura)
variabila. Un prim rezultat in aceasta directie este dat in teorema urmatoare.

Teorema 2.1.4 Fie f : R — R o functie convexd, proprie, cu proprietatea cd

int (dom f) # 0.
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(i) Fie ty, to € dom f, t1 < to. Presupunem ca exista Ao € |0, 1] astfel ca
UL =Xo)t1 + Aot2) = (1 — o) f(t1) + Ao f(t2). Atunci

F=NE ) = (1= M) +Af(l) YA€, (24)

) = () 4 () VEE b (25)
2— U 2— U

(ii) Fie tp € dom f. Atunci aplicatia

ft) = f(to)

pto s dom f\ {to} — R, ig(F) := =

este crescatoare; daca f este strict convera atunci @y, este strict crescatoare.

(iif) Flie to € dom f. Atunci exista

) = fto) SO = S0)

filto) = ?ﬁg t—ty  i>to  t—tg €k, (26)
/ oy dB = o) _ f() = flo)
fl(to) = %ﬂﬁ = tsgtlz B €eR (2.7)
$1
fL(to) < fi(to); (2.8)

in plus f (to), f(to) € R dacd to € int (dom f). Prin wrmare f are derivate
la stanga si la dreapta in orice punct din dom f. De asemenea,

7€ [fL(to), [L(to))] N R & 7(t —to) < f(t) — f(to) Yte R (2.9)
In cazul in care f este strict convexd atunci in (2.9) inegalitatea este strictd
pentru t # tg.

(iv) Fie t1,ty € dom f, t1 < ta. Atunci fi (t1) < fL(t2), iar dacd f
este strict convexd atunci fi (t1) < f_(t2). Prin urmare aplicatiile f’ si f!
sunt crescatoare pe dom f. In plus, [ este strict convexd dacd st numai dacd
JL (f%) este strict crescatoare pe int (dom f).

(v) PFunctia f este lipschitziana pe orice interval compact din int (dom f),
i deci este continud pe int (dom f), iar pentru orice ty € int (dom f),

lim f7.(8) = lim 1. (8) = 2 (to),  Lim f1.(5) = lim f7.(¢) = f} (to).

(vi) Functia f este monotond pe int (dom f) sau ezista typ € int (dom f)

astfel ca f este descrescatoare pe | — oo, tg] N dom f gi este crescatoare pe
[to, c0[Ndom f.
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Demonstratie. Pentru inceput fie t1, to, t3 € dom f astfel ca t1 < to < t3.

Atunci to = (1 — A)t1 + Atg cu A = g:g, si deci

t3 — 1o
t3 —t

to — 11

f(t2) < Pa—

ft) +

f(t3),

inegalitatea fiind stricta daca f este strict convexa. Scazand pe rand f(t1),
f(t2), f(t3) din ambii membri ai inegalitatii de mai sus gi inmultind apoi cu
1

g (tri?)—(i;ﬁtz)’ respectiv t3it2’ obtinem
ftz) = f(t) _ f(ts) = f(t1) f(t) = f(t2) _ f(ts) = f(t2)
to — 11 - t3 — t1 ’ t1 — 19 - t3 — to ’
f(t1) — f(ts) < f(ta) — f(t3)7 (2.10)
t1 —t3 to — 13

inegalitatile fiind stricte daca f este strict convexa.

(i) Fie t1, to € dom f, t1 < ta, si Ao €]0, 1] astfel ca f((1 — Xo)t1 + Aot2) =
= (1 — Xo)f(t1) + Aof(t2). Presupunem ca exista A € [0,1] astfel ca
FUL =Nt + Ma) < (1= N)f(t1) + Af(t2); fie A < Ao (se procedeaza ana-
log in cazul A > Xg). Luand 6 := 1{3? €10,1[, avem ca \g = O\ + (1 —0) - 1 i
(1 —=Xo)t1+ Aota = O[(1 — AN)t1 + At2] + (1 — 0)t2, de unde obtinem contradictia

FU1=Xo)tr + Aot2) < Of((1 = N)tn + Mz2) + (1 = 0) f(t2)

O[(1 = A)f(t1) + Af(t2)] + (1 = 0) f(t2)

= (1= 2X0)f(t1) + Ao f(t2).
Deci (2.4) are loc. Luand ¢ € [t1,t2] si A = tf;ftll € [0,1] in (2.4) obtinem (2.5).
(ii) Fie top € dom f §i t1, to € dom f \ {to}, t1 < ta. Considerand succesiv
cazurile t1 < ta < to, t1 < tp < t2, top < t; < ta, din (2.10) obtinem ca ¢,
este crescatoare, iar daca f este strict convexa, py, este strict crescatoare.
(iii) Fie pentru inceput t¢ € int (dom f). Deoarece ¢y, este crescatoare pe
dom f NJty, oo (# ), respectiv pe dom fN] — oo, to[ (# 0), exista

f(t) — f(to) nf f(t) — f(to)

A

li t) = = <

£l #uot) iy - to i>to  t—to oo
t)— f(t t)— f(t

lim gy (1) 1= o 1 f(O):supf() f(0)>_oo,

t1to t1to t—1to t<to t— 1o

adica exista f’ (to) si f) (to). Deoarece ¢y, este crescatoare pe dom f \ {to},
inegalitatea (2.8) are loc. Din cele aratate mai sus avem ca f’ (to), f (to) € R.

Daca tg este extremitatea dreapta a intervalului dom f, f(¢) = oo pentru
t > to, si deci f(to) = oo, iar f’(ty) < oo (existenta acesteia din urma
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rezultand tot din monotonia lui ¢y, ), iar daca ¢y este extremitatea stanga a
intervalului dom f avem ca f’ (to) = —oo < f! (o).
Fie acum 7 € [f’ (to), fi.(to)] N Rsit < tp < t'; din (2.6) si (2.7) avem ca

f(t) — f(to) f(#) — f(to)
t—to v —ty
Observam ca prima, respectiv ultima inegalitate, din relatia de mai sus este
strictd daca prima, respectiv ultima cantitate din aceeasi relatie este finita, iar
functia f este strict convexa. Din aceste inegalitati se obtine imediat (2.9), cu
inegalitate stricta daca f este strict convexa.

Invers, daca 7 € Rsi 7(t—to) < f(t) — f(to) pentru orice ¢ € R, impartind
prin t — tg In cazul In care t > tg, respectiv t < tg, si facand ¢ — ¢y, obtinem
™€ [f(to), £} (o))

(iV) Fie t1, to € dom f, t1 < to. Consideram t E]tl,tQ[; din (2.6), (27)
si (2.10) avem ca

f@) —ft) _ flt2) — f(t) _ f(t) — f(t2)

") < < = < f (¢
f+( 1)_ t— 4 = ty — 1 t, — to _f—( Q)a

< fl(to) <7 < filty) <

inegalitatile fiind stricte daca f este strict convexa. Utilizand si (2.8), avem ca
fL si f) sunt crescétoare, chiar strict crescatoare daca f este strict convexa.

Presupunem ca f nu este strict convexa; exista t1, to € dom f, t1 < to, si
Ao €10, 1] astfel ca f((1—Xo)t1 + Aot2) = (1 —=Xo) f(t1) + Ao f(t2). Prin urmare
are loc (2.5), si deci

flt2) = f(t1)

Vit elty,ts].
tg—tl ]172[

L) = fit) =
Cum Jt1,t2[ C int (dom f), obtinem ca f’ si f! nu sunt strict crescatoare pe
int (dom f).
(V) Fie t1, t2 € int (dom f), t1 < to,sit, t E]tl,tg[, t <t'. Din (2.6), (27)
si (2.10) avem ca
t1) — f(t t) — f(t to) — f(t
F) =10 SO =10 _ ) =10 _
t—t v —t ty —1
sideci [f(t') — f(t)] < M|t' —t|, unde M := max{|f|(t1)|,|f_(t2)|} € R. Deci
f este lipschitziana pe ¢, t2[. Cum orice interval compact din int (dom f) este
continut intr-un interval |¢1, t2] cu [t1, t2] C int (dom f), are loc concluzia.
Fie acum ¢ty € dom f astfel ca f sa fie continua la stanga in to (prin urmare
to nu este extremitatea stanga pentru dom f), de exemplu ty € int (dom f).
Stim deja ca

fi(t) <

L) < fi(t) < fL(to) €] — 00, 00] Vi€ dom fN] — oo, tol.
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Fie A € R astfel ca A < f’(t9); din definitia supremului si relatia (2.7),

exista t; € dom f astfel ca t1 < tg si A < (f(t1) — f(to))/(t1 — to). Dato-

ritd continuitatii la stanga a functiei f in tg, exista to €lt1,to] astfel ca

A< (f(tl) — f(tz))/(tl —tg). Fiet € ]tz,to[. Utilizand din nou (2.10), avem ca
f(t) = fta) _ f(t2) — ()

A = < f'(1).
< t— 1o to — t _fi()

Prin urmare

tn £ (¢) = lim £,(8) = £/ (to).

In mod analog se obtine si cealalta formula.

(vi) S& observam mai intai ca daca f! (tp) > (>)0 atunci f este (strict)
crescatoare pe [tg, oo[Ndom f. Intr-adevir, daci t1, to € dom f sitg <t < to
atunci 0 < (<) fi(to) < fi(t) < [f(t2) — f(t1)]/(t2 — t1). Analog, daca
fL(to) < (<) 0 atunci f este (strict) descrescatoare pe | — oo, tg] N dom f.

Daca f’ (t) > 0 pentru orice ¢ € int (dom f), din cele observate mai sus,
avem ca f este crescatoare pe int (dom f), iar daca f’ (t) < 0 pentru orice
t € int (dom f), atunci, prin (2.8), f’(¢) < 0 pentru ¢ € int (dom f), si deci f
este descrescatoare pe int (dom f). Daca nici una din aceste conditii nu este
indeplinitd atunci exista t; < to din int (dom f) astfel ca f/ (t1) < 0 < fi (t2).
Fie tp := inf{t € dom f | f/ (t) > 0} €]t1,t2]. Rezultd ca f’(¢) < 0 pentru
orice t € dom f, t < tg, si deci f este strict descrescatoare pe | — o0, tp]N dom f.
Din (v) avem ca f’ (tp) > 0 si deci f este crescatoare pe [tg, co[Ndom f. I

Un exemplu important de functie convexa este urmatorul: Fie I C R
interval, tg € I fixat, ¢ : I — IR o functie crescatoare gi

BT Loyt dacd tel,
JiR-R, f(t)'_{oc? daca t¢ I,

functia f este convexd, iar pentru orice t € I = dom f,

fi) =i (t) =if{p@t) [t I, t > 1},
fL(t) = o (t) =sup{ep(t) [t € I, t <t}

Urmatorul rezultat se foloseste in mod frecvent pentru a stabili ca o functie
de o variabila este convexa.

Teorema 2.1.5 Fie I C R interval deschis (nevid) si f : I — R o functie
derivabila. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) f este convexa;
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(i) f'(s)-(t—s) < f(t) — f(s) pentru orice t, s € I;
(i) (f'(t)—f"(s))-(t—s) > 0 pentru orice t, s € 1, adicd f' este crescdtoare;

(iv) (daca f este de doud ori derivabila pe I) f"(t) > 0 pentru orice t € I.

Demonstratie. (i) = (ii) Fie deci f convexd. Cum f este derivabild, avem
ca f'(s) = fL.(s) = f.(s) pentru orice s € I. Concluzia rezulta din (2.9) luand
7= f'(s).

(ii) = (iii) Fie t, s € I. Din ipoteza avem ca

fllo)t—s) < f(t) = f(s),  f(t)(s—1) < f(s) = f(1).

Sumand cele doua relatii obtinem concluzia.
(ii) = (i) Consideram ti, ta € I astfel ca t; < t2, si A €]0,1[; fie
= (1 — )\)tl + Ato E]tl,tg[. Atunci

(L =N f(t1) + Af(t2) — f(tr) =
= (1=N)[f(t1) = F(E)] + Alf(t2) — f(t2)]
= (1=Nf'(m)(t1 = ta) + Af'(72)(t2 — )
— A(1— A
— A(1— A

fi(m)(tr —ta) + A1 = A) f' (1) (t2 — 1)
(t1 — t2)[f'(11) = f' ()] 20,

unde 71 € Jt1,tx[, T2 €]tx, t2[ (deci 71 < T2) s-au obtinut prin utilizarea Teore-

mei lui Lagrange; desigur am utilizat faptul ca f’ este crescitoare.
Presupunem acum ca f este de doua ori derivabila pe I. In acest caz avem

ca (iii) < (iv) dintr-o cunoscuta consecinta a teoremei lui Lagrange. I

)
)

Teorema 2.1.6 Fie I C R interval deschis si f : I — R o functie derivabild.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) f este strict convexa
(i) f'(s)-(t—s) < f(t) — f(s) pentru orice t, s € I, t # s;
(i) (f'(t) = f'(s)) - (t —s) > 0 pentru orice t, s € I, t # s, adica f’ este
strict crescatoare;

(iv) (daca f este de doua ori derivabila pe I) f"(t) > 0 pentru orice t € I,
si{teI]| f"(t) =0} nu contine nici un interval propriu.

Demonstratie. Demonstratia este complet analoaga celei a teoremei prece-
dente, Inlocuind, bineinteles, inegalitatile cu inegalitati stricte, si, desigur,
utilizand caracterizarea functiilor strict crescatoare. |
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Caracterizari similare celor din teoremele precedente se reformuleaza ime-
diat pentru functii concave si respectiv strict concave.
Ca aplicatii imediate ale ultimelor doud teoreme se pot arata urmatoarele:

1) i : R — R, fi(z) := |z|P, unde p €]1,00], este functie strict con-
vexd; 2) fo 1 [0,00[— R, fao(x) := 2P, unde p €]0,1], este strict concava
gl strict crescatoare; 3) f3 :]0,00[ — R, f3(x) := 2P, unde p €] — 00, 0], este
strict convexa si strict descrescatoare; 4) f1 : R — R, fi(z) := 2P daca
x >0, fi(z) := 0 iIn caz contrar, unde p €]1, 00|, este convexa si crescatoare;
5) fs : R — R, fs(x) := expux, este strict convexa si strict crescitoare;
6) f6 :]0,00[— R, fe(x) := Inz, este strict concava si strict crescatoare;

7) f7:[0,00[— R, f7(x):= zlnz dacd x > 0, f7(z) := 0 dacd x = 0, este
strict convexd; 8) fs: R — R, fs(z) := V1 + 22, este strict convexa.

Dam in continuare caracterizari ale convexitatii functiilor G-diferentiabile
definite pe spatii normate.

Teorema 2.1.7 Fie D C (X,| ||) o multime nevida, convexd si deschisa,
st f: D — R o functie G-diferentiabila pe D. Urmdatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) f este convexa;
(ii) (y—=,Vf(z)) < f(y) — f(z) pentru orice orice x, y € D;
(iii) (y —z,Vf(y) — Vf(x)) > 0 pentru orice x, y € D;

(iv) (dacd f este F-diferentiabild de ordin II pe D) V2 f(x)(y,y) > 0 pentru
oricex €D siye X.

Demonstratie. Pentru x,y € D fie I, :={t € R| (1 —t)z +ty € D};
se constata cu ugurinta ca I, , este interval (deoarece D este convexa) deschis
(deoarece D este deschisa) si [0, 1] C I, ,. Consideram de asemenea functia

ry ey — R, @uy(t) = f((1—t)x +ty).

Am vazut in Sectiunea 1.10 ca

Pry(t) = V(1 -tz +ty)(y —2),
Pl = V(A -tz +ty)(y—ay—x) Yt Ly, (211

desigur, a doua formula are loc in cazul in care f este F-diferentiabila de ordin
II pe D.

(i) = (ii) Fie z, y € D. Din Teorema 2.1.1 avem ca ¢, , este convexa, iar
din Teorema 2.1.5 avem ca ¢}, ,(0)(1—0) < ¢z y(1) — 2 4(0), si deci concluzia
are loc.
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(ii) = (iii) Scriind ipoteza pentru perechile (x,y) si (y, x) obtinem imediat
concluzia.
(ii) = (i) Fiez,ye Dsit, s € I, s <t; avem ca

)~ (s) = ——((1—tx+ty— (1) — sy,

t—s
Vil =t)x+ty) — V(1 —s)z+ sy)) > 0.

Din Teorema 2.1.5 obtinem ca ¢ , este convexa, iar din Teorema 2.1.1 obtinem
ca f este convexa.

Presupunem acum ca f este F-diferentiabila de ordin II pe D.

(i) = (iv) Fie z € D si y € X. Deoarece D este deschisa, D — = este
absorbanta, si deci exista a > 0 astfel ca u :=  + ay € D. Din ipoteza
rezultd ca ¢, este convexa, si deci, din Teorema 2.1.5, gog,u(t) > 0 pentru

orice t € Iy 4. In particular

Pru(0) = V2 f(2)(u—z,u —z) = a’V*f(z)(y, y) = 0.
Prin urmare concluzia are loc.
(iv) = (i) Fie z, y € D. Pentru t € I, din (2.11), avem ca ¢ () > 0.
Aplicand din nou Teorema 2.1.5 obtinem ca ¢, , este convexa, si deci f este
convexa. 1

Caracterizari asemanatoare se pot da pentru functii strict convexe.

Teorema 2.1.8 Fie D C (X, || ||) o multime nevida, convexd si deschisd, si
f:D — R o functie G-diferentiabila pe D. Atunci (i) < (ii) < (iii) <
(iv), unde

(1) f este strict convexa;

(i) (y —x,Vf(x)) < f(y) — f(x) pentru orice x, y € D, x # y;
(iii) (y —x,Vf(y) — Vf(x)) > 0 pentru orice x, y € D, x # y;

(iv) (dacd f este F-diferentiabild de ordin II pe D) V2 f(x)(y,y) > 0 pentru
oricex € D giy e X\ {0}.

Demonstratie. Desigur, ca si In Teorema 2.1.1, avem ca f este strict con-
vexa daca si numai daca pentru orice z, y € D, = # y, ¢, ,, construita in
cursul demonstratiei teoremei precedente, este strict convexa. Demonstratia
urmareste pas cu pas demonstratia teoremei precedente, folosind insa Teorema
2.1.6 in locul Teoremei 2.1.5. |

O proprietate remarcabila a functiilor convexe este pusa in evidenta in
rezultatul urmator.
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Teorema 2.1.9 Fie f : X — R functie convexd, proprie si vog € dom f.
Atunci pentru orice x € X exista

f(xo +tz) — f(z0) f(xo +tx) — f(xo)

!/ . 1 _ n
fi(zosx) = 1tll161 " = g(f) " eR (2.12)
$t
fi(zosz) < fwo+a) — f(wo) VaeX, (2.13)

inegalitatea fiind stricta daca f este strict convexd, x # 0 si f (zo;z) < oo.
In plus fi(xo;-) este subliniard. Dacd xg € raint (dom f) atunci f! (xo;-) este
proprie, iar dacd xo € aint (dom f) atunci f! (zo;x) € R pentru orice x € X.

Demonstratie. Fie z € X si ¢ : R — R, 9(t) := f(zo + tz). Deoarece
Y = Prpwota (Puy utilizatd in Teorema 2.1.1), 1 este convexa, chiar strict
convexa daca f este strict convexa gi  # 0. Din Teorema 2.1.4 avem ca exista

S () = (0) () — (0)
V(0 =lim == =l — =

)

adica are loc (2.12). Tot din Teorema 2.1.4 obtinem si relatia (2.13), cu vari-
anta corespunzatoare in cazul in care f este strict convexa i x # 0.

Este evident ca f/ (z0;0) = 0 si f\(xo;A\x) = Af) (x0;x) pentru orice
r€ X, A>0. Fieacum z, y € X. Avem

o+ t(@+y) = (5o +2ta) + (a0 +2ty))
< 3f(mo+ 2tx) + & fzo + 2ty),
si deci
flzo +U(x +y)) = f(wo) _ flwo+ 2tx) — f(x0) . f(wo +2ty) — f (o)

t 2t 2t
Facand ¢ | 0, obtinem

fi(wosz +y) < fi(zosx) + fi(zo;y) Va,ye X.

Deci f! (zo;-) este subliniara.

Observam ca dom f’, (zo;-) = [0, 00[-(dom f—zp). Dacé x € raint (dom f)
atunci dom f’, (zo;-) = lin (dom f — xg) si deci 0 € raint (dom f’, (zo;-)). Din
Teorema 2.1.3 avem c& f/ (zo;-) este proprie. Daca xy € aint (dom f) atunci
dom f! (zo;-) = X si fi(xo;-) este proprie, ceea ce arata ca f (zo;z) € R
pentru orice x € X.

Sa observam cé este posibil ca f! (xo;-) sa ia valoarea —oo; de exemplu,
pentru functia f : R — R, f(x):= —v1 —22 daci |z| <1, f(z) := oo daci
|z| > 1, si kg = —1 avem f’ (xo; ) = —oo pentru orice z > 0 (exercitiu !).

O generalizare fireasca a teoremei anterioare este formulatd in continuare.
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Teorema 2.1.10 Fie f : X — R functie convexd si proprie, xg € dom f si
e € [0,00[. Atunci e-derivata directionala a functiei f in xg

o) X =B, fllwesw) o= g L0 D) Slro) e

>0 t ’
este subliniard,
fl(zo;z) < flxo+2) — f(wo) +¢6 VzeX, (2.14)
$t
i (aoi ) = lim fl(w0i2) = inf fA(aoiz) Yo € X, (2.15)

In plus, dacd xp € raint (dom f) atunci fl(xg;-) este proprie, iar dacd
xo € aint (dom f) atunci fl(xo;2z) € R pentru orice x € X.

Demonstratie. Este evident ca fl(x0;0) = 0 si pentru A > 0

(o A — g 100 ) — F

e o
inf o A= Al (wo; @)

Fie acum x, y € X gi s, ¢ > 0. Atunci

f (;1:0 + Sh(z+ y)) = f (s%rt(xo + sz) + 7 (zo + ty))
s (w0 + sx) + 55 f 2o + ty).

IN

Rezulta ca

f (204 5@ +y) — flao) +e¢| /4
f(330+396)—f($0)+€+f($o+ty)—f(x0)+€'

<
S t

Prin urmare, pentru orice s, ¢t > 0 avem ca

f($o+sm)—f($0)+€+f(l‘0+ty)—f($o)+€
S t '

fl(zosz +y) <

Trecand la infimum in membrul drept, succesiv, in raport cu s si ¢, obtinem
ca

felzoiz +y) < flzoy @) + fi(zo;y)-
Luand ¢ = 1 in definitia lui f/(zo;2) obtinem (2.14). Pe de altd parte, ob-
servand ca pentru 0 < g7 < g9 < 0o au loc inegalitatile

fo(zosx) = fl(zos2) < fl (wo;2) < fL(wo;2) VaeX,
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obtinem ca

f(zo +tx) — f(wo) + ¢

i / . _ / . e e
g felrore) = fnf Jelwor ) = fnf :
= inf inf flwo+tx) — flzo) + € — inf f(xo +tz) — f(wo)
t>0e>0 t t>0 t

= fi(zo;z) Vo e X.

Celelalte concluzii rezulta in acelagi mod ca si In teorema precedenta. |

2.2 Semicontinuitatea functiilor convexe

In acest paragraf X este un spatiu normat, insa cele mai multe rezultate pot
fi stabilite 1n spatii local convexe separate.
Are loc urmatorul rezultat.

Teorema 2.2.1 Fie f : X — R. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) f este convexa gi inferior semicontinud;
(ii) f este convexra si w—inferior semicontinud;
(iii) epif este mulfime convexd si inchisa;
(iv) epif este multime converd si w—inchisd.

Demonstratie. FEchivalenta conditiilor din teorema rezulta imediat prin
aplicarea Teoremei 2.1.1, Teoremei 1.1.14 gi Teoremei 1.6.2. |

Urmatorul criteriu de convexitate se dovedeste util uneori.

Teorema 2.2.2 Fie f : X — R o functie proprie satisfa-cand urmd-toarele
conditii: 1) f(0) = 0, 2) f(Ax) = Af(x) pentru orice v € X, XA €]0,00],
3) [ este cvasiconvexa, 4) f este i.s.c. in orice x € dom f. Presupunem cd
a) f(x) >0 Ve € X saub) domf C {x € X | f(x) <0}. Atunci f este

subliniard, si deci convezad.

Demonstratie. Observdm mai intéi ca daca z, y € dom f si f(x)-fly) >0
atunci f(z +vy) < f(z) + f(y). Intr-adevar, avem ca

1 (el 465 -+ e - v) < max {7 (§8=) . J0)} = 7).

st deci f(z +y) < f(z) + f(y)-
Din ipoteza avem ca dom f este con convex. Prin urmare este suficient sa
aratam ca f(z +y) < f(z) + f(y) pentru orice z, y € dom f.
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Presupunem ca are loc a); deci f(z) > 0 pentru orice z € X, i fie x, y €
dom f. Putem presupune ca f(z) < f(y). Daca f(z) > 0, din cele aratate
mai sus avem ca f(z +y) < f(z) + f(y). Fie f(x) = 0; atunci pentru orice
n € IN*,

Flz+=2y) = f(3ma)+ (1= L) < max{f(na), (1)} = F().

Trecand la limita inferioara obtinem ca f(z +y) < f(y) = f(z) + f(y).

Presupunem acum ca b) are loc. Fie A :={z € X | f(z) < 0} C dom f.
Daca = € dom f \ A atunci, din ipoteza, exista (zp)neny C A, x, — . In
plus, avem ca
si deci f(xzn) — f(z) = 0. Prin urmare f(z) < 0 pentru orice € dom f.

Fie z, y € dom f. Daca x, y € A, am vazut la inceputul demonstratiei,
flz+y) < f(x)+ f(y). Daca z, y € dom f \ A atunci f(z) = f(y) =0, iar
x+y €domf,sideci f(x+y) <0= f(z)+ f(y). A mai ramas de considerat
cazul in care v € dom f \ A si y € A; exista (z,) C A, =, — x. Atunci
x4y edomfsifley,+y) < f(zn)+ f(y). Luand limita inferioara, si tinand
seama de faptul ca f(z,) — 0, obtinem ca f(z+y) < f(z)+ f(y). I

Consecinta 2.2.1 Fie f : X — R o functie cvasiconvexd, i.s.c., proprie si
pozitiv omogena. Consideram functiile fi := max{f,0} si fo := f+ 17, unde
A:={z e X | f(x) < 0}. Atunci f1 si fo (in cazul in care A # 0) sunt
sublintare.

Demonstratie. Este evident ca f; si fo sunt cvasiconvexe, i.s.c. §i pozitiv
omogene. Concluzia rezulta aplicand teorema precedenta. |

Un rezultat asemanator este stabilit In consecinta urmatoare.

Consecinta 2.2.2 Fie f : X — R o functie cvasiconvexd §i pozitiv omogend.
Daca f este majorata pe o vecindtate a originii sau X este finit dimensional
atunci f1 := max{f,0} este functionald subliniard.

Demonstratie. Presupunem ca exista Ao > 0 astfel canivy, f sa fie vecinata-
te a originii. Deoarece nivy f = )\%m")\of pentru A > 0, avem ca 0 € int (niv) f)

pentru orice A > 0. Fie 0 < A < p si ¢ € nivyf. Cum 0 € int (nivyf), din
Teorema 1.4.3, %x € int (nivy f). Rezulta ca

x € %int (nivyf) = int ('l;nivxf) =int (niv,f) C niv, f.
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Prin urmare
nivy f C mu>>\nivuf =nivyf VA >0.

Deci nivy f este multime inchisa pentru A > 0. Deoarece nivo f = [y~ nivy f,
avem ca si nivgf este multime inchisa. Cum nivy fi = nivy f pentru A > 0,
iar nivyfi = 0 pentru A < 0, rezultd ca fi este i.s.c. Deoarece f; este si
cvasiconvexd, din Teorema 2.2.2, avem ca f; este subliniara.

Presupunem acum ca dim X < oco. Din ipoteza avem ca nivy f este multime
convexa si absorbanta. Deoarece dimX < oo, 0 € int (niv;f). Concluzia
rezulta din cele dovedite mai sus. |

Un rezultat analog celui stabilit in Teorema 2.1.3 este urmatorul.

Teorema 2.2.3 Fie f : X — R functie i.s.c. si convexd. Dacd existd xg € X
astfel ca f(xg) = —o0 atunci f(x) = —oo pentru orice v € dom f.

Demonstratie. Presupunem ca exista = € dom f astfel ca f(x) :=1t € R.
Atunci (z,t) € epi f si (zg,t —n) € epi f pentru orice n € IN. Rezulta ca

Lo, t —n)+ (1= 2)(z,t) = (%xo + 2=ty b — 1) €epif VneN*
si deci (z,t—1) € epi f = epi f, adica f(z) < f(z) — 1, absurd. Demonstratia
este completa. |
Teorema precedenta si Teorema 2.1.3 justifica considerarea in cele ce ur-

meaza, in general, a functiilor convexe gi proprii.
Varianta pentru functii convexe a Teoremei 1.1.16 este

Teorema 2.2.4 Fie f: X — R functie convexd.
(i) f este convexd;
(ii) dacd g: X — R este convexd, i.s.c. si g < f atunci g < f;

(iii) f nu ia valoarea —oo dacd $i numai daca f este minoratd de o functio-
nald afind continud;

(iv) daca existd o € X astfel ca f(zo) = —o00 (sau f(xg) = —o0) atunci
f(x) = —oo pentru orice x € dom f D dom f.

Demonstratie. (i) Cum epif = epi f si epi f este convexa, avem ca epi f
este convexd, si deci f este convexa.
(ii) Din g < f obtinem c& epi f C epig. Concluzia rezulta din relatiile

epi f = epi f C epig = epig.
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(iii) Presupunem ca f nu ia valoarea —oo. Daci f(x) = oo pentru orice
r € X atunci f(z) > (x,0) 4+ 0 pentru orice z. Fie acum dom f # ) si
7 € dom f. Atunci (Z,%) ¢ epi f, unde  := f(Z) — 1. Cum epi f este multime
convexa, inchisa si nevida, aplicand Teorema 1.5.2, exista (z*,a) € X* x R
astfel ca

(z,2%) + at < (Z,2*) +af V(z,t) € epif.

Luand 2 = Z si t = f(Z) +n, n € N, obtinem c& o < 0. Impértind eventual
prin —a > 0, putem presupune ca o = —1. Obtinem astfel ca

f(z) > f(z) > (z,2") +v Vz € dom f D dom f,

unde v := t — (Z,z*). Prin urmare f este minoratd de o functionald afina
continua.

Invers, daca f(z) > (z,x*) + v =: g(x), unde z* € X*, v € R, atunci g
este convexa si i.s.c., iar din (ii) avem c& f > g. Prin urmare f nu ia valoarea
—00.

(iv) Daca f(zg) = —oo, din teorema precedents, f(x) = —oo pentru orice
x € dom f. Este evident ca dom f O dom f. |

Unei functii arbitrare f : X — R ii asociem in mod natural acea functie
convexa si inferior semicontinua, notata conv f, a carei epigraf este multimea
conv (epi f); este evident ci conv f < f < f. Functia conv f se numeste
infasuratoarea convexd i.s.c. a functiei f.

Referitor la semicontinuitatea superioara a functiilor convexe, observam
cd dacd f : X — R este s.s.c. In 29 € dom f atunci f este majoratd (de o
constantd reald) pe o vecinatate a lui zg; prin urmare zg € int (dom f) # 0.
In continuare vom ariita ci pentru functii convexe este adevarata si reciproca
acestui rezultat. De fapt vom arata mult mai mult.

Teorema 2.2.5 Fie f : X — R functie convexd. Presupunem cd f(zo) € R
$1
dp>0, IM >0, Vo € D(zo,p) : fl(x) < f(zo) + M.

Atunci f este proprie si

M pt/
pop—r

Vo' €10,pl, Yo,y € D(xo,p) : |f(2) = fly)l < Mz =yl

In particular f este continud pe B(xo, p).

Demonstratie. Faptul ca f este proprie rezulta din Teorema 2.1.3, deoarece
xo € int (dom f) = raint (dom f) si f(xo) € R.
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Fara a restrange generalitatea putem presupune ca xg = 0 si f(0) = 0
(altfel consideram functia g definita prin g(z) = f(xo + x) — f(x0)). Fie
p €0, plsiz, y € DO,p), v #y. Exista z € X, ||z|| = p, si A €]0, 1] astfel ca
y = (1=Nz+\z. Intr-adevir, luand ¢(t) := ty+(1—t)z, aplicatia t — |o(t)]
este continu pe [1,00], [lp(L)]| = llyll < s llp(®)]| > tly — 2l| — |1z — o0
pentru ¢ — oo. Deci exista t €1, 00| astfel ca [|¢(¢)|| = p. Luand z := ¢(¢) si
A = 1/1, are loc afirmatia ficuti. In plus A = ||y—z]||/||z—z|. Din inegalitatea
fly) < (1 =X f(x) + Af(2) obtinem

) — fay < W=y - pay).

Din

T x x
sy = (1) < B2y < arliel,
p p P
evident adevarata si pentru x = 0. Deci
y—=x z M p+/
f)— s < = (a2 M0y, Ly,
Iz — ] p pp—p

deoarece ||z — x| > p—p' si p+ ||z]] < p+ p/. Schimband z cu y obtinem o
inegalitate care impreuna cu aceasta ne da concluzia din enunt. I

Sa observam ca rezultatul din teorema precedenta se poate formula si in
spatii local convexe. Anume, daca V este o vecinatate convexa, inchisd si
simetrica a originii astfel ca f(x) < f(z¢) + M pentru orice x € z¢+ V atunci
(exercitiu !)

1+
Vpelo,1], Ve,yecxo+pV : |f(y) — f(z)] < M?z.pv(y—:r).

Concluzia teoremei precedente arata ca f este lipschitziana pe o vecinatate
a lui 9. Spunem ca functia proprie f : X — R este local lipschitziand pe
o multime A C dom f dacd pentru orice x € A exista V € V(z) astfel ca
V C dom f si f este lipschitziana pe V.

Teorema 2.2.6 Fie f : X — R functie convexd si proprie. Dacd f este
marginita superior pe o vecinatate a unui punct din dom f atunci f este local
lipschitziand pe int (dom f) (# 0) si deci continud pe int (dom f).
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Demonstratie. Presupunem ca exista M € R, z¢p € X si V € V(0) astfel
ca
Veexg+V @ f(z) <M.

Este evident ca xo € int (dom f). Fie Z € int (dom f); exista atunci y € dom f
si A €]0,1] astfel ca T = Axp+ (1 — N)y. Fie z € T + \V; exista v € V astfel
cax =T+ v =Auzo+v)+ (1l —A)y. Prin urmare

J(2) < Aflwo+v) + (1= Nfy) < M= AM + (1= \)f(y) YzeatU,

unde U := AV € V(0). Aplicand teorema precedenta, obtinem ca f este
lipschitziana pe o vecinatate a lui z, gi deci f este continud in . Deoarece
Z € int (dom f) este arbitrar, concluzia teoremei are loc. I

Reamintim ca in Teorema 2.1.4 am aratat ca o functie convexa si proprie
f: R — R este local lipschitziana pe int (dom f); este interesant de observat
ca daca, In plus, f este i.s.c. atunci f|domf este continua (exercitiu !).

Doua consecinte imediate ale teoremei precedente si Teoremei 2.1.3 sunt
urmatoarele rezultate.

Consecinta 2.2.3 Fie f : X — R functie convexd. Dacd f este superior
semicontinud in xo € dom f atunci int (dom f) # () gi fie f este egald cu —oo
pe int (dom f), fie f este proprie i local lipschitziana pe int (dom f). |

Consecinta 2.2.4 Fie f; : X - R, 1 <i <mn, functii convexe si proprii, iar
f:=A0---0fn, g:= f1iV---Vf,. Daca fi este continud intr-un punct din
dom f; atunciint (dom f) = int (dom g) = int (dom f;)+dom fo+- - -+dom f,,
st fie f [g] este egald cu —oo pe int (dom f) [int (dom g)], fie f [g] este proprie
i continud pe int (dom f). |

Amintim ca s-au definit f/10---0f, si /1V---Vf, In Teorema 2.1.2.
Daca X este spatiu Banach chiar si semicontinuitatea inferioara asigura
continuitatea unei functii convexe pe interiorul domeniului sau.

Teorema 2.2.7 Fie X spatiu Banach si f : X — R o functie convexd, proprie
st inferior semicontinud. Atunciint (dom f) = aint (dom f) si f este continua
pe int (dom f).

Demonstratie. Daca aint (dom f) = () nu avem nimic de dovedit. Fie deci
aint (dom f) # (. Consideram relatia R := {(t,z) | (z,t) € epif}. Este
evident ca in conditiile noastre R este convexa si inchisa. Fie (tp,xz0) € R
astfel ca zp € aint (ImR) = aint (dom f). Din Teorema Robinson-Ursescu
(Teorema 1.8.8) avem ca V := R(] — oo, to+1[) € V(xp). Atunci pentruz € V
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exista t < to+1 astfel ca (¢,x) € R, adica f(z) < t. Prin urmare f(z) <to+1
pentru orice z € V. Concluzia rezulta din Teorema 2.2.6. |

O aplicatie interesanta a rezultatului precedent este

Teorema 2.2.8 (Principiul uniformei marginiri). Fie X spatiuv Banach, Y
spativ normat i {T; | i € I} C L(X,Y) (I # 0). Presupunem cd pentru
orice v € X multimea {Tyx | i € I} este marginita. Atunci {T; | i € I} este
marginita in L(X,Y) (& IM >0, Ve e X, Viel : |Tiz|| < M- ||z]).

Demonstratie. Pentru fiecare i € I considerim functia f; : X — IR definita
prin f;(x) := ||T;z||. Este evident ca f; este convexa, finitd si continui. Prin
urmare f := sup;c; f; este convexa, proprie si i.s.c.; din ipoteza avem ca
dom f = X. Din teorema precedenta avem ca f este continud pe X, si deci
este continua in 0. Prin urmare existd p > 0 astfel ca f(z) < f(0)+1 =1
pentru orice x € pUyx, ceea ce implica faptul ci || T;|| < 1/p pentru orice i € I.1

Punem in evidenta doua consecinte utile ale teoremei precedente.

Consecinta 2.2.5 Fie X spatiu Banach, Y spatiu normat si (T,)nen un
gir din L(X,Y). Presupunem ca pentru orice v € X sirul (T,z) C Y este
convergent. Atunci (||T,,||) este sir marginit si exista T € L(X,Y) astfel ca
Tz = limy, o0 T pentru orice x € X, dar ||T| < liminf, oo || 15|

Demonstratie. Fie T : X — Y, Tx := lim,,_.o, T,x. Se verifica cu usurinta
ca T este liniar. Deoarece (T,,x) este convergent, (7,,x) este marginit pentru
fiecare x € X. Din teorema precedenta obtinem ca (||7},||) este marginit in RR.
Fie M > liminf, . ||T5||; rezulta cad multimea P := {n € IN | ||T,,|| < M}
este infinitd. Cum ||T,z|| < M||x| pentru toti n € P si x € X, prin trecere
la limitd obtinem ca ||Tz|| < M]||z|| pentru orice x € X. Prin urmare T
este continuu si || 7| < M. Cum M > liminf ||T,| a fost arbitrar, rezulta ca
|7 < liminf ||7,]. I

Consecinta 2.2.6 Fie X spatiu normat si ) # A C X. Dacd mulfimea
{{z,x*) | = € A} este marginita pentru orice z* € X*, adica A este w-
marginita, atunci A este mdrginita (in norma).

Presupunem in plus ca X este spatiu Banach si ) # A* C X*. Daca
multimea {{x,x*) | z* € A*} este marginita pentru orice x € X, adica A* este
w*-marginita, atunci A* este marginita (in normda,).

Demonstratie. Partea a doua este consecinta imediata a Teoremei 2.2.8,
luand Y = R.

Presupunem ca sunt indeplinite conditiile din prima parte. Pentru fiecare
x € A consideram operatorul T, : X* — R, Tyz* := (z,2*). Din Teorema
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1.8.2 avem ca ||T%|| = ||z|. Prin wrmare {T, | v € A} C L(X™*, R) si {Tpz" |
x € A} este multime marginita pentru orice z* € X*. Cum X* este spatiu
Banach, din Teorema 2.2.8 rezulta ca exista M > 0 astfel ca ||z|| = ||Tx|| < M
pentru orice x € A.

Din Consecintele 2.2.5 gi 2.2.6 rezulta ca daca sirul (x,) C X w-converge
la z € X, adica (z,z*) = lim(x,,2*) pentru orice * € X*, atunci (z,,) este
marginit (in norma) si ||z|| < liminf ||z, ||, iar daca X este spatiu Banach, daca
sirul (z}) C X* w*-converge la z* € X*, adica (z,z*) = lim(z,z}) pentru
orice z € X, atunci () este marginit (in norma) si ||z*| < liminf ||z} ||.

Faptul ci sirul (z,) C X w-converge la € X il notam prin z, — = sau
x = w-lim z,,, iar faptul ca girul (x) C X* w*-converge la z* € X* 1l notam
prin z;, YL 2* sau 2 = w*-lim x.

In cazul functiilor convexe definite pe spatii finit dimensionale continui-
tatea se obtine in conditii mai slabe.

Teorema 2.2.9 Fie X un spatiu normat finit dimensional si f : X — R
o functie convexd, proprie cu aint (dom f) # (). Atunci f este continud pe

int (dom f) = aint (dom f).

Demonstratie. Fie {ey,...,ex} (k € IN*) o baza a lui X. Deoarece toate
normele pe X sunt echivalente (a se vedea Consecinta 1.4.3), este suficient sa
consideram norma || || : X — R, ||x1e1 + - + zpek|r := |x1]| + - - + |zk|-

Fie x¢ € aint (dom f). Putem presupune ca z¢g = 0 si f(0) = 0. Deoarece
0 € aint (dom f), exista § > 0 astfel ca £de; € dom f pentru orice i, 1 < i < n.
Consideram

M = max{f(5€1), f(—éel), ey f(éen)J f(_(sen)} € R.
Fie x € §U; atunci

x T
T =z1€1 + -+ Tpey = ‘(;’(idel) +-F w(iéen),

cu |z1| + -+ |zp| < J (semnul + este luat daca si numai daca x; > 0). Cum
f este convexa,

@f(idel)Jr'”Jr'?'f(iée”)jL (1_ \a:1|+.(.5.+!a:n!>f(0)

< M VaxecdlU.

f(z)

IN

Utilizand Teorema 2.2.6 obtinem concluzia. I
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2.3 Functii conjugate

Si in acest paragraf X, Y sunt spatii normate, desi toate rezultatele sunt
valabile 1n spatii local convexe separate.
Fie f : X — IR; se numeste conjugata lui f functia

X" =R, f*(z%) :=sup{{x,2*) — f(z) |z € X}. (2.16)
Sa observam ca daca existd xg € X astfel ca f(xg) = —oo atunci f*(z*) = oo
pentru orice z* € X*, iar daca f(x) = oo pentru orice x atunci f*(z*) = —oo

pentru orice z* € X*. In cazul in care f este proprie (dar si in celelalte cazuri,
utilizand conventia inf ) = co) avem ca

fH(@%) = sup{(z,2%) — f(z) | x € dom f}. (2.17)
Conjugata functiei h : X* — R se defineste in mod asem&nitor:
h*: X =R, h*(z):=sup{(z,2*) — h(z*) | 2" € X*}.

Observatia de mai sus cu privire la f* este valabila si pentru h*.
In teorema urmatoare punem in evidenta cateva proprietati simple ale
functiilor conjugate.

Teorema 2.3.1 Fie f,g: X - R, h:Y - R, k: X* =R si Ac L(X,Y).
(1) f* este convexa si w*-i.s.c., iar h* este convexrd i (w-)i.s.c.;

(ii) are loc inegalitatea lui Young-Fenchel:
fl@)+ ff(z*) > (x,2") VezelX, Va*e X"
(i) f<g = g" <[
(iv) f*= " = (conv [)° si [ = (/") <cow [ < [ < f;
(v) dacd a >0 atunci (af)*(z*) = af*(a"tz*) pentru orice z* € X*;
(vi) daca z* € X* atunci (f +z*)*(z*) = f*(a* — z%);
(vii) dacd f, h sunt proprii, iar F : X xY — R, F(x,y) := f(z) + h(y),
atunci F*(x*,y*) = f*(z*) + h*(y*) pentru orice (x*,y*) € X* x Y*;
(viii) (Af)"=froA", (fOg)"=f"+g"
Demonstratie. (i) Daca f nu-i proprie am constatat mai sus ca f* este
constanta si deci f* este convexa si w*—continua. Daca f este proprie, avem
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cd f* = sup,qom f Pa, unde @ 1 X* — R, oz (x*) = (x,2*) — f(z). Este
evident ca pentru orice z € dom f, ¢, este afina (deci convexa) si w*—continua
(deci w*-i.s.c.). Prin urmare f* este convexa si w*-i.s.c. Afirmatia pentru h*
se obtine asemanator.

(ii) Din (2.16) avem ca

@) = (z,2") — fx) VeeX, Va'e X,

de unde se obtine imediat inegalitatea lui Young-Fenchel.

(iii) este consecinta imediatd a definitiei si a relatiei f < g.

(iv) Am observat deja ci conv f < f < f, si deci, utilizand (iii), avem ca
f* < f* < (conv f)*. Fie 2* € X*, a € R astfel ca f*(z*) < a. Atunci
(x,z*) — f(z) < a pentru orice z € X, de unde p(x) := (z,2*) — a < f(x)
pentru orice x. Cum ¢ este convexa gi i.s.c., iar epip D epif, avem ci
epie D epi(conv f) = conv (epi f). Prin urmare p(z) < conv f(z) pentru
orice # € X. In acest mod avem c& (z,z*) — conv f(x) < a pentru orice z, i
deci (conv f)*(z*) < a. Am obtinut astfel ¢ f* = f* = (conv f)*.

(v), (vi) si (vii) sunt imediate.

(viii) Avem ca

(A7) = suplly’) ~ (ADW) =sup (.97~ it (o))

yey yey
= sup{(y,y") — f(2) | (x,y) € X XY, Az =y}
sup{(Az,y*) — f(z) | x € X}
sup{(z, A"y") — f(z) |z € X}
= [HAY) = (T e AN)(Y").

In mod asem&nitor se obtine relatia corespunzitoare pentru (fOg)*. |

Urmatorul rezultat este foarte important in teoria dualitatii.

Teorema 2.3.2 (a biconjugatei). Fie f : X — R o functie convexd, proprie
$t inferior semicontinud. Atunci f** = f.

Demonstratie. Am vazut in teorema precedenta ca f** < f. Fie deci f
convexa, i.s.c. si proprie. Fie T € X fixat si t € R astfel ca ¢ < f(Z); prin
urmare (Z,t) ¢ epi f. Utilizand o teorema de separare, exista (z*,a) € X*x R
si A € R astfel ca

(2, %) +ta < A < (Z,T") + ta YV (x,t) € epi f. (2.18)
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Luéand (z,t) = (z, f(Z) + n), n € N, unde & € dom f, obtinem
(2, %) + af(Z) + na < XA < (Z,Z") +ta Vn e N.
Facand n — oo, obtinem «

Impértind eventual prin —a
Avem astfel ca

< 0. Consideram pentru inceput cd a < 0.
> 0, in (2.18) putem presupune ca o = —1.
(,z") — f(z) < A Vz €domf,

si deci

de unde
E< (@) - @) < 1)
Fie acum « = 0; din relatia (2.18) obtinem existenta unui ¢ > 0 astfel ca
(¢, ")+ ¢ < (z,z") Va2 edomf.
Utilizand Teorema 2.2.4, exista x5 € X* si o € R astfel ca
f(z) > (z,25) +a Ve X.
Din ultimele doua relatii, obtinem succesiv:
f(z) > (x,x5) +a > (v, z5) +a+t{x, ") +tc—t(z,z") Vo € dom f, Vit >0,

—te+t(z, ") —a > (z,x5+ tz*) — f(r) Vee X, Vt>0,
—te+t(z, %) —a > ff(xy+tz*) VE>0,
(z) > (x, x5+ tT*) — f*(af +tT°) > a+te+ (T, x5) Vi > 0.

Prin urmare exista ¢ > 0 astfel ca o + tc + (Z, z§) > ¢, si deci f**(Z) >t 51 In
acest caz. Prin urmare f(z) < f**(z). Deci f** = f.

Pentru functii arbitrare are loc urmatorul rezultat.

Teorema 2.3.3 Fie f: X — R cudom f # 0.

(1) Daca conv f este proprie atunci f** = conv f; dacd conv f nu-i proprie
atunci f** = —oo.

(ii) Presupunem ca f este convexa. Daca f este i.s.c. in & € dom f atunci
f(z) = f**(x); in plus, daca f(z) € R atunci f** = f si f este proprie.
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Demonstratie. (i) Functia conv f este convexa si i.s.c. Daca conv f este
proprie, din teorema precedenta si Teorema 2.3.1 (iv) avem ca

Dacéa conv f este improprie, cum dom (conv f) D dom f # (), conv f ia valoarea
—00, gi deci f* = (conv f)* = 0o, de unde avem ca f** = —oo.

(ii) Deoarece f este convexd, conv f = f. Cum f este i.s.c. in Z, avem
cid f(z) = f(x). Avem doud situatii: a) f(z) = —oco si b) f(¥) € R. Este
evident ca in cazul a) avem ca f**(z) = f(z). Fie deci f(z) € R; prin urmare
f(Z) € R, si deci f este proprie. Din prima parte avem c& f** = f, de unde
obtinem ca f**(z) = f(z) = f(Z). I

Consecinta 2.3.1 Fie f,g: X — R doud functii convexe si proprii. Dacad
fOg este proprie, (f*+¢*)* = fOg = fOg, iar in caz contrar (f*+g*)* = —oo.
In plus, daca f este continud tntr-un punct din domeniul sau atunci

(fOg)(z) = (f"+¢")" () Vaze€int(dom (fOg))=int (dom f)+ domg.

Demonstratie. Din Teorema 2.3.1 avem ca

(fOg) = f"+g"=f"+7 = (f0y)"*,

iar cum fOg este convexa, concluzia primei parti rezulta din Teorema 2.3.3.
Daca f este continua in g € dom f, atunci f este majorata pe o vecinatate
a lui xg. Luand yo € dom g, fOg este majorata pe o vecinatate a lui xg + yg.
Aplicand Consecinta 2.2.4, fOg este continua pe int (dom (fOg)), si deci este
i.s.c. pe aceastd multime. Concluzia rezulta acum din partea a doua a teoremei
precedente. |

Fie C C X o multime nevida. Observam ca
(Ic)* (") = sup,ec(z,2%) = sup,econv ¢ (¢:27) = (Teonve) " (27),
adica (I¢)* este functionala suport a multimii C'. In plus Isoiv o = conv I si
dom (I¢)* = {z" € X* | 2™ este marginita superior pe C'}.

In sectiunea urmatoare vom vedea ca I¢ este utila pentru determinarea conului
normal la C' Intr-un punct.
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2.4 Subdiferentiala unei functii convexe

Am observat in Sectiunea 2.1 ci daci functia proprie f : (X,]| ||) — R este
G-diferentiabild in Z € int (dom f) atunci

(x —z,Vf(@) < f(zr)— f(z) Vezedomf (VzeX).

Avand in vedere acest fapt, este firesc sa consideram acele elemente z* € X*
care satisfac inegalitatea

(x —z,2%) < f(z) — f(z) VzelX, (2.19)

chiar gi in cazul in care f nu-i G-diferentiabila in Z.

Si in aceasta sectiune presupunem ca X este un spatiu normat, desi toate
rezultatele, cu exceptia acelora care fac apel In mod explicit la norma, sunt
valabile 1n spatii local convexe separate.

Fie f: X > Rsi T € X astfel ca f(Z) € R. Elementul z* € X* se numeste
subgradient al functiei f In & daca este satisficuta relatia (2.19); multimea
tuturor subgradientilor functiei f in Z se noteaza prin Jf(z) si se numeste
subdiferentiala functiei f in T. Consideram ca 0f(Z) = 0 daca f(Z) ¢ R;
desigur, putem avea df(Z) = () chiar daca f(Z) € R. Obtinem astfel aplicatia
multivoca 9f : X ~ X*. Din cele de mai sus avem cid domdf C dom f.
Spunem ca f este subdiferentiabild in & € X daca df(z) # 0.

Observam ca daca z* € Jf(Z), atunci functia afina ¢ : X — R, definita
prin o(x) = (x,z*) — (T, z*) + f(Z), minoreaza f si coincide cu f in T; rezulta
ca

(x,2") —t < a:= (T, 2%y — f(T) V(x,t) €Eepif,
ceea ce arata ca hiperplanul {(x,t) € X X R | (z,2*) —t-1 = a} este hiperplan
nevertical (deoarece coeficientul lui ¢ este # 0) de sprijin (deoarece lasa de o
singura parte epi f si il intersecteaza).

Reamintim ca in Teorema 2.1.4 am determinat deja subdiferentiala functiei
convexe si proprii f : R — R in ty € dom f:

of(to) = [f.(to), fi(to0)] N R.

In continuare punem 1n evidenta proprietati si metode de calcul pentru
subdiferentiale gi in cazul in care X # R.
Un prim rezultat, destul de usor de obtinut, este urmatorul.

Teorema 2.4.1 Fie f: X —R siz € X cu f(Z) € R.

(1) 9f(x) C X* este o multime convexa si w*—inchisd (eventual vida).
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(ii) Daca 0f(z) # 0 atunci
(conv f)(z) = f(z) = f(z) si d(conv f)(z) = df(z) = Of(7);
in particular f este proprie $i i.s.c. in .

(iii) Daca f este proprie, dom f este multime convexd si f este subdiferen-
tiabild in orice x € dom f atunci f este convezxd.

Demonstratie. (i) Fie o7, x5 € 0f(z) si A €]0,1[. Atunci
(x—z,27) < f(2) = f(2), (&—-Ta3) < f(z) - f(z) VeeX
inmul‘gind prima relatie cu A > 0 si a doua cu 1 — A > 0 obtinem
(x =z, x] + (1= Na3) < f(x) — f(z) VxeX,

adica A\x] + (1 — AN)zs € 0f(2).

Fie z* € X*\ 0f(z). Exista xp € X astfel ca (xo — Z,z*) > f(zo) — f(Z).
Fie a € R astfel ca (zg — z,z*) > a > f(zo) — f(Z). Atunci V := {z* |
(xo—Z,x*) > a} este o vecinatate pentru z* fata de topologia w* = o(X*, X).
Este evident c& VN If(Z) = (. Rezultd ca 9f(Z) este w*~inchisa.

(i) Stim cd conv f < f < f. Fie z* € 0f(2) si

v: X —> R, o) :=(—-2,7")+ f(T).

Atunci ¢ este convexi si continua, iar ¢ < f. Deci ¢ < conv f < f < f.
Deoarece (%) = f(Z), avem ca (conv f)(z) = f(Z) = f(z). Aceste relatii
arati ci functiile f, f, conv f sunt proprii si f este i.s.c. in Z. Din inegalitatea
de mai inainte obtinem, in mod evident, ca d(conv f)(z) D df(z) D If(z).
Daca z* € 0(conv f)(z) atunci

(z —2,2%) < (conv f)(x) — (conv f)(7) < f(z) — f(T) VaeX,

si deci 9(conv f)(z) C Of(z). Prin urmare d(conv f)(z) = 0f(z) = Of (Z).
(iii) Din (ii) avem ca f(z) = conv f(x) pentru orice x € dom f. Cum

conv f este functie convexa, iar dom f este multime convexa, este evident ca

f este convexa. |

Proprietatea (ii) din Teorema 2.4.1 justifica considerarea in continuare a
functiilor convexe i proprii cand discutam despre subdiferentiale.

In mod aseminitor se introduce notiunea de subdiferentiald pentru o
functie h : X* — R intr-un punct z* € X* cu h(z*) € R:

Oh(z*) = {z € X | (z,2* — T*) < h(z*) — h(z*) Va* € X*}.
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Are loc un rezultat similar celui prezentat in Teorema 2.4.1, gi anume Oh(Z*)
este multime convexa si inchisd (eventual vida), iar daca Oh(Z*) # 0 atunci
h este proprie si w*—i.s.c. iIn T*; sunt adevarate si celelalte afirmatii, insa
aderenta trebuie considerata pentru topologia slab-stelata.

In practica (de exemplu in rezolvarea numerica, pe calculator, a unor prob-
leme) nu se pot calcula chiar subgradienti, ci valori aproximative ale acestora.
In acest sens, daci f: X - R, Z € X cu f(Z) € Rsie € [0,00[, elementul
x* € X* se numeste e—subgradient al functiei f in & daca

(x —z,2") < f(z) — f(Z) +e VzelX; (2.20)

multimea e—subgradientilor functiei f in Z se noteaza prin 0. f () si se numeste
e—subdiferentiala functiei f in z. La fel ca mai sus, daca f(z) ¢ R, con-
sideram ca 0. f(Z) = 0; obtinem astfel aplicatia multivoca d-f : X ~ X*, cu
dom (9: f) C dom f. Observam ca f este proprie daca 9. f(Z) # () pentru un
e > 0, iar daca 0 < &1 < g9 < 00 atunci

Of(T) = o f(T) C 0, f(T) C e, f ().

In plus

O-f(z) =)

In mod aseménitor se introduce e-subdiferentiala functiei h : X* — R in
¥ e X* cu h(z*) € R.

In teorema urméitoare colectdm cateva rezultate simple referitoare la sub-
diferentiale si e—subdiferentiale. Inainte de a formula aceastd teoremd intro-
ducem o altd notiune: spunem ca aplicatia multivoca T : X ~» X* este mono-
tona daca

L Oaf(@) Ve eo0l

(x —y,z*—y") >0 Va,ye X, V¥ e€T(x), Vy* € T(y),
iar T este strict monotona daca
(x—y, 2" —y"y >0 Vae,ye X, v #y, Vo' €T(z), Vy* € T(y);

T se numeste maximal monotond daca T este monotond, iar daca T” : X ~» X*
este monotond gi grT C grT” atunci T' = T”, adica T este element maximal in
clasa aplicatiilor monotone, pe care relatia de ordine este data de incluziune.
Desigur, in cazul in care X = R si T(z) are cel mult un element, faptul
ca T este (strict) monotona revine la faptul ca functia T'| 3,y este (strict)
crescatoare.
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Teorema 2.4.2 Fie f : X — R o functie convexd si proprie, T € dom f, iar
e € [0, 00].

(1) 0-f(z) este convexd gi w*~inchisd; in plus 0. f(Z) = dfL(Z;-)(0);

(i) 2" € 0.f(z) & f(z)+ f"(2") <(T,27) +¢;

(i) o* €0f(2) & [(@)+ /@) < (B,07) & [@)+ @) = (@17);

(iv) dom (0.f) C dom f, Im (0. f) C dom f*, si Of este monotond, iar dacd
f este strict convexd atunci Of este strict monotond;

(v) 0f(x) #0 & [f(Z) = maxgeex-((2,27) — f*(27));

(vi) f este i.s.c. in T dacd i numai dacd O-f(T) # O pentru orice € > 0;
O f*(7*) # 0 dacd f*(z*) e R sie > 0;

(vii) presupunem ca f estei.s.c. inT. Atunciz* € 0-f(T) & T € O-f*(z*).
(viii) 0-.(f + z*)(x) = =" + 0-f(&) pentru z* € X*, iar pentru A > 0,
O-(Af)(@) = A0\ f(Z) 5i O(AS)(T) = AOf(T);

(ix) presupunem ca f este i.s.c, 0 < e, — &, (xp,z}) € Oc, fy T — T i

xh — x*. Atunci (x,z*) € 0-f. In particular 8. f este inchisd in X x X*.

Demonstratie. (i) Faptul ca 0. f(z) este multime convexa si w*—inchisa se
demonstreaza la fel ca prima parte a Teoremei 2.4.1, si nu-i nevoie ca f sa fie
convexa. Dacad z* € 0. f(Z) atunci luand in (2.20) z + ¢z, t > 0, in loc de =z,
apoi impartind la ¢ obtinem ca

_ (.
inf " = fl(z;z) Vo e X.

Incluziunea inversa rezultd din inegalitatea f.(Z;z) < f(z + x) — f(Z) + ¢
pentru orice x € X.

(ii) Avem
z*e€0f(z) & (z—z,2")<f(z)—f(z)+e VoeX
< (z,2%) — f(x) <(Z,2") — f(T)+e Ve eX
& fH@7) <(3,27) - f(T) e
& f@)+ @) <(z27) +e

(iii) Cunoagtem deja ca (z,z*) < f(z) + f*(2*) (inegalitatea lui Young-
Fenchel !); echivalentele respective rezulta acum din (ii) luand & = 0.

(iv) Incluziunea dom (0-f) C dom f este evidenta, iar din (ii) avem ca
Imd.f C dom f*. Fie z* € 9f(x), y* € 0f(y) astfel ca x # y. Din (i) avem
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v

ca

(y—z,2%) < fl(z;y—2) < fly)—f(2), (z—y,y") < firly;z—y) < flx)—f(y),

avand chiar ca f (z;y — ) < f(y) — f() in cazul in care f este strict con-
vexa. Sumand cele doua relatii de mai sus, obtinem ca (y — z,z* — y*) <0,
inegalitatea fiind stricta daca f este strict convexa. De aici obtinem imediat
ca df este monotona, chiar strict monotona daca f este strict convexa.

(v) Daca exista * € 0 f(z) atunci, tinand seama de (iii) si inegalitatea lui
Young-Fenchel,

(z,2%) — f7(z%) = f(2) = (Z,27) — f(a") Va© e X7,

si deci implicatia “ =7
echivalentelor din (iii).

(vi) Presupunem ca f este i.s.c. in Z gi ludm € > 0; din Teorema 2.3.3 avem

are loc. Implicatia inversa este consecinta imediata a

v

ca
f(@) = f*(2) = sup{(Z,2") — f*(2") [ 2" € X} > f(T) —&.
Deci exista z* € X* astfel ca (z,2*) — f*(z*) > f(Z) —¢, de unde z* € 0. f(Z).
Reciproc, presupunem ca 0. f(Z) # () pentru orice € > 0. Atunci

Ve>0, 32t € X* ¢ f(7) —e < (z,2%) — f(z*) < F(2),

si deci f(z) < f**(z). Cum f** < f < f, rezulta ci f(z) = f(%), adica f este
i.s.c. in 7.

Fie z* € X* astfel ca f*(z*) € R si € > 0. Din definitia lui f*, exista
z € X astfel ca f*(z*) < (z,z") — f(Z) + ¢, i deci

(7,27 —2%) <(T,27) — f(Z) = f7(T") + e < [7(27) = [7(Z") +¢,

adica = € 0. f*(z*).

(vii) Deoarece f este i.s.c. in Z, avem ca f**(z) = f(Z); concluzia este
imediata prin utilizarea punctului (ii).

(viii) Relatiile indicate sunt consecinte imediate ale definitiilor.

(ix) Fie ey, si (xn, z}) satisfacand conditiile din enunt. Atunci

flzn) +(x —2p,23) < fly) +en Yy e X,

de unde, trecand la limita inferioara, obtinem ca z* € 0. f(z). Luand ¢, = ¢
se obtine cealalta afirmatie. |
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In general nu este adevirat ci d(A\f)(z) = AJf(z) in cazul A = 0; aceasti
formula este adevarata si in acest caz daca x € aint (dom f).
Daca A C X este o multime convexa si nevida, iar a € A, atunci

0la(a) = {2 e X" |{(x—a,2") <0 Vze A}
= {z" € X*| (z,2") < {a,z") Vxe A}
= {z"|(z,2") <0 Vx €con(A—a)}
= —(con(A—a))"=—-con(Ad—a)t.

In continuare vom nota con A prin con A; con A se numeste infasurdatoarea
conicad inchisa a multimii A. Multimea 0l4(a) se noteaza prin N(A,a) si se
numeste conul normal la A in a € A, iar multimea ¢on (A — a) o notam prin
C(A,a); este evident ca C(A,a) este con convex inchis. Din relatia de mai
sus, utilizand teorema bipolarei (Teorema 1.5.7), avem ca

N(A,a) = —(C(A,a))" si C(A,a) = —(N(4A,a))*. (2.21)

Este evident ca N(A,a) = {0} dacd a € aint A. De asemenea observam ca
7" € N(A,a)\ {0} daca si numai daca Hy« (, .+ este hiperplan suport la A in
asiAC H§’<a’x*>.

Multimea 0f(Z) poate fi vida chiar daca f este i.s.c. in Z. De exemplu,
functia f : R — R, f(z) := —V1 — 22 pentru |z| < 1, f(z) := oo pentru
|z| > 1 (considerata si in Sectiunea 2.1) este i.s.c., finita in 1, dar 9f(1) = 0.
In plus A(0 - £)(1) =] — o0, 0].

In sectiunea precedenta am vazut citeva situatii in care se putea calcula
cu usurintd conjugata unor functii. Punem in evidentd astfel de situatii si
pentru e—subdiferentiale.

Consecinta 2.4.1 Fie f; : X; — R, 1 < i < n, functii convexe proprii si
T =(Z1,...,zy) € [[1;dom f;. Consideram functia

F H:ZlXi —R, F(x1,...,7,):= Z?:lfl(xl)’

gie €10,00[. Atunci

0.F (@) = J{II,_,0- fi(@:)

g >0, €1+---+6n=5}.

In particular

OF (21, n) = [[,_ 0fi(@).
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Demonstratie. In sectiunea precedentd am obtinut (pentru n = 2, dar
extinderea este imediata) ca F*(x7,...,x%) = > f¥(z}). Prin urmare

€ 0.F(z) < F@)+F (2% <(z,2") +e=(T1,2]) + - (Tp,x,) +¢
& Yo @)+ @) — (@an)] <e
& det,ooyen >0 0 1+ +e, =6,
fil@i) + fi (27) = (Zi,27) < e, 1 <i<n
& Fep,..,en>0 a1+ tey=¢, x €0, [i(Ti),
1<i<n.

Deci concluzia are loc. i

Consecinta 2.4.2 Fie f : X — R o functie convexd proprie si A € L(X,Y).
Daca z € dom f siy € Y sunt astfel ca y = Az si (Af)(y) = f(x) atunci
pentru orice € € [0, 00[ avem

0-(Af)(y) = A7H0:f(x)).

Demonstratie. Avem ca

y e 0:(Af)y) < (AN + AN W) <(yy") +e
& fl@)+ (A < (Az,y") +e= (2, A%y") + e
& Ay ed.flz) & ye ATHOf(x)).

Am utilizat faptul c& (Af)* = f* o A*, demonstrat in sectiunea precedenta. |

Consecinta 2.4.3 Fie f1,...,fn: X — R (n € IN*) functii convexe proprii.
Presupunem ca exista T; € dom f;, 1 < i <mn, astfel ca

(AO---Of) @1+ 4+ Tp) = fr(Z1) + -+ [u(Zn). (2.22)
Atunci pentru orice € € [0, 00[ avem

8€(f1D"’Dfn)(i'1+"‘+i'n)
= U{@slfl(a_cl)ﬂ---ﬁ@anfn(a_:n)\51,...,5n20, 1+ +ep=c¢}.

In particular
O(AAO---Of) (@14 +Tp) =0f1(Z1) N - NOfn(Tp)

Invers, daca Of1(Z1) N+ NOfn(Ty) # O atunci (2.22) are loc.
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Demonstratie. Se aplica Consecinta 2.4.1 pentru functiile fi, ..., f, si Con-
secinta 2.4.2 pentru functia f : X™ = R, f(z1,...,2n) = fi(z1)+ -+ falzn),
si operatorul A : X™ — X A(zy,...,xn) :=x1 + -+ + Tp.

Daca z* € 0f1(Z1) N -+ - NI fn(Zy), atunci

<,IZ' — Lf'i,l‘*> < fz(l'l) - fz(jz) Vi, 1 <i<n, Vz; € X,

de unde obtinem ca fi(z1) +- -+ fu(Zn) < fi(x1) +-- -+ fu(x,) pentru toate
elementele x1,...,x, € X astfel ca x1 + -+ x, = T1 + - + Ty, adica (2.22)
are loc. |

In Sectiunea 2.6 vom extinde rezultatele din Consecintele 2.4.2 si 2.4.3 la
cazul In care infimul nu este atins in y, respectiv Z.

Rezultatul urmator pune in evidenta o conditie suficienta pentru ca sub-
diferentiala intr-un punct a unei functii convexe sa fie nevida; acest rezultat
este deosebit de important.

Teorema 2.4.3 Fie f : X — R o functie convexd proprie. Dacd f este
continud in T € dom f atunci 0. f(T) este nevidd i w*—compactd pentru orice
e € [0,00[. In plus, pentru orice € > 0, fL(Z;-) este continud §i

iz 2) = max{(x,z*) | 2* € 0.f(z)} Vze X. (2.23)

Demonstratie. Presupunem ca functia f este continua in z € dom f (din
teorema precedentd cunoagtem deja ci O.f(Z) # 0 pentru e > 0 !). Fie
A:=epif C X xRsi (z,f(z)) € X x R. Deoarece f este continua in z,
exista Vp € V(0) astfel ca

fl@) < f(@)+1 Vo ez+ V. (2.24)

Prin urmare (z + Vp) x [f(Z) + 1,00[ C A, si deci int A # 0; multimea A fiind
convexa, iar (z, f(z)) ¢ int A [(z, f(z) — ) ¢ A Vo > 0], aplicand o teorema
de separare, exista (z*,a) € X* x R\ {(0,0)} astfel ca

(x,z") + at < (z,2") + af(z) Y (z,t)€ A=-epif. (2.25)

Luand z =z sit = f(Z) + n, n € N, obtinem ca a < 0. Dacd a = 0 atunci
din (2.25) avem cd (z — z,z*) < 0 pentru orice x € dom f, iar din (2.24)
obtinem ca (z,z*) < 0 pentru orice x € Vj, ceea ce, evident, antreneaza ca
x* = 0; am obtinut astfel contradictia (z*,«) = (0,0). Deci @ < 0; ca si
altadata, putem considera ca o = —1 in (2.25). Aceasta relatie devine astfel

(z,2%) = f(z) < (z,27) = f(z) V&€ domf,
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adica z* € 0f (7).
Fie acum € > 0. Pentru orice z* € 0. f(Z) = 0f.(Z;-)(0), din (2.24), avem
ca
(u,x*) < flzsu) < f(+u)— f(Z)+e<1+e Yuel, (2.26)

si deci (u,z*) > —1 pentru u € V := —ﬁVo, ceea ce arata ca O0.f(z) C V°.

Din Teorema Alaoglu-Bourbaki (Teorema 1.6.3), avem ca V° este w*—compac-
ta; cum O, f () este w*—inchisa, rezulta ca 0. f(Z) este w*—compacta.

Deoarece Z € int (dom f), din Teorema 2.1.10, avem ca dom f(z;-) = X,
iar din Teorema 2.2.6 si (2.26) avem ca f/(Z;-) este continua. In plus, tot
din (2.26), obtinem ca

fi(@; ) = sup{(z, 2%) | 2" € O-f(2)}.

Dorim sa aratam ca in relatia de mai sus are loc egalitate iar supremul este
atins. Pentru aceasta fie z € X \ {0}. Consideram Xy := Rz, si ¢ : X0 — R,
o(tx) = tfl(z;x); este evident ca ¢(u) < fL(Z,u) pentru orice u € X.
Prin urmare, aplicand Teorema lui Hahn-Banach, exista z* € X' astfel ca
(x,x*y = ¢(x) = fl(z;2) i (u,x*) < fL(Z;u) pentru orice u € X. Cum
fL(Z;-) este continud, x* este continud, si deci z* € 9f.(z;-)(0) = 0-f(Z).
Demonstratia este completa. |

In cazul in care f nu este continua in z € dom f este posibil ca relatia (2.23)
sa nu aiba loc. Are loc insa urmatorul rezultat.

Teorema 2.4.4 Fie f : X — IR o functie convexd, proprie si i.s.c., iar
z edomf, e €]0,00[. Atunci

fl(z;x) = sup{(z,z*) | 2" € 0-f (%)} Vxe X. (2.27)
Prin wrmare f(Z;-) este o functionald subliniard si i.s.c. In plus
fi(@z) = lim(sup{(z,2") | 2" € O-f(7)})
= ér;g (sup{(z,z*) | x* € O f(7)}) VzeX. (2.28)

Demonstratie. In Teorema 2.4.2 am vizut c& 9. f(z) = df.(z;-)(0), si deci
(z,27) < fi(T;2) Va© € 0-f(2), Vo e X.

Prin urmare are loc inegalitatea ‘>’ din (2.27). Pentru a dovedi inegalitatea

inversa, fie v € X gi A € R, A < fJ(Z;x). Avéand in vedere definitia lui

fL(z; ), avem c&

f(@+tx)— f(Z)+e€
t

A< Vt>0 (2.29)
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’ [E ) f@) te @) - @)

t t—o0 t

A < lim (2.30)
t—o0

Consideram A :=epi f si B := {(Z + sz, f(Z) + As —¢) | s > 0}. Este evident
cd A gi B sunt multimi convexe, nevide, iar din (2.29) avem ca AN B = 0,
adica (0,0) ¢ A — B. Aratam ca A — B este multime inchisd. Pentru aceasta
fie ((zn,tn)) C A, ((T+ spx, f(T)+ spA —€)) C B astfel ca

Ty — T — SpT — U, ty— f(T)— spA+e— p. (2.31)
Presupunem ca s,, — oo; din (2.31) avem ca ixn — xsi itn — \. Fie s > 0;
exista ng € IN astfel ca s,, > s pentru orice n > ng, si deci

(é(mn,tn) +(1— é)(q’:,f(:i)) €A Vn > ng,

de unde, trecand la limita, obtinem ca s(z, A) + (z, f(Z)) € epi f. Prin urmare
f(z+tx) < f(Z)+tA, adica (f(z+tx)—f(z))/t < A, pentru orice t > 0. Facand
t — 00, obtinem ca lim;_,oo (f(Z+tx) — f(Z))/t < A, contrazicand (2.30). Deci
(sn) contine un subsir marginit (s,, ); putem presupune ca s,, — s € [0, 00[.
Din (2.31) obtinem ca

T, mu+T+sr=:2 €X, t, — f(@)+s \+pu—ec=1t€R.
Intrucat A este inchiss, (2/,t') € A, adici f(z') < t'. Rezulti ci
(uyp) = (2, ') — (T + sz, f(Z) + s\ —¢) € A— B.

Deoarece A — B este convexa, inchisa i nevida, iar (0,0) ¢ A — B, aplicand o
teorema de separare, exista (Z*, ) € X* x R astfel ca

0> (y—T— sz, ) +alt— f(Z)—s\+e) V(y,t) €epif, Vs>0.

Luand y = Z ¢i facand ¢t — oo, obtinem ca o < 0; daca o = 0, pentru s = 0
se obtine contradictia 0 > 0. Deci @ < 0, gi putem presupune ca @ = —1.
Relatia de mai sus devine

0> (y — 2,8 — (fy) — [(2) + )+ s(A — (2,2")) Yy e dom/, Vs> 0.

Luand s = 0 in aceasta relatie, obtinem ca z* € 9.f(Z); trecand la limita
pentru s — oo obtinem ca (x,z*) > \. Deci A < sup{(z,z*) | z* € 0-f(z)}.
Cum \ < fL(z; x) este arbitrar, relatia (2.27) are loc. Egalitatea (2.28) rezulta
din (2.27) i Teorema 2.1.10. I

Criteriul de subdiferentiabilitate din Teorema 2.4.3 poate fi extins.
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Teorema 2.4.5 Fie f : X — R o functie convexd si proprie. Consideram
multimea Xo = aff (dom f). Daca f|x, este continua in T € dom f atunci
f(z) # 0. In particular, dacd dim X < oo atunci Of(x) # 0 pentru orice
x € raint (dom f).

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea putem presupune ca & = 0;
atunci Xo = lin (dom f). Functia g := f|x, este convexa, proprie si continua
in 0. Din teorema precedentd avem ca dg(0) # 0. Fie ¢ € 9g(0); deci ¢ € X(*
si

p(z) — ¢(0) < g(x) —g(0) Ve domy. (2.32)

Deoarece ¢ este continua si liniara, exista M > 0 astfel ca p(x) < M - ||z]|
pentru orice x € Xgy. Aplicand Teorema Hahn-Banach, existd z* € X’ astfel
ca x¥|x, = ¢ i (x,2*) < M - ||z|| pentru orice z € X. Prin urmare z* € X*.
In plus, din (2.32), avem c&

(x—0,27) = o(z) < g(x) — g(0) = f(z) = f(0) V&€ domf=domyg,

si deci z* € 9f(0).
Daca dim X < oo atunci dim Xy < co. Din Teorema 2.2.9 avem ca g este
continua pe int (dom g) = raint (dom f). Concluzia rezulta din prima parte. I

Sa observam ca in conditiile Teoremei 2.4.5 multimea 0f(z) este, in gene-
ral, nemarginita, si deci nu este w*—compacta. Are loc insa urmatorul rezultat;
R.T. Rockafellar a demonstrat valabilitatea acestui rezultat pentru operatori
monotoni.

Teorema 2.4.6 Fie f : X — R o functie converd proprie si continud pe
int (dom f). Atunci Of este local marginita pe int (dom df) = int (dom f).

Demonstratie. Din Teorema 2.4.3 avem ca int (dom f) C dom df C dom f,
de unde rezulta imediat egalitatea din enuntul teoremei. Fie 2y € int (dom f);
cum f este continua in xg, din Teorema 2.2.5, rezulta ca exista M, p > 0 astfel
ca

1f(z) = fW)| < M|z -yl Vz,y € B(xo,p).

Fixdnd = € B(xo,p) si luand y := x + tu, t €]0,(p — ||z — xol]) /(||| + 1)] in
inegalitatea de mai sus, apoi facand ¢t — 0, obtinem ca

fi(z;u) < M- ||ul| Va e B(zo,p), Vue X,

ceea ce arata ca df(B(xo,p)) C D(0,M). Deci concluzia are loc. I
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Consecinta 2.4.4 Fie f : X — R convexd si proprie. Presupunem cd f este
continud n T € dom f. Atunci f este G-diferentiabila in T dacd $i numai
daca Of(z) are un singur element (si anume V f(Z)).

Demonstratie. Presupunem ca f este G-diferentiabila in Z. Atunci
f(@52) = (5, V(7)) VoeX.

Prin urmare 0f(z) = 0f,(%;-)(0) = {Vf(Z)}, si deci 0f(z) are un singur
element (nu s-a folosit continuitatea lui f ).
Presupunem acum ca df(z) = {z*}. Atunci, din Teorema 2.4.3, avem ca

f(x +tx) — f(2)

! (=. . o — %
f+(x’$)_lt%l , = (z,z") VzeX.
Cum o ~
i LT IO _ a0y = (a2 = @),
t10 t
avem ci f este G-diferentiabild in Z si Vf(z) = x*. |

In Teorema 2.4.2 am vizut c& determinarea e—subdiferentialei unei functii
convexe intr-un punct revine la a calcula subdiferentiala unei functionale sub-
liniare in origine. De altfel gi alte subdiferentiale (subdiferentiala Clarke,
Penot-Michel, etc.), pentru functii neconvexe, se introduc prin intermediul
unor functionale subliniare. Avand in vedere acest aspect ne propunem s
punem in evidentd in continuare cateva rezultate referitoare la functionale
subliniare.

Teorema 2.4.7 Fie f, g: X — R doud functionale subliniare.
(i) 0f(0) #0 < f estei.s.c. in0;
(i) f* = Iy
(iii) pentru orice T € dom f si € € [0, 00[ avem
Of(x) = {z* € 0f(0) [ (z,27) = f(T)},
O-f(7) = {z* € 0f(0) | (z,2") = f(z) —e},  0-£(0) = Of(0);
(iv) daca f este i.s.c. in O atunci
f(z) =sup{(z,2") | 2" € 9f(0)} V&€ X;

(v) Presupunem ca f si g sunt i.s.c. Atunci f <g < 9f(0) C 9g(0).
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Demonstratie. (i) Daca 9f(0) # 0, din Teorema 2.4.1, avem ca f este i.s.c.
in 0. Presupunem acum ca f este i.s.c. in 0. Atunci f(0) = f(0) = 0, si deci
(0,—1) ¢ epi f = epi f. Deci exista (z*,a) € X* x R si A € R astfel ca

(x, ") +at <A< —a V(z,t) €epif.

um (0,0) € epi f, 0 < —a, si deci putem presupune ca « = —1. Prin urmare
<x, x*) — f(x) < X pentru orice z € dom f. Deoarece dom f este con, avem ca
(x,2*) < f(x) pentru orice z € dom f, adica x* € df(0) (£ 0).
(ii) Pentru orice z* € X* avem ca

[ (@%) = sup{(z,z%) — f(z) | = € dom f} > (0,27) — f(0) = 0.

Dacd z* € 9f(0), (z,2*) < f(z) pentru orice z € dom f; deci f*(z*) = 0.
Daca z* ¢ 0f(0), exista * € X astfel ca (z,z*) > f(Z). In acest caz

F7(a%) > sup{(t,27) — [(t2) | £ > 0} = sup{t((z,27) — () | ¢ > 0} = oo.
(iii) Fie z € dom f si € > 0. Daca z* € 9f(0) si (z,z*) > f(Z) — € atunci
(x—z,2") = (2,2") — (,27) < f(z) - f(T) +e VzeX,

adica z* € 0 f(z). Invers, luand z* € 9. f(Z), are loc inegalitatea de mai sus.
Pentru = 0 obtinem ca (z,z*) > f(z) — ¢, iar pentru x := Z + tu, t > 0 i
u € X, obtinem

tu,a") < f(T+tu) = f(2) +e < f(@)+tf(u) - f(@) +e=tf(u)+e

Impértind prin ¢ > 0 si ficand ¢ — oo obtinem c& (u, z*)y < f(u) pentru orice
u € X, adica z* € 9f(0).
Pentru € = 0 obtinem

Of(x) = {a* € 9f(0) | (z,27) = f(2)} = {=" € 0f(0) | (z,2") = f(2)},

iar pentru & = 0 obtinem

9:1(0) ={z" € 9f(0) [ (0,2%) = f(0) —e} = 0f(0).
(iv) Presupunem ca f este i.s.c. in 0. Atunci f(0) = f(0) = 0. Utilizand

Teorema 2.3.3 avem ca f** = f. Prin urmare

f(@) = sup{(z,z") — f*(27") | 2" € X*} = sup{(w,2") | 2" € 0(0)}.

(v) Este evident ca df(0) C 0g(0) daca f < g. Implicatia inversa rezulta
imediat utilizand punctul precedent. |
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Consecinta 2.4.5 Fie f: (X, ]| ||) = R, f(z) := ||z, si z € X. Atunci
ff=1y=, 0f(0)=U" 9f(z)={«" € U"[(z,2") = ||7[]}.

Demonstratie. Formulele de mai sus se obtin imediat utilizand teorema
precedents. |

Subdiferentiala normei are o interpretare geometricid interesantd. Am
vazut ca un hiperplan este o multime de forma H, , := {z € X | (z,p) = a},
unde ¢ € X*\{0} si @« € R; dacd dim X > 1, H, o # (). Deoarece pentru orice
B # 0, Hgyppa = Hy o, putem presupune intotdeauna ca ¢ € S* si a > 0.
Se constatd cu usguringa (exercitiu !) ca daca ¢, ¢’ € S*, a,a’ > 0 atunci
Hy o = Hy o daca si numai dacad ¢ = ¢, o = o/. Putem da acum inter-
pretarea geometrica a subdiferentialei normei: fie £ € S, z* € §* si a > 0;
atunci

H,+ o este hiperplan de sprijin laU in z & a=1siz" € 9| ||(z).

Prin urmare multimea hiperplanelor de sprijin la U in Z € S este {Hy+1 |
x* € 9| ||(z)} (exercitiu !). Daca in orice punct din S sfera unitate U are
un singur hiperplan de sprijin, spunem ca (X, || ||) este neted; sa observam ca
aceasta este o proprietate geometrica (a normei) gi nu topologica. Proprietatea
duala, dupa cum vom vedea putin mai tarziu, este cea de spatiu strict convex.
Spunem ca (X, || ||) este strict conver daca

Va,ye X, w#y, ol =lyl=1: llz@+yl <1
Desigur, conditia de mai sus este echivalenta cu faptul ca %(x +vy) € B pentru
orice z, y € U, x # y.

Un alt exemplu de aplicatie subliniara este dat in rezultatul urmator.

Consecinta 2.4.6 Fie f : R¥ — R, f(z) := max{z,...,z;} s z € RF,
unde k € IN*. Atunci

Of(0)={y e R* |y; >0, yu+-+ue =1}, f*=Ip0
$1

O-f ()
= {yERk‘yz'ZO, Y1+t =1, f1y1+---+9_6kyk2f(f)—5}-
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Demonstratie. Este evident ca f este subliniara si continua. In plus
yedf(0) & xyi+ -+ xpyp < max{zy,...,x,} Ve R

Luand x; = 0 pentru j # i si ; = —1, obtinem ca —y; < 0, adica y; > 0 pentru
orice i. Luand acum z; = x € IR pentru orice i, obtinem ca z(y1 +---+yx) <z
pentru orice x , si deci y1 + -+ + yr = 1. Prin urmare

Of(0) C{ye R |y >0, y1 4+ +yp =1}

Incluziunea inversa este imediata. Celelalte relatii rezulta direct din teorema
precedents. |

In rezultatul urmator punem in evidenta cateva proprietati ale functiei
%H ||”; de asemenea punem in evidenta si legatura acesteia cu unele proprietati
geometrice ale spatiului normat X.

Teorema 2.4.8 Fie (X, || ||) spatiu normat, p, q €1, o0], %—I—% =1, si functia
fp: X = R, fp(z) = %Hpr. Atunci

(i) fp este functie convexd si continud;

(i) f,"(@%) = e Vo € X7

(iii) 0fp(x) = {z* € X* | (z,2%) = |z’ = [l2*||7} = ||l=[I"~" - || ||(=),
Ofp(—z) = —=0fy(z), Ofp(tz) = tP7L0f,(x) pentru orice x € X sit € [0, 00].

(iv) Urmatoarele afirmatii sunt echivalente: a) X este neted, b) f, este
G-diferentiabila pe X, c) || || este G-diferentiabila pe X \ {0}.

(v) Urmatoarele afirmatii sunt echivalente: a) X este strict convez, b) f,
este strict convexd, c) Of), este strict monotona, d) 0fy(x)NAfp(y) = 0 pentru
orice x,y € X, x #y.

(vi) X este reflexiv < Imof, = X*.

Demonstratie. (i) Observam ca f, = ¢p o | ||, unde ¢, : R — R este
definita prin ¢,(t) := %]t]p. Deoarece ¢, este derivabila pe R si derivata sa
este strict crescatoare, din Teorema 2.1.5, ¢, este strict convexa; in plus ¢,
este strict crescatoare pe [0,00[. Fie z, y € X si A €]0,1[. Atunci

rQz+ (1 =Ny) = S+ 1 =NylP < 5 Azl + (1 =Nyl
5 All2ll” + (1= NlylP) < Afp(@) + (1= X fo(y),

penultima inegalitate fiind stricta daca ||z|| # |ly||. Deci f, este convexa. Este
evident ca f, este continua.

IN
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(ii) Avem ca

f@) = sup (o) = fel?) = sup ()] = 3 el

zeX

1
= supsup (t!(a:,x*)] — tp)
zeS t>0 p

= sup <\<$,ﬂf*>| : |<$v$*>’p%1 N ;|<x’x*>|zﬁl>

€S
1 1
= —sup|{z,27)|T = ~[lz"||.
q zecS q
(iii) Este stiut, si ugor de dovedit, ca daca a,b > 0, ab < %ap + ébq,
egalitatea avand loc daca gi numai daca o = b?. Fie x € X, z* € X™; atunci

(@, 2") < [(z,2%)] < lloll -l < Gll=lP + g lla*]19,

avand peste tot egalitate daca si numai daca (z,z*) = ||z||P = ||z*||9. Relatia
Ofp(z) = {z* € X* | (x,2%) = ||z||P = ||=*||?} se obtine acum imediat, uti-
lizand (ii) si punctul (iii) al Teoremei 2.4.2. Celelalte relatii sunt evidente.

(iv) Deoarece functiile f, si || || sunt continue, utilizind Consecinta 2.4.4,
ele sunt G-diferentiabile in z € X daca gi numai daca au un singur subgradient
in z. Tinand seama de faptul c& df,(0) = {0} si df,(x) = ||z||P~1]| ||(x) pen-
tru z # 0, avem ca b) < c¢), iar din expresia multimii hiperplanelor de sprijin
la U intr-un punct din S, data dupa Consecinta 2.4.5, ¢) = a). Invers, daca X
este neted atunci, utilizand aceeasi formula pentru multimea hiperplanelor de
sprijin mentionata mai sus, d|| ||(x) are un singur element pentru orice = € S;
utilizand formulele de la punctul (ii) obtinem ca 0 f,(x) are un singur element
pentru orice z € X, si deci a) = b).

(v) a) = b) Presupunem ca X este strict convex, gi fie z, y € X, x # v,
A €]0,1[. Am vazut la punctul (i) ca

oz + (1 =Ny) < Afp(x) + (1 =N fo(y),

daca ||z|| # |ly||. Fie deci ||z|| = |ly|| =: p; desigur p > 0 (altfel z =y =01).
Vrem si aratam ca [|[0(N\)|| < p, unde 6(p) := px + (1 — p)y. Consideram
e := min{\,1 — A} > 0. Este evident ca [|[0(A —¢)|| < p, |0(A+¢)|| < psi
O(A) = 20(X —€) + 20(X + ¢); in plus (A — &) # (A + ). Obtinem astfel ci
16(N)]| < p. Deci

rQz+1=Ny) = S+ 1= NylP < 5 Alzll + 1 = N)ylh?
= plal? = Afp@) + (1= X fpy)-
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Implicatia b) = ¢) rezulta din punctul (iv) al Teoremei 2.4.2, iar implicatia
c) = d) este evidenta.

d) = a) Fie z, y € S, = # y. Presupunem ca %(az + y) € S; consideram
z* € Ofy(%5Y) (exista deoarece f, este continud). Atunci

1= 4@+ )P = 2] = (e + )2 < Sl - 2] + Syl - 2] = 1.
Prin urmare
L= [lz|P = (2" = (2, 2"), 1=|lyl|" = ||lz"|? = (y,2"),

si deci 2* € Of,(2) N f,(y), contradictie. Deci ||3(z + y)| < 1, ceea ce aratd
ca X este strict convex.

(vi) Presupunem ca X este reflexiv si fie ¥ € X*. Consideram functia
g: X = R, g(z) == fp(z) — (x,2*). Este evident ca g este convexa, continua
gioglx) > %Haz”p = [lz| - [lz*][; prin urmare limj,|_ g(z) = oo. Rezulta
ca multimea K := {z € X | g(x) < 1} este marginita, convexa si inchisa.
Deoarece X este reflexiv K este w—compacta. Deoarece g este w-i.s.c., din
Teorema lui Weierstrass (Teorema 1.1.17), exista z € K astfel ca g(z) <
g(x) < 1 pentru orice x € K. Cum g(x) > 1 pentru z € X \ K, avem ca
g(z) < g(x) pentru orice x € X, adica (x — z,2%) < fp(z) — fp(Z). Aceasta
relatie aratd ca «* € 0f,(Z). Am obtinut astfel ca Imdf, = X*.

Invers, presupunem ca Imdf, = X*. Fie z* € X*; tinand seama de
Teorema lui James (Teorema 1.8.4), trebuie sa aratam ca x* isi atinge supremul
pe U. Desigur, putem presupune ca ||z*|| = 1. Din ipoteza exista £ € X astfel

ca z* € 0fp(z). Deci
(Z,z") = ||z|P = ||z*||7=1 > (x,2") Vx e U.

Prin urmare € U, si deci z* isi atinge supremul pe U in 7. |

Aplicatia multivoca Fx = 0fy : X — P(X*) se numeste aplicatia de
dualitate a lui X. Prin urmare

Fx(x) = {z" € X" | (z,2") = [l2|* = []2"|*} .

Daca (X, (, )) este spatiu Hilbert, aplicatia de dualitate a lui X este functia
Fx pusa in evidentd in Teorema lui Riesz (Teorema 1.9.3); daca X™* este
identificat cu X atunci aplicatia de dualitate a lui X este aplicatia identica.

Referitor la stricta convexitate, respectiv netezimea, spatiilor normate are
loc urmatorul rezultat.
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Teorema 2.4.9 Fie (X,|| ||) un spatiu normat i X* inzestrat cu norma
duald. Daca X* este neted (strict convex) atunci X este strict convex (neted).
Daca X este spatiu Banach reflexiv atunci X* este neted (strict convex) daca
st numai daca X este strict conver (neted).

Demonstratie. Fie pentru inceput X* spatiu neted §i z,y € S, © # y;
presupunem ci 3(z +y) € S. Luand z* € Fy (%Y%), ca in demonstratia
punctului (v) din teorema precedenta, obtinem ca

L= llzl? = llyl® = |27 = {2, 2%) = (y,2").

Prin urmare {z* € X* | (z,2*) = 1} si {z* € X* | (y,2*) = 1} sunt hiperplane
de sprijin, distincte, la U* in z* € 5%, ceea ce contrazice faptul ca X* este
neted. Deci X este strict convex.

Presupunem acum cd X* este strict convex, dar X nu este neted. Atunci
exista z*, y* € S* astfel ca {r € X | (x,2*) =1} si {z € X | (z,y*) = 1} sunt
hiperplane de sprijin, distincte, la U in Z. Deci z* # y* si

1= (22%) = (Z.5°) = (2. 3" +9") < 2] 1 2@+ = I3+ < 1.

Prin urmare ||1(z* + y*)|| = 1, ceea ce contrazice faptul ci X* este strict
convex. Deci X este neted.

Daca X este reflexiv gi X este strict convex (neted) atunci X™** este strict
convex (neted) si deci, din prima parte, obtinem ca X* este neted (strict
convex). I

Desigur, atat pentru conjugate cat gi pentru e—subdiferentiale este de dorit
sa avem cat mai multe formule de calcul. Exista un puternic set de astfel de
formule pe care le vom pune in evidenta in paragrafele urmatoare.

2.5 Problema generala a programarii convexe

Prin problema de programare converd intelegem problema minimizarii unei
functii convexe f : X — IR, numitid functie obiectiv, pe o multime convexs
C C X, numita multimea solutiilor admisibile sau a restrictiilor. Vom nota
aceasta problema prin

(P) min f(z), z € C.

Desigur, pentru formularea acestei probleme X trebuie sa fie un spatiu liniar,
insa pentru a obtine rezultate consistente presupunem in continuare ca X este
spatiu liniar normat, desi multe rezultate se pot stabili in spatii local convexe
separate.
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Problemei (P) i se poate asocia o problema (aparent) fara restrictii:
(P) min f(z), z € X,

unde f:= f+ Ic.
Pentru ca problema (P) sa nu fie triviala este fireasca ipoteza CNdom f # ()
(& dom f # () si f nu ia valoarea —oo pe C' (adica f nu ia valoarea —00).
Se numeste valoarea problemei (P) elementul

v(P) =v(f,C) :=inf{f(z) |z € C} €R;

se numeste solufie (optima) a problemei (P) un element = € C' cu proprietatea
ca f(z) = v(P), ceea ce revine la faptul ca Z este un punct de minim (global)
pentru functia f. Notdm prin S(P) sau S(f,C) multimea solutiilor optime
ale problemei (P). Prin urmare

S(P) = {zeC|f@)<flx) VeeC={zeX|f(z) <f(x) VzeX}
= S(P)

daca C Ndom f # 0.

Desigur, o problema importanta este aceea a existentei solutiilor pentru
(P), respectiv (]3) Sursa cea mai importanta pentru obtinerea existentei unei
solutii pentru (P) este Teorema lui Weierstrass (Teorema 1.1.17). In acest
sens are loc urmatorul rezultat.

Teorema 2.5.1 Fie f: X — R o functie convexd, proprie si i.s.c.

(i) Daca ezxista A > v(f,X) astfel ca nivyf sa fie w—compactd atunci
S(f, X) #0.

(ii) Daca X este spatiuv Banach refleziv si lim,| o f(x) = oo atunci

S(f,X) #0.

Demonstratie. (i) Daca A > v(f, X), este evident ca v(f, X) = v(f,nivyf)
si S(f,X) = S(f,nivaf). Deoarece f este i.s.c., f este w—i.s.c. Concluzia
urmeaza din Teorema 1.1.17 aplicata functiei f ‘nivk s

(ii) Conditia de coercivitate lim),|_o f(z) = oo implica (de fapt este
echivalenta cu) faptul ca nivy f este marginita pentru orice A € R. Cum niv) f
este w—inchisd, iar X este spatiu reflexiv, din Teorema 1.8.4, avem ca nivy f
este w—compacta pentru orice A € R. Concluzia rezulta din (i). I

Rezultatele stabilite in Teorema 2.5.1 se pot reformula imediat pentru
problema (P). Exista conditii suficiente, formulate direct pentru (P), prin
intermediul functiei de recesie a lui f si a conului de recesie (sau asimptotic)
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al multimii C, care de fapt antreneaza coercivitatea functiei f ; nu studiem
aceste notiuni gi rezultate in cele ce urmeaza.

O altd problema importanta in teoria optimizarii este cea a unicitatii
solutiei atunci cand exista. Urmatorul rezultat da informatii in acest sens.

Teorema 2.5.2 Fie f : X — R o functie convexd si proprie. Atunci S(f,X)
este multime convexa. In plus, daca f este strict convexa atunci S(f, X) are
cel mult un element.

Demonstratie. Fie € S(f, X). Atunci S(f, X) = nivy) f, si deci S(f, X)
este convexa.

Fie acum f strict convexa, si presupunem ca S(f, X) contine elementele
distincte x1, z2; deoarece f este proprie, S(f, X) C dom f. Obtinem astfel ca

o(£, X) < f (3o + 22) < 3f(@1) + 3 f(w2) = v(f, X)),

absurd. Prin urmare S(f, X) are cel mult un element. I

Dupa cum se gtie, procedeul practic de determinare a punctelor de extrem
ale unei functii consta in determinarea punctelor care verifica conditiile nece-
sare de extrem gi apoi de a retine pe acelea care verifica conditiile suficiente
de extrem. In programarea convexa, sub forma ei generala, conditia necesara
de minim este foarte simpla.

Teorema 2.5.3 Fie f : X — R o functie convexd si proprie. Atunciz € X
este punct de minim (global) pentru f daca si numai daca 0 € Of(Z).

Demonstratie. Intr-adevar,

f(@) < f(x) VeeX <& [zedomfsi0<f(z)—f(z) VoeX]
& 0€df(z),

adica are loc concluzia. i

Prin urmare, in programarea convexa conditia necesara de minim este si
conditie suficienta.

De multe ori intereseaz si solutii de optim local; daci g : X — IR, spunem
ca T € X este un punct de minim (maxim) local daca exista V' € V(z) astfel ca
f(z) < f(x) pentru orice x € V (f(z) > f(x) pentru orice z € V). Problemele
convexe de programare mai au insa o particularitate.

Teorema 2.5.4 Fie f: X — R o functie convexd.

(i) Daca x € dom f este punct de minim local pentru f atunci T este punct
de minim global;
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(ii) daca x € dom f este punct de mazxim local pentru f atunci T este punct
de minim global pentru f.

Demonstratie. (i) Prin ipoteza exista V € V(z) astfel ca f(z) < f(z)
pentru orice x € V. Presupunem ca exista z € X astfel ca f(z) < f(z); deci
f(Z) € R. Deoarece V € V(z), exista A €]0, 1] astfel cay := (1-N)z+ Az € V.
Atunci

f(@) < fly) = F(A =T+ Az) < (1 =N f(T) + Af(2),

si deci Af(z) < Af(x), absurd. Prin urmare Z este punct de minim global
pentru f.

(ii) Din ipoteza, exista o vecinatate convexa si simetrica a originii, notata
U, astfel ca f(z + u) < f(&) pentru orice u € U. Daca f(Z) = —oo este clar
ca T este punct de minim global al lui f. Presupunem ca f(z) € R (si deci f
este proprie deoarece Z € int (dom f)). Avem ca

(F-w) < 3f@E+u) + 5f(@—u) < f(7) Yuel.

D=
[N

f@) = (3@ +u)+

Prin wrmare f(z) = f(Z) > f(Z) pentru orice z € T+ U € V(Z). Deci T este
punct de minim global pentru f. I

Acest rezultat explica de ce in probleme de programare convexa se cauta
numai punctele de minim global.

In probleme practice, rezolvate numeric pe calculator, de cele mai multe
ori nu se pot determina chiar solutiile optime (deoarece se lucreaza cu valori
rotunjite). Un exemplu simplu in acest sens este problema minimizarii functiei
f:R— R, f(z):= (r — m)? nici un calculator nu va da solutia exacta, r,
a acestei probleme. Avand in vedere acest fapt, este utila notiunea de solutie
aproximativa. Mai exact, daca € € [0,00[, spunem cd T € C este e-solutie
(optima) a problemei (P) daca f(z) < f(x)+ ¢ pentru orice z € C; notam
prin Sc(P) sau Se(f, C') multimea e—solutiilor problemei (P). Este evident ca
dacad C'Ndom f # () atunci S¢(f,C) = Sg(f, X); in plus, daca f este proprie si
S:(f,C) # 0 atunci v(f,C) € R, iar S.(f,C)={x € C | f(z) <v(f,C)+¢c}.

Referitor la e—solutii are loc urméatorul rezultat.

Teorema 2.5.5 Fie f : X — R o functie convexd si proprie, T € dom f si
e €]0,00[. Atunci Sc(f,X) este convexa, iar daca f este marginita inferior,
S:(f, X) este nevida. In plus, T € S:(f, X) dacd si numai dacd 0 € - f(z). 1
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2.6 Probleme perturbate

S-a dovedit deosebit de utila, ceea ce vom vedea gi In paragrafele urmatoare,
inglobarea problemei

(P) min f(z), v € X

intr-o familie de probleme.
In cele ce urmeazi X , Y sunt spatii normate (desi, din nou, cele mai multe
rezultate sunt valabile in spatii local convexe separate), iar f : X — R.
Consideram o functie ' : X x Y — R cu proprietatea ci f(z) = F(z,0)
pentru orice x € X, numita functie de perturbare. Pentru fiecare y € Y
consideram problema

(Py) min F(z,y), z € X.

Este evident ca problema (P) coincide cu (F).

Pentru a nu iesi din cadrul convex, presupunem ca F' este functie convexa
si proprie. Desigur, daca f : X — R este convexa si proprie, intotdeauna
putem gasi o functie F' cu proprietatile cerute: F(x,y) := f(x) pentru orice
(z,y) € X xY. Pentru a obtine rezultate utile vom alege functii de perturbare
adecvate, ceea ce se va vedea In continuare.

Fie deci F: X x Y — R o functie convexi, proprie si

h:Y —R, h(y):= in)f( F(z,y) =v(Py).
Te

Functia h se numeste functia valoare sau marginald asociata problemelor (Py).
Are loc urmatorul rezultat.

Teorema 2.6.1 Fie F : X x Y — R functie convexd, proprie si h functia
marginald asociatd lui F'. Atunci h este convexd, dom h = Pry(dom F') si

hMy) = inf{te R| 3z € X : F(z,y) <t}
= inf{te R| (y,t) € Pryxr(epi F)}.

Demonstratie. Fie A := Pryyxg(epi F'); deoarece epi F' este multime con-
vexa, iar Pry«g este operator liniar, multimea A este convexa. Dorim s
aratam ca h = @ 4; daca reusim acest lucru obtinem ca

domh = Pry(A)=Pry(Pryxgr(epiF))

Pry(epi F') = Pry (Prxxy(epi F) )
= Pry(domF),

si ca h este convexa.
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Fie deci y € Y si 7 € R astfel ca pa(y) < 7; exista t € R astfel ca
(y,t) € Asit <. Din definitia lui A, exista z € X astfel ca (x,y,t) € epi F.
Prin urmare h(y) < F(z,y) <t < 7. Cum 7 > p4(y) este arbitrar, obtinem
ca h(y) < pa(y). Fie acum h(y) < 7. Din definitia lui h, exista z € X astfel
ca F(z,y) < 7. Atunci (z,y,7) € epi F, de unde obtinem ca (y, 7) € A, si deci
vA(y) < 7. Prin urmare avem si ¢ 4(y) < h(y). Am obtinut astfel cd h = ¢ 4.
Demonstratia este completa. |

Din cele aratate mai sus avem ca (a se vedea gi Sectiunea 1.1)
Pryxr(epi F) C epih C Pryxr(epi F),

relatie care se poate dovedi utila in multe situatii.
Problemei

(P) min F(z,0), z € X,

numita si problema primald, i se asociaza in mod firesc (dupa ce avem un pic
de experienta) urmatoarea problemd duala

(D) max (—F*(0,y%)), y* € Y™
Este evident ca (D) este echivalenta cu problema de programare convexa
(D) min F*(0, y*), y* € Y*.

Echivalenta este inteleasa in sensul ca problemele (D) si (D’) au aceleasi
(e-)solutii; in plus v(D') = —v(D) (desigur, pentru o problema de maximi-
zare notiunile de (e—)solutie, solutie locala si valoare se definesc in mod dual
celor pentru probleme de minimizare). Este bine si observam ca (D’) este de
acelasi tip cu (P). In rezultatul urmator punem in evidenta cateva proprietati
ce leaga problemele (P), (D) si functia h.

Teorema 2.6.2 Fie F : X x Y — R functie convexd si proprie, iar h functia
marginald asociatd lui F. Atunci:

(i) r*(y*) = F*(0,y%) Yy" e¥™;
(ii) v(P) = h(0) si v(D) = h**(0). Prin urmare v(P) > v(D), adica are
loc dualitate slaba;
(iii) fiez € X siy* € Y*. Atunci (0,y*) € 0F(z,0) daca si numai dacd T
este solutie pentru (P), g* este solutie pentru (D) si v(P) =v(D) € R;

(iv) h(0) € R si h este i.s.c. in 0 <  v(P) =v(D) € R, adica are loc
dualitate tare;
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(v) h(0) € R i Oh(0) #0 <&  v(P) =v(D) € R si (D) are solutii
optime. In aceasta situatie S(D) = 0h(0).

(vi) [ h este proprie | < [h* este proprie | < [h este minoratd de o
functionala afina continud | <

gt eY* JaeR, V(z,y) e X XY : F(z,y) > (y, ") +a.  (2.33)

Demonstratie. (i) Avem ca

h*(y*) = sup({y,y") —h(y)) = sup (<y, y*) — xig)f(F(%y))

yey yey

= Sup sup((y,y*)—F(m,y)) = sup (<$,0)+<y,y*> —F(l',y))
yeY zeX (z,y)eX XY

= F7(0,y%).

(ii) Este evident ca v(P) = h(0), iar

v(D) = sup (—F*(0,y%)) = sup ((0,y") — h*(y*) = h*(0).
y*ey* y*ey*
Deci v(P) > v(D).
(iii) Daca (0,7*) € OF(z,0) atunci

v(P) = h(0) < F(z,0) = —F*(0,5") < v(D) = h™(0) < h(0);

deci T este solutie pentru (P), §* este solutie pentru (D) si v(P) = v(D) € R.
Invers, daca aceasta ultima afirmatie are loc atunci

—F*(0,7%) = h**(0) = h(0) = F(z,0) € R,

si deci
(2,0) € dom F' si F(z,0) + F*(0,5") = (2,0) + (0,77),

ceea ce aratd ca (0,y*) € OF(Z,0).

(iv) Daci h este i.s.c. in 0 si h(0) € R atunci h(0) € R, si deci h** = h.
Prin urmare v(D) = h**(0) = h(0) = v(P) € R. Invers, daca aceasta ultima
relatie are loc atunci avem ca h(0) = h(0), adici h este i.s.c. in 0. Concluzia
are loc.

(v) Presupunem ca h(0) € R si Oh(0) # 0; atunci h este i.s.c. in 0, iar din
(iv) avem ca v(P) = v(D) € R. Fie y* € Oh(0). Atunci h(0) + h*(y*) = 0, si
deci

v(D) =v(P) = h(0) = =h*(y") = =F*(0,5") =2 —F"(0,y") Vy" €Y".
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Prin urmare () # 0h(0) C S(D). Invers, presupunem ca v(P) = v(D) € R si
(D) are solutii. Fie g* € S(D). Atunci h(0) = h**(0) = —h*(7*) € R, si deci
y* € Oh(0). Am obtinut astfel ca () # S(D) C 0h(0).

(vi) Echivalentele mentionate sunt evidente deoarece h este convexi, iar

domh # 0. |

Spunem ca problema (P) este normala daca v(P) = v(D) € R, iar (P)
este stabila daca v(P) = v(D) € R si (D) are solutii optime. Teorema 2.6.2
furnizeaza caracterizari ale acestor notiuni.

In rezultatul urmétor punem in evidentd formule pentru O:h(y) si O-h*(y*)
in cazul in care h este proprie.

Teorema 2.6.3 Fie F : X xY — R functie convexd proprie satisfacand con-
ditia (2.33) si e € [0,00]. Atunci

(i) pentru orice y € domh,
0:h(y) = (Vo0 Uy 010,97 € 0y P, )}
=N N W10y etnFay},

>0 F(xz,y)<h(y)+n

(ii) dar pentru orice y* € domh*,

aah*(y*) = ﬂn>0 cl {y € Y | J € X (07y*) € BE-H]F(:va)} :
Demonstratie. Este evident ca

N N W 0,y%) €0ty F(z,y)}

n>0 F(z,y)<h(y)+n

C ﬂn>0 UmGX W 10.y") € Oy F(2,y)}
C 9:h(y).

Fie y* € 0:h(y), adica h(y) + h*(v*) < (y,y*) +¢e, n > 0, si x € X astfel ca
F(z,y) < h(y) +n. Atunci

F(z,y) + F*(0,y") < h(y) +n+ 1" (y") < {y,y") + e+,

adica (0,y*) € OzqyF (z,y). Obtinem astfel ca

aeh(y) C ﬂ ﬂ {y* | (an*) € 8£+77F($7y)}7

>0 F(x,y)<h(y)+n
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si deci au loc egalitatile dorite.
(i) Fie y € 0:h*(y*) i n > 0. Atunci

R (y) + 2 (y*) = h(y) + h*(y") < (y,y") +&.
Utilizand Teorema 1.1.16, pentru orice V' € V(y) exista yy € Y astfel ca
h(yv) +1*(y") < (yv,y") +e+n.
Definitia lui A ne furnizeaza xy € X astfel ca
F(zy,yv) +h*(y") = Flav,yv) + F*(0,9") < (yv,y") + ¢ +n,
adica (0,y*) € OcqyF (zv,yy). Prin urmare
yec{veY |IzeX : (0,y") € OcynyF(z,v)}.
Deoarece 1 > 0 est arbitrar, obtinem ca

9:h*(y*) C ﬂn>001 {y| = : (0,y%) € Dy F(z,9)} .

Fie y in ultima multime si 7 > 0. Atunci, din continuitatea lui y*, exista
Vo € V(y) astfel ca (v,y*) < (y,y*) + n/2 pentru orice v € Vj. Pe de alta
parte, pentru orice V' € V(y) exista (xy,yy) € X x Y astfel ca yy € VNV si
(0,9) € 0.y s2F (zv,yv), de unde

h(yv) +h*(y") < Fzy,yv) + F*0,47) < (yv,y") +e+n/2 <{y,y") +e+n.
Prin urmare

YV eV(y) : ig‘f,h(v)Jrh*(y*) <{y,y") +e+n,

adica h(y) +h*(y*) < (y,y*) +e+n. Deoarece n > 0 este arbitrar, obtinem ca
W (y) + 1" (y*) = h(y) + 2" (y") < (y.y") +e,
adica y € 0:-h*(y*). I

Dupa cum se vede din demonstratie, n-am folosit faptul ca X, Y sunt spatii
normate; aceasta observatie este utila in stabilirea rezultatului urmator.

Teorema 2.6.4 Fie F : X x Y — R o functie convexd, proprie, inferior
semicontinud si p : X — R, o(x) :== F(x,0) . Atunci pentru ¢ € [0,00[ si
x € dom ¢ avem

Dep(z) = ﬂn>0 w'—cl {z" € X* |Jy* € Y™ : (2",y") € OcyyF'(2,0)}
= ﬂn>0 w'—cl {z* € X* | y* € Y™ : (2,0) € Ocqpy F" (2™, y")} .
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Demonstratie. Consideram spatiile X* i Y* inzestrate cu topologiile slab-
stelate. Fie

k:X*—R, Fk(z*):= inf F*(z* y")

Atunci k* : X — R, §i k*(x) = F**(x,0) = F(z,0) = ¢(x). Utilizand Teorema
2.6.3, avem ca
O-p(x) = 0k () = ﬂn>0 w'—cl {z" | Jy* : (2,0) € OeypF" (2", y")}
= ﬂn>0 w'—cl {z* | Jy* : (2%, y") € OcypF(2,0)}. |
Aplicam rezultatele din Teoremele 2.6.3 i 2.6.4 in cateva situatii uzuale. Con-

cluzii mai puternice, dar in conditii mai restrictive, vom obtine in sectiunea
urmatoare.

Consecinta 2.6.1 Fie A< L(X,Y) si f: X — R o functie convexd astfel cd
Jy*eY* Jae R, Vz e X : f(z) > (z,A*7") + a.
Daca (Af)(y) e R (& y € A(dom f) = dom Af ), y* € dom (f* o A*) gi
€ >0, atunci
0:(Af)y) = mn>0 UAm:y A*_l(aeJrnf(fL'))
= N N AN Oy f (),

n>0 Az=y,f(2)<(Af)(y)+n

O-(foAy) = (N{yeY| IzeX : Av=y, A"y € 0oipf(2)}.
n>0

Demonstratie. Consideram

_ z) daca Az =y,
FrXxY =R, F(a?,y):—{ oé) daci AJB#Z

Atunci
F*(z*,y*) = ff(e"+A"y") si [(0,y") € 0, F (z,y) & Az =y, A"y* € 0, f(x)].
Rezultatul se obtine imediat din Teorema 2.6.3. |

Consecinta 2.6.2 Fie A€ L(X,Y) si f:Y — R o functie convexd, proprie
si inferior semicontinud. Atunci pentru orice x € A7!(dom f) = dom(f o A)
sie >0,

O-(foA)(z) = ﬂn>0 w*cl A* (Ocqr f(Ax)) .
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Demonstratie. Consideram functia F' : X xY — R, F(x,y) := f(Az +vy),
si p(z) == F(z,0) = f(Az). Avem cd F*(z",y") = f*(y") dacd A"y* = 2" si
F*(z*,y*) = oo in caz contrar. In plus

(@%,y") € OpF'(2,0) & A =a"si f(Az) + f*(y") < (Az,y") +1

& Ay =a" syt € 0,f(Ax).

Concluzia rezultd din Teorema 2.6.4. |

Consecinta 2.6.3 Fic fi, fo : X — R functii conveze, proprii, astfel cd
Jz* e X*, Jae R, Ve e X, Vie{1,2} : fi(x) > (z,2") + a.

Daca (f10f2)(x) € R si e > 0 atunci

O-(f10f2)(x) = () U [0:, fi(z —y) N O, [2(y)]

n>0 yeX,e;>0,e+n=c1+e2

=1 N U [0ahAl@—y) 0o,k

n>0 yeSy,(z) €:i>0,e+n=e1+e2

o(f1i0f2)(x) = ﬂ77>0 UyeX [0y fr(z —y) N Oy fa(y)],

unde Sy(z) :={y € X | filzx —y) + fo(y) < (f10f2)(x) + n}.

Demonstratie. Consideram f : X x X — R, f(x1,22) = fi(z1) + fa(x2),
siAde L(X xX,X), A(x1,2z2) := 21 + x2. Concluzia rezulta din Consecinta
2.6.1. |

Consecinta 2.6.4 Fie fi, fo : X — R functii convexe, proprii si inferior
semicontinue. Daca x € dom fi N dom fo si € > 0 atunci

O-(fr + f2)(2) = () w*d( U [0c, f1() +852f2(3:)]) :

n>0 €;>0,e+n=e1+e2
ofi + fo)(z) = ﬂn>0 w*cl [0y f1(x) + Oy fa(y)]-
Demonstratie. Consideram f: X x X — R, f(z1,22) = fi(z1) + fa(xe),
siAde L(X,X x X), Az := (z,z). Concluzia rezulta din Consecinta 2.6.2. 1

Rezultatul urmator este deosebit de util pentru obtinerea unor rezultate
importante in programarea convexa.
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Teorema 2.6.5 Fiec F: XxY — R convexd si proprie. Consideram multimea
Yy := lin (Pry(dom F) ). Presupunem ca una din urmdtoarele conditii este
satisfacuta:

(i) IV e Wy (0), 30: Vo — X, IM e R, YyeVy : FO(y),y) < M;

(i) IVo € W, (0), 30 : Vu — X marginita, IM € R, Vy € W
F(0(y),y) < M;

(ii) ewista (x0,0) € dom F' astfel ca F(xo,-) este continud in 0;

(iii) X, Y sunt spatii Banach, F este inferior semicontinud, Yy este mulime
inchisa si 0 € raint (Pry (dom F));

(iv) dimY < oo §i 0 € raint (Pry(dom F)) ).
Atunci fie h(0) = —oo, fie h(0) € R si hly, este continua in 0; prin urmare

inf F(z,0) = —F*0,y7)). 2.34
JInf F(z,0) = max (—F"(0,57)) (2.34)

In plus, T este solutie pentru (P) daca si numai daca ezista §* € Y™ astfel ca
(0,7%) € OF(z,0).

Demonstratie. Cu notatiile de mai inainte, sa observam ca fiecare din cele
patru conditii asigura faptul ca h(0) < oo, adica 0 € domh = Pry(dom F)).
Daca h(0) = —oo atunci h*(y*) = oo pentru orice y* € Y*; deci pentru orice
y* e Y* —F*0,y*) = —oo = h(0). Prin urmare concluzia are loc in acest
caz; desigur, in aceasta situatie (P) nu are solutii. Consideram acum cazul
h(0) € R.

Presupunem ca este indeplinita conditia (i). Atunci

h(y) < F(0(y),y) <M Vye W,

si deci hly, este majoratda de M pe Vp. Cum h este convexa, hly, este continua
in 0. Din Teorema 2.4.5, 0h(0) # (). Relatia (2.34) rezulta din punctul (v) al
Teoremei 2.6.2.

Este evident ca implicatia (i) = (i) are loc.

Presupunem ca (ii) are loc. Pentru M := F(x,0) + 1, exista Vp € Vy(0)
astfel ca F'(xg,y) < M pentru orice y € Vp. Luand 6 : Vj — X, 0(y) = xo,
are loc (i’). Deci concluzia are loc.

Presupunem acum ca (iii) este indeplinita. Consideram relatia

R :={(z,t,y) | (z,y,t) € epi '} C (X x R) x Y.

Este evident ca in ipoteza noastra R este relatie convexa si inchisa. Cum
ImR = Pry(dom F) N Yy = Pry(dom F'), avem ca 0 € aint (ImR). Deoarece
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Yy este un subspatiu inchis al unui spatiu Banach, este la randul sau un
spatiu Banach. Prin urmare sunt indeplinite conditiile din Teorema Robinson-
Ursescu. Fie (z9,t0) € X x R astfel ca (zg,t0,0) € R. Atunci

Vo := R(B(x,1)x | — 00, to + 1[) € Vy,(0).
Deci
Vy eV, dz € B(xzp,1), It <to+1 : F(z,y) <t < M :=ty+1,

adica exista 0 : Vo — B(xg,1) C X astfel ca F(0(y),y) < M pentru orice
y € V. Deci din nou (i’) are loc.
Daca (iv) are loc, concluzia rezulta din Teorema 2.2.9 gi Teorema 2.4.5.
Daca 7 este solutie pentru (P) atunci F'(z,0) = v(P) =v(D) € R. Fiey* o
solutie a problemei (D) (in conditiile noastre o astfel de solutie exista). Atunci,
conform punctului (iii) al Teoremei 2.6.2, (0,3*) € OF(Z,0). Implicatia inversa
rezulta din acelasi rezultat. |

_ Sa observam ca daca F' satisface (i’) atunci pentru orice 2* € X*, functia
F:XxY — R, F(z,y) := F(z,y) — (z,x"), satisface (i), ceea ce nu este
adevarat daca F satisface numai (i).

Consecinta 2.6.5 Fie f : X — R functie convexd proprie si A € L(X,Y).
Consideram Yy = aff (A(dom f)). Presupunem cd una din urmdtoarele con-
ditii este satisfacuta:

(1) f este continua pe int (dom f), presupus nevid, si A este aplicatie des-
chisa;

(ii) X $iY sunt spatii Banach, f este functie i.s.c., Yy este multime inchisa,

iar raint (A(dom f)) # 0;
(iii) dimY < oo.
Atunci fie Af este —oo pe raint (A(dom f)), fie Af este proprie si (Af)|v,

A

este continud pe raint (A(dom f)). In plus

(AN(y) = max {(y,y") — f7(A"(y")) |y" € Y} Vy € raint (A(dom f)).

Demonstratie. Consideram yo € raint (A(dom f)) si

' o o f(x) daca Az =yo+v,
F:X xY =R, F(-’an)-—{oo daca Ax # yo +y.

Daca conditia (ii) sau (iii) este indeplinita atunci F' satisface conditia (iii),
respectiv (iv) din Teorema 2.6.5. Presupunem ca este indeplinita conditia (i).
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Este clar ca este imposibil sa fie satisfacuta conditia (ii) din teorema prece-

denta in acest caz (F'(wo,-) = Ifag,) !). Deoarece A este deschisd, avem
ca raint (A(dom f)) = int (A(dom f)) = A(int (dom f)) (exercitiu !), si deci
yo = Az pentru un xy € int (dom f). Rezulta cd f este majorata pe o

vecinatate Vp a lui zg, si deci h este majorata de aceeasi constanta pe A(Vp)—yo
care este vecinatate a lui 0. Deci este satisfacuta conditia (i) din teorema
precedenta. Prin urmare in fiecare din cele trei situatii avem ca

(Af)(yo) = inf F(x,0) = yr%ag*(—F*(O, y')) = yrpea;a((yo,yﬂ — 1 (A%")),

facand un calcul similar celui de la punctul (viii) al Teoremei 2.3.1. I

S& observam ca in conditia (i) din consecinta precedenta se poate inlocui
ipoteza ca A este deschisa prin ipoteza ca A este relativ deschisa, adica A(D)
este deschisa in Im A pentru orice multime deschisda D C X.

Consecinta 2.6.6 Fie f1,...,f, : X — R functii convexe si proprii, iar
f = f10---0Of,. Presupunem ca una din urmdtoarele conditii este indepli-
nita:

(1) f1 este continud intr-un punct 1 € dom fi,
(ii) X este spatiu Banach, functiile fi, ..., fn, sunt i.s.c., Xo := aff (dom f)
este multime inchisa gi raint (dom f) # 0,
(iii) dim X < oc.
Atunci, fie f este —oo pe raint (dom f), fie f|)€0 este continud pe raint (dom f),
si deci subdiferentiabild pe aceastd multime. In plus

fl@) = max ((z,2") — fi(z%) = = fr(z"))

rreX*
= (fif +---+ f)"(z) Va € raint (dom f).

Demonstratie. Reamintim ci dom f = dom f; + - - - 4+ dom f,,. In cazurile
(ii) si (iii) rezultatul este consecinta imediata a Consecintei 2.6.5, luand F' si
A ca in Consecinta 2.4.3, iar in cazul (i) se face inductie dupa n. I

Pentru a ugura formularea unor rezultate prezentate In continuare, intro-
ducem urma-toarea notatie:

o A raint A daca aff A este multime inchisa,
ric A := .
0 in caz contrar,

unde A C X este multime nevida.
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2.7 Formule de calcul pentru conjugate,
e—subdiferentiale, formule de dualitate
si conditii de optimalitate
In sectiunile precedente am Intalnit unele situatii in care este usor de cal-
culat conjugate gi e—subdiferentiale: sume de functii cu variabile separate,
convolutia unei familii de functii convexe si functii de tipul Af. Pentru alte
tipuri de functii, in general, este mai dificil de calculat functiile conjugate si
e—subdiferentialele. In acest paragraf dorim sa punem in evidenta conditii su-
ficiente, cat mai generale, care sa asigure valabilitatea unor astfel de formule.
Si in acest paragraf spatiile considerate vor fi spatii normate, desi, din nou,
foarte multe rezultate se pot obtine in spatii local convexe separate.

Un prim rezultat in sensul indicat mai inainte este dat de urmatoarea
teorema.

Teorema 2.7.1 Fie F: X xY — R o functie convexd, proprie, A € L(X,Y)
sie € [0,00[. Consideram functia ¢ : X — R, p(x) := F(x, Ar). Presupunem
ca una din urmatoarele conditii este indeplinita:

(1) ewmista A, p, r €]0,00][ astfel ca
{0} x pBy C {(z, Ax) | x € rBx} — niv,F,
(i) exista zo € X astfel ca (xg, Axg) € dom F' gi F(xo,-) este continud in
Axg,

(iii) X, Y sunt spatii Banach, 0 € ric{Ax —y | (z,y) € dom F'} gi F este
inferior semicontinud,

(iv) dimY < oo i 0 € raint {Az —y | (z,y) € dom F'}.

Atuncs

e (z*) = min{F*(z* - A"y, y") |y €Y} Va* e X, (2.35)
O:p(z) = {A"W" 42" | (2%, y") € 0-F(x,Azx)} Vo e dome. (2.36)

Demonstratie. Este usor de verificat ca
" (z") <inf{F*(z* — A"y",y") |y €Y'} V" e X*
pentru orice functie F' i A € L(X,Y). Fie 2* € X* fixat. Avem ca

—¢" (@) = inf{F(z, Az) - (2,2} | 2 € X} = inf { F(2,0) \ ze X},
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unde F(z,y) := F(x, Ax —y) — (x, z*). Presupunem c& una din conditiile (i),
(i), (iii) sau (iv) este indepliniti; atunci functia F satisface, in mod evident,
conditia (i), (ii), (iii) respectiv (iv) a Teoremei 2.6.5. Utilizand acea teorema,
obtinem ca

—p*(z*) = mf{ (z,0) ‘ x € X} :max{—F*(O, —y") ‘ y* e Y*}. (2.37)
Dar
F*0,~y") = sup{{z,2") + (y,—y") = F(x, Az —y) | (z.y) € X x Y}
= sup{(z,z") + (v — Az, y") — F(z,v) | (z,v) € X x Y}

= sup{(z,z* — A"y") + (v,y*) — F(z,v) | (x,v) e X x Y}
— F*( *_A*y*,y ).

Din (2.37) se obtine imediat (2.35).
Sa observam ca incluziunea “O” din (2.36) are loc pentru orice functie F
si A€ L(X,Y). Fie deci z € dom g si 2* € O-¢(x). Atunci

pla) +¢"(27) < (z,2%) +e.
Din (2.35) exista y* € Y* astfel ca p*(2*) = F*(2* — A*y*, y*), si deci
F(z,Az) + F*(z* — A%y",y*) < (z,2" — A™y") + (Az,y") + ¢

adica (x* — A*y*, y*) =: (z*,9") € 0-F(x, Ax). Prin urmare z* = z* + A*y*,
ceea ce arata ca are loc si incluziunea “C” din (2.36). I

Consecinta 2.7.1 In conditiile Teoremei 2.7.1 are loc relatia

f Pz, Az) = —F (= A"y, y)). 2.38
nf F(z, Az) = max (—F"(-A"y"y")) (2.38)

In plus, T este punct de minim pentru @ dacd si numai dacd exista y* € Y*

astfel ca (—A*y*,y*) € OF (z, Az).

Demonstratie. Relatia (2.38) se obtine din (2.35) pentru z* = 0. In plus,
avem ca T este punct de minim pentru ¢ daca si numai daca 0 € dp(z), adica,
din (2.36), exista (z*,y*) € OF(z, Az) astfel ca 0 = z* + A*y*. Deci concluzia
are loc. |

Sa observam ca rezultatul din Consecinta 2.7.1 poate fi folosit pentru a
obtine relatia (2.35), si deci Teorema 2.7.1.
O consecinta imediata a Teoremei 2.7.1 este
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Teorema 2.7.2 Fie f : X - R, g:Y — R doud functii convexe si proprii,
Ae L(X,Y) sie €|0,00[. Consideram functia

p: X =R, @x):=f(z)+g(Az);

este evident cd dom ¢ = dom f N A~!(dom g). Presupunem cd una din urmd-
toarele conditii este indeplinita:

(i) ezista A, p, r €]0,00[ astfel ca
pBy C A(rBx Nnivyf) — nivyg,

(ii) ewistd xg € dom f N A~(dom g) astfel cd g este continud in Az,

(iii) X, Y sunt spatii Banach, f, g sunti.s.c. gi 0 € ric (A(dom f)—dom g),

(iv) dimY < oo gi 0 € raint (A(dom f) — dom g).
Atunci, pentru orice x* € X* gi x € dom ¢,
13) = U{ﬁslf(x)—i—agz,g(Ax) |1, €2 >0, g1 +e2 =€},
Op(x) = Of(x)+ A*(0g(Azx)). (2.39)

8
~—

Demonstrafie. Aplicim Teorema 2.7.1 pentru operatorul A si functia
F:XxY =R, F(z,y) = f(z) 4+ g(y)- I

Utilizand acest rezultat obtinem o formula utila pentru calculul conurilor
normale.

Consecinta 2.7.2 Fie A € L(X,Y) si mulfimile convexe L C X, M C Y.
Presupunem ca una din urmdtoarele conditii este indeplinita:

(1) ewista xy € L astfel ca Axp € int M,
(ii) X, Y sunt spatii Banach, L, M sunt inchise $i 0 € ric (A(L) — M),
(iii) dimY < oo i 0 € raint (A(L) — M).
Atunci
N (LNATNM),z) = N(Lz) + A*(N(M, Az)) Yo L0 AT (M). (2.40)
Demonstratie. Utilizand teorema precedenta pentru f := Iy, g := Iy si
A, formula (2.40) rezulta din (2.39). I

Formula (2.41) pusa in evidentad in consecinta urmatoare se intalnegte in
literatura sub numele de formula de dualitate Fenchel-Rockafellar.
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Consecinta 2.7.3 In conditiile Teoremei 2.7.2 are loc relatia
inf A = — (=A%) — " (v")) . 2.41
nf (f(z) + g(Az)) yr*neayx*( [ (=A%) = g"(y")) (2.41)
In plus, T este punct de minim pentru f + g o A daca si numai dacd existd
g* € Y* astfel ca —A*y* € 0f(z) si g* € 0g(AT).

Demonstratie. Se procedeaza ca in demonstratia Consecintei 2.7.1, sau se
aplica aceasta Consecinta. I

Doua cazuri particulare ale Teoremei 2.7.2 sunt importante in aplicatii.

Teorema 2.7.3 Fie functiile convexe proprii f,g : X — R si e € [0,00].
Presupunem ca una din urmdatoarele conditii este indeplinita:

(1) exista A, p, r €]0,00[ astfel ca
pBx Cnivyf NrBx —nivyg,

(ii) existd xo € dom f Ndom g astfel ca f este continua in xo,

(iii) X este spatiuv Banach, f, g sunt i.s.c. i 0 € ric (dom f — dom g),
(iv) dim X < oo gi 0 € raint (dom f — dom g).
Atunci, pentru orice x* € X* gi x € dom f Ndom g,
(f +9)" (") =min{f* (=" —y") + g"(y") | y* € X7} = (f*Og")(27), (242)
O(f+9)(x) = (J{0-f(x) + 0,9(x) | €1, €220, €14+ €9 =€},
f+9)(x) = 0f(x)+ dg(x). 1
Teorema 2.7.4 Fie g : Y — R functie convexe proprie, A € L(X,Y) si
e € [0,00[. Presupunem cd una din urmatoarele conditii este indeplinita:
(1) ewmista A, p, r €]0,00][ astfel ca
pBy C A(rBx) —nivyg,

(ii) ewistd xg € A~1(dom g) astfel cd g este continud in Aw,

(iii) X, Y sunt spatii Banach, g este i.s.c. i 0 € ric (Im A — dom g),
(iv) dimY < oo §i 0 € raint (Im A — dom g).
Atunci
(9o A)*(z") = min{g"(y") | A"y* =2"} Va* e X7,
d-(go A)(x) = A*(9.9(Az)) Vz e A Y(domyg). |
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Un alt rezultat important, care cuprinde rezultatul precedent, este

Teorema 2.7.5 Fie Q CY un con conver, H: X — (Y*,Q) un operator Q-
convez, g : Y — R o functie convexd, proprie si QQ—crescatoare, iar e € [0,00].
Presupunem ca una din urmdtoarele condi{ii este indeplinita:

(i) emistd xo € H'(domg) astfel cd g este continud in H(zg),

(i) X, Y sunt spatii Banach, g este i.s.c., dom H este multime inchisd,
H|qom i este continud si 0 € ric (H(dom H) — dom g),

(iii) dimY < oo i 0 € raint (H(dom H) — dom g).
Atunci, pentru orice x* € X* si x € H '(domg),
(9o H)*(2") = min{g"(y") + (y" 0 H)"(z") | y* € Q" }, (2.43)

O(go H)(x) = U{0,(y" o H)(x) | y* € Oe,9(H(x)),
€1, €2 >0, e1+ex =¢}. (2.44)

Demonstratie. Fie 2* € X* si
F:XxY —R, F(z,y):=g(H(z)+y)— (z,z%).

Se verifica cu usurinta ca functia F' satisface conditia (ii), (iii) sau (iv) din
Teorema 2.7.1 daca conditia (i), (ii) respectiv (iii) din enuntul teoremei este
indeplinita. Prin urmare

—(go H)"(2") = inf F(z,0) = max (-F"(0,47)),

eV
adica
(go H)*(2") = min F(0,y7).
Insi
F0,y") = sup{{z,2") + (y,4") —g(H(z) +y) [z € X, ye Y}
= sup{{z,z*) 4+ (v — H(x),y") —g(v) | * € dom H, v € dom g}

= sup{(v,y") — g(v) | v € domg} +
+sup{(z,2*) — (y* o H)(x) | * € dom H}
= ¢ (y") + (y* o H)*(z").
Presupunem ca y* ¢ QF. Atunci existd yo € Q astfel ca (yo,y*) < 0. Fixam

y € domyg; avem ca §y — tyg < y pentru orice t > 0. Deoarece g este Q)—
crescatoare,

g (") = sup{(v,y*) —g(v) | v € domg}
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sup{(¥ — tyo,y") — g(¥ — tyo) | t > 0}
sup{(¥, ") — t{yo,y*) — g(y) | t > 0}

Deci F*(0,y*) = oo dacd y* ¢ QT. Prin urmare (2.43) are loc.
Incluziunea “2” din egalitatea (2.44) se verifica usor, si are loc intotdeauna.
Fie deci 2 € dom (go H) = H (dom g) si 2* € (g o H)(x); atunci

(9o H)(x) + (go H)"(27) < (z,27) +¢.

Din (2.43) exista y* € QT astfel ca (go H)(z*) = g*(y*) + (y* o H)(2*). Prin
urmare

g(H(x)) + 9" (y") + (y" 0 H)*(z7) — (z,2") =
l9(H(2)) + 9" (y") — (H(x),y")] + [(y" o H)(2) + (y" o H)" (") = (z,27)]

Luand €1 := (y* o H)(z) + (y* o H)*(2*) — (z,2*) > 05l g := € — 1 > 0,
avem ca y* € Oe,g(H(x)) si * € 0, (y* o H)(z). Formula (2.44) este astfel
dovedita. I

Utilizam teorema precedentd pentru a obtine formule pentru functii de
tipul max{fi,..., fn}

Consecinta 2.7.4 Fie fi,..., fn : X — R functii convexe proprii si
0: X =R, ¢(z):=max{fi(x),..., falz)}.
Presupunem cd domp = (i dom f; # 0 si e € [0,00[. Pentru x € dom ¢
notam prin I(x) multimea {i |1 < i <n, fi(x) = p(z)}. Atunci, pentru orice
¥ e X*,
¢ (@) = min{(Mfi -+ A fn) " (@7) [ X 20, A4+ A = 1,
tar pentru orice x € dom ¢,
o) = {0 Oufi+ o+ M) (@) (A= 0, 30 N=1,
€0, €120, g0 +e1=¢, Z?:lkz’fi(l‘) > o) — 50}>

o) =J{o (X Mifi) @) [A=0, D0 A=1, A =0 VigI(a)}.
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Demonstratie. Consideram functiile

< n
dacaz € (L, dom f;,
in caz contrar,

H:X — (R", RY), Hx) := { (Ozl(x>”f”(x))

g: R" — Ra g(y) = maX{yh s 7yn}

Este clar ca este indeplinita conditia (i) din teorema precedenta. Tindnd seama
de expresiile lui ¢g* si 0-¢(y) obtinute in Consecinta 2.4.6, obtinem imediat
relatiile din enunt,. I

Un caz particular, dar util, In care ¢* si 0-¢ din consecinta precedenta se
pot explicita este dat in rezultatul urmator.

Consecinta 2.7.5 Fie X1,...,X,, spatii normate si f; : X; =R, 1 <1i<n,
functii convexe proprii, iar

p: X = Hj:lXi —R, ¢(x1,...,2,) = max fi(z;).

1<i<n
Pentru © = (x1,...,2,) € dome = [[;-dom f; consideram I(x) = {i |
fi(zi) = ¢(z)}. Atunci, pentru x* = (z7,...,2}) € [[in, X = X*,
o (@) = min {3} " (nf) ]A >0, 3" ni=1}, (2.45)
iar pentru x = (z1,...,x,) € dome sic €]0,00],

dep(e) = ULTT 0 Ouf)(aa) [ =0, 30 =1, & >0,
S Ei=e Yoo Nifilai) > p(x) — 2o}

oo(x) = U{IL_ 00 f) (@) \A@- >0, 3" Ni=1, \=0 VigI(z)}.

_ Demonstratie. Aplicdm consecinta precedentd pentru functiile ﬁ X —R,
fi(x) := fi(x;), iar apoi utilizam Teorema 2.3.1 (vii) pentru n arbitrar si Conse-
cinta 2.4.1. |

Utilizand rezultatul precedent obtinem si

Consecinta 2.7.6 Fie f1, fo: X — R functii convexe proprii si e € [0, 00].
Atunci pentru orice x* € X*

(V)" (x") = min{(A1f1)"(z") + (Aaf2)"(z") | A1, A2 >0,
)\1+)\2—1} (246
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Presupunem ca (f1Vf2)(Z) = max{fi(zZ1), fo(Z2)}, unde T; € dom fi,
To € dom fo §i T = T1 + To. Atunci

O=(AiVf2)(@) = (J{0:: (M f1)(@1) N Oey (N2 fo) (T2) | A1, Ao 20, Ay + Ao = 1,

1,62 >0, 1 +e2 < e+ A f1(@1) + Ao fo(Z2) — (1Vf2)(Z)}. (2.47)

In plus, daca f1(Z1) = fo(Z2) atunci are loc (2.48), iar daca f1(Z1) > fa(Z2)
atunci are loc (2.49), unde

ANV ) @) = [J{OOf)(@1) NO(Naf2)(T2) | A1, A2 >0,
Mt o = 1}, (248)
I(fiVf)(x) = 0fi(z1) N N(dom fa,Z2). (2.49)

Demonstratie. Fie z* € X*; avem ca

(fiVfe)(z®) = sup ((95»33*>— inf maX{f1($1),f2($2)}>

reX z1tz2=w
= sup{{(x1,2") + (@2, 2") — max{fi(x1), fo(x2)} | 1, x2 € X}
= min{(A1f1)"(@") + A2f2)" (%) | A1, A2 >0, A\ + A2 =1}

Pentru ultima egalitate am utilizat (2.45). Prin urmare are loc (2.46).
Incluziunea “O” din (2.47) se verifica direct, cu usurinta. Consideram
x* € 0:(f1Vf2)(Z). Din (2.46) exista A1, Ao > 0, A1 + A2 = 1, astfel ca

(f1Vf2)"(z") = (A f1)" (") + (A2 f2)*(z"). (2.50)

Prin urmare, utilizand relatia precedenta, avem ca

0 < [(Mfi)(@1) + (Af1)"(2%) = (T1,27)]
+[(A2f2)(Z2) + (A2 fa2)" () — (T2, 27)]
< (iV)(@) + (AVf)*(2") — (z,27) <e.

Luand ¢; = (Nifi)(Zi) + (Nifi)*(z*) — (@i, 2*) > 0, ¢ € {1,2}, din relatia
precedenta si (2.50) obtinem ca

(iV2)(Z) + 1 — M f1(Z1) +e2 — A2 fo(Z2) < ¢,

si deci z* apartine multimii din membrul drept al relatiei (2.47).
Sa aratam acum ca au loc (2.48) si (2.49). Cum incluziunile “D>” se obtin
direct din (2.47), sa verificim incluziunile inverse in cele doua cazuri. Fie deci
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z* € (fiVf)(Z) = 9(fiVf2)(Z). Din (2.47) rezulta existenta numerelor
A1, A2, €1, €9 > 0 astfel ca Ay + Ao =1 si

NS 8{;‘1 (Alfl)(jl) N 852 ()‘2f2)(i2)7
e1+ €2 < A fi1(T1) + Ao fo(Z2) — (f1V f2)(2) <O.

Prin urmare €1 = g9 = 0 51 A1 f1(Z1) + Ao fo(T2) = (f1V f2)(Z); deci z* apartine
multimii din membrul drept al relatiei (2.48) in cazul in care f1(Z1) = f2(Z2).
Daca f1(z1) > f2(Z2), din relatia de mai sus obtinem ca Ao = 0, A\ = 1 si
deci

z* € afl(il)’ S 8(0 ) f2)(‘7?2) = aldome(jQ) = N(dom f27532)7

ceea ce arata ca x* este In multimea din membrul drept al relatiei (2.49) in
acest caz. I

Sa observam ca in (2.47) se poate lua €1 + 2 = ¢+ - -+, iar in (2.49), daca
f1 st fo sunt continue in Z; respectiv Za, O(f1V f2)(z) = {0}. Intr-adevir, in
aceasta situatie, N(dom fa,Z2) = {0} (Z2 € int (dom f2)), si cum f1V fy este
continua in z, 9(f1Vf2)(Z) # 0. In particular rezulti ci Z; este punct de
minim pentru fi, ceea ce se poate obtine si direct. In aceastd situatie f1V fo
este chiar G-diferentiabila.

In general pentru explicitarea formulelor din Consecinta 2.7.4 este nevoie
de conditii suplimentare. Dam astfel de conditii si formulele corespunzatoare
in doua situatii.

Consecinta 2.7.7 Fie f1,..., fn : X — R functii convexe proprii, € € [0, 0]
sip: X — R, p(x) := max{fi(x),..., fo(z)}. Presupunem cd una din
urmdatoarele condifii este indeplinita:

(1) ewmista zo € (=, dom f; astfel ca functiile fa,..., fn sunt continue in
Zo,

(ii) dim X < oo ¢i (-, raint (dom f;) # 0.
Atunci, pentru orice x* € X* gi x € (i, dom f;,
P = min {37 ) @) A= 0, D M=, @ € X,

n E
Zz’:lxi_x }’

(@) = U 0 0uf)@) [0, 37 Mi=1, & >0,
S si=e Y Nifi(a) > (@) =),
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dp() = {00 @) [ A =0, 3 Mi=1, A=0 VigI(2)}.

In plus

op(z) = U{Zigu)’\iafi(x) A >0, Zie](x))\i = 1}

= conv <Uiel(x)afi($)> ,
dacd x € ()}, int (dom f;). I
Fie z*, «7,..., 2 € X* gi functiile f1, fo : X — R definite prin

fi(z) := max{(z,x]), ..., (x,zn)}, falz) := [(x,2")].

Ca aplicatii ale consecintei precedente, au loc urmatoarele formule pentru orice
z e X:

Ofi(x) = {1 Al

Ai >0, Z:;l)\i =1, A\ =0 dacd(z,z]) < fi(x) } ,

{z*} daca (x,z*) >0,
Ofa(x) = ¢ {Aa* | Ae[-1,1]} daca (z,z*) =0,
{—z*} daca (z,z*) <0.

2.8 Optimizare convexa cu restrictii

Revenim la problema generala a programarii convexe din Sectiunea 2.5,
(P) min f(z), x € C,

unde f : X — R este functie convexa proprie, C' C X este multime convexa si
C Ndom f # (; X si celelalte spatii considerate in acest paragraf sunt spatii
normate, desi cele mai multe rezultate se pot stabili in spatii local convexe.
Cum Z este solutie pentru (P) daci si numai daci Z minimizeazi f := f + I,
avem ca T este solutie pentru (P) daca si numai daca 0 € (f+I¢)(z). Tinand
seama de Teorema 2.7.3 are loc

Teorema 2.8.1 (Pshenichnyi-Rockafellar). Fie f : X — R functie convexd
proprie st C C X o mulfime convexd. Presupunem cd dom f Nint C' # () sau
existd g € dom f N C in care f este continud. Atunci T € C este solutie
pentru (P) dacd i numai dacd 0f(z) N —N(C,z) # (.
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Demonstratie. In conditiile din enunt, avem ca
Of +1o)(x)=0f(x) +0lc(xz) =0f(x) + N(C,z) Vo e CnNdom f,

de unde concluzia este evidenta. |

De multe ori multimea C' din problema (P) apare ca multimea solutiilor
unui sistem de ecuatii si inecuatii.

Fie (Y, <) un spatiu normat ordonat de conul convex si inchis Q C Y, iar
G : X — Y un operator Q-convex; multimea C' := {z € X | G(z) < 0} este o
multime convexa. Problema (P) se scrie in acest caz sub forma

(Py) min f(z), G(x) <0.

Un element z € X pentru care G(z) < 0 se va numi solufie admisibild
pentru problema (Fp). Desigur, se pot considera si operatori Q-convecsi G cu
valori in Y'®; in acest caz trebuie mai multa atentie la scrierea conditiilor de
optimalitate.

Problema (Fy) se inglobeaza in mod firesc in familia de probleme de mini-
mizare (P,), y € Y:

(Py) min f(x), G(z) <y.

Consideram functia

F:XxY >R, F(zy):= { fl@)  daca G(z) <y, (2.51)

00 in rest.

Problema (P,) se scrie acum sub forma
(Py) min F(z,y), z € X.

Se constata cu usurinta ca F' este convexa. In plus

(%, —y*) = sup{(z,2") +(y,—y") — F(z,y) |[r € X, ye Y}
= sup{(z,z") = (y,¥") — f(z) |z € X, y €Y, G(z) <y}
= sup{(z,2") — (G(z) + ¢,y") — f(z) |z € X, ¢ € Q}
= sup{(z,z") — (G(),y") — f(z) |z € X} +

+sup{—(q,¥") | ¢ € Q}

sup{(z,z*) — f(z) = (G(z),y*) | * € X} daciy” € QF
00 dacdy* ¢ Q.

Functia
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se numeste funcfia Lagrange asociata problemei (Fp). Din cele aratate mai
sus avem ca

F*(0,=y") = supgex (= L(z,y")) = — inf L(x,y") Vy" € Q".

Problema duala problemei (Pp) (a se vedea Sectiunea 2.6) este

(Do) max (—F*(0, —y*)), y* € Y™,
sau, echivalent,
(Dy) max infex L(z,y*), yv* € QT.

Are loc urmatorul rezultat.

Teorema 2.8.2 Fie f : X — IR functie convexd proprie, = € dom f si
G: X — (Y,Q) operator Q-convex, unde Q C Y este un con convex gi inchis.
Presupunem ca este indeplinita conditia Slater

(S) dzg €dom f : —G(z9) € int Q.

Atunci problema (Dg) are solutii optime si v(Py) = wv(Dy), adica exista
y* € QT astfel ca

inf{f(z) | G(x) <0} = inf{L(z,5") |z € X}.
In plus, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) z este solutie pentru (Pp);
(i) G(z) <0 si exista y* € Q astfel ca
0ed(f+y oG)(z) s (G(2),57)=0;

(iii) ezistd y* € Q" astfel cd (z,y*) este punct sa pentru L, adicd

L(z,y*) < L(z,§") < L(x,5") Ve e X, Yy e Q™. (2.52)

Demonstratie. Conditia Slater (S) asigura faptul ca (z,0) € dom F si
functia F'(zo, ) este continua in 0. Aplicand Teorema 2.6.5, avem ca exista y*
astfel ca v(Py) = —F*(0,—y*), unde F este functia definita de (2.51). Daca
v(Py) = —oo atunci F*(0,y*) = oo pentru orice y* € Y* si deci putem lua
g* =0 € QF. Dacd v(Py) > —oo, din expresia lui F* rezultd ca y* € Q7.
Prin urmare

v(h) = inf{f(z) | G(z) <0} = —F*(0,-y") = inf{L(z,5") [ x € X}
= ’U(Do).
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(i) = (ii) Desigur, z fiind solutie pentru (1), avem ca G(Z) < 0. Din cele
aratate mai sus avem ci exista y* € QT astfel ca

f(@) =v(Py) = inf{L(z,5") | z € X},
si deci
f(@)+(G(x),5") < f(2) < f(z) + (G(x),y") VzeX. (2.53)

Facand abstractie de termenul din mijloc, din (2.53) avem ca Z este punct de
minim pentru f + g* o G si deci 0 € I(f + ¢* 0 G)(Z); luand z = Z in (2.53)
obtinem ca (G(z),y*) = 0.

(ii) = (iii) Din relatia 0 € 9(f 4+ §* o G)(Z) obtinem

L(z,y") = f(2) +(G(2),5") < f(z) +(G(2),§") = L(z,§") Vo eX.
In plus, pentru y* € QF avem ci
L(z,y") = f(2) +(G(2),y") < f(z) = f(T) + (G(2),7") = L(Z,7").

Prin urmare (2.52) are loc, adica (z,y*) este punct sa pentru L.

(iii) = (i) Luand y* = 0, apoi y* = 2g*, in partea stanga a relatiei (2.52),
obtinem ca (G(Z),y*) = 0. Tot din partea stangd a relatiei (2.52) obtinem
acum ca (G(Z),y*) < 0 pentru orice y* € Q*, de unde, utilizand Teorema
bipolarei (Teorema 1.5.7), avem cd —G(Z) € QT = Q, adicid T este solutie
admisibila pentru (Fp). Din partea dreapta a relatiei (2.52) obtinem ca

f(@) = f(2) +(G(2),7") < fz) + (G(2),5") < f(x) Vo e X, G(z) <O.

Prin urmare Z este solutie a problemei (FP). I

Elementul 4* € QT obtinut in Teorema 2.8.2 se numeste multiplicator
Lagrange pentru problema (P).
Sa observam ca daca G este operator continuu atunci

Af+7" 0 G)(x) = f (&) + (7" o G)(x) Va € dom f;

faptul ca @ este inchis s-a utilizat numai la implicatia (iii) = (i) din teorema
precedenta, pentru a obtine ca x este solutie admisibila.

Un caz particular important este cel in care avem un numar finit de
restrictii. Fie functia f ca mai sus si g1,...,9, : X — R functii convexe.
Consideram problema

(P1) min f(z), gi(z) <0, 1 <i<n.
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Problema duala problemei (P;) este
(Dl) max infxeX (f(.CU) + )\191(1’) + o+ )\ngn(x)) ;A1 >0,...,0, >0.
Are loc urmatorul rezultat.

Teorema 2.8.3 Fie f : X — R, g1,...,9, : X — R functii conveze. Pre-
supunem ca are loc conditia Slater

Jxg €dom f : gi(zp) <0 Vi, 1 <i<n.
Atunci
(i) problema (D1) are solutii optime si v(P1) = v(D1), adica exista (mul-
tiplicatorii Lagrange) A1, ..., A\p € [0,00[ astfel ca
i (f(2) | 91(2) < 0., ga(a) < 0} = inf (F(x) + Maga(e) + -+ Auga(a)

(ii) Fie T € dom f; T este solutie a problemei (P1) daca si numai daca
gi(%) < 0 pentru 1 < i < n si existd M\1,...,\, € [0,00[ astfel ca \;jgi(T) = 0
pentru orice i, 1 <1< n, §i

0€d(f+ g1+ -+ Angn) (T).
Daca functiile g1, ..., gn sunt continue ultima conditie este echivalentd cu
0 € 9f(Z) + Mg1(T) + - - + A0 (T)-

Demonstratie. Considerand G : X — R", G(z) = (g1(x),...,g9n(x)), G
este Ry -convex. Rezultatul enuntat in teorema este consecinta imediata a
teoremei precedente. Sa observam ca in cazul nostru 9(Ag;)(z) = Adg(z)
pentru orice x € X si A > 0.

Consecinta 2.8.1 Fie f, g1,...,9, : X — R functii convexe, continue gi
G-diferentiabile. Presupunem ca exista xo € X astfel ca gi(xo) < 0 pentru
orice i, 1 <i<mn. Atunci & € X este solutie a pfoblemei (Py) daca si numai
daca g;(z) <0 pentru 1 <i <n gi existd A1,...,\, € [0,00][ astfel ca
V(@) = Vg (@) +- -+ XVgn(z) si Nigi(z) =0 Vi, 1<i<n. |
Consecinta 2.8.2 Fie g : X — R functie convexd si

C = {zeX|g(x) <0}
Presupunem ca exista xg € X astfel ca g(xg) < 0. Atunci

[0,00[-0g(Z) daca ¢(T)=0 si Og(T) ;é 0,

N(Cz) = { {0} daca ¢(z) <0 sau Og(x (2:54)

0.
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Demonstratie. Este evident ca 0 € N(C,z). Daca in plus g(z) = 0 si
z* € 0g(Z),

(z —Z,2%) < g(x) —g(T) = g(x) <0 YV e,

adica z* € N(C,z). Deoarece N(C, Z) este con, [0,00[-0dg(Z) C N(C,z). Prin
urmare are loc incluziunea “2” din (2.54).

Dovedim acum incluziunea inversa. Dacad ¢(z) < 0 atunci z € aintC,
si deci, dupa cum am observat la pagina 105, N(C,z) = {0}. Intr-adevir,
fie x € X. Deoarece C este multime convexa, este suficient sa aratam ca
Z+ Az € C pentruun A > 0. Daca g(z+z) <0, 2+ 1-2 € C. Fie deci
g(Z +x) > 0. Luand X\ := —¢(Z)/[9(Z + =) — g(Z)] €]0, 1], avem ca

9(T + Moz) = g((1 = X)T + Ao(Z 4+ x)) < (1 = Ao)g(T) + Aog(T + ) =0,

ceea ce arata ca T + Aoz € C.

Fie acum ¢(Z) = 0 si z* € N(C,Z). Atunci Z este solutie a problemei
(P{> min <ZC, —.T*>, g($) < 07
si deci, din Teorema 2.8.3, exista A > 0 astfel ca 0 € I(—z* + A\g)(Z), adica
x* € 9(\g)(Z). Daca dg(Z) = 0 atunci A = 0, si deci z* = 0. Daca dg(z) # 0,
atunci * € Adg(z) C [0,00[-0g(Z). Prin urmare are loc si incluziunea “C”
din (2.54). |

Sa observam ca putem obtine caracterizarea solutiei optime din Teorema
2.8.3, in cazul in care functiile g; sunt continue, din Consecinta 2.8.2 si formula
pentru subdiferentiala sumei. Intr-adevir, z € dom f este solutie pentru (Pp)
daca si numai daca z este punct de minim pentru functia f + I, +---+ I¢,,,
unde C; := {z | gi(z) < 0}. Din ipoteza avem c& dom f NN, int C; # 0 si
deci

of+1Ic, +---+1c,)(x
= Of(x)+ N(Ci,z)+---+ N(Cp,x) Vo edomfN, C.

Utilizand formula (2.54) obtinem caracterizarea dorita.
Teorema 2.8.2 poate fi inca extinsa la cazul unei probleme la care se adauga
restrictii liniare. Fie problema

(P) min f(z), G(z) <0, Tz =0.

Considerand functia Lagrange asociata problemei (P;), definita prin

Ly: X x (Q" x Z*) =R, Lo(x,y*, 2*) := f(x) + (G(z),y*) + (Tz,z*),
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problema duala problemei (P,) este
(D2) max infxEX Lg(a:,y*,z*), y* € Q+7 ez

Are loc urmatoarea teorema.
Teorema 2.8.4 Fie f : X — R functie convexd proprie, G : X — (Y,Q)
operator Q-conver, unde QQ C Y este un con convex inchis, T € L(X,Z) un
operator surjectiv ¢i T € dom f. Presupunem cd X, Z sunt spatii Banach
g1 exista xg € dom f astfel ca f, G sunt continui in xg, —G(x0) € int Q si

Txg = 0. Atunci problema (D2) are solulii optime si v(P2) = v(D2), adicd
eristd j* € QT, z* € Z* astfel ca

inf{f(z) | G(x) <0, Tx =0} = inf{Ls(x,y",2%) | z € X }.
In plus, urmdtoarele afirmatic sunt echivalente:
(1) z este solutie pentru (Ps);
(i) G(z) <0, Tz =0 i exista y* € QT, z* € Z* astfel ca
T°z" € 0f(x) + 0(y" o G)(Z) 51 (G(T),§") = 0;
(iii) ezistd (y*,z*) € QT x Z* astfel cd (z, (y*, z*)) este punct sa pentru Lo,
adica

Lo(Z,y*, 2*) < La(Z, 5%, 2%) < La(z, 5", 2*) Yz e X, Vy* € QF, Vz* € Z*,

Demonstratie. Consideram functia de perturbare

— 5 < —
F:Xx(YxZ) =R, Flz,y,2) = { J@)  dacdGe) <y, T(z) =z,
00 In rest.
Dorim sa aratam ca este indeplinita conditia de la punctul (i) al Teoremei
2.6.5. Deoarece f este continud in zg € dom f, exista p; > 0 astfel ca

Va € B(zo,p1) : f(x) < M= f(xo) + 1.

Deoarece —G(xp) € int Q, exista pa > 0 astfel ca B(—G(z0),2p2) C Q. Din
cauza ca G este continuu in xg, exista p3 €10, p1] astfel ca G(x) € B(G(xo), p2)
pentru orice x € B(xzg,p3). Cum T este operator surjectiv si X, Z sunt
spatii Banach, din principiul aplicatiilor deschise, avem ca exista py > 0 astfel
ca B(0,p4) C T(B(xo,ps3)). Fie Vy := B(0,p2) x B(0,ps4) € Vyxz(0,0) si
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(y, z) € Vp. Exista atunci z € B(xg, p3) astfel ca Tx = z. Cum = € B(xg, p3),
G(z) € B(G(xo), p2), adica G(x) = G(xg) — y1 cu ||ly1]| < p2. Atunci

y—G(z)=y+uy — G(xo) € B(—G(x0),2p2) C Q;

prin urmare G(z) < y. Luand pentru fiecare (y, z) € Vo, 0(y, z) := x obtinut
mai Inainte, avem ca

F(0(y,2),y,2) <M ¥ (y,z) € Vb,

adica este indeplinita conditia mentionata mai sus. Prin urmare exista un
element (g*,z*) € Y* x Z* astfel ca v(P;) = —F*(0,—y*, —z*). Insa

FR0,—y", =2") = Supuynexxyxz (U —y") + (2, —2") — F(z,y,2))
sup{—(y,y") — (2,2") — f(2) | G(z) <y, Tz = 2}
sup{—(G(2) + ¢.y") — (T'x,2") — f(z) |z € X, ¢ € Q}
= —inf{f(z) + (G(z),y") + Tx,z") |z € X} +
+sup{—(q,¥") [ ¢ € Q}.

Prin urmare

. « s ) —infrexLo(z,y*, 2z*) dacd y*e€QT,
£ 0, =y, Z)_{oo dacd y* ¢ QT.

Deci §* € Q7 dacd v(P,) € R, si se poate lua 7* = 0 € QT daca v(FP) = —cc.
Demonstratia celei de a doua parti se face complet analog cu cea din Teo-

rema 2.8.2. Sa observam numai ca f §i G fiind continui in xg, are loc formula
If+7y oG)(x) =0f(x) + 0(y* o G)(x) pentru orice x € dom f. I

Conditia ca T este surjectiv, iar spatiile X, Z sunt spatii Banach poate fi

inlocuita prin conditia ca T(Ux) € Vi, (0), adica T este operator deschis
relativ la Im 7.

2.9 Cateva rezultate fundamentale in
analiza convexa

Ca aplicatii ale Teoremei lui Ekeland si ale rezultatelor referitoare la functii
convexe stabilite pana acum punem in evidenta alte rezultate importante refe-
ritoare la functii convexe. Un prim rezultat, util pentru stabilirea altora, este
urmatoarea generalizare a Teoremei Brgndsted-Rockafellar.
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Teorema 2.9.1 (Borwein). Fie X spatiu Banach si f : X — R o functie
convexd, i.s.c. §i proprie. Consideram e €]0,00[, g € dom f, x§ € O-f(xo)
st B € [0,00[. Atunci exista z. € X, ul € U* §i \c € [—1,1] astfel ca

[z — 2ol + Bl(ze — w0, )| < WV, (2.55)
xt =z + Ve(ul + BAaf) € Of (xe). (2.56)

In plus
lze = moll < Ve, laZ = 5]l < Ve(1 + Bllagl), (2.57)

x2 € Oae f(0), |f(ze) = f(@o)| < Ve(Ve +1/B). (2.58)
(Convenim ca 1/0 = c0.)
Demonstratie. Aplicatia
[lo: X =R, |lzllo == [lz]| + Bl{z,2p),

este, evident, o norma pe X, echivalenta cu norma initiala. Deci (X, || ||o) este
spatiu Banach. Consideram functia

9: X >R, g(x):=f(z)— (z,xp).

Este evident ca xg € dom g = dom f = dom 0, f, iar g este i.s.c. si marginita
inferior:
9(x) 2 g(zo) —e Ve € X (& x5 € 0:f(x0) ).

Prin urmare putem aplica Teorema lui Ekeland (Teorema 1.2.6) pentru g, /&

si distanta d, unde d(z,y) := ||z — yllo. Deci existd z. € dom g astfel ca
9(ze) + Ve - |lze — @ollo < g(0), (2.59)
g(z) < glx)+ Ve |lz —zello Vo € X, z# .. (2.60)

Din (2.59) obtinem ca

9(x) + Ve(llze — zoll + Bl{w= =m0, 25)]) < g(wo) < g(ze) +e,

de unde (2.55) se obtine imediat.
Considerand functia h : X — R,

h(x) = g(x)+Ve [z —acllo = f(x) = (z,25) + Ve [ —zel|+BVE- (@ —2e, 25)],

din (2.60) avem ca x. este punct de minim pentru h. Prin urmare 0 € Oh(z.).
Cum h apare ca suma a patru functii convexe, cel mult una nefiind continua,
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tinand seama si de expresia subdiferentialei normei (Consecinta 2.4.5) si a
modulului unei functionale liniare (la sfarsitul Sectiunii 2.7), avem ca

OEah($s):8f(xs)_x8+\/g‘U*+ﬁ\/g'[_Ll]'xS'

Deci exista zf € 0f(x.), uf € U* si \. € [—1,1] astfel ca (2.56) sa aiba loc.
Estimarile din (2.57) rezulta imediat din (2.55) si (2.56). Tot din (2.55)
si (2.56) obtinem ca

Ve - [(xe — wo, ul 4+ BAap)|

Ve(llze = zoll - [[uZll + BIA| - [{ze — w0, 25)])
Ve(llze — zoll + Bl(ze — w0, 2)|)

Ve-VE=e. (2.61)

Deoarece xf; € 0: f(xo) si 2% € f(xe), avem ca

(2= — o, 22 — mp)]

IN N IA

(w0 —e, 22 =)+ (o —2e, 2p) = (Lo—e, 27) < f(wo)—f(2e) < {wo—2e, 7p) +¢,
de unde, prin utilizarea relatiilor (2.55) si (2.61), obtinem ca

\f(xo) _f(xs)’ < |<370_x57$3>‘ +e€ SE—i-\/g/ﬂ,

adica a doua relatie din (2.58) este satisfacuta. Utilizand din nou faptul ca
xh € 0:-f(xo), xk € Of(z2), si (2.61), avem ca

(@ —w0,a%) = (z—w0,a%) + (0 — 20,0k — ) + (@0 — 20,25)
< f() = flae) + e+ flae) — fao) +
= f(z) — f(zo) +2c Ve X,
adica x} € 0a: f(x0), ceea ce arata ca si prima relatie din (2.58) are loc. I

Urmatorul rezultat este o consecintd imediata a teoremei precedente.

Teorema 2.9.2 (Brgndsted-Rockafellar). Fie X spatiu Banach si f : X — R
o functie convexd, i.s.c. §i proprie, iar e €0,00[. Atunci

V (20, 25) € 0-f, F(we,a?) €0f ¢ e — ol < Ve, |laf — x|l < Ve
In particular dom f C domdf si dom f* C dom df*.

Demonstratie. Prima parte a teoremei rezulta din Teorema lui Borwein
pentru § = 0. Pentru a doua parte, fie zg € dom f si 0 < &, — 0. Pentru
fiecare n € IN exista zf,, € 0, f(x0), si deci, din prima parte,

3 @n 7)) € OF ¢ llow — 2]l < v/om, 25 — bl < Vo
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Deci domdf > z, — xg.
In mod analog, fie z; € dom f* §i 0 < g, — 0. Pentru fiecare n exista
Zon € Oe, [*(xf) (& x§ € O, f(zon)). Tot din prima parte

I(zn,2y) € 0F : |lzn — zonll < Ven, |z, — a5l < Ven.
Prin urmare dom df* = Imaf > z}, — z}. |

Din Teorema Brgndsted-Rockafellar se poate obtine gi urmatorul rezultat.

Teorema 2.9.3 (Bishop-Phelps). Fie X spafiu Banach $i C C X, C # X, o
mullime nevida, convexrd si inchisa. Atunci

(1) Multimea punctelor suport ale lui C' este densd in FrC.

(ii) Multimea functionalelor suport ale lui C' este densd in multimea functi-
onalelor marginite superior pe C. Daca in plus C' este marginitda, atunci
mulfimea functionalelor suport ale lui C' este densd in X*.

Demonstratie. (i) Fie g € FrC si € €]0,1[. Deoarece C' # X, exista
r1 € X\ C astfel ca ||z; — 29| < 2. Aplicand o teoremi de separare, existi
xf € S* astfel ca sup,co(x, §) < (x1,x)). Prin urmare, pentru orice x € C,

(x —zo,28) = (x — 1,23 + (21 — 20, 2}) < (T — 21, 28) + |1 — 0| < E2,
si deci xf € 0.21c (o). Aplicand Teorema lui Brgndsted-Rockafellar avem ca
dz. € C, Fal € 0lc(x.) : ||we —xol| < e, |2l —af| <e < 1.

Cum ||z§|| = 1, avem ca x # 0, si deci z. este punct suport (de sprijin) al lui
C cu ||z: — xo|| < e. Deci concluzia are loc.
(ii) Din a doua parte a teoremei precedente avem ca

dom (I¢)* € dom d(I¢)* = dom d(Ix)* \ {0},

si deci are loc concluzia teoremei. |

Urmatoarea teorema va fi folosita pentru obtinerea unei demonstratii foarte
simple pentru Teorema lui Rockafellar. Pentru o functie g : X — R vom nota
prin inf g numarul inf,c x g(z).

Teorema 2.9.4 (Simons). Fie X spatiu Banach, f : X — R o functie con-
vexd, i.s.c., proprie si u € X, n € R astfel ca inf f <n < f(u). Definim

L:= sup 777_‘)6@)

vex\{u} lu—2z|’
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§i Dy : X — R, Dy(x) := ||z —u|. Atunci
(i) 0< L < oo giinf(f+ LDy) >n;
(il) Ve €]0,1], 3ye X : (f+LDy)(y) <inf(f + LD,)+eL|u—y|;

(iii) Ve €]0,1], 3(z,2*) € Of : (u—2z,2") > (1 —¢e)Lfju—z| > 0 s
27 < (1 + ) L;

(iv) Ve €]0,1], 3(z,2*) € Of : (u—z,2*)+f(2) >n, L <|z*|| < (1+¢)L.

Demonstratie. (i) Deoarece n > inf f, este clar ca L > 0. Din faptul ca
n < f(u) si f esteis.c. In u, exista p > 0 astfel ca f(x) > n pentru x € B(u, p).
In plus, deoarece f este convexa, proprie si i.s.c., exista z* € X* si a € R
astfel ca f(z) > (x,2*) — o pentru orice x € X. Prin urmare, pentru z € X,
|z —ull = p,

n=[flz) <n—(z,2") +a<n+|z—uf- a7 - (u,27) + o
Notand v := max{0,7 + o — (u, z*)}, obtinem ca

12TD o <o+ L Ve e X, e ul 2
lu — x| Ju — 2| p
Din modul de alegere a lui p si aceasta relatie obtinem ca L < oo. Din expresia
lui L, inegalitatea inf(f + LD,,) > n este evidenta.
(ii) Fie € €]0,1[. Deoarece (1 —¢)L < L, din definitia lui L, exista y € X,
y # u, astfel ca (n — f(y))/||lu —y|| > (1 — €)L, de unde obtinem ca

(f + LDy)(y) <n+eLDy(y) <inf(f + LDy) +eL|ly — ul|.

(iii) Fie e €]0, 1] fixat. Functia f+LD,, este proprie, i.s.c. i marginita infe-
rior, iar elementul y gasit la (ii) este din dom (f+LD,,) = dom f. Considerand
metrica d pe X definita prin d(z1, z2) := L||z1 — x2]|, spatiul (X, d) este spatiu
metric complet. Prin urmare, aplicind Teorema lui Ekeland obtinem existenta
unui element z € X astfel ca

(f + LDu)(2) +eLlz =yl < (f + LDu)(y),

si

(f+ LDy)(2) < (f +LDy)(z)+eL|jz—z|| Va e X.
Din prima relatie, tinand seama si de (ii), obtinem ca ||z —y|| < ||u—1yl||, si deci
z # u. Din a doua relatie de mai sus avem ca z este punct de minim pentru
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functia f 4+ LD, + eLD,; intrucat D, si D, sunt functii convexe si continue,
rezulta ca

0€d(f+LD,+¢eLD,)(z) =0f(z) + LOD,(z) + eLdD.(z).

Inss 0D, (z) = || ||(0) = U* i 0Dy (2) = {a* € U* | (z —u,2*) = ||z — ul|}.
Prin urmare exista z* € 0f(z) si u*, v* € U* astfel ca z* = Lu* + eLv*,
(u—z,u*) = |Ju — z||. Rezulta ca ||z*|| < (1+¢)L si

(u—2,2") = (u—2z,Lu” +elv*y = L|lu— z|| + eL{u — z,v")
Lllu—z|| —eL|lu— z|| = L(1 — &)||ju — z|| > 0.

v

(iv) Fie € €]0, 1] fixat si ¢’ := £/3. Consideram M := (1+ 2¢’)L. Deoarece
f+MD, > f+LD, > n, putem aplica Teorema, lui Ekeland pentru f+ M D,,,
un element xy din dom f, &’ > 0 si distanta definita la (iii). Rezulta ca exista
z € X astfel ca

(f+MD,)(2) < (f+MD,)(z) +€'L||xr— 2| Vo e X.

Ca la punctul (iii), existd z* € 9f(z), u*, v* € U* astfel ca z* = Mu* + &' Lo*
st (u—z,u*) = [Ju—z|. Deci ||z*]| < (1+¢)L si

(u—2,2"y> (M —€e'L)||Ju—z|| =1 +&L)|u—z|.
Prin urmare, dacd u = z, (u — 2, 2*) + f(2) = f(u) > n, iar daca u # z,

(=22 + f(2) = (1+ &) Lu— 2] + £(2) = (f + LD,)(z) +'Lllu—z|| > n.

ultima inegalitate avand loc deoarece z* € df(z). Prin impartire la [ju — z||,
pentru z # u, obtinem ca ||z*|| > L.

O consecinta imediata a acestui rezultat este urmatoarea teorema.

Teorema 2.9.5 Fie X spatiu Banach si f : X — R o functie convexd, i.s.c.
si proprie. Atunci pentru orice v € X avem cd

flz) = sup{{z —z,2") + f(2) [ (2,2") € Of}
= sup{(z,2") — f7(z") | 2" € Im (0f)}.
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Demonstratie. Daca (z,2*) € 0f, atunci (z — z,2*) + f(2) < f(z) pentru
orice x € X, gi deci inegalitatea “>”" din relatia de dovedit are loc. Fie x € X
fixat. Daca f(z) = inf f atunci 0 € 0f(x) si deci luand (z, 2*) = (z,0), avem
ca f(z) < (x — z,2*) + f(2). Presupunem deci ca f(z) > inf f, si fien € R
arbitrar astfel ca inf f < 7 < f(z). Din Teorema 2.9.4 (iv) avem ca exista
(z,2%) € Of astfel ca (x — z,2*) + f(z) > n. Rezulta ca

sup{(z — z,2%) + f(2) | (2,27) € 0f} = f(=).
Demonstratia este completa. |

Operatorii maximal monotoni sunt deosebit de importanti in teoria ecua-
tiilor de evolutie. Un exemplu semnificativ de astfel de operatori este dat de
teorema urmatoare.

Teorema 2.9.6 (Rockafellar). Fie X spatiu Banach si f : X — R o functie
convexd, i.8.c. §i proprie. Atunci Of este operator maximal monoton.

Demonstratie. Fie (u,u*) € X x X*\ 9f. Atunci u* ¢ 9f(u), si deci
0 ¢ df(u), unde f := f —u*. Rezulti ci inf f < f(u). Aplicaind punctul
(iii) al Teoremei lui Simons, existd (z,2*) € df astfel ca (u — z, %) > 0.
Considerand z* := Z* + u*, avem ca (z,2*) € Of si (z —u, 2" —u*) < 0, ceea
ce arata ca multimea 0f U {(u,u*)} nu este monotona. Deci df este operator
maximal monoton. I

2.10 Aplicatii la problema celei mai bune
aproximari

Fie (X, ||) spatiu normat si C C X o multime nevida, iar zo € X. Distanta
de la zg la C este numarul

d(xo,C) := inf{||lx — x| | z € C}.

Este cunoscut, si usor de dovedit, ca d(zg, C') = d(zo,C). O problema impor-
tanta este aceea de a determina multimea

Po(xg) :={z € C'| ||z — xo|| = d(z0,C)};

Z € Po(x0) se numeste o cea mai buna aprozimare a lui zo prin elemente din
C. Sa observam Pg(xo) este multimea solutiilor optime pentru fiecare din
urmatoarele probleme de minimizare:

(Py) min ||z — x|, z € C,
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(P) min 3llz — zol%, = € C.

In plus v(Py) = d(zo,C), v(P) = $d*(z0,C).

In teoria celei mai bune aproximéari problemele de bazi sunt: existenta,
unicitatea si caracterizarea elementelor de cea mai buna aproximare. S& ob-
servam mai intai ¢ Po(xg) = {xo} dacd xo € C, Po(zo) = 0 dacid zo € C'\ C,
iar daca C' este multime deschisa atunci Po(xg) = () pentru orice zg € X \ C
(exercitiu !). Avand in vedere cele de mai sus, in mod obisnuit se considera
xg € X \ C si se presupune ca C este multime inchisa. Deoarece dorim sa
aplicam rezultatele stabilite anterior (dar nu este singurul motiv), vom pre-
supune mai departe ca C este convexa.

Primul rezultat ofera conditii suficiente pentru existenta, respectiv unici-
tatea elementelor de cea mai buna aproximare.

Teorema 2.10.1 Fie C' C X o multime nevida, convexd si inchisd, iar
xo € X.

(i) Daca X este spatiu Banach reflexiv atunci Po(xzg) # 0.
(ii) Daca Xy :=1linC este spatiu de dimensiune finitd atunci Po(xg) # 0.

(iii) Daca X este spatiu strict convex atunci Po(xzg) are cel mult un element.

Demonstratie. (i) Consideram functia f := || - —x¢|| + Ic. Din ipoteza
avem ca f este convexa si i.s.c.; in plus lim; | f(z) = co. Din punctul (ii)
al Teoremei 2.5.1, exista & € X astfel ca f(z) < f(z) pentru orice x € X,
adica = € Po(xo).

(ii) Exista (zp)n>1 C C C Xy astfel ca ||z, — x0|| — d(x0,C). Rezulta ca
(z,,) este marginit. Spatiul X fiind finit dimensional, Xy este izomorf cu RF
(k = dim Xj) si deci (zy,) contine un subsir (x5, ) convergent la z € Xy C X.
Deoarece multimea C' este inchisa, z € C, iar din modul in care (z,) a fost
ales avem ca ||Z — z¢|| = d(zo,C). Prin urmare & € Po(x).

(ili) Am vazut ca pentru zg € C, Po(xg) = {xo}. Fie deci zo ¢ C.
Presupunem ca exista doua elemente distincte 1, x2 In Po(xg). Atunci

$(z1 +22) € C, i ||lz1 — 2o = [|22 — 20| = d(20,C) > 0.
Deoarece X este strict convex, obtinem ca

[3(z1 4+ @2) —moll = [I5(w1 — 20) + (22 — 20)||
< oy — 2ol + §llw2 — @oll = d(wo, C).

Aceasta contradictie arata ca Po(zg) are cel mult un element. I
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Sa observam ca pentru (X, (,)) spatiu Hilbert, rezultatele stabilite la
punctele (i) si (iii) din teorema precedenta sunt date si de Teorema 1.9.1.
Urmatorul rezultat de dualitate se dovedeste util uneori.

Teorema 2.10.2 Fie ) # C C X o mulfime converd si inchisd, iar
xo € X\ C. Atunci

d(.%'(), C) = mr}lea[}}(* mlgg<x0 — Q?,$*>,
142 _ : 1 2
b2 (20.C) = max inf((wo—a,a") — §[la"|?).

Daca C este con atunci

_ * -1 32 — *\ _ 11,.%]2
dwg,C) = max (mo,2") si jd*(2o,C) = max ((xo,a") — 5]le"|I%).

Demonstratie. Fie
fi, o X = R, fil2) = |lz = aoll, folw) = 5]z — @0l

Utilizand formula de dualitate Fenchel-Rockafellar (Consecinta 2.7.3) si for-
mulele pentru conjugata normei si a patratului normei, avem ca

d == i f I = f— * J— * _I * *
(z0,C) = Inf (fi(2) +Ic(z)) = max (—fi"(=27) — Ic™(27))
- (o) - mplea) = s -2
152 — . — Y YA AN * *
Li(r0,C) = inf (fole) + o)) = max (—fo'(~a") ~ Io"(a")
_ * 1 * 112 *
= mas <<xo,x )= $lla" | — supa, o >>
o . _ ¥ 1 *112
= max inf ((e0—a.2%) — ")
In cazul in care C este con, Ic*(z*) = 0 dacd o* € —CF, = oo in rest, si deci
se obtin si celelalte formule. |

Incheiem acest paragraf cu caracterizarea elementelor de cea mai buna
aproximare.

Teorema 2.10.3 Fie C C X o multime nevidd si conveza, xg € X \ C, iar
T € C. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) T E Pc(xo);
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(i) Jz* e S* : (z—xmo,2*) = ||z — x|, (z—7,2%) >0 VaeC;
(i) Jz* € 5" : (r —xo,x*) > ||z — 29| Yz eC;
(iv) Ja* e X* : (Z—x0,2*) = ||2¥|? = |2—20||?, (x—2Z,2*) >0 V2 € C;
(v) 3z e X* ¢ |l2*| = [z — 2o, (z—w0,2%) 2 [T — 2ol VaeC;
(vi) (daca X este neted) (x — z, Fx (T — x9)) >0 Vz € C;
(vii) (daca C este con) Fz* € S*N —CT : (xg,2*) = || — x0]|-
Demonstratie. (i) = (ii) Daca z € Po(xo) atunci 0 € 0f1(z) + 0lc(T),
unde f; este functia definitd in demonstratia teoremei precedente. Concluzia

este imediata, tindnd cont de expresia subdiferentialei normei.
(ii) = (iii) Cu z* din (ii) avem ca pentru orice x € C

(2 — 30, —2") = (& — 7, —a") — (T —30,2") = (& — 7, —2") — |7 — 20| = 0.

Elementul —x* satisface conditiile cerute.

(iii) = (i) Cu z* din (iii) avem

|z — ol > (z — z0,2%) > || — 20| V2 eC,

adica T € Po(xo).

Implicatiile (i) = (iv) = (v) = (i) urmeaza exact la fel ca mai sus, utilizand
de aceasta data functia fo.

Conditia (vi) este aceeasi cu conditia (iv) in cazul in care X este neted
(0fa2(z) = Fx(z—x0), iar daca X este neted F'x(x) contine un singur element,
notat tot prin Fx(x)).

Presupunem acum ca C este con.
(iii) = (vii) Cu z* din (iii) avem

(tz,z*) > (xo,z*) + || — xo|]| V>0, Yz eC.
Prin urmare (x,z*) > 0 pentru orice z € C, adica z* € CT, si
<x07 _$*> Z Hj - 530” Z <$0 - :Ea —117*> 2 <$0, —$*>,

si deci —x* este elementul cautat.
(vii) = (iii) Cu z* din (vii), avem ca

(x — xg, —x*) > (x,2™) = ||T — x0|| Yz €C,

ceea ce arata ca —z* satisface conditia din (iii). I



Capitolul 3

Programare neconvexa

3.1 Conuri tangente

Pentru a obtine conditii de optimalitate in cazul programarii matematice
neconvexe s-au pus in evidenta mai multe tipuri de conuri asociate unei sub-
multimi a unui spatiu normat intr-un punct. Cel mai vechi dintre acestea este
conul tangent in sensul lui Bouligand. Mai recent au fost introduse si alte
tipuri de conuri tangente, printre care amintim pe cele in sensul lui Clarke si
respectiv in sensul lui Ursescu. In cele ce urmeazi ultimele doud conuri vor
avea un caracter ajutator.

Inainte de a defini aceste conuri reamintim c& pentru o submultime nevida
A a unui spatiu metric (X,d) si z € X, distanta de la x la A este numarul
real d(x, A) := inf{d(x,a) | a € A}; este usor de verificat ca d(z, A) = d(x, A).

Fie (X, | ||) spatiu normat, M C X si # € M. Se numeste conul tangent
wn sensul lui Bouligand la multimea M in T multimea

Ty(M, 7) = {u e X

.. 1 N
hr?lénfd(u,t (Mfa:)) —O}.

In mod asemanator, conul tangent in sensul lui Ursescu la multimea M in &
este multimea

Ty (M, z) = {u eX

. -1 = o
ltllréld(u,t (M w)) —0},
iar conul tangent in sensul lui Clarke la multimea M in T este multimea

Te(M,z) = {u eX ‘ ol d (u,t—l(M - x)) = 0} .

r—ZT,t|0

157
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Vom vedea mai jos ca aceste multimi sunt, intr-adevar, conuri inchise.
Avand in vedere aceste definitii, este utila considerarea notiunilor de limita
inferioara si superioara pentru o aplicatie multivoca. Fie (X, d) si (Y, p) spatii
metrice, iar R : X ~ Y o aplicatie multivoca. Se numesc limita inferioard,
respectiv limita superioard, a aplicatiei multivoce R in & € dom R multimile

liminf R(z) := {v ey lim  d(v,R(z)) = O}

T domRaz—z

si

limsup R(x) := {v €Y | liminf d(v,R(x))= 0} .

T dom R>z—z

Sa observam ci daci R : X ~ Y, R(z) := R(z), atunci

liminf R(x) = liminf R(z), limsupR(x) = limsup R(z). (3.1)

=T =T T—T T—T
In plus are loc urmatorul rezultat.

Teorema 3.1.1 Fie R : (X,d) ~ (Y, p) o aplicatie multivoca si T € domR.
Atunci multimile liminf, .z R(z) si limsup,_.; R(x) sunt inchise. In plus
v € liminf, .z R(x) daca si numai daca

V(zn) CdomR, z — %, 3(yn) CY @ yp —v $i yn € R(zn) Yn € N,
(3.2)

jar v € limsup,_,; R(x) dacd si numai daca

I(xp) CdomR, xp = Z, I(yn) CY : yp —v $i yp € R(zy) YVn € N.
(3.3)

De asemenea,

limsup R(x) = ﬂ U R(z). (3.4)

o Uev(z) zeU

Demonstratie. Fie v ¢ liminf,_ .,z R(x); utilizand definitia limitei inferioare
avem ca lim supqom roz_sz @ (v, R(2)) > 0. Deci exista g9 > 0 astfel ca

YU € V(z), dzyp e UNdomR : d(v,R(xy)) > 2ep. (3.5)

Pentru v € B(v,ep), d(v', R(xy)) > €o. In caz contrar existd yy € R(zy)
astfel ca p(v',yy) < g9. Prin urmare

p(v,yu) < p(v,v") + p(v',yu) < €0 + €0 = 2e0,
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contrazicand faptul ca d (v, R(zy)) > 2e9. Deci B(v,e0)Nliminf, .z R(z) = 0,
ceea ce aratd ca v ¢ liminf, ,; R(z). Prin urmare liminf, ,; R(x) este
multime inchisa. Demonstratia pentru limita superioara este analoaga; faptul
ca limsup,_,; R(z) este multime inchisa rezulta si din formula (3.4) demon-
stratd mai jos.

Fie acum v € liminf, ,; R(x) si (z,) C dom R astfel ca x,, — &. Deoarece
limgom rozmz @ (v, R(x)) = 0, avem ca d (v, R(zy)) — 0. Insi

Vne N, Jy, € R(zyn) : p(v,yn) < d(v,R(zs)) + 1/n,

si deci y,, — v.

Dovedim implicatia inversa prin reducere la absurd. Presupunem ca v € Y
satisface conditia din partea dreapta a relatiei (3.2), dar v ¢ liminf, .z R(z).
Deci existd g9 > 0 pentru care are loc (3.5). Luénd U = B(z, 1), n € N*,
si notand xy prin x,, avem ca d (v, R(z,)) > 2¢¢ pentru orice n € IN*. Din
ipoteza exista (y,) C Y astfel ca y, — v si y,, € R(z,,) pentru orice n € IN*.
Obtinem astfel contradictia 0 < 2¢¢9 < d (v, R(zy)) < p(v,yn) — 0.

Fie v € limsup,_,; R(x). Pentru orice n € IN* avem ca

inf {d (v, R(x)) | z € B (7,1) ndomR} =0,

si deci exista x, € B (:E, %) N domR astfel ca d(v,R(z,)) < %, ceea ce
implica existenta unui y,, € R(z,) astfel ca p(v,y,) < % Prin urmare are
loc implicatia “ = ” in (3.3). Invers, presupunem ca exista ((zn,yn)) C gr'R
astfel ca z, — = ¢l y, — v. Fie U € V(Z); exista atunci ny € IN astfel ca

T, € U pentru orice n > ny. Prin urmare
inf{d (v,R(z)) | x e UNdom R} < d(v,R(xn)) < p(v,yn) Vn >ng.

Deci inf{d (v,R(z)) | x € UNdomR} = 0 pentru orice U € V(Z), ceea ce
arata ca v € limsup,_,; R(x).

Demonstram acum formula (3.4). Fie v € limsup, . R(z) si U € V(7).
Din (3.3) avem ca exista ((zn,yn)) C gr'R astfel ca z,, — T si yp — v.
Deoarece x,, — Z, exista atunci ny € IN astfel ca x,, € U pentru orice n > ny.
Deci pentru n > ny avem ca y, € Uyep R(z), astfel ca v € J,epy R(z). Prin
urmare are loc incluziunea “C” din (3.4).

Fie de aceastd datd v ¢ limsup, ,; R(z). Atunci exista ¢g > 0 astfel
incat liminfg, ) ps, 2 @ (v, R(x)) > eo0. Deci existd Uy € V() astfel ca
d(v,R(x)) > g9 pentru orice z € Up N dom R. Prin urmare B(v,&p) N R(x)
pentru orice x € Up, de unde B(v, g0) U e, R(7) = 0. Deci v ¢ Uy, R(z).
Prin urmare are loc si incluziunea “2” din (3.4). I
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In continuare, peste tot In acest capitol, X, Y si Z desemneaza spatii
normate.

Utilizand rezultatul anterior obtinem urmatoarele caracterizari, prin siruri,
ale elementelor din Ts(M,z), Ty(M,z) si Tc(M, T).

Teorema 3.1.2 Fie M C X six € M. Atunci

Tp(M,z) = {ueX|3(tn) — 0+, (up) —u, YneN : T+ tyu, € M},

Tu(M,z) = {ue X |V(t,) — 0+, I(up) »u, VRN :
T+ thu, € M},
To(M,z) = {ue X |V(ty) — 0+, V(zn) C M, (z,) — 7,

I(up) = u, Yne N : z, + tyu, € M}.

Demonstratie. Luand R :]0,00[~ X, R(t) := t"}(M — ), in teorema
precedentd, obtinem imediat caracterizarile pentru elementele din Ty (M, %) si
Tp(M, z). Caracterizarea elementelor din T (M, Z) se obtine tot din teorema
precedentd considerand insid R :]0,00[ xM ~ X, R(t,x) :=t Y (M —z). |

In rezultatul urmitor punem in evidentd cateva proprietati simple ale
conurilor tangente in sensurile lui Bouligand, Clarke i Ursescu.

Teorema 3.1.3 Fie D, L, M c X, PCY, z ¢ intDNL siy € P, iar
f:D —Y o functie F-diferentiabila in T. Au loc urmatoarele afirmatii:

(i) daca L € M atunci T(L,z) C Tg(M,z) si Ty(L,z) C Ty (M, T);

(ii) Ts(L,z), Ty(L,z) si Tc(L,x) sunt conuri inchise gi nevide. In plus

Ts(L,z) =Ts(L,z) = Ts(LND,z) VS € {B,UC}, (3.6)
Te(L,7) € Ty(L,Z) € Tp(L,z) C C(L,T) (3.7)
St
Tp(L,z)=()[t,o[-(L—2)= (] C(LNU,z), (3.8)
t>0 Uel(z)

unde U() este un sistem fundamental de vecindatati i ale lui T. In particular,
Tp(L,z) =Ty(L,z) =Tc(L,z) = X daca T € int L;

(iii) Ty(L,2) x Tp(P,y) C Tp(L x P,(z,y)) C Tp(L,z) x Tp(P,§) si
TU(LXP7 (i'vg)) - TU(L7i')XTU(P7 37)7 TC(LXP7 (fag)) - TC(ij;)XTC(Pa g):

(iv) dacaz € LN f~1(P) atunci
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Ty (LN J7'(P),7) € To(L,2) N V(@) (Ts(P, /(7))
$t
Ty (LOFH(P),7) € Tu(L,2) NV (@) (Tu (P, f())).

Demonstratie. (i) Incluziunile mentionate rezulta imediat din caracteriza-
rile cu giruri date in teorema precedenta.

(ii) Egalitatea Tp(L,z) = Tg(L,Z) rezultd imediat din (3.1), iar incluzi-
unea Ts(L N D,z) C Tg(L,Z) rezulta din (i). Fie uw € Tg(L,Z); aplicand
teorema precedenta, exista (¢,) — 0+ si X D (uy,) — u astfel ca =+ t,u, € L
pentru orice n € IN. Deoarece T + t,u, — T € int D, exista ng € IN astfel
ca T + thu, € D pentru n > ng. Deci uw € Tp(L N D,Z). Prin urmare
are loc si egalitatea Tp(L,z) = Tr(L N D, Z). Demonstratia pentru relatiile
corespunzatoare conului tangent in sensul lui Ursescu este la fel.

Egalitatea To (L, z) = To(L N D, &) rezulta la fel ca si in cazul conului lui
Bouligand (verificand insa ambele incluziuni). Fie u € T (L, Z) si sa aratam
ci u € To(L,T). Pentru aceasta fie L O (Z,) — Z si (t,) — 0+. Pentru orice
n € IN* exista x,, € L astfel ca ||Z, — zp| < tn/n. Am obtinut astfel sirul
(n)n>1 C L convergent la z. Cum u € To(L,Z), exista (u,) — u astfel ca
Tp+tpu, € L pentruorice n € IN*. Considerand a,, := un—Hfgl(a:n—fn)7 avem
CA& Uy — u 8l Ty + tplly = Ty + thu, € L pentru orice n € IN*. Prin urmare
u € Te(L,T), ceea ce aratd cd Te(L,Z) C Te(L,Z). Incluziunea inversa se
dovedeste analog.

Deoarece x,, + 1ty -0 € L pentru orice n, unde (x,) C L si (t,) C 0, oo[ sunt
siruri arbitrare convergente la & respectiv 0, avem ca 0 € T (L, Z). Consideram
acum u € To(L,z) si A €]0,00[. Fie L D (z,,) — Z si (t,) — 0+. Cum
(At,) — 0+, exista (u,) — u astfel ca x, + (Mp)up = zp + tn(Auy) € L
pentru orice n. Rezultd ca A\u € T (L, &), si deci Te(L, T) este con. Faptul ca
acest con este inchis rezulta din Teorema 3.1.1. La fel se obtine ca Ts(L, ) si
Ty (L, z) sunt conuri inchise i nevide.

Prima incluziune din (3.7), in cazul in care T € L (ceea ce se poate pre-
supune datorita relatiei (3.6)), rezulta din faptul ca se poate lua x,, = T pentru
orice n in caracterizarea elementelor din T (L, Z), iar a doua incluziune rezulta
fixand sirul (¢,) — 0+, de exemplu ¢, := 27". Ultima incluziune din (3.7)
rezulta din relatia (3.8), dovedita in continuare.

Prima egalitate din (3.8) rezulta din (3.4). Fie U € U(Z) si u € Tp(L, T);
atunci exista (t,) — 0+ si (u,) — u astfel ca x,, := & + t,u, € L pentru orice
n. Deoarece x, — Z, exista ny € IN astfel ca x, € U pentru n > ny. Prin
urmare u,, € con (L NU — Z) pentru orice n > ny, si deci v € C(LNU, Z).

Fie acum u in multimea din dreapta a relatiei (3.8); putem presupune ca
u # 0. Fie n € IN*; exista U,, € U(Z) astfel ca U,, C B(Z,1/n). Din ipoteza
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avem ca u € con (L NU, — &), si deci B(u,1/n) Ncon(LNU, —z) # 0,
ceea ce aratd cd existd x, € LNU, C LN B(z,1/n) si t,, € [0,00[ astfel ca
|tr(zn — %) — u|| < 1/n. Fie ng € IN* astfel ca 1/ng < ||ul|. Pentru n > ny
obtinem ca t, # 0; luand ¢, := 1/t}, pentru n > ng si t, := 1 in rest, obtinem
i uy, = t, (x, — ) — u. Deoarece x, — Z, avem ci t, — 0; putem deci
conchide ca u € Tg(L,Z). Am obtinut astfel ca (3.8) are loc.

Daca z € int L i v € X atunci pentru orice siruri L O (z,,) — 7, (t,) — 0+
exista ng € IN astfel ca z,+t,u € L pentrun > ng. Prin urmare u € T¢(L, T).
Tinand seama si de (3.7), avem ca T¢(L,z) = Ty(L,z) = Tp(L,z) = X in
acest caz.

(iii) Fie u € Ty(L,Z) si v € Tr(P,y). Din teorema precedenta obtinem
existenta girurilor (t,) — 0+ si Y D (v,) — v astfel ca g + t,v, € P pen-
tru orice n € IN. Pentru acest sir (¢,), tot din teorema precedenta obtinem
existenta sirului X D (uy,) — w astfel ca T + t,u, € L pentru orice n. Avem
astfel ca (z,9) + tn(un,vy) € L x P pentru orice n. Cum (up,v,) — (u,v),
obtinem ca (u,v) € Tr(L x P,(Z,y)). Celelalte incluziuni rezulta in mod
asemanator.

(iv) Fie u € T (LN f~YP),z); existd (t,) — 0+ si X D (un) — u
astfel ca T + t,u, € L N f~1(P) pentru orice n. Cum Z + t,u, € L pentru
orice n, u € Tg(L,z). Deoarece T + t,u, — T € int D, putem presupune ca
T + tyu, € D pentru orice n € IN. Pentru ca f este F-diferentiabila in z,
exista un sir (vy,) C Y convergent la 0 astfel ca

f(@+ thuy) = f(Z) + t,Vf(Z)(upn) + thv, € P Vn € N.

Cum Vf(Z)(un) + vy, — Vf(Z)(u), rezulta ca Vf(Z)(u) € Tp(P, f(z)). Prin
urmare u € Tg(L,z) N Vf(2)"YTp(P, f(z)), ceea ce dovedeste incluziunea
doritd. In mod aseminitor se demonstreaza si relatia corespunzatoare pentru
conul tangent in sensul lui Ursescu. I

Relatiile de la punctul (i) nu sunt valabile gi pentru conul tangent in sensul
lui Clarke. De exemplu, luand X := R?, L := Rx{0}, M := Rx{0}U{0}xR
siz = (0,0), avem ca T (L, z) = L, iar To(M,z) = {(0,0)}. In schimb, conul
tangent in sensul lui Clarke are alte proprietati remarcabile.

Teorema 3.1.4 Fie M C X six € M. Atunci Tc(M,Z) este con convex i
inchis. In plus

Toe(M,z)+Ty(M,z) C Ty(M,z), Toc(M,z)+Tp(M,z) C Tp(M, ).

Demonstratie. Fie u, v € To(M,z). Consideram (z,) C M, x, — T, §i
(tn) — 0+. Deoarece v € T(M, Z), aplicand Teorema 3.1.2, exista (v,) — v



3.1 Conuri tangente 163

astfel ca z/, := x, + tyv, € M pentru orice n € IN. Deoarece z, — T si
u € To(M, T), existd (u,) — u astfel ca =), + tyuy, = Ty + tn(un +v,) € M
pentru orice n € IN. Deoarece u,, + v, — u + v, utilizand din nou Teorema
3.1.2, obtinem ca u + v € T¢(M, z). Prin urmare

Tc(M, f) + Tc(M, i’) C Tc(M, .i')
Tinand seama de teorema precedenta, rezulta ca To (M, Z) este con convex.
Celelalte doua incluziuni se obtin in mod asemanator. |

Referitor la legatura dintre aceste conuri este interesant urmatorul rezultat.

Teorema 3.1.5 Fie X spatiu Banach, M C X o multime inchisa si x € M.
Atunci
liminf Tp(M,y) C Te(M, ). (3.9)

M>3>y—zx

Daca dim X < oo atunci in (3.9) are loc egalitate.

Demonstratie. Presupunem ca (3.9) nu are loc. Atunci exista un element
w € liminfarsy—.p Te(M,y) astfel incat u ¢ To (M, x); este evident ca u # 0.
Deoarece u ¢ To (M, ), exista g € |0, min{||u||/6,1/2}[ astfel ca

V7 >0, 3y e D(x,n)N M, It€]0,n] : t *(M —y)ND(u,e0) =0,
sau, echivalent,
Vn >0, 3y e D(x,n)NM, 3t€]0,n] : [y+t-D(u,e0)] N M =0. (3.10)

Pentru acest €9 > 0, deoarece u € liminfp5y—., Tr(M,y), exista 1 > 0 astfel
ca
Vye D(x,m)NM : D(u,eo/2)NTp(M,y) # 0. (3.11)

Fie 77 :=n1/(1+2||u||). Pentru acest 7 > 0, din (3.10), exista £ € D(z,n) N M
si t €]0,7)] astfel ca

[z +t- D(u,e0)] N M = 0. (3.12)
Fie Xg := [z +[0,t] - D(u,e0)] "M si f : Xo — R, f(z) := —|lz — Z|. Este
evident ca (Xo,d), d(z,y) := ||z — y||, este spatiu metric complet, iar f este

continua (deci i.s.c.) si marginita inferior (deoarece Xy C X este multime
marginita). Aplicand principiul variational al lui Ekeland, existda z € X
astfel ca

|z —Z|| < ||z —z| +eollz — 2| Vz € Xo. (3.13)
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Deoarece z € X, exista o € [0,1] i v € D(u,&9) astfel ca z =7 + (1 — «)t0.
Din (3.12) avem ca « > 0. In plus zZ € D(x,m1) N M. Intr-adevar,

12—zl = 2+ 1 —a)to—z| <2 — =zl +([u] + o)
< (A [Jull +e0) < (1 + 2[|ull) = m.
Din (3.11) avem ca existd @ € D(u,e0/2) N Tp(M, z); deci exista (t,) — 0+,

(upn) — u astfel ca z + t,u, € M pentru orice n € IN. Desigur, exista ng € IV
astfel ca t, < ot si u, € D(u,ep) pentru n > ng. Atunci

Zttpu, = T+(1—a)t-0+tpu, =T+ (1 —a)t -0+ a(ty/a)u,

T+ (1—a)[0,t]- D(u,e0) + - [0,¢] - D(u,ep)
= T+ [O,t_] D(u, 60).

m

Prin urmare z+t,u, € Xy pentrun > ng. Utilizand la inceput (3.13), obtinem
succesiv

Iz + thun — 2| < ||Z2 — Z|| + e0l|Z + thun — Z|| Y1 > no,
(1 — a)to + thuy| < (1 — @)t||v]] + otnllun|| Yn > no,
(1 — @)t +tn]0 + tn(un — )| < (1 — )t[|0]| + eotnllunll Yn > no,
(1 = a)t +t] - |9]] = tnllupn — 0l < (1 — @)[|0]] + eotnllunl ¥Vn > no,
[0]] < [[un — 9|l + eollunll Vn > no.
Trecand la limita in ultima relatie obtinem ca
0] < llu — ol + eol|ul]-
Insé [[o]] > [Jul| — e,
[u—of <[lu—ull+|lu—2] <eo/2+e0 = 3e0/2,
lall < flw—ull + [Jull < [ull +e0/2 < flull +1/2,

si deci
ull — €0 < 3e0/2 + ||ul|/2 + e0/2.
Obtinem astfel contradictia ||u|| < 6g9. Deci (3.9) are loc.

Presupunem acum ca dim X < co. Fie u € To(M, z) \ {0} si € > 0. Exista
n > 0 astfel ca

Vy e D(xz,n)NM, ¥Vt e|0,n| : d(u,t_l(M—y)> <e/2.
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Fiey € B(x,n)NM fixat si (t,) — 0+; putem presupune ca t,, < 1 pentru orice
n € IN. Pentru fiecare n € IN existd y, € M astfel ca |[u—t,  (y, —y)| < &/2.
Rezulta ca sirul (¢! (y, — »)) este marginit, si deci are un subsir convergent,
adicd existd un gir strict crescator (ny) C IN astfel ca t;, (yn, —y) — uy € X;
este evident c& u, € Tp(M,y). In plus ||[u —u,|| < /2 < e. Deci

Ve>0,3n>0, Vye B(z,n)NM : d(u,Tp(M,y)) <e,
adicd limpssy—q d(u, Tg(M,y)) = 0. Prin wrmare w € liminf, ., Tp(M,y),
ceea ce arata ca in (3.9) are loc egalitate. I

In cazul in care dim X < 0o se poate arata ca pentru orice multime inchisa
si nevida M C X si x € M are loc relatia
liminf conv (Tp(M,y)) = Tc(M, x).
M>3>y—z

Este util de observat ca in cazul multimilor convexe cele trei (chiar patru)
conuri coincid.

Teorema 3.1.6 Fie M C X o multime convexd si & € M. Atunci
To(M,z) =Ty(M,z) =Tg(M,z) = C(M,z). (3.14)

Daca M este con convex atunci C(M,z) = M — RZ. In particular, dacd M

este un subspatiu liniar atunci C(M,z) = M. Daca
M:={ze X |(z,2]) <oy Vi, 1 <i<n}, (3.15)

unden € N*, x7,...,25 € X* si aq,...,an € R, dar I(z) == {i |1 <i < mn,
(T,x}) =y}, atunci

con(M—z)={ue X" | (u,x]) <0 Viel(z)}. (3.16)
Desigur, daca I(Z) = 0 atunci con (M — z) = X.

Demonstratie. Avand in vedere ca pentru orice multime nevida A C X
avem ci con A = con A, {inand seama si de (3.6), putem presupune ca z € M
(sau ca M este inchisa). Fie pentru inceput x € M si u := x — . Aratam ca
u € Te(M,z). Pentru aceasta fie (x,) C M si (¢,) C]0, 00| astfel ca x, — =
si t, — 0. Exista ng € IN astfel ca t, < 1/2 pentru n > ngy. Consideram
Up =T + T — 2xy,; avem ca T, + tpu, = (1 — 2t,)zy, + thz + t,@ € M pentru
orice n > ng, si u, — u. Prin urmare u € To(M, z), si deci M —z C Te(M, ).
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Deoarece Tc(M,Z) este con inchis, din incluziunea precedenta obtinem ca
con (M — z) C To(M, z). Relatia (3.14) rezulta acum din (3.7).

Presupunem c& M este con convex. Deoarece M +R-z = M+ R- 7,
putem considera si in acest caz ca & € M. In aceastd situatie are loc relatia
con(M —z) = M — [0,00[-Z = M — Rz, de unde concluzia este evidenta.
Desigur, daci M este subspatiu liniar atunci M + Rz = M.

Fie acum M dat de relatia (3.15) si z € M. Daca u € con (M — &), adica
u=tlx—x)cut>0, z€M,iarie I(z) atunci

(uyzi) =t (x —z,x]) =t({x,z]) —a;) <0,
si deci are loc incluziunea “C” din (3.16).

Consideram acum u € X astfel ca (u, x}) < 0 pentru orice i € I(Z). Pentru
i€ l(x)sit>0avem ca (T + tu,z}) = (T, z)) + t(u,z}) < a;. Daca i ¢ I(T)
atunci exista ¢; > 0 astfel ca (Z + tu,z}) < «o; pentru orice t €]0,¢;[. Luand
e:=min{e; | 1 <7 < mn, i ¢ I(Z)}, obtinem ca = + tu € M pentru orice
t €]0,¢[, si deci u € con (M — ). Prin urmare (3.16) are loc. I

O multime de tipul celei din relatia (3.15) se numeste multime poliedrala.
Fie M C X multime convexa gi « € M. Tinand seama de (2.21) si de
teorema bipolarei (Teorema 1.5.7), avem ca in acest caz

C(M,x)=—N(M,x)".
Utilizand Consecinta 2.7.2, obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 3.1.7 Fie L C X si M CY doud mulfimi convexe si A € L(X,Y).
Presupunem ca una din urmadatoarele conditii este indeplinita:

(1) ewista xog € L astfel ca Axp € int M,
(ii) X, Y sunt spatit Banach, L, M sunt inchise $i 0 € ric (A(L) — M),
(iii) dimY < oo si 0 € raint (A(L) — M).
Atunci
C(LnATY(M),2) = C(L,x) N A™(C(M, Az)) ¥z € LN A~} (M).
Demonstratie. Formula indicata rezulta imediat din (2.40) si proprietati ile
5) si 8) puse in evidenta imediat dupa definitia polarei (vezi Sectiunea 1.5). 1

La punctul (iv) al Teoremei 3.1.3 am obtinut o estimare pentru conul
Tp (LN 1M, z); in aplicatii, dupd cum vom vedea In cele ce urmeaza, mai
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utila este incluziunea inversa. Estimari de acest tip vom obtine in sectiunea
urmatoare.

Inainte de a incheia aceasti sectiune remarcam ca daca A C X x IR este o
multime de tip epigraf, iar # € A, atunci Tg(A4,z), Ty (A,z) si Tc(A, z) sunt
de asemenea multimi de tip epigraf. Astfel, dacd f : X — R este o functie, iar
Z € X este astfel ca f(Z) € R, atunci Ts(epi f, (z, f(z))), S € {B,U,C}, este
epigraful unei functii (pozitiv omogene), numita (epi-) derivata directionala
a functiei f in Z in sensul lui Bouligand, Ursescu respectiv Clarke; fie aceste
functii Dpf(Z), Dy f(Z) respectiv Do f(Z). Daca f este lipschitziana pe o
vecinatate a lui Z, se obtine cu (relativa) usurinta ca pentru fiecare u € X

Dpf(D)(w) = liming L& F1 = (@)

t10 t ’
Dyf(@)() = lmsup? @H?—f@)
t]0

si

Dc f(z)(u) = limsup Jwttu) = f(x)
r—T,t|0 3

Deoarece T¢ (epi f, (%, f(Z))) este con convex inchis, avem ca Do f(Z) este
functionala subliniara (continua daca f este lipschitziand pe o vecinitate a
lui ). Subdiferentiala in sensul lui Clarke a functiei f in Z se definegte ca
fiind 0D¢ f(7)(0). Utilizand Teorema 3.2.3 se pot obtine formule (mai exact
estimari) pentru derivatele directionale definite mai sus ale unor functii de
forma f 4+ g o h, si deci estimari pentru subdiferentiala in sensul lui Clarke
pentru astfel de functii. In literatura matematici se gasesc multe rezultate
referitoare la programarea matematica, obtinute prin utilizarea, ca instrument
de baza, a subdiferentialei in sensul lui Clarke. In acest capitol vom pune in
evidentd numai rezultate referitoare la probleme de programare matematica
in care functiile care apar sunt Fréchet diferentiabile. Sectiunea urmatoare are
caracter ajutator in aceasta directie.

3.2 Formule de calcul pentru conuri tangente

Concluzia Teoremei 1.10.10 este deosebit de utila pentru calculul, mai exact
estimarea, conurilor tangente la multimi de tipul LN f~(P). Avand in vedere
acest fapt punem In evidenta mai intai cateva conditii suficiente pentru ca sa
fie indeplinita conditia (1.30), si deci sa aiba loc concluzia Teoremei 1.10.10.
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Teorema 3.2.1 (Aubin-Frankowska). Fie X spatiu Banach, Y spativ nor-
mat, D C X multime deschisa, f : D — Y functie F-diferengiabila, M C X
multime inchisa st * € M N D. Presupunem cd una din urmdtoarele patru
conditii este indeplinita:

(1) emistan >0, ¢>0 si a €[0,1] astfel ca D(z,n) C D si
Vee D@,nNM : Uy CVf(x)(Tp(M,z)NcUx)+ aUy; (3.17)
(ii) Y este spatiu Banach, Vf este continua in z, Vf(z) (Tp(M,z)) =Y
$i

lim sup d(u,Tp(M,z)) | =0; (3.18)
M32—% \ yeTy(M,z)NSx

(iii) dimY < oo, Vf este functie continua in T si

V(@) (Te(M,z)) =Y; (3.19)

(iv) dimY < oo, Vf este functie continua in &, Vf(z)(Tp(M,z)) =Y i

Tp(M,z) C liminf Tp(M, x). (3.20)

M>z—Zz
Atunci exista vy, | > 0 astfel ca D(z,v) C D si
Va' € D(z,v)NM, Yy € D(f(z),v), 3x€e DNM
fl@)=ysillz -2 <l-|ly— f@@)].

Demonstratie. (i) Fie ¢ :==2¢ > 0si o := (a+1)/2 €]0,1[. Ardtdm ca
are loc (1.30) pentru n, ¢’ si /. Fie deci z € D(z,n) N M si t > 0. Consi-
deram v € Sy; din (3.17), exista u € Tp(M,x) NcUx si w € aUy astfel ca
v = Vf(z)(u) + w. Deoarece u € Tp(M,x), exista (t,) — 0+ si (up) — u
astfel ca x, := T + t,u, € M pentru orice n € IN. Este evident ca

v=Vf(x)(uy) +Vfx)(u—u,) +w ¥YneN. (3.21)

Deoarece ||ul| <ec <, up — u, t, = 0< 1/t |w]] < a <, existang € N
astfel ca pentrun > ng avem: |ju,|| < ¢, t, < 1/tsi||Vf(x)(u—u,)+tw| < o
Fixdnd un n > ng, (3.21) ne arata ca

v e Vf(x)([t,ool-(M —z)NdUx) + Uy,

adica (1.30) are loc.
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(ii) Aratam ca in aceasta situatie (i) are loc. Observam mai intai ca
(3.18) = (3.20); aplicand Teorema 3.1.5, obtinem ca Tp(M,z) C Tc(M, T).
Prin urmare Tp(M,z) = Tc(M, ), si deci (3.19) are loc. Consideram aplicatia
multivoca

{Vf(Z)(w)} dacd wue€ Te(M,z)

R:X~Y, R(u):= { 0 daca w ¢ To(M,z).

Este clar ca grR = grVf(z) N (Tc(M,z) x Y), si deci gr R este con convex
inchis. In plus ImR =Y. Utilizand Teorema lui Robinson-Ursescu (Teorema
1.8.8), obtinem ca exista p > 0 astfel ca pUy C R(Ux), ceea ce ne aratd ca
exista k := max{1/p,1} > 1 astfel ca

VoeVY, JueTe(M,z) : |ul] <k-|v], Vf(Z)(u)=. (3.22)
Fie a €]0, 1] fixat si

€10,1[, c¢:=k(1+p)>0. (3.23)

o
[ = -
2k(IVf(2)] +2)
Utilizand continuitatea lui V f in z, avem ca exista ng > 0 astfel ca
IVf(z) = V@) <p Voe D@ ), (3.24)
iar din (3.18) obtinem ca exista n; > 0 astfel ca

Vee D@,m)NM, VueTg(M,z), 3ueTg(M,z) : ||lu—al < plal.
(3.25)
Fie n := min{ng,m} si x € D(&,n), v € Uy fixati. Din (3.22) bi;lnem
existenta unui element @ € Tp(M,z) = To(M, z) astfel ca Vf(Z)(u
lla|| < k- |lv|]] < k. Din (3.25) exista u € Tp(M, ) astfel ca ||u — ull
deci ||u|| < ||lu — al| + ||a]| < pk + k = ¢. Consideram

w = V[f(Z)(a) = Vf(z)(u) = (Vf(Z) = Vf(2)) (u) + V(@) —u),
si deci

) =
< pllall;

IVF(@) = V@) - llull + V@) - |la = ull
plk + pk + k- IVA@)]) < pk2+ [IVF(@)1)
a/2 < a.

[[]]

VANRVANNVA

Cum v = Vf(z)(u) + w, am obtinut ca (3.17) are loc.
(iii) Ca la demonstratia punctului (ii), avem ca exista k € [1, 00[ pentru
care (3.22) are loc. Consideram « €0, 1] fixat gi alegem u, ¢ > 0 definiti de
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(3.23), iar 9 > 0 pentru care (3.24) are loc. Deoarece dimY < oo, multimea
Sy este compactad, si deci exista vq,...,v, € Sy astfel ca

Sy clU_B@,%). (3.26)

Pentru fiecare i, 1 < i < p, exista u; € Te(M, ) astfel ca ||u;|| < k- ||| = &
si Vf(Z)(u;) = v;. Din definitia conului T¢ (M, Z), exista n; > 0 astfel ca

Va e D(@,m) N M, YVt €]0,n;] : Blui,p) Nt~ (M =) # 0,
adica
Ve D(E,n)NM, Vtelo,m] @ u €t (M —z)+ puBx. (3.27)

Fie n := min{no, ..., np} > 0. Dorim sa aratam ca pentru 7, ¢ si a determinati
mai sus are loc (1.30). Fie 7 > 0 si « € D(z,n) N M fixati. Consideram
t := min{l/7,u} > 0. Fie v € Sy; din (3.26) avem ca exista 7, 1 < i < p,
astfel ca ||v — v;|| < a/2. Deoarece x € D(z,nm;) N M si t €]0,n;], din (3.27),
existd z; € M si b; € By astfel ca u; =t~ (z; — x) + pb;. Fie v =t~ Y(z; —);
din cele de mai sus avem ca

lull = llui = pbil] < lluwill + pllbill <k +p <,

si deci u € [1,00[ (M — x) N cUx. Consideram

w = v —v+ V(@) (u ) Vf(z)(w)
= v—v +(Vf(Z) = V[f()) (u) + Vf(@)(T-u).
Deci
[Jwll o= vl + V(@) = V(@) - lull + V@) - la—ull

)|
a2+ plk+p) +p- V@) < /2 4+ pk2+ [V F(@)])

VARRVANNVAN

Cum v = V f(z)(u) + w, obtinem din nou ca (1.30) are loc.
(iv) Am observat deja la demonstratia punctului (i) ca (3.20) implica
faptul ca To(M,z) = Tp(M, ), si deci conditiile de la (iii) sunt indeplinite.
Prin urmare in toate cele patru cazuri conditia (1.30) este satisfacuta, si
deci, conform Teoremei 1.10.10, concluzia teoremei are loc. |

O consecinta imediata a acestui rezultat este binecunoscuta teorema a lui
Graves.
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Teorema 3.2.2 (Graves). Fie X, Y spafii Banach, D C X o multime des-
chisa, sih: D —'Y o functie F-diferentiabild pe D astfel ca V f sd fie continud
in T € D. Presupunem ca Vh(Z)(X) =Y. Atunci exista vy, | > 0 astfel ca
D(z,v) C D si

Vue D(z,7), Vy € D(h(z),7), 3z € D : h(z) =y, [|z—ull <I-[ly—h(u)].

Demonstratie. Observam ca luand M := X, conditiile de la punctul (ii)
din teorema precedenta sunt indeplinite. Prin urmare concluzia teoremei are
loc. |

Observam ca relatia (3.18) este indeplinita daca M este multime poliedra-
15. Intr-adevir, fie M definiti de (3.15) cuxf,...,zk € X* siaq,...,an € R,
iar pentru z € M, I(z) == {i | 1 < i < n, (z,2}) = oy}. Fiexz € M
fixat. Daca ¢ ¢ I(Z) atunci exista 7; > 0 astfel ca (z,z]) < a; pentru orice
x € B(Z,n;); ludnd 1 := min{n; | i € I(Z)}, avem ca I(x) C I(Z) pentru orice
x € B(z,n) N M, si deci, din Teorema 3.1.6, avem ca Tg(M,z) C Tp(M,x)
pentru orice z € B(Z,n) N M. Aceasta relatie ne arata ca (3.18) are loc.

O alta situatie in care (3.18) are loc in mod evident este aceea in care M
este subspatiu liniar, deoarece, dupa cum am vazut in Teorema 3.1.6, pentru
fiecare x € M avem c& Tp(M,x) = M.

De asemenea, daca multimile L C X si P C Y satisfac conditia (3.18) in
Z € L respectiv y € P, iar una din multimile L, P este convexa atunci L x P
satisface conditia (3.18) in (z,7). Intr-adeviir, din Teorema 3.1.3 (iii) si Teo-
rema 3.1.6, avem ca Tp(L x P,(z,y)) = Tr(L,z) x Tr(P,y) pentru orice
(x,y) € L x P. Considerand pe X x Y, ca de obicei, norma maximum
([(z, )| == max{||z|,||y|l}), pentru z € X, y € Y, A C X, B CY avem
ca d((z,y),A x B) < max{d(z,A),d(y,B)}. Utilizand aceasta observatie,
obtinem imediat ca L x P satisface (3.18) in (Z, 7).

Punem in evidenta in continuare cateva formule pentru conuri tangente.

Teorema 3.2.3 Fie X, Y spatit Banach, L C X, P C Y multimi inchise,
D C X multime deschisa si g: D —Y o functie F-diferentiabila astfel ca Vg
este continud in ¥ € DN LN g Y (P). Presupunem cd

a) existan, ¢ >0 si a €]0,1] astfel ca

Vee D(x,nNL, Vye D(g(z),n) NP :
Uy C Vg(x)(Ts(L,z)NcUx) — Ty(P, g(%)) + aUy, (3.28)

sau cd

Vy(z) (To(L, 7)) = Te(P,g(2) = Y, (3.29)
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st ca una din urmatoarele doud conditii este indeplinita:
b) dimY < oo gi are loc (3.29),

c) L gi P satisfac conditia (3.18) in T respectiv g(Z), L sau P este convexa
si are loc (3.29).

Atunci
Ty(L,2) N V(@) (Tu(P,9(z))) C T(LNg ' (P),z), (3.30)
Ty(L,z) NVg(z) " (Ts(P,g(z))) C T(LN g~ (P), ), (3.31)
Ty (L,z) N Vg(x) (T (P,g(x))) = Tu(LNg ' (P),), (3.32)
Te(L,z)NVg(x) " (Te(Pg(z)) C Te(LNg ' (P), ) (3.33)

Demonstratie. Consideram pe X X Y norma maximum, amintita mai sus.
Aplicam Teorema 3.2.1 pentru functia f : D xY — Y, f(z,y) = g(x) — vy,
multimea L x P si punctul (z,¢(Z)). Avem ca V f(z,y)(u,v) = Vg(x)(u) — v
pentru (z,y) € D XY, (u,v) € X x Y, iar din Teorema 3.1.3 (iii) avem ca

TC(L x P, ('i'vg(i')) = TC(Laf) X TC(Pag('T))7

TB(L X Pa ('i'a.g(i')) ) TB(Lv'i') X TU(P?g(:Z'))'

Din ultima relatie rezulta ca (3.17) are loc in cazul in care (3.28) este verificata.
Daca (3.29) are loc atunci este satisfacuta conditia (3.19). Aplicand punctul
(i), (ii) sau (iii) al Teoremei 3.2.1, dupa cum este verificata a), b) respectiv ¢),
obtinem ca exista v, [ > 0 astfel ca D(z,v) C D si

(@', y') € D((@,g(®),7) VL x P, ¥z € D(0,7), 3(@,y) € LXx PAD XY :

fay) =2z |l(,y) = @y <1 llz= f" )]l

Luand z = 0 obtinem ca

Va' € D(z,y)NL, Yy € D(g(z),y)NP, 3z € LNng Y(P) :
lz — 2" <1 [lg(z") —/[I. (3.34)

Fie
u € To(L,2)NVg(@) " (Te(P,g(z)), LNg *(P)D (z,) — 7
si (tn) — 0+. Atunci L x P D (zp,9(xn)) — (Z,9(Z)). Deoarece

(u7 Vg(a_c)(u)) € TC(wa) X TC(Pvg(E» - TC'<L x P, (i‘,g(i’))7
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exista ((un,vyn)) — (u, Vg(Z)(u)) astfel ca z, + tyu, € L si g(zy) + thv, € P
pentru orice n. Exista ng € IN astfel ca
Tn + toun € D(Z,7), g(xn) +thv, € D(g(Z),y) Vn > ng.
Din (3.34) avem c& exista &, € L N g~ (P) astfel ca
Zn + thun — Toll <1 |lg(@n + thun) — g(wn) — thvn.
Din Consecinta 1.10.1 avem ca

st bote) Z900) . (20,

si deci, din relatia de mai sus, obtinem c& i, := t,, *(Z, — z,) — u. Deoarece
Tp + tply, = &, € LN g Y(P) pentru n > ng, avem cia u € To(L N g~ 1(P), 7).
Deci are loc (3.33). Incluziunile ‘C’ din relatiile (3.30)—(3.32) rezulta in mod
asemanator. Singura deosebire este ca x, = Z pentru orice n. Incluziunea ‘2’
din (3.32) este data in Teorema 3.1.3 (iv). I

Inainte de a pune in evidenta cateva formule pentru conul tangent in sensul
lui Bouligand la unele multimi care apar mai frecvent in programarea neliniara,
introducem inca o notiune care se va dovedi utila in stabilirea unor conditii
suficiente de extrem. Fie M C X multime nevida gi £ € M; spunem ca M
este aproximatd in T de conul inchis K C X daca exista o functie « : M — K
astfel ca ~

) o) —(r—=
m 2@ -@=32)_, (3.35)
M>3z—z ||z —Z|
adica
Ve>0,35>0, Ve e MNB(z,9) : ||a(z)— (z—2)| <e-|lz—z]. (3.36)

Este evident ca din (3.35) se obtine (in cazul in care z € M \ {Z})

lim lla@)ll =1. (3.37)
M>3>z—Z ”CL’ — .CUH
Sa observam ca daca M este aproximatd in € M de conul inchis K, iar
K C X este con inchis astfel incat K C K atunci M este aproximata in = si
de K. In plus, dacd M este aproximata in & € M de K atunci Tg(M,z) C K.
Intr-adevir, fie o : M — K satisficand (3.35) si u € T(M, z) \ {0}. Exist
(tn) — O+ si (upn) — u astfel ca T + t,u,, € M pentru orice n € IN. Din (3.35)
obtinem ca
. o(TF tyuy) — thuy
lim

n—eo tn|un |

:0’
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si deci u = limt, 'a(Z + t,uy,). Deoarece t,'a(Z + t,u,) € K pentru orice n,
ue K.

Este interesant de observat ca daca X este finit dimensional atunci M este
aproximati in Z de T(M,Z). Intr-adevir, pentru orice x € M \ {Z} exista
a(z) € Tp(M, z) astfel ca

lz — 7 — a(@)|| < ||z — % — ul| + ||z — Z||* Vue Ts(M,z). (3.38)

Punem «(Z) := 0. S& aritim ci o satisface (3.36). In caz contrar, existi
eo > 0si (x,) C M, x, — T, astfel ca

la(zn) = (zn = 2)|| > eollzn — 2. (3-39)

Fie uy := (zp, — 2)/||zn — Z|| € Sx. Cum dim X < oo, trecand eventual la un
subsir, putem presupune ca u,, — u € Sx. Desigur, u € Tg(M,z). Din (3.38)
si (3.39) obtinem ca

eollzn — || < ||zn — T —a(zn)|| < ||xn—Z— ||zn — Z|| uH—i—H:):n—a%H2 Vn e NN.

Impértind prin ||z, — Z| > 0 i trecand la limit, obtinem contradictia g < 0.
Un caz particular important al teoremei precedente este formulat in con-
tinuare.

Teorema 3.2.4 Fie spatiile Banach X, Y, mulfimea deschisa D C X, functia
h:D—Y ¢iM:={x € D]|h(x) =0}. Presupunem ca h este F-diferentiabila
st Vh este functie continua in & € M. Dacda Vh(Z) este operator surjectiv
atunci

To(M,z) =Tp(M,z) = ker Vh(z) = {u € X | Vh(Z)(u) = 0}.
In plus M este aprozimatd in T de Tp(M,z).

Demonstratie. Fie L = X si P = {0}; incluziunea Tp(M,z) C ker Vh(Z)
este data de Teorema 3.1.3 (iv), iar incluziunea ker Vi(z) C Te (M, Z) rezulta
din relatia (3.33) din teorema precedenta. Faptul cd M este aproximata in &
de Tp(M, z) rezulta din teorema urmatoare. I

Un rezultat mai general este dat de teorema urmatoare.

Teorema 3.2.5 Fie spatit Banach X, Y, mulfimea deschisa D C X, si func-
tile g1, ... gm : D — R, h: D — Y. Consideram mulfimea

M:={zeD|h(z)=0, gi(x) <0 Vi, 1 <i<m}
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st & € M. Presupunem cd h este F-diferentiabila si Vh este continud in T,
iar g; este F-diferentiabila in T pentru i € I(Z) si g; este continud in T pentru
i ¢ I(z), unde I(z) := {i | gi(x) = 0}. Daca Vh(Z) este operator surjectiv si

Jue X : Vh(z)(u) =0, Vg(z)(a) <0 Vie I(z), (3.40)
atunci
Ty(M,z) =Tp(M,z) = {u € ker VA(Z) | Vgi(Z)(u) <0 Vie I(z)}. (3.41)
In plus M este aprozimatd in & de Tg(M,Z).

Demonstratie. Fie My := {x € D | h(z) =0, gi(x) <0 Vi € I(z)} ¢
My :={x € D|gx) <0 Vie{l,....m}\ I(z)}; avem ca M = M; N Mo.
Deoarece g; este continua in z pentru i € {1,...,m}\ I(Z), M2 este vecinatate
alui z, si deci Ty (M, z) = Ty (M1, ) si Tg(M, z) = Tp(My, Z). Desigur, daca
I(z) = 0 atunci M = {z € D | h(z) = 0}; din teorema precedenta avem ca
Ty(M,z) = Tp(M,z) = ker Vh(Z). Avand in vedere cele de mai sus, putem
considera ca I(z) ={1,...,m}.

Consideram functia

f:D—=Y xR", f(z):=(h(z),q1(x),...,gm(x)),
i multimile L := X si P := {0} x (—R7). Incluziunea
Tp(M,z) C {u € ker Vh(Z) | Vg;(Z)(u) <0 Vie I(z)}

rezultd din Teorema 3.1.3 (iv).

Fie u € ker Vh(Z) astfel ca Vg;(Z)(u) < 0 pentru 1 <1i <m, si (¢t,) — 0+.
Din teorema precedenta rezulta ca exista (u,) — u astfel ca h(Z + t,u,) =0
pentru orice n. Fie i € I(Z); deoarece g; este F-diferentiabila in z, exista
(%) C R astfel ca 7% — 0 si

9i(T + thun) = ¢i(T + thun) — 9i(T) = t,Vagi(T)(un) + ”yﬁlthunH Vn e N.

Din ipoteza rezulta imediat ca exista n; € IN astfel ca ¢;(Z + thu,) < 0
pentru orice n > n;. Considerand ng := max{n; | ¢« € I(z)}, obtinem ca
(T4 tnun)n>n, C M. Prin urmare u € Ty (M, Z). Am obtinut in acest mod ca

{u € ker Vh(z) | Vgi(Z)(u) <0 Vie I(z)} C Ty(M, z).

Fie acum v € X astfel ca VA(Z)(u) = 0 si Vg;(Z)(u) < 0 pentru ¢ € I(z).
Fie A €]0,1[ si uy := Au + (1 — AN)u. Rezulta imediat ca Vh(z)(uy) = 0 si
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Vgi(Z)(uy) < 0 pentru ¢ € I(z). Prin urmare uy € Ty(M,z) pentru orice
A €]0,1[. Facand A — 0, obtinem ca u € Ty (M, z). Deci relatia (3.41) are
loc.

S& aratam ca M este aproximata in Z de catre Tp(M,z). Observam ca
putem presupune si in acest caz ca I(z) = {1,...,m}. Fie functia f definita
mai sus. Faptul cd VA(Z) este surjectiv si ca (3.40) are loc implica (de fapt
sunt echivalente) cu faptul ca

V(@) (X)+ {0} x R" =Y x R™ (3.42)

(Demonstratia se poate face ca in demonstratia teoremei urmatoare, luand
Tc(L,z) = X.) Consideram aplicatia multivoca

R:X~Y xR", R(u):=VfZ)(u)+{0} x RT.

Este evident cd R are graficul un con convex inchis, iar din (3.42) avem ca
ImR =Y x R™. Utilizind Teorema lui Robinson-Ursescu obtinem existenta
unui p > 0 astfel ca

Uyxrm C V[(Z)(pUx) + {0} x R™ (3.43)

Deoarece f este F-diferentiabila in Z, existda v : D — Y x R™ astfel ca

f@)=f@)+Vf(@)(z—-2)+() [z -z VoeD. (3.44)
Din (3.43) obtinem existenta functiilor 3: D — X si p: D — R} astfel ca

V(@) lz =zl = Vf(2) (B(2) + (0, (), 18)] < plly()]]- [l —2]] V$(€ D)-
3.45
Fie x € M; din (3.44) si (3.45) avem ca

V(@) (z =2+ B(z)) = f(z) = (0, u(x)) € {0} x (~RY),

si deci, din (3.41), v — 2+ B(x) € Tg(M, z). Considerand o : M — Tg(M, ),
a(z) = x—T+[(x), tinand seama si de (3.45), obtinem ca M este aproximata
in z de citre Tg(M, T). I

Conditia (3.40) se intalnesgte in literaturd sub denumirea de conditia de
calificare Mangasarian-Fromovitz.

Luand Y := {0} si h := 0 in teorema precedenta obtinem formula pen-
tru conul tangent la o multime definitd de un numar finit de inegalitati. Sa
observam ca pentru aceasta situatie nu este nevoie sa presupunem ca X este
spatiu Banach.

O situatie mai generala este considerata in teorema urmatoare.
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Teorema 3.2.6 Fie X, Y spatitc Banach, L C X multime inchisa, D C X
mulfime deschisd, gi,...,9m : D — R, h: D =Y func{ii F-diferentiabile ale
caror diferentiale sunt continue in T € M, unde

M:=Ln{zeD|h(x)=0, gi(x) <0 Vi, 1 <i<m}.

Presupunem ca
Vh(z)(Te(L,z)) =Y

St
du e Te(L,z) : Vh(Z)(u) =0, Vgi(z)(u) <0 VieI(z).

Daca dimY < oo sau L satisface conditia (3.18) in Z, atunci
Ty(M,7) = {u € Tp(L,7) | VA(z)(w) = 0, Va:(@)(w) <0 Vi e (@)},
unde I(z) :={i |1 <i<m, ¢g;(x) =0}.

Demonstratie. Ca in demonstratia teoremei precedente, putem presupune
ca I(z) ={1,...,m}. Consideram din nou functia

f:D—=YxR", f(z):=(h(x),qn(x),...,g9m(x))

si multimea P := {0} x (—R7"). Incluziunea ‘C’ din concluzia teoremei rezulta
din nou din Teorema 3.1.3. Pentru a obtine incluziunea inversa folosim Teo-
rema 3.2.3 pentru L, P gi f. Pentru aceasta trebuie numai sa verificam ca

V(@) (To(L, z) — Te(P, f(T))
= (Vh(j)’ v.gl(f)v cee ,ng(f))(Tc(L, j)) + {0} X RT

Fie (v,A) € Y x R™; din ipoteza exista u € Te(L, z) astfel ca Vh(z)(u) = v.
Fie
M =V@)(w)  An = Vgm(T)(u) }
a = max 1 0, —— e — = )
{ Vg1 (z)(a) Vgm(z)(w)
si

o= ({1, fm), unde p; == N\ — Vgi(Z)(u+au) Vi, 1 <i<m.
Din modul de alegere a lui o avem ca p € R si
(v, A) = Vf(Z)(u+ au) + (0, ).

Deoarece T (L, T) este con convex, avem ca u + ot € To(L,Z). Prin urmare
are loc relatia (3.46). |
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3.3 Conditii necesare si conditii suficiente
de optim

Si in aceasta sectiune spatiile X si Y vor fi spatii normate. Consideram prob-
lema de minimizare

(P) min f(z), z € M,

unde f: D — R, iar 0 # M c D C X. In cele ce urmeazi suntem interesati
in a stabili conditii necesare, respectiv conditii suficiente pentru ca z € M sa
fie solutie locala pentru problema (P). Spunem ca T € M este solutie locala
pentru problema (P) daca exista V' € V(Z) astfel ca

f(z) < f(z) Vee MNV; (3.47)

Z este solutie locala stricta daca pentru x # T inegalitatea este stricta in (3.47).
In probleme de programare convexa nu ne-au interesat solutiile locale datorita
Teoremei 2.5.4. Desigur, se poate considera si problema de maximizare

(P) max f(x), x € M.

Rezultatele obtinute pentru problema (P) se transpun imediat pentru prob-
lema (P’) prin simpla inlocuire a functiei obiectiv f cu —f. De aceea in
continuare vom formula rezultate numai pentru probleme de minimizare.

Urmatoarele doua rezultate pun in evidenta utilitatea conului tangent (in
sensul lui Bouligand) pentru stabilirea conditiilor necesare, respectiv sufi-
ciente, de optimalitate in probleme de programare neconvexa.

Teorema 3.3.1 Fie D C X multime deschisa, f : D — R si M C D.
Presupunem ca f este F-diferentiabila in T € M. Daca T este solutie optimd
locala pentru problema (P) atunci

V@) (u)>0 YueTp(M,z).

Demonstratie. Deoarece T este solutie locala pentru (P), exista V € V()
astfel ca (3.47) sa aiba loc. Fie u € Tp(M, z); exista (t,) — 0+ si (up) — u
astfel ca & + t,u, € M pentru orice n € IN. Desigur, T + t,u, — Z, si deci
putem presupune ca I + ty,u, € V pentru orice n. Tinand seama de faptul ca
f este F-diferentiabila in Z si de (3.47), exista (v,) C R astfel ca 7y, — 0 si

0 < f(Z+thup) — f(Z) = t,Vf(Z)(un) + Ynlnl|lunl| Yn € IN.

Impértind prin ¢, > 0 i trecand la limit&, obtinem c& Vf(z)(u) > 0. |



3.3 Conditii necesare si conditii suficiente de optim 179

Teorema 3.3.2 Fie D C X multime deschisa, f : D — R ¢i M C D.
Presupunem ca f este F-diferentiabild in & € M, M este aproximatd in T de
Tp(M,Z) si ca exista m €10, 00[ astfel ca

Vi) (u) >m-||ul| YVueTp(M,z). (3.48)
Atunci
dp, 1 >0, Ve e MNB(z,p) : f(x)> f(@)+1-|z—z|. (3.49)
In particular T este solutie locald stricta pentru (P).
Demonstratie. Presupunem ca (3.49) nu are loc; atunci
¥ne N, 3z, e MNB(7,1) + flan) < f(@) + Llza— 3] (3.50)

Deoarece M este aproximata in Z de catre Tg(M, ), exista o : M — Tp(M, %)
satisfacand (3.35). Deoarece f este F-diferentiabild in z, exista (7y,) C R astfel
incat v, — 0 si

fzn) = f(2) + V(@) (xn — T) + Yllzn — Z|| Vn € N.
Utilizadnd aceasta relatie si (3.50) obtinem ca

allan =zl > V(@) (20— 2) +ynllen - 2|
V(@) (a(zn)) + VI(Z) (20 — T — (@) + vall2n — Z]|
m-[la(zn)|| + VI(Z) (20 — T — a(zn)) + ynllen — 2.

v

Impértind prin ||z, —Z|| > 0 ultima inegalitate si trecand apoi la limiti (tindnd
seama gi de (3.37)), obtinem contradictia 0 > m. Prin urmare concluzia
teoremei are loc. |

Sa observam ca daca dimX < oo atunci M este aproximata in T de
Tp(M, ), iar existenta lui m > 0 satisfacand (3.48) este echivalenta cu

V(@) (w) >0 Yue Tp(M,z)\ {0},

Punem in evidenta acum conditii necesare si conditii suficiente de extrem
pentru probleme cu restrictii date de egalitati.

Teorema 3.3.3 Fie X, Y spatit Banach, D C X o multime deschisd si
f:D — R, h: D —Y functii de clasi C' pe D. Presupunem cd T € D
este solutie locald pentru problema
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(P)  minf(z), h(z)=0
st ca Vh(Z) este operator surjectiv. Atunci exista y* € Y™* astfel ca

Vf(Z)+y*oVh(z)=0. (3.51)

Dacd in plus f si h sunt de clasd C? pe D atunci
V2(f + 4" o h)(Z)(u,u) >0 Vu € ker Vh(Z). (3.52)

Demonstratie. Consideram multimea M = {x € D | h(x) = 0}. Din
Teorema 3.2.4 avem ca Tp(M, z) = ker Vh(z). Utilizand Teorema 3.3.1 avem
cad Vf(z) € (ker Vh(Z))* = (ker VA(z))*. Aplicand Teorema 1.8.11, ultima
multime este tocmai Im (VA(Z))*. Deci exista §* € Y* satisfacand (3.51).

Presupunem acum ca f si h sunt functii de clasa C? pe D; consideram
u € ker Vh(Z). Din aceeagi Teorema 3.2.4 avem ca u € Tg(M, x) si deci exista
tn, — 0+ si (up) — u astfel ca T + t,u, € M pentru orice n. Deoarece T
este solutie pentru (P;), putem presupune ca f(Z + t,uy,) > f(Z) pentru orice
n. Cum f si h sunt de clasa C? pe D, utilizand formula lui Taylor (Teorema
1.10.9), tinand seama si de (3.51), avem ca exista (v,) C R, v, — 0, astfel ca

f(j + tnun) - f(j) = (f + ?j* ° h)(j + tnun) - (f + g* © h)(f)
= t,V(f+ 7" oh)(Z)(un) +
—i—%tivz(f + 5% 0 h)(%) (un, un) + toynun?
= %t?LVQ(f + 7% 0 h)(Z)(tn, un) + tonfun* > 0.
impér‘gind prin t2, apoi trecand la limit#, obtinem concluzia. |

Intirind conditia din relatia (3.52), obtinem si o conditie suficient& pentru
ca T sa fie solutie optima pentru (P).

Teorema 3.3.4 Fie D C X o mulfime deschisa si f: D —- R, h: D —Y
functii de clasd C*> pe D. Consideram ¥ € M := {x € D | h(z) = 0}.
Presupunem ca exista §* € Y* satisfacand (3.51), M este aproximata in T de
catre Tg(M,x) si ca exista m > 0 astfel ca

VA(f + 7 o h)(Z)(u,u) > m-||ul|* Yue Tp(M,z). (3.53)
Atunci
Jp,1>0, Ve e MNB(Z,p) : flx)> f(@)+1-||z—z|> (3.54)

In particular T este o solutie locald stricta pentru problema (Py).
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Demonstratie. Presupunem ca nu are loc concluzia. Atunci
1

Vne N, Jz, e MNB(2, L) ¢ flw) < f@) + [z -7’ (355)
n

Deoarece M este aproximata in Z de catre Tg(M, ), exista o : M — Tp(M,Z)
satisfacand (3.35). Utilizand din nou formula lui Taylor si relatia (3.51), exista
() C R astfel ca 7, — 0 si

flen) = f(&) = (f+7" oh)(zn) — (f+§oh)(z)
= V(f+7 oh)(@)(zn —7) +
+IVEH(f + 7" o h)(Z)(Tn — Ty Tn — T) + Yo |vn — T
= IV2(f + 7" o h)(@)(xn — T, 20 — T) + Yullzn — 2]

Considerand B := V2(f + y* o h)(z), din relatia anterioari si (3.55), obtinem
2z, —2)|> > Blzn — 2,20 — Z) + 29|z, — 2|2

= B(zn— 7 —alzn),zn — T — az,)) + 2B (a(z,),

zn =7 = alan)) + B (a(wn), al(@n)) + 29| zn — 2]
I

AV

m - [lo(@n)|? + 2nllen — 2| = | BIl - |an — 7 — a(zy)
2| B[ - [la(zn)[| - lzn — 7 — a(za)|l

Impértind ultima inegalitate prin ||z, — Z||*> > 0 si apoi trecand la limit
(tinand seama de (3.35) si (3.37)), obtinem contradictia 0 > m. Prin urmare
concluzia este adevarata. I

Desigur, daca dim X < oo atunci existenta lui m > 0 astfel ca (3.53) sa
aiba loc este echivalenta cu

V3(f + 7 o h)(Z)(u,u) >0 Yue Tp(M,z)\ {0}.

Dam acum conditii necesare, respectiv suficiente, pentru probleme cu res-
trictii definite de inegalitati.

Teorema 3.3.5 Fie D C X o multime deschisa si f, g1,...,9m : D — R
functii de clasa C* pe D. Considerdm multimea

M:={zeD|gi(x) <0,...,9m(x) <0} (3.56)

Presupunem ca © € M este solutie locala pentru problema

(P2) minf(a:), gl(JJ) < 0,...,gm($) <0,
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$t ca
Jue X, Viel(z) : Vgi(z)(u) <0,

unde 1(Z) :={i | 1 <i < m, gi(Z) = 0} este multimea restrictiilor active in

Z. Atunci existd A1, ..., A\, > 0 astfel ca
Xigi(Z) =0 Vi, 1 <i<m, (3.57)
$1
Vi@ +Y. AiVei(z) =0. (3.58)
Daca in plus f, g1, ..., gm sunt de clasi C*> pe D atunci
V2 (f+ 300 Nig) (@)(ww) > 0 Vu e Tp(M,5), (3.59)

unde M* :={x € M | gi(x) =0 Vi, A\; >0}.
Demonstratie. Din Teorema 3.2.5 avem ca
Tp(M,z) ={ue X | Vgi(z)(u) <0 VieI(z)}.
Prin urmare, utilizand Teorema 3.3.1, avem ca
Vgi(z)(u) <0 VielI(z) = Vf(z)(u) >0,
adica 0 este solutie optima a problemei de programare convexa (chiar liniara)
(P) min Vf(Z)(u), Vgi(2)(u) <0, i€ I(z).

Aplicand Teorema 2.8.3, exista (A;)icr(z) C [0, 0o astfel ca

0= (&) + 3, MVai(2)) (0) = V@) + 3, MVai(o).

Luand \; := 0 pentru i € {1,...,m} \ I(Z), obtinem ca relatiile din (3.57)
si (3.58) sunt satisfacute.

Presupunem acum ci functiile f, g1,...,gm sunt de clasa C? pe D si fie
u € Tp(M*, ); exista (t,) — 0+ si (u,) — u astfel ca T + tpu, € M* C M
pentru orice n € IN. Deoarece T este solutie pentru (P»), putem presupune
ca f(Z + tyu,) > f(Z) pentru orice n. Cum f si g; sunt de clasi C? pe D,
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utilizand formula lui Taylor (Teorema 1.10.9), tindnd seama si de (3.58), avem
ca exista (7,) C R, v, — 0, astfel ca

F@+taw) = £2) = (F+D00 Xig) @+ tawn) = (F+ D1 Ngi) (@)
= 6V (F+ X Nigi) (0)(un) +

+%t%v2 (f + 2211 Nigi) (Z) (un, un) + t%’YnHUn‘P
= SEVE(f 4+ X1 Xigi) (T) (tn, un) + t2nllunl* > 0.

Impértind prin t2 si apoi trecand la limit#, obtinem ca (3.59) are loc. |

Intirind conditia (3.59) obtinem si o conditie suficienta de optimalitate
pentru (Ps).

Teorema 3.3.6 Fiec D C X o mulfime deschisa si f, g1,...,9m : D — R
functii de clasid C* pe D. Consideram multimea M definitd de relatia (3.56)
§i T € M. Presupunem cd exista A\i,...,Am C [0,00[ satisfacind (3.57) si
(8.58), M este aproximata in T de Tp(M,Zx) si ca exista m > 0 astfel ca

m _ _
V2 (f 42007 Nigi) (@) (u,w) > m[Jul* Yu € Tp(M, 7). (3.60)
Atunci (3.54) are loc. In particular T este o solutie locala stricta pentru prob-
lema (Py).

Demonstratie. Demonstratia acestui rezultat fiind analoaga cu cea a Teo-
remei 3.3.4, o omitem. i

Punem acum in evidenta conditii necesare de ordin intai si doi pentru o
probleméa de optimizare care contine atat restrictii date de egalitati cat si de
inegalitati, precum si restrictii neexplicite (z € L!).

Teorema 3.3.7 Fie X, Y doud spatii Banach, D C X o mulfime deschisd,
L C X o mulfime inchisa, f, g1,...,9m : D — R, h: D —Y functii de clasa
C!' pe D. Consideram multimea

M:=Ln{xeD|h(x)=0, gi(z) <0,...,gm(x) <0}

Fie x € M solutie locala pentru problema
(Py)  minf(z), z€L, hx)=0, gux) <0,....gm(x) <O,

Presupunem ca dimY < oo sau ca L satisface conditia (3.18) in Z,

Vh(z)(Te(L, 7)) =Y
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$1
Ju e To(L,z) : Vh(Z)(u) =0, Vgi(z)(u) <0 Viel(x),

unde I(z) := {i | gi(T) = 0} este mulfimea restrictiilor active in T. Atunci
eristd y* € Y* st A1,..., A > 0 astfel ca

Xigi(Z) =0 Vi, 1 <i<m, (3.61)
$1
V@) + 5" o VA@) + 37 NVei(@) € (Te(L.)" . (3.62)
Dacd in plus T € int L, iar f, h, g1, ..., gm sunt de clasd C*> pe D atunci
V2 (f+g oh+ 3" Ng) (@)(wu) >0 YueTg(M*,5),  (3.63)

unde M* :={x € M | g;(x) =0 Vi, \;>0}.
Demonstratie. Din Teorema 3.2.6 avem ca
Tp(M,z) ={u e Tp(L,z) | Vh(Z)(u) =0, Vg;(z)(u) <0 VielI(z)}.

Prin urmare, utilizind Teorema 3.3.1, avem ca 0 este solutie optima pentru
problema de programare convexa

(Pe)  min Vf(z)(u)+ I,z (w), Vh(Z)(u) =0, Vgi(z)(u) <0, i€ I(7).
Aplicand Teorema 2.8.4, exista (A;)icr(z) C [0, 00 si ¥* € Y™ astfel ca

0 € 8<Vf( T) + Ir,(nz) + ¥ o Vh(Z) +Ze[( )\Vgi(x)>(0)
= Vf(Z)+7 oVh(z +Z€I A\iVgi(Z) + N(To(L, ©),0).

Fie \; = 0 pentru ¢ € {1,...,m} \ I(z). Ca in demonstratia Teoremei 3.3.5,
(3.61) are loc. Deoarece (TC( , )t = —N(T¢(L,7),0), din relatia de mai
sus obtinem si (3.62).

In cazul in care Z € int L, iar f, h, g1,...,gmsunt de clasi C?, demonstratia
relatiei (3.63) se face ca in demonstratia Teoremei 3.3.5. |

In teoremele de mai sus y* s A1, ..., A\ se numesc multiplicatori Lagrange,
iar ultima teorema (mai exact partea care se refera la conditia necesara de
ordinul intai) se numeste Teorema Kuhn-Tucker sau Teorema Karush-Kuhn-
Tucker.

Desigur, se formuleaza cu usurinta si o conditie suficienta de optimalitate
pentru problema (P3) (in cazul in care T € int L).
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In cazul in care Y = IRP, in Teoremele 3.3.3, 3.3.4 i 3.3.7 h este de forma
(hi,...,hp) cu by : D — R, 1 < i < p, iar elementul §* este de forma
(t1,...,pp) € RP. Sa observam ca in acest caz conditia ca Vh(Z) sa fie
surjectiv revine la faptul ca (Vhi(Z))1<i<p este familie liniar independenta; a
se vedea in acest sens Teorema 1.3.7.

3.4 Conditii asimptotice de optim

Incheiem acest capitol punand in evidentd cateva rezultate (interesante) refe-
ritoare la probleme de minimizare, obtinute prin utilizarea principiului varia-
tional al lui Ekeland (Capitolul 1).

Teorema 3.4.1 Fie (X, | ||) spatiu Banach si f : X — R o functie inferior
semicontinud, marginita inferior si G-diferentiabila. Atunci pentru orice e > 0
eristd x. € X astfel ca

fle) <l f@)be s [V < Ve (3.6
Prin wrmare existd (x,) C X astfel ca
flan) — inf f(z) 51 Vf(za) =0 (3.65)

Demonstratie. Fie e > 0; exista xg € X astfel ca f(z¢) < infyex f(z) +e.
Utilizand Teorema lui Ekeland (Teorema 1.2.6) pentru /¢ > 0, obtinem z. €
X astfel ca

f(@e) + VE |22 — zoll < f(wo) <inf f +e,
de unde f(z.) < f(x0), si

flze) < f(z)+ Ve ||z —ae|| Vo eX.

Luand x := z. + tu 1n relatia de mai sus, obtinem ca

fae + tu) — f(x2)
t

si deci Vf(z:)(u) > —+/e - ||ul]| pentru v € X. Prin urmare (3.64) are loc.
Luand € = 1/n, n € IN*, obtinem sirul (z,) C X astfel ca

> —\e|jul| V>0, Vue X,

1 1
inf £(e) < flaa) < inf f@) 4 L V@) < o Ve N

si deci are loc si (3.65). I

Relatiile (3.65) reprezinta de fapt conditii asimptotice de minim.
Are loc gi urmatorul rezultat de existenta a punctelor de minim.
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Teorema 3.4.2 Fie (X,|| ||) spatiu Banach si f : X — R o functie infe-
rior semicontinud, marginitd inferior si G-diferentiabila. Presupunem cd este
satisfacuta conditia Palais-Smale

(PS)  V(xn) CX ai f(zy) —acR, |Vf(z,)| —0, I(z,,) —xecX.
Atunci exista © € X astfel ca f(z) < f(x) pentru orice v € X.

Demonstratie. Din teorema precedentd avem ca exista (z,) C X satis-
facand (3.65). Din (PS) avem ca exista un subsir (z,, ) convergent la z € X.
Folosind faptul ca f este i.s.c., obtinem ca

F(@) < limin f(n,) = inf (),

adica T este punct de minim pentru f. |

Se poate formula un rezultat asemanator celui din Teorema 3.4.1 si pentru
probleme de minim cu restrictii.

Teorema 3.4.3 Fie (X,|| ||) spativ Banach, M C X o mulfime nevida si
inchisa, iar f : X — R o functie marginita inferior (pe M ) si F-diferentiabila
(in fiecare punct din M ). Atunci pentru orice € > 0 exista x. € M astfel ca
flze) < iél{/[f(x)—ke si Vf(ze)(u)++ve-||lul| >0 Vue Tp(M,z.).
xX
. (3.66)
In particular, daca P C Tp(M, z.) este un con convex inchis atunci

Vf(re) € Ve-Ux + P (3.67)

Demonstratie. Consideram g := f + Ip;. Functia g este i.s.c., proprie si
marginita inferior. Luand zg € X astfel ca

< inf = inf
9(zo) < inf g(z) +e= inf f(z)+e,
utilizdnd din nou principiului variational al lui Ekeland pentru 1/ > 0, exista
ze € domg = M astfel ca g(z:) < g(xo) si
9(ze) < g(x) + Ve ||z — || Vo€ X,

adica

flae) < f(x)+ Ve |z —a| Voe M. (3.68)
Fie u € Tp(M, x¢); exista sirurile (z,,) C M si (t,) C]0, 0] astfel ca ¢, — 0,
Up = t; (2, — x:) — u. Deoarece f este F-diferentiabild in z. € M, exista
(7) C R, 7, — 0, astfel ca

J(we + thun) = f(xe) + 1.V f(2e)(un) + atnlunl| Vn e N.
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Luéand z := z. + t,u, 1n relatia (3.68) obtinem ca
f(ze) < f(@e) + taVf(2e)(un) + ntnlunll + SVEE |unl| Vn € IN.

Din aceasta relatie se obtine imediat ca V f(z:)(u)++/c- ||u|| > 0. Prin urmare
(3.66) are loc.

Fie P C Tp(M, x.) con convex inchis. Din (3.66) avem ca 0 este punct de
minim pentru functia convexd X > u — Vf(z:)(u) + v - ||lul| + Ip(u) €R, si
deci 0 este in subdiferentiala acestei functii in 0, adica

0€ Vf(ze) + Ve -Ux - P,

ceea ce arata ca (3.67) are loc. I






Exercitii

Exercitiul 1 Fie f : R* — R o functie i.s.c. proprie cu proprietatea cd
lim g —oo f(z) = 00 (adica f este coerciva). Sa se arate ca existd T € R*
astfel cd f(z) < f(x) pentru orice z € RF.

Solutie. Fie X > inf_ cpe f(x). Din ipotezd avem cid nivyf este multime iInchisi.
Multimea nivy f este marginitd; intr-adevir, in caz contrar existd (x,) C nivaf astfel ca
||zn|| — oco. Dar, din ipotezd, avem ci f(z,) — 0o, contrazicind faptul cd f(z,) < A pen-
tru orice n € IN. Prin urmare nivy f este multime compacta. Aplicind acum teorema lui

Weierstrass pentru fly;y ; obtinem concluzia.

Exercitiul 2 Fie f : R* — R o functie proprie, i.s.c. si mdrginitd inferior,
iarp: RF — [0,00] o functie i.s.c. satisfacand urmdatoarele conditii: p(0) = 0,
p(z1 + x2) < p(x1) + p(x2) pentru orice x1, xo € R si lim 4| —0o P(2) = 00.
Atunci pentru orice e, A > 0 si xz. € RF cu proprietatea cd flze) <inff+¢
existd xy € R* astfel ca

flze), play—z) <X si

fen) < f@)+5pe—2) Vo R

Solutie. Fie X := inf{f(x) | * € R*} € R. Considerim functia

~
—~
8
-
IA

9: R =R, g(x) = f(2) + {ple — o).

Deoarece f si p sunt i.s.c., g este de asemenea i.s.c.; in plus, deoarece g(x) > A+ oz —xe),
avem c& lim ;|- g(x) = co. Din Exercitiul 1 (sau utilizand teorema lui Weierstrass) rezulta
ci existd ) € R” astfel ca g(x2) < g(x) pentru orice x € R*, adici

flza) + %p(m —z:) < f(z) + ip(:v —z.) Yz e R".

Prin urmare .
fzx) + Xp(m —x) < f(ze) < fza) + 6

de unde urmeazi ci f(zx) < f(z.) (deoarece p > 0) si p(zx — z:) < A. De asemenea,
obtinem ca

f(@2) < f(@)+ 5 (p(a = 22) = plar = 2.)) < f(2) + Sp(e —22) Vo€ R

Exercitiul 3 Fie X un spatiu normat finit dimensional si A C X o mullime
nevidd si convexd. Sd se arate cd raint A # (), raint A = raint A, raint A = A,
iar pentru orice a € raint A §i T € A avem cd |a, x| C raint A.

189
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Solutie. Fara a restrange generalitatea putem presupune ca 0 € A. Fie Xo := lin A.
Daca Xo = {0} atunci A = {0} si proprietatile din enunt sunt evidente. Fie deci dim X > 1.
Deoarece dim Xy < dim X < oo, avem ca X este subspatiu liniar inchis; putem inlocui pe X
prin Xy, sau altfel spus, putem presupune ca lin A = X; in aceasta situatie raint A = aint A.
Pentru a dovedi relatiile din enunt este suficient, avand in vedere Teorema 1.4.3, sa aratam
cd aint A # (), deoarece X fiind finit dimensional avem c& aint A = int A.

Deoarece lin A = X existd o bazd {e1,...,ex}, k > 1, a lui X de elemente din A.
Elementul z := i(el + -+ er) € aint A. intr—adevér, fiex = Mer + -+ e € X si
§ := min{ g, - -, grrx }5 atunci pentru orice t €] -6, [ avem cd Z+tx € A. Prin urmare
T € aint A.

Exercitiul 4 Fie f : R" — R o functie cvasiconvexd si T € R". Pentru
u € R™ consideram functia f, : R — R, fu(t) = f(Z +tu). Sd se arate ca

& fyesteds.c.in 0 Yue R,

f este s.s.c.ink & f, este s.s.c.in 0 Yuée R™

f este i.s.c. in

8

Daca R" se inlocuieste cu un spativ normat infinit dimensional nici una din
proprietatile de mai sus nu este adevaratd (in general).

Solutie. Este evident ca implicatiile “ = ” au loc. Sa presupunem ca f, este s.s.c. in 0
pentru orice u € R™ gi fie R 2 A > f(Z) = f.(0). Din faptul c& f, este s.s.c. in 0 rezultd
imediat cd T € aint (nivyf). Functia f fiind cvasiconvexd, nivyf este convexd; deoarece
dim R"™ < oo, obtinem ca Z € int (nivy f). Prin urmare f este s.s.c. in Z.

Sa presupunem ca f, este i.s.c. in 0 pentru orice u € R". Presupunem, prin reducere la
absurd, ci f nu este i.s.c. In Z. Atunci existd R 3 A < f(Z) astfel ca Z € nivy f. Prin urmare
nivyf # 0. Fie a € raint (nivyf) (# 0 din Exercitiul 3). Utilizind Exercitiul 3 obtinem c&
la, Z[ C raint (nivaf) C nivyf, contrazicand faptul ca functia fo—z este i.s.c. in 0. Deci f
este i.s.c. In Z.

Daca X este un spatiu normat infinit dimensional atunci exista ¢ : X — R o aplicatie
liniard care nu este continud. Este evident cd ¢ este cvasiconvexd (chiar convexd), iar ¢,
este continua pe R pentru orice u € X.

Existenta aplicatiei liniare ¢ de mai sus se poate dovedi in modul urmator: Fie (e;)icr
o bazd algebricd a lui X; schimband eventual e; prin e;/||e;||, putem considera ci |je;|| = 1
pentru orice ¢ € I. Deoarece I este infinitd, putem presupune ca IN C I, iar inlocuind X
prin lin{e, | n € IN}, putem considera ci I = IN. Pentru orice z € X existd n € IN si
Ao, - -+, An € R astfel ca x = A\peg + - - - + Aneyn. Consideram

X > R =S ke
¢: X =R, p(x) Zkfo k
Este evident ca ¢ este bine definita si liniara. In plus
sup{|p(z)| | l|z| <1} = sup{[e(en)| | n € N} = sup{n | n € N} = oo,

ceea ce arata ca  nu este continua.
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Exercitiul 5 Fie X spatiu normat si f : X — R o functie convexad, iar
A > infiex f(x). Sd se arate ca

aint {x € X | f(z) <A} ={z e X | f(z) <A},
tar daca f este continud atunci
int{ze X | f(zr) <A}={xe X|f(z) <A}

Solutie. Fie T € X astfel ca f(Z) < Asiz € X. Dacd f(Z+z) < X atunci tx € nivaf—2
pentru ¢t € [0,1[, iar dacd f(Z + ) > X atunci tx € nivyf — T pentru ¢ € [0,Z[, unde
t:= m%% Deci Z € aint (nivy f).

Sa aratam acum ca are loc incluziunea inversa. Deoarece A > inf f, exista xg € X astfel
ca f(xo) < A. Fie Z € aint (nivyf). Existd ¢ > 0 astfel ca x := Z + t(Z — z0) € nivaf.
Obtinem astfel ca

1 t 1 t 1 t
E—— —— i T) < —— —— — — A=
1+tx+1+tx0§lf(x)_1+tf(x)+1+tf(xo)<1+t)\+1+t/\ A,

T =

ceea ce dovedeste gi incluziunea inversa.
Daca f este continua, atunci

int (nivaf) D{x € X | f(z) < A} #0,
si deci, cum nivy f este multime convexa, int (nivy f) = aint (nivy f).

Exercitiul 6 Fie X spatiu normat si A, C C X submultimi conveze nevide
astfel ca int C' # 0. Sd se arate cd int (A + C) = A+ intC. Dacd in plus
ANint C # 0 atunci ANC = ANC. In particular, dacd C este un con convex
cu interior nevid atunci C + int C' = int C.

Solutie. Deoarece A + int C' = UaeA(a + int C'), multimea A + int C' este deschisa.
Obtinem astfel cd A+ int C C int (A + C). Fie T ¢ A+ int C. Deoarece multimea A + int C
este nevidd, convexa si cu interior nevid, existd z* € X* \ {0} astfel ca

(Z, ") < (a,z") + (c,z") Va€ A, VceintC.

Intrucat C' C int C, obtinem ci (Z,z*) < (z,z*) pentru orice # € A + C. Prin urmare
Z ¢ int (A + C), ceea ce dovedegte cd int (A+ C) = A+ int C.

Presupunem acum cd A NintC # @. Cum incluziunea ANC C AN C este evidents
(si adevaratd firad nici o presupunere asupra multimilor A si C), si dovedim incluziunea
inversi. Fiard a restrange generalitatea, putem presupune cd 0 € A Nint C (ficind even-
tual o translatie). Fie pc : X — R functionala Minkowski asociatd multimii C'. Din
Consecinta 1.4.2 avem ca pc este continua si

intC={ze€X|pc(z)<1}, C={zeX|pc(z)<1}.

Fie z € AN C; existd (z,) C A astfel ca z, — z. Deoarece pc este continus, avem ci
pc(zn) — po(z) < 1. Dacd multimea P := {n € IN | pc(zn) < 1} este infinitd, atunci
zn, € AN C pentru orice n € P gi deci x = limpep x, € ANC. Daca P este finita atunci
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existd ng € N astfel ca pc(z») > 1 pentru orice n > ng. Cum z € C, avem ci pc(zn) — 1.
Pentru fiecare n > ng consideram Z,, := mwn. Deoarece A este convexa i 0, x, € A,
avem cd T, € A. Cum pc(Zn) = npe(zn)/(npc(zn) + 1) < 1, avem ca Z, € AN C pentru
orice n > ng. Insi Zn — =, si deci gi in acest caz avem ci x € ANC. Deci ANC =ANC.

Presupunem acum c& C' este con convex cu interior nevid; avem ca int C' = int C. Din

cele de mai sus, ludnd A = C', avem ca

C+intC=C+intC =int (C +C) =intC = int C.

Exercitiul 7 Fie X spafiuv normat, Xo, X1 C X subspatii liniare si ele-
mentele ai,...,ap € X, 01,...,05 € X*, o1,...,ap € R, unde p, k € IN*.

a) Daca X este inchis i dim X1 < oo atunci Xo+ X1 este inchis.

b) Dacd X este inchis i C = {38 Nia; | \i >0 Vi, 1<i<p}, atunci
Xo + C este con convex inchis. In particular C' este con convex inchis.

c) Xo+{z € X | (z,0i) < a; Vi, 1 < i < k} este multime converd
inchisa.

Solutie. a) Fie Pr: X — X/ X, proiectia canonicd. Deoarece Pr(X1) este subspatiu finit
dimensional al spatiului normat X/Xg, Pr(X;) este multime inchisa (vezi Consecinta 1.4.4).
Din Teorema 1.7.2 obtinem ca Xo + X1 este multime inchisa.

b) Este evident c& Xy + C este con convex. Demonstram prin inductie dupa p faptul ci
Xo + C este multime inchisa.

Fie p = 1. Dacad a1 € Xo atunci Xo + C = Xo, si deci Xo + C este multime inchisa.
Presupunem c& a1 ¢ Xo. Consideram sirul (u,) C Xo + C, u, — u € X. Existd
(zn) C Xo, (tn) C [0,00[ astfel ca un, = xn + tna1 pentru orice n € N. Daci t, — oo
atunci —imn — a1, de unde obtinem contradictia a1 € Xo = Xo. Prin urmare (tn) contine
un subsir marginit, si deci contine gi un subsir (¢n, )reny convergent la ¢ € [0,00[. Prin ur-
mare x, — u —ta; =: x € Xo, ceea ce arata cd u = x + ta1 € Xo + C. Deci afirmatia este
adevarata pentru p = 1.

Presupunem acum cid afirmatia este adevarata pentru p > 1 si sd o dovedim pen-
tru p + 1. Ca si pentru p = 1 consideram doua situatii. Presupunem pentru inceput ca
—ai,...,—apt1 € Xo + C; atunci, dupa cum se poate verifica usor,

Xo+C = X0+lin{a1,...,ap+1}.

Deoarece dim(lin {a1,...,ap+1}) <p+1 < oo, din a) obtinem ci Xy + C este un subspatiu
liniar inchis. Presupunem acum ci existd i astfel ca —a; ¢ Xo + C; fard a restrange genera-
litatea putem presupune ca ¢ = p+ 1. Fie

5 = {ijl/\iai

Din ipoteza inductiva avem c& Xo+C este multime inchisa. Fie (un) C Xo+C, up —u € X.
Existd (zn) C Xo + C, (tn) C [0, 00] astfel ca up = zn + thaps+1 pentru orice n € IN. Daci
tn, — oo atunci Xo +C > imn — —ap+1, si deci —apt1 € Xo + C C Xo + C, absurd. Deci

Ai >0 Vi, 1§i§p}.

(tn) contine un subsir (¢, ) convergent la t € [0, c0[. Prin urmare x, — u—tap+1 € Xo+ C,
ceea ce aratd cd u = (u — tapt1) + tapy1 € Xo + C. Deci afirmatia este adeviratd pentru
p+ 1. Am obtinut astfel ca Xo + C' este multime inchisa pentru orice p > 1.
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c) Fie B :=={z € X | (z,pi) < a; Vi, 1 < i < k}. Dacd multimea E este vidi este
evident cd are loc concluzia. Presupunem deci cd E # (). Consideram aplicatiile

T,A: X — R", T(z):=((z,01),...,(x,01)), Alx) :=a—T(z),

unde o := (aq,...,ax) € RF. Este evident ci T este un operator liniar continuu. Prin
urmare A este continuu si T(Xo) este un subspatiu liniar al lui R*. Rezultd ci T(Xo)
este inchis. Considerand P := {y € R* | y; > 0Vi, 1 < i < k}, avem cd E = A"'(P)
si A(E) C P. Fie (un) C Xo+ E, up — u € X. Existd (zn) C Xo §i (2n) C E astfel ca
Upn = Tn+ 2z, pentru orice n € IN. Prin urmare T'(Xo)+ P 3 A(zn) —T(xn) = A(u,) — A(u).
Din b) avem cd T(Xo) + P este multime inchisd, si deci A(u) € T(Xo) + P. Deci existd
zo € Xo astfel ca A(u + xg) € P, adicd v € Xo + E. Prin urmare Xo + F este multime

inchisa.

Exercitiul 8 Fie X un spatiu Hilbert real, xo € X \ {0}. Sa se arate ca
Pla) :={z € X | L(z,z0) < a},

unde a € [0,7)2], este con convex inchis. In plus P(a)° = P(1/2 — a).

. e o €T Y ~ .
Solutie. Amintim ca Z(z,y) := arccos M Fara a restrange generalitatea putem

[l - 1yl
presupune cid |[zo]| = 1. Este clar cd dacd A € R si ¢ € P(a) atunci Az € P(a). Fie

z, y € P(«a); atunci
(z,20) 2 [l2]| - cos e, (y,wo) = |lyl| - cos e,
si deci
(@ +,20) > (lo]l + gl - cosa > o+ y]l - cosa.
Prin urmare z + y € P(«a). Faptul cd P(«) este multime inchisa este imediat.
Sa observam ca

Pla) = {z=Xxo+ueX|A=(z,x0), u=1z— Axo, (x,20) > ||z] - cosa}

= {Mzo+u|A>0, (u,zo) =0, A > /A2 + ||ul]|? - cosa}

= {Azo+ulA>0, (u,z0) =0, Asina > ||ul| - cosa}.

Prin urmare

PO) = Do |32 0}, P(F) = Do +u| 220, (uw0) =0},

Avand in vedere faptul ci P(a) este con, avem ci P(a)° = P(a)". Ardtidm pentru
inceput c& P(0)* = P(n/2). Fie v = A\vo si y = puxo +v, cu A, u > 0, {v,20) = 0. Atunci
(x,y) = A >0, si deci P(n/2) C P(0)". Fie acum y € P(0)". Existd 4 € R si u € X astfel
ca (u,xo) =0, y = pxo +v. Avem ci (zo, pxo +v) = p > 0, ceea ce aratd cd y € P(n/2).
Prin urmare P(0)" = P(r/2).

Consideram acum « €0, 5[. Fie z € P(«) si y € P(n/2 — a). Din cele aratate mai sus
avem ca existd A\, p > 0, u, v € X astfel ca

z=Axo+u, (u,zo)=0, Asina > |jul|-cosq,
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y=pzo+v, (v,z0) =0, Acosa > ||v|| -sina.
Prin urmare avem c& Ay > ||u|| - ||v]|. Obtinem ca
(@,y) = A+ (u,0) 2 A = [Juf - [Jo]| = 0.

Rezultd ci y € P(a)™, si deci P(n/2) C P(a)*.
Fie acum y € P(a)™; existd u € R si v € X astfel ca (v,z0) = 0, y = pzo + v. Daci
v =0, cum zo € P(a), avem c& (zo,y) = (zo,puxo) = p > 0, si deci y € P(n/2 — a).

Presupunem ca v # 0 si consideram x := x¢ — _SM® . Atunci @ € P(a), si deci
[[vll
v|| - cosa
sin a sin «
., . - || > 0.

Obtinem astfel ca psin(mw/2 —«) > ||v]] - cos(7w/2 — &), adicd y € P(w/2 — ). Deci si in acest
caz avem ca P(a)t = P(n/2 — a).
Mai observam cd int P(a) = {& € X | Z(z,z0) < a}, iar P(«a) este punctat dacd si

numai dacd « € [0,7/2].
Exercitiul 9 Sa se arate ca
P .= {(az,y,z) €ER?|z,2>0, 222> y2}

este con convex si inchis, iar Pt = P. (P se numeste cornetul de inghetata,
ice cream cone in terminologia englezd.)

Solutie. Fie 2o = (1,0,1). Cu notatia din exercitiul precedent, avem c&

T+ 2 1
2 —0=
2242 +22 0 V2

= {(m,y,z)€R3|m+220, (m+z)22m2+y2+22}
= {(:c,y7z)€R3|:E+z20, 21:221/2}:1:’.

P(m/4)

{(w,y,z) eR?

Concluzia rezulta imediat din exercitiul precedent.

Exercitiul 10 Fie X spatiu normat, ¢ € X*\ {0} §i 0 < a < ||¢||. Sa se
arate ca multimea C := {x € X | p(x) > allz||} este con convez, inchis,
punctat, cu interior nevid, iar C*t = [0,00[-(¢ + aU*) = R4 - D(p, ).
Solutie. Fie f: X — R, f(z) := allz|| — ¢(z). Este evident ci f este o functionald
subliniard continua. Prin urmare C' este con convex inchis. Daca z, —x € C atunci
e(z) = allzll, —p(z) =¢(—z) > al| - z|| = allz]],

si deci, prin adunare, obtinem c& 0 > 2al|z||, adicd z = 0. Deci C este punctat. Deoarece
a < |||, exista x € X astfel ca afz|| < ¢(x), si deci 0 > inf f. Prin urmare, utilizand
Exercitiul 5, avem ca

intC={zxeX| flz)<0=f(0)} #0.
In plus, utilizind Consecinta 2.8.2, avem ca
N(C50) = Ry - 9f(0) = Ry - (al” — ),

gi deci CT = —N(C;0) = Ry - (¢ + aU").
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Exercitiul 11 Fie functia
f:000,1] = R, f(z):= [y VI+ (2(t)2dL
Sd se arate cd f este functie convexd, de clasd C* pe C[0,1], si
L au 1 uv
v :/4———ﬁ,V2 , z/ dt
A AV e f@)wo) = | i

pentru orice u, v € C[0, 1].

Solutie. Considerdm X := C[0,1]; X este spatiu Banach relativ la norma Cebisev:
lu]| ;== max;cjo,1] |u(t)| pentru u € X.
Fie functia ¢ : R — R, ¢(t) := V1 + 2. Avem ci
Pt =t1+1)72, J(t)=1+1)73, ()= -3t(1+*)"F VieR.

Rezultd cd ¢ este (strict) convexd deoarece ¢''(t) > 0 pentru orice ¢ € R. Din aceastd
observatie convexitatea lui f este imediata. Utilizdnd formula lui Taylor pentru functii de
variabild reald, avem cd pentru orice ¢, 7 € R existd 6 €]0, 1] astfel ca

p(t+7) —p(t) —¢' ()T = 39" (t +67) 72,
si deci
lp(t+7) —p(t) = () 7| < 572, Vi, TER.

Fie z, u € X elemente fixate. Inlocuind in inegalitatea de mai sus ¢ prin z(¢) si 7 prin

u(t), t € [0,1], si apoi integrand pe [0, 1], obtinem
1 1
U 1 2 1,0
) — —dt| < = u”dt < =||lul|”.
s [ < [ G

Aceastd inegalitate aratd ca f este F-diferentiabild in = si V f(z) are expresia din enunt. S&
ardtam ca V[ este diferentiabild. Avem ci pentru orice t, 7 € R existd 6 €]0, 1] astfel ca

t+71) = (1) =" ()T = 59" (t + 07) 7"

flx+u) =

"

Din expresia lui "’ dats mai sus obtinem c& | (t)| < 3 pentru orice t € R. Prin urmare

avem ca
' t+7)— ') —¢" () 7| < 372, Vt,T€R.
Notand B(x) aplicatia biliniara definita prin
uv

B(z): X x X - R, B(z)(u,v) ¢=/ m:c?)—u/ﬁdt’

din relatia anterioara, ca mai sus, obtinem ca pentru x, u, v € X avem
1
3 3
|(Vf(z+u) = Vf(z) - B(x)(u,)) (v)| < 5/ u?foldt < §HU«||2||UH Va,u,v € X,
0

si deci
3
IVf(@+u) = Vf(x) - Blx)(u,-)|| < §||UH2 Vo,ueX.
Prin urmare Vf este F-diferentiabild pe X si V2f(z) = B(z) pentru orice 2 € X. Din

a

expresia lui V2f(x) si expresia lui ¢ se obtine cu usurinti ci V2f este Lipschitzians de

constantd Lipschitz 3. Deci f este de clasi C? pe X.
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Exercitiul 12 Fie functia

foLYN0,1) — R,  f(z):= [y T+ (z(t)2dt,

L'(0,1) fiind spatiul Banach al (claselor) functiilor integrabile Lebesgue pe
intervalul [0,1] inzestrat cu masura Lebesgue. Sa se arate ca f este functie
convexd si diferentiabild Gateauz pe L'(0,1), cu

Vf(x)(u):/olﬁtﬂdt, Yue L'(0,1),

insd f nu este Fréchet diferentiabild in nici un punct din L'(0,1).

Solutie. Notam X := L'(0,1); X este spatiu Banach relativ la norma: ||u| := fol lu(t)| dt
pentru u € X.

Utilizand functia ¢ definitd in solutia exercitiului precedent, tinand seama si de faptul
ca @ este convexa, avem ca f este convexa si

—Irl <) T <@t +17) —p(t) < |7Vt T €R,

inegalitatea din stanga fiind evidenta, iar cea din dreapta verificindu-se cu ugurinta. Fixam
z,u € X gi un sir (7,) C R astfel ca 0 # 7, — 0, si considerim functiile g,, g (definite
aproape peste tot, pe scurt a.p.t.) date de formulele

V1t (z+1mu)? — 1+ 22 U

= ™ I g

Este evident cd lim,—o0 gn = ¢ a.p.t., iar din inegalitatea de mai sus obtinem ca |gn| < |u]
a.p.t. pentru orice n € IN. Utilizand teorema lui Lebesgue (vezi [41]) obtinem c&a

nh_)H;o fol gdn dt = fol gdt

Am obtinut astfel ca f este G-diferentiabild in = si V f(x) are expresia din enunt.
Fie x € X; aratam ca f nu este F-diferentiabila in . Putem presupune ca x este finita
a.p.t. Avem atunci ca

[0,1] = UmenAm, unde A, :={t €[0,1] | |z(t)] < m}.

Cum limy,— 0o mes(Ap ) = 1, existd mo € IN* astfel ca mes(Am,) > 3. Insi

tT

\/1+(t+7)27\/1+t2fw

_ 72 . 2t + 7t
VIFt+r)2+ VIt VIFERG1+E+m)2+VI+2)? )’
iar pentru 7 = n, [t| < mo, avem cd

n
—

T 1
> 57
VIHE+7)2+VI+82 21+ (n+mg)? 2
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262 + 7t < mo ) n + 2mo . mo
T V/THm2 T+ (n—me)?  \J1+mZ
V14t (\/1 +E+7)?+ V1 +t2) Mo ftmo Mo

limitele fiind considerate pentru n — oo. Deci exista no > mo si €0 > 0 astfel ca

\/1+(t+n)2—\/1+t2—\/%250n Vit e Amy, YN > no.

Pentru fiecare n > mng existd o submultime masurabild B, a multimii A, astfel ca
mes(B,) = 1/n%. Consideram functia

n dacd t€ By,
un 1 [0,1] > R,  un(t) ._{ 0 daci te[01]\B.

Avem c8 ||un|| = 1/n — 0. Din inegalitatea de mai sus obtinem ci

1 1
U
1+ (z+un)?—/1+22 - —— dtzeo/ Up dt = ol|unl|,
/o <\/ \/ V14 a? 0

ceea ce arata ca f nu este F-diferentiabild in x.

Exercitiul 13 Utilizand functii convexe, sd se arate ca:

b b 11
ab < —+ — Va,be (0,00 Vp,g€lo0f, ~+ - =1,
p q P q

egalitate avand loc daca st numai daca o = b4, si

'CL' PEEEEY x
Tt > Yxy-xy, Yne N\{0,1}, Yai,...,z, € [0,00],
n
egalitate avand loc daca st numai dacd x1 = -+ = xy,.

Solutie. Functia f : R — R, f(t) = e’ este strict convexd. Deci, pentru a, b €]0, 0o],
a” # b7, sip, g €]l,00[, 1/p+1/g=1, avem ci

ab = f(%lnap +%lan) < %f(lnap) + %f(lan) = %ap + %bq.

Prin urmare afirmatia facutd are loc. Afirmatia este evidentd in cazul in care a = 0 sau
b=0.

Functia g :]0,00[— R, g(t) = —Int este strict convexd. Fie n € IN \ {0,1} si numerele
Z1,...,Tn €]0,00], nu toate egale. Obtinem astfel ci
1+ -+ Tn 1 1 1 1
S O i I e =g (7x1 +'”+*$n) < =g(z1)+- -+ =g(xzn) = —In Y1 Zn,
n n n n n
si deci
2 S L I ey
n
Este evident ci inegalitatea de mai sus rdméane valabild gi in cazul in care x1,...,Z, € [0, 00|,

si nu toate sunt egale. Afirmatia din enunt este acum evidenta.
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Exercitiul 14 Fie aq,...,a, >0 (n > 1) astfel ca oy + -+ a, < 1. Sa se
arate cd functia f :]0,00["— R, f(z):=z{* 25?22, este concavd. Dacd
o)+ -+ an <1 functia f este strict concava.

Solugie. Observam ca

0 ’ 0? (i —1
@) = 2w, gk = ),
iar pentru i # 7,
(92f aiaj

Functia f este concavd (adicd —f este convexd) daci si numai daci d®f(z) este negativ
semi-definitd pentru orice z € ]0, oo[", adica

noai(oa —1 0y n n
Z-ﬂM“?”Z Gy <0 Ya €0, 00", Yu = (ui,. .., un) € R",

x? 1<i<j<n TiTj
sau echivalent,

n 2 n
2 n
iU | — u; <0 VueR"™.
(Zi:]_au) Zizlau - u

Demonstram aceasta inegalitate prin inductie dupa n € IN*. Pentru n = 1 inegalitatea este
evidenta. Presupunem cé ea este adevaratd pentru n si o dovedim pentru n + 1. Avem

n+1 n+1 2
( E aiui) — E aiu; =
i=1 i=1

2

= (41 — Qny1)Unyr + 2004 1Un 1 E ot t ( E . 1oziui) - g Gt
= 1=

1=

2 2 2 n 1 n 2
= (@n+1 = ans) [un+l Cl—anm un+1zi:1a1ul * (1 — any1)? (Ziflo”m) +
2 2
QXnt1 " ar " R T " 02
A (30 i)+ (30 ) =30

2 1 n 2
= (41 — @ny1) | Unt1 — T Untl E oo |+
— On41 =1

1w [ (S0 ) - 527 ]

<0

unde B; := a;/(1 — any1); ultimul termen este negativ din ipoteza inductivd, deoarece
n
S = () /(1 ) < 1
Dacd a1 + -+ + a, < 1, ca mai sus, rezulti c& d> f(x) este negativ definitd pentru orice

x €]0,00[", si deci f este strict concava.
Exercitiul 15 Fie functia

"
f:]0,00[x]0,00["—= R, f(t,z) = =—,

i=1Li
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unde p € R\ {0}. Sa se arate ca functia f este strict convexa pentru
p €] —00,0[U]n + 1,00[ §i convexa pentru p =mn+ 1.
Fiece R" i A :={z €]0,00[" | (z,c) > 0}. Sa se arate ca functia

_ (=P
|
este strict convexa pentru p > n + 1. Funciia g a fost utilizatd de Karmarkar

in stabilirea algoritmului sau de punct interior. (Se poate ardta ca g este strict
convexda chiar pentru p > n.)

g:A—R, g(x)

Sa se arate de asemenea cd functia
h:]0,00"—= R, h(z)=—=—

este strict convexd.

Solutie. Obtinem cu ugurinta ca

of P af 1
E(tzx) = zf(tvx)v aixi(t:x) = _;if(tvm):
0 -1 d? 2 d?
) = P sy, T = Sreo). gl = —Lftea),
iar pentru i # 7,
o f 1

Deoarece f(t,x) > 0 pentru orice (¢,z) €]0,00[ % ]0,00[", faptul cd f este strict convexa
(convexa) este echivalent cu faptul cd urmatoarea forméa patraticd este pozitiv (semi-pozitiv)
definita:

plp—1) » no2 4 nop 1
——’5 —u; — 2 su; + 2 — Ui U
2 * Zi:l 2" Zi:l zit * Zl§i<j§n$i$j L

sau, echivalent, cd urméatoarea forma pétraticd este pozitiv (semi-pozitiv) definita:

1%182 + Zj:12u? — 2Zj:18ui + 221§i<j§nUin.

Matricea asociata ultimei forme patratice este

I, - | -1
P
-1 2 1 1
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Pentru a studia pozitivitatea formei patratice asociate matricei A trebuie sa determinam
valorile sale proprii. Determinantul A, := det(Aln+1 — A) este

—1 —1 1 1 1
Azt 1 1 A—bo x4l oAl gl
1 A=2 -1 . -1 1 A—1 0 0
1 1 A=2 - -1 |_ 1 0 A-1 0

1 D - 1 0 0 - A-1

Dezvoltand dupa ultima linie, obtinem ca
An=(=1)Ans = (A=1)"1 (A + ;) ,

si deci

>
3
I

A= D" A — (n— (A= 1) (/\ + ;)
n+

A=)t [/\2— <n+2—1>)\+1— 1].
p p

Fie A1, A2 radacinile polinomului din paranteza patrata. Cum celelalte radacini ale polino-
mului caracteristic sunt egale cu 1, forma p#traticid consideratd este pozitiv (semi-pozitiv)
definitd daci si numai dacd A1, A2 > 0 (A1, A2 > 0). Pentru p < 0 avem ca

M+A=n+2-1/p>0, MAd2=1—(n+1)/p>0,

gi deci A1, A2 > 0. In cazul p > 0 radacinile A1, A2 sunt strict pozitive (pozitive) daca
si numai dacdi p > n+ 1 (p > n+ 1). Prin urmare f este strict convexi daci si nu-
mai dacd p €] — 00,0[{U]n + 1,00[ si convexd pentru p €] — co0,0[U[n + 1,00[. Deoarece
g(z) = f({z,c), ), iar aplicatia = — (x,c) este liniard, rezultd imediat cd g este (strict)
convexd pentru (p >n+1)p>n+1.

Deoarece h(z) = f(1,z) (pentru p = n + 2), obtinem imediat cd h este strict convexa.

Exercitiul 16 Fie X, Y spatii normate st T € L(X,Y). Sa se arate ca
functia
fY —R, f(y) := inf{[z]| | Tz =y},

este o functionala subliniara. Daca in plus T este operator deschis atunci
dom f = X gi [ este continud.
Solutie. Fie

]| daca Tz =vy,

F:XxY —R, F(z,y) ;:{ too  dack Tz £y

Este evident ca functia F' este convexa, iar f este functia marginala asociata lui F'. Prin
urmare f este convexa. In plus, pentru A > 0siy € Y avem

oo 1230w 1] [ (3) )
Anf{flull | Tu =y} = Af(y).

f(y)
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Dacéd T este operator deschis, atunci existd p > 0 astfel ca pUy C T(Ux). Prin urmare
Vy e pUy, 3z € Ux : Tx =y,

si deci f(y) < 1 pentru orice y € pUy, ceea ce antreneazd faptul cd dom f = Y si f este

continua.

Exercitiul 17 Fie X, Y spatii normate si f : X x Y — R o functie convexd
proprie. Sa se arate cd daca f este continud in (zo,yo) € dom f atunci

Prx« (0f(wo,y0)) = 9f(-;y0)(x0) si Prys (0f(zo0,%0)) = df(z0,")(%o)-

Solutie. Fie (z*,y*) € 0f(x0,y0); este evident ca z* € f(-,yo)(zo) siy* € df (o, ) (yo),
chiar fara ca f sa fie continud in (zo, yo).

Fie deci z* € 9f(-,y0)(z0). Deoarece f este continud in (zo,yo) € dom f, f1((zo,v0),")
este finitd, subliniard si continud. In plus, deoarece z* € Af(-,y0)(x0), avem ca

(x, 2"y < fxo+z,90) — f(20,90) Vz € X,

si deci

(z,2") < fi((z0,%0), (z,0)) Vz € X.
Considerand subspatiul liniar X x {0} al lui X X Y si aplicatia liniard ¢o : X x {0} — R,
vo(z,0) := (z,z"), avind In vedere inegalitatea de mai sus si Teorema lui Hahn-Banach,
exista ¢ : X x Y — R aplicatie liniara astfel ca

90|X><{0} = Yo §1 @(l‘7y) S f_@_((xo,yo), (l',y)) V(xay) € X xY.

Din aceastd inegalitatea, deoarece f' ((zo,%0),") este continud, obtinem c& ¢ este continua,
si deci ¢ € 9f(xo,y0). Ludnd y* := ¢(0,-) € Y* obtinem ca (z*,y*) € 9f(zo,y0). Prin

urmare z* € Prx=(0f(zo,y0)). Rezultd ci are loc concluzia.

Exercitiul 18 Fie X spatiu normat, (an)n>1 C X §i (Ap)n>1 C [0, 00[ astfel
ca Y ol A = 1. Consideram functiile:

foi X =R, fa(@) =Y Mo —agl’, ne N,
§i
fiX R, @)=Y Mlz—al®
1) Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente: a) 300 1 A\nllan||? < co (adicd
0edomf), b)domf #0, ¢)dom f=X.
2) Dacd 322 Anllan||? < oo atunci f este finitd, convexd si continud.

3) Presupunem cd o2 Anllan|? < oo. Atunci pentru orice x € X are
loc:

Ve>0,3n. € N, Vn>n. : 0f(z) COfn(x)+eU*, Ofn(x) C Of(x)+eU”,

adica sirul de multimi (0 f,(x)) converge in sens Hausdorff la Of(x).
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Solutie. 1) Este evident c& c¢) = a) si ¢) = b).
b) = ¢) Fie zo € dom f; prin urmare > - An||o — an||* < co. Fie z € X fixat. Atunci

2 2 2 2
le = aull® < (o — zoll + llzo — anl)® < 2 (I — 2ol + o — an)

Obtinem astfel ca
=37 Mlz—anl? < 2lz—20l?+2Y " Anllmo—an® = 2|z —zo|*+2 *
F@ =) Mlle—anl® < 2lz—wo*+2) " Anllwo—an|® = 2|z —aol* +2f(z0), ()

ceea ce arata ca r € dom f.

Luand zo = 0 in demonstratia de mai sus avem ci a) = c).

2) Presupunem ci Y - An|lan||* < co. Din 1) avem ca dom f = X. Este evident ca
limp oo fn(z) = f(z) pentru orice z € X. Cum f, este functie convexi pentru orice n € IN,
utilizdnd Teorema 2.1.2 (iii), avem ci f este convexd. Aplicand relatia (*) pentru zo = 0,
obtinem ca

flz) <2+2f(0) Ve eU.
Cum oo > f(z) > 0 pentru orice € X, rezulta ca f este finita si continud pe X.

3) Fie 37 Anllan||® < co siz € X fixat. Deoarece fn, f sunt convexe i continue avem
ca Ofn(x), Of(x) sunt multimi nevide, convexe si w*—compacte (deci mérginite si inchise).

Fie u € U; pentru fiecare t €]0, 1[ avem ci

flat+tu) = f(o) = fala+tu) = ful@)+ D N (ot tu— aul® o — i)
Insa

‘Z:o:nH)‘k (llz + tu — ak||* = ||z — akHQ)‘

< Yo el tu—anl = anl) - e+t - anl] = o - axll|

o0 oo 2
< > el 2wl el -l < Y (@l 1+ fasl)® +1)
<

dull (@Il +2Y0" M+ Aelladl?).

Deoarece seriile Zn>1)‘n si Zn>1>‘n“a"”2 sunt convergente, pentru € > 0 existd n. € IN*

astfel ca - o
2 2 A A *<e
@2l +2)D> 0 M+ Ml <e

Prin urmare, pentru orice u € U, t €]0,1[ si n > n. avem ci

fn(@ +tu) = fulz) —etllul| < fz +tu) — f(z) < fale +tu) — fo(z) + etful].
impér‘gind prin ¢ si trecand apoi la limita pentru t — 0 obtinem

Fri(zyu) —ellull < filxsu) < frp(z;u) +ellul| Yo e U, Vo> ne.

Desigur, inegalitatea de mai sus se extinde la orice v € X. Din inegalitatea din dreapta
obtinem ca df(x) C Ofn(x) 4+ U™, iar din cea din stanga dfn(z) C df(x) +eU™.
Exercitiul 19 Fie X spatiu normat, f : X — R o functie convezd, i.s.c. si
proprie, iar p > 0. Consideram regularizata Hausdorff a functiei f definitd
prin

fuCop): X =R,  fy(o,p) :=inf{f(y) +plz -yl |y € X}.
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1) Pentru orice p > 0 functia fr(-,p) este fie identic —oco, fie este con-
vexd, finitd si lipschitziand de constanta Lipschitz p. In plus pentru py < po

avem ci fr(- ) < fu(spo) < f i limy oo frr(a, 1) = f(x) pentru orice
rzeX.

2) Fie xo € X fizat. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente: a) 0 f(xo)N

NuB* # 0, b) f(xo) = fu(xo, 1), ¢) fu(zo,p) € R si 0f(xo, ) = Of (w0)N
NuB*.

Solutie. 1) Observam c& fu(-,u) = fOu|| - ||. Prin urmare fu (-, 1) este functie convexd
si dom fu(-,u) = X. De aici rezultd cd dacd fm(-, ) ia valoarea —oo atunci este identic
—o00. Presupunem acum ca fg (-, u) nu ia valoarea —oo; deci functia este finitd. S& ar&t&m
ca este lipschitziana, de constanta Lipschitz p. Fie 1, z2 € X. Pentru € > 0 exista y1 € X
astfel ca

fu(@r,p) > f(y1) + pller =y —e,

si deci
fu(z2, 1) — fu(z1,p) < f(y) + pllze — il = f(y1) — pllzr — vl + & < pllwe — 21| + e

Cum ¢ > 0 este arbitrar, obtinem ca

Jr(xe, 1) — fa(zi, p) < pllze —z1.

Schimband elementele x1 si x2 intre ele obtinem c& fu (-, u) este lipschitziand, de constantd
Lipschitz pu.

Este evident ci pentru 0 < p1 < p2 avem cd fu(-,p1) < fu(,p2) < f. S& dovedim
acum ultima afirmatie de la 1). Mai intai sd observam ca, deoarece f este convexi, proprie
gl i.s.c., existd ™ € X™ gi v € R astfel ca

J(@) > (w,27) + Vo e X.
Fie T € X fixat si R > A < f(Z). Deoarece f este i.s.c. in T, existd p > 0 astfel ca f(z) > A
pentru z € D(Z, p). Fie i := (A + ||z”|| — v — (&, 2"))/p. Obtinem ci pentru p > i au loc

fu(@,p) = min{ inf  (f(y) +pllz —yll), inf (f(y)+u||xy||)}

yED(z,p) y&D(z,p)

>  min inf (A + pl|lz — , inf LYy 4ol —
{yen(z,p)( pllz —yll) ygD(i’m((y )+ 4+l yl)}

> min {\ inf {(z,2") + t{u,2") + v+ pt |u € S, t > p}}

> min {\ inf{(Z,2") +v+t(a— =) [t > p}}

>\

Prin urmare lim, .o fu(Z, 1) = f(Z). Cum T € X este arbitrar, concluzia are loc.
2) Fie 20 € X fixat si g : X — R, g(z) := f(x) + pllz — x0||. Este clar ci, daca
zo € dom f,
9g(xo) = 0f (x0) + pU™.

a) = b) Din relatia 9 f(zo) NpU™ # 0 obtinem ci zo € dom f si 0 € dg(xo). Prin urmare

f(zo) = g(xo) < g(x) Vo€ X,
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si deci f(zo) = fu(zo, ).

b) = c¢) Din cele aratate mai sus si din ipotezd avem ci —oco < f(xo) = fu(zo, 1) < 0.
Deci fu(xo, 1) € R. De aici, tindnd seama de 1), rezultd cd fz (-, u) este convexa si continud.
Prin urmare 9f(zo, ) # 0. Cum fu (-, 1) este o convolutie exactd in zop = xo + 0, avem,
conform Consecintei 2.4.3, ¢& dfu(zo, n) = 0f(x0) N uU™.

¢) = a) Deoarece fy(zo,n) € R, din 1) avem c& fg(-, 1) este convexd si continud. Prin

urmare Of(xo, 1) # 0, si deci a) are loc.

Exercitiul 20 Fie X spatiu normat, f : X — R o functie convezd, i.s.c. si
proprie, iar u > 0. Consideram regularizata Yosida a functiei f definita prin

B X =R, fy(o) =it { F)+ 5o~ ol

yEX}.

1) Pentru orice p > 0 functia fy(-,pu) este este convexa, finita si con-
tinua. In plus pentru 0 < p1 < po avem ca fy (- pu1) < fy(pu2) < f si
lim,,—oo fy(z, 1) = f(x) pentru orice x € X.

2) Presupunem ca X este spatiu Banach reflexiv si strict convex. Atunci
exista J, : X — X (unic) astfel ca

fr(a.) = F(0u@) + Sl = J@)|* Ve € X,

iarlimy,—.o Jy, () = « pentru orice x € dom f. Daca in plus X* este strict con-
vex atunci fy (-, ) este G-diferentiabila in orice punct x € X ¢i V fy(x,pu) =
= pFx(x — J,(z)) pentru orice x € X, unde Fx : X — X* este aplicatia de
dualitate a lui X.

3) Daca X este spatiu Hilbert atunci fr(-, 1) este diferentiabila Fréchet.
Solutie. 1) Deoarece f este convexd, i.s.c. si proprie, existd z* € X™ si v € R astfel ca
f@) 2 (z,2") +v Vo eX. )

Prin urmare pentru fiecare x € X,
F@) + Sl —yl® 2 Slle =yl = l2"l| - o =yl + (@,2") +7v Vye X, (%)

si deci fy (-, ) > —oco. Deoarece fy (-, pn) = fO4] ||?, dom fy (-, ) = dom f + X = X; deci
fy (-.p) este finitd. Intrucat functia f este convex, iar ]| ||? este convexd i continui, avem
cd fy (-, p) este convexd si continud. Inegalitatea fy (-, pu1) < fy(,p2) < f este evidentd
pentru 0 < p1 < p2. Demonstratia faptului cd lim,—.o fy (z, 1) = f(z) pentru orice z € X
este complet analoaga celei din Exercitiul 19.

2) Daci X este strict convex, din Teorema 2.4.8 (v), avem c& aplicatia & ||* este strict
convexa si deci functia X > y — f(y) + §lly — z||*> € R este de asemenea strict convexi.
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Din (*) avem cé aceastd functie este si coerciva, si i.s.c. deoarece f este astfel. Prin urmare,
deoarece X este spatiu reflexiv, existd un unic element x, € X astfel ca

Pr(@w) = flau) + 5 llas — . (**)
In plus, din Consecinta 2.4.3, avem ca

Ofy (2, 1) = 01 (o) N pFx (3 — 2,.). (%)
Consideram operatorul J, : X — X, J,(z) := z, . Relatia (**) ne arata ci formula din

enunt are loc. Fie z € dom f fixat, iar > 0. Din (°) si (**) avem c&
(Tu(@),2) + 7+ B Ju(@) = l® < fy (@) < f(),
si deci, pentru  := f(z) — vy — (z,z*), avem ca
%HJM(SE) —al* = [|2"|| - [|Ju(z) =z =9 <0 V>0
Obtinem astfel ca

2]l + /llz*[I* + 2pn

[ Ju(2) — 2| <

Trecand la limita pentru o — oo, obtinem c& lim,, .o Ju(z) = .

Presupunem acum c& X* este strict convex. Din Teoremele 2.4.9 si 2.4.8 (iv) avem ci
aplicatia de dualitate Fx este univocd. Din (***) avem ca dfy (z,n) = {uFx(z — Ju(x))}
pentru orice € X. UtilizAnd Consecinta 2.4.4 obtinem ca fy (-, u) este G-diferentiabila si
V fy (z, 1) = pFx(x — Ju(x)) pentru orice z € X.

3) Fie acum X spatiu Hilbert; in acest caz Fx(z) = z pentru orice z € X. S ardtam
cd fy (-, p) este F-diferentiabild in Z. Fie z € X. Avem ci

(22, p1(T~ Ju(@)) < frlow) — fr(@p)
J(@) + §I1Iu(@) = o|* = 1(Ju(@) = E19.(@) - 2l

= (o —2.u(@ — Ju@) + Sl — 2l

IN

De aici este evident ci fy (-, u) este F-diferentiabild in Z si V fy (T, u) = (T — Ju(T)).
Exercitiul 21 Fie functia ¢ : Ry — Ry cu proprietatea cd ¢©(0) = 0, unde
Ry := Ry U{oo}. Consideram functia
¢ Ry — Ry, ¢ (y) :=sup{zy —¢(z) |z € Ry}

Sa se arate urmdtoarele:

a) Functia ©* este bine definita, ¢*(0) = 0, iar ¢** = convp, unde
conv ¢ este acea functie 1 : Ry — Ry a carei epigraph este conv (epiy).

b) Fie X spatiu normat si f : X — R, f(x) := ¢(||z|]). Atunci pentru
orice x* € X*, f*(x*) = o*(||z*||) iar f**(x) = **(||z||) pentruz € X.

¢) Presupunem ca functia ¢ este crescatoare, p(x) > 0 pentru x > 0 i
1 =conv ¢. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente: 1) exista x > 0 astfel ca
P(z) >0, 2) Y(x) >0 pentru orice x > 0, 3) liminf, . ¢(x)/z > 0.
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Solutie. a) Din faptul cid ©(0) = 0 g1 p(y) > 0 pentru y > 0 se obtine imediat c&
©*(0) = 05i *(z) > 0 pentru xz > 0, ceea ce aratd ci ™ este bine definitd. Fie prelungirea
@ a lui ¢ definita prin @(z) = co pentru z < 0. Pentru z < 0 avem c&

@* () = sup{zy — d(y) | y € R} = sup{zy — ¢(y) | y > 0} =0,
iar pentru x > 0
@"(x) = sup{zy — @(y) | y € R} = sup{zy — ¢(y) | y > 0} = o™ (x).

Prin urmare, pentru x < 0

~ ko

" (x) = sup{zy — ¢"(y) | y € R} > sup{zy | y < 0} = oo,
iar pentru x > 0
¢ (x) = sup{zy—@"(y) |y € R} = max {0,sup{zy — ¢ (y) | y > 0}}
= max{0,9" " (z)} = ¢ " ().

Cum ¢ > 0, avem ca @** = conv @; utilizand calculele de mai sus obtinem c& ¢** = conv (.
b) Pentru z* € X™ avem c&

[ (@) = sup{(z,2") —@(||lzl]) | z € X} =sup{(z,2") —p(t) |z € X, t >0, ||z| =t}
= igg‘lﬂgt((m,x*)—w(ﬂ):iglg(tllw*ll—w(t)):so (™) -

Relatia f**(z) = ¢ *(]|z||) rezulta in mod asemanitor.

¢) Presupunem acum ca ¢ este crescitoare, ¢(z) > 0 pentru x > 0 si notdm ¢onv ¢ prin
1. Este evident ca 0 < ) < ¢, si deci 1(0) = 0. Implicatia 2) = 1) este clara.

3) = 2) Fie 2a := liminf, .o p(z)/x > 0; existd atunci p > 0 astfel ca p(z) > ax
pentru x > p. Fie x > 0 astfel ca ¢(x) = 0; prin urmare (z,0) € epit) = conv (epiyp) C R
Utilizand Teorema lui Carathéodory (Teorema 1.3.1), pentru fiecare i € {1,2,3} existd
sirurile (%), (x%), (t4) C R+ cu AL+ X2 + X3 =1, p(z}) < ti, pentru orice n € N
si 1l < i < 3, astfel ca Z Aozl — s Z X t’ — (z) = 0. Fara a restrange
generalitatea, putem presupune ca

zh —x' €Ry, th, —t' €Ry, Ny — A €[0,1], Mozl — y' € Ry si Aoth, — 7° € Ry

Desigur, X' +22+ 2% =1, y +y2 4y =z sit' +724+72 = 0. Prin urmare 7' = 72 = 73 = 0.
Daci A' > 0, deoarece )\Zt — 0, rezultd ci t' = 0, §1 deci cp(xn) — 0. Avand in vedere ca
np este crescatoare, din 1poteza avem ci 1n acest caz x;, — x' = 0, care la randul sau implica
= 0. Daci A\ = 05siy" > 0, atunci z!, — co. Existd n; €N astfel ca x!, > p pentru
n 2 n;. Prin urmare pentru n > n; avem ci t, > ga(xn) > axh, si deci Aith > aizh, ceea
ce antreneazi faptul ci 0 = 7° > ay’ > 0, absurd. Prin urmare y' = y? = y® = 0, i deci
z =0.
1) = 3) Presupunem ci liminf, .. ¢(x)/z = 0; atunci existd (z,) C R4 astfel ca
Tn — 00 §1 ©(Tn) = AnZn cu an — 0. Fie 2 €]0, 00[; existd n, € IN astfel ca x,, > x pentru
n > ng. Fie A\, := z/z, €]0, 1] pentru n > ng; atunci

A (Zn, o(Tn)) = (2, anz) € conv (epiy) C epie,

ceea ce antreneazd faptul cd (z,0) € epit. Prin urmare i(z) = 0 pentru orice x > 0.

Demonstratia este completa.
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Exercitiul 22 Fie X spatiu normat, f : X — R o functie proprie, Z € dom f

sith € X*. Fieg: X - R, g(x) := f(x) — (x,7*). Consideram urmdtoarele

asertiuni:

a) f este (slab) i.s.c. in T, ¥ € dom f*, f* este (Gdteauxr) Fréchet

diferentiabild in =* i V f*(z*) = Z.
b) 9(z) = infg(X) si (wn = 7) @0 — T dacd g(z,) — g(2), adicd (g, X)

este (slab) Tihonov bine pusa.

= f(@).

¢c) [7(z) =
Sa se arate ca a) = b) = c¢). Daca in plus f este convexd atunci a) < b).
Solutie. b) = c¢) Avem c&
z")]

&
= f(@) < f7(@).

l9(x) > 9(3) Yz € X] 7 €0f(3) & [ €domf” 5 f(2) = (3,5") — f'(
Cum inegalitatea inversa are loc intotdeauna, avem ca f**(z) = f(Z).
z"). Inlocuind eventual

Atat in cazul a) cit i b) avem cd " € dom f* gi T € If"(T")

functia f prin -

h:X >R, h(z):=f(z+z)+ (@) {(T+=z1")
(deci h™(2") = f*(Z" +2") - f*(¥") — (%, 2")), putem presupune ca z = 0, " =0, f*(0) =0
$i 0 € 9f*(0), ceea ce si facem 1n continuare. In aceastd situatie g = f. Se obtine imediat cd

f(z) > f(z) > f(0)=0 Vz € X.
a) = b) Considerdm pentru inceput cazul in care f este i.s.c. in & = 0 i f* este Fréchet

diferentiabild in Z* = 0. Deoarece V f*(0) = 0,
Ve >0, 38(e) >0, V' € X™, ||z"]| <6(e) : f (") <e|z”|.

Consideram functia
p(t) =inf{et | € >0, d(e) > t}.

¢: R+ — Ry,

Este clar ca ¢(0) = 0 si p(t1) < p(t2) pentru 0 < ¢; < t2; in plus
@) <e(llz7]) va© e X7

Din aceasta relatie, utilizand si Exercitiul 21, rezulta ca
¢ (lzll) VoeX.

@) = (ol ) (=)

Din definitia lui ¢ avem ca, pentru 7 € R,
sup{tt —¢(t) |t € Ry} =sup{t(t —¢) |t € Ry, € >0, §(e) >t}

¢ (1)
sup [6(e) max{0, 7 — e}] > 0 = ¢ (0).

e>0
0 pentru 7 > 0. Deoarece ™ este convexd, conform Teoremei 2.1.4 (ii),

In plus p* (1) > R
aplicatia ]0,00[3 7 — ©*(7)/7 € R este cresci-toare, si deci ¢ este crescitoare pe [0, 00|
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Fie (zn) C X astfel ca f(zn) — inf f = —f*(0) = 0 (cel putin un astfel de sir existd).
Presupunem cid z, 7 0. Atunci existd o > 0 astfel ca P := {n € IN | ||zn|| > a} este
multime infinita. Prin urmare

flzn) > 7 (xn) = ™ (Jzn]) > ™ (@) >0 Yn € P,

ceea ce contrazice faptul c¢d f(rn) — 0. Deci z, — 0. Deoarece f este i.s.c. in Z = 0,
obtinem ca 0 < f(0) < liminf f(xz,) = 0, adicd f(0) = 0. Am obtinut astfel ca f(z) > f(0)
pentru orice z € X si f(xzn) — f(0) = =z, — 0.

Presupunem acum c& f este w-i.s.c. in T = 0, f* este Gateaux diferentiabild in z* = 0
st Vf*(0) = 0. Fie (zn) C X astfel ca f(zn) — inf f = —f*(0) = 0 (cel putin un astfel
de sir existdl). Aritdm ci x, — 0. In caz contrar existd z* € X* astfel ca P := {n € N |
(zn, ") > 1} s8 fie infinitd. Atunci

Frtz™) > (zp, tz") — f(an) >t — f(xn) VE>0, Yn e P.

Trecand la limitd pentru n — oo (n € P), obtinem ca f*(tz*) > t pentru ¢t > 0, si deci
0 = Vf*(0)(z*) > 1. Aceasts contradictie arati ci z, — 0. Cum f este w-i.s.c. in 0,
obtinem cd 0 < f(0) < liminf f(x,) = 0. Am obtinut astfel cd f(z) > f(0) pentru orice
€ X si f(zn) — f(0) = z, = 0siin acest caz.

b) = a) daca f este convexd. Inferioara semicontinuitate (slab& si tare) a functiei f in
Z = 0 este evidentd deoarece f(0) = inf f (= —f*(0) = 0).

Presupunem pentru inceput ca z, — 0 dacd f(z,) — 0. Fie functia

o Ry —Ry, o) =nf{f(z) |z €X, ||z =1}.

Este evident cd ¢(0) = 0, iar ¢(t) > 0 pentru ¢ > 0 (intr-adevar, dacd ¢(t) = 0, atunci exista
(zn) C X astfel ca f(zn) — 0si ||zn]| =t pentru orice n; din ipotezd avem ci z, — 0, si deci
t = 0). In plus aplicatia 0 < t — @(t)/t €]0, 0] este crescitoare, si deci si @ este crescitoare.
Intr-adevir, fie 0 < 7 < t i © € X astfel ca |lz|| = t. Atunci ¢(7) < f(Fz) < T f(x), ceea
ce aratd cd o(7)/7 < p(t)/t. Cum limi—oo p(t)/t = sup{e(t)/t | t > 0} > 0, utilizind
Exercitiul 21, obtinem c& ¢**(t) = conv(t) > 0 pentru orice ¢ > 0. Presupunem ci
limejo ™ (t)/t > 0. In acest caz existii a > 0 astfel ca ¢ (t) > at pentru orice t > 0, si deci
@ *(a) = sup{at — > () | t > 0} = 0, absurd. Prin urmare lim¢ o ¢ (t)/t = 0.

Din constructia lui ¢ avem cd f(z) > ¢(||z||) pentru orice z € X, si deci, utilizind din
nou Exercitiul 21, avem ca 0 = f*(0) < f*(z*) < ¢*(||z"||) pentru orice z* € X*. Prin

urmare limg«_o[f*(z*) — f*(0)]/||=*|| = lim¢j0 ™ (¢)/t = 0, ceea ce aratd ca f* este Fréchet
diferentiabild in 0 gi Vf*(0) = 0.
Presupunem acum ci z, — 0 daci f(z,) — 0. Fie 2* € X* fixat. Presupunem ci

f*(0,2%) > 0, adicd existd p > 0 astfel ca f*(tz*) > tu pentru orice t > 0. Rezultd ci
f*(£2*) > L pentru orice n € IN*. Deci existd (z,) C X astfel ca

el el o1, o1 . g * *
>~ (xn, — (xn, - = n) >0V N™.
- _n<x x)>n<x x") n>f(x) n e ™)

Rezulta cid (x,,z") > p pentru orice n € IN*, ceea ce aratd ci (x,) nu are nici un subsir
convergent slab la 0. Presupunem cé (z,) contine un subsir (2, ) marginit. Din (*) obtinem

ci 0 < f(@n,) < ||Tn, || - [|2*||/nx — O, si deci, din ipotezs, =, — 0, absurd. Prin urmare
oy = ||zn|| — co. S& presupunem ca limsup,,_, . an/n < co. Fie t, := /a, (— o) si
Yn = imn; desigur, [|yn|| — 0o0. Avem cd 0 < f(yn) < if(xn) < 22[z"|| — 0. Prin

urmare f(y,) — 0, iar din ipotezi avem ci yn — 0, contrazicand faptul c& (]|y»||) este sir
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nemarginit. Deci limsup,, ., an/n = co. Fie (ny) C IN® un sir strict crescitor astfel ca

O, /np — oo. Consideram ty 1= o, //1k (— 00) i yp = iwnk; desigur, ||yx|| — oo.
Avem ca
0< J(n) < —Flan,) < 2 ") = —=la"]| 0
= JWk) = te k= teng - Mk ’

Prin urmare f(yx) — 0, i deci yx — 0, contrazicand faptul ci (yi) este nemirginit.

Din cele de mai sus rezultd c& f*/, (0,z*) < 0 pentru orice z* € X*. Aceasta ne arati
cd 0 € aint (dom f*), si cum f*;(O7 -) este subliniard (si finitd In acest caz), rezultd ca
f*.(0,2%) = 0 pentru orice z* € X*. Prin urmare f* este Gateaux diferentiabild in 0 si

V£*(0) = 0.

Exercitiul 23 Fie X un spatiu normat si f : X — R o functie i.s.c., convexd
st proprie. Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) limyj) oo f(2) = 00;

b) nivyf este multime marginita pentru orice X > inf,cx f(x);

¢) existd A\ > infyex f(z) astfel cd nivyf este multime mdrginitd;

d) ezista o, f € R, a> 0, astfel ca f(x) > a||z| + B pentru orice x € X ;

e) lminfy,| o f(z)/|2] > 0;

f) 0 € int (dom f*).

In plus, dacd p, q €|l,o0f, 1/p+ 1/q = 1, atunci urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

g) liminf, _o f(2)/[|2||P > 0;

i) existd a, B € R, a >0, astfel cd f(x) > al|z||P+ 5 pentru orice x € X ;

j) exista a, B € R, a > 0, astfel ca f*(x*) < al[z*||? + 5 pentru orice
e X .

Solutie. Este evident cd d) = e) = a) = b) = ¢); aceste implicatii au loc pentru functii
arbitrare.

c) = b) Fie 29 € X astfel ca f(zo) < Asi A> . Fiet:= (A= X)/(A — f(z0)) €]0,1] si

r € nivyf. Avem ca

Fltwo+ (1 — t)2) < £ (o) + (1 — ) f(x) < tf(wo) + (1 — HA = A.

Deci N3 5 Fzo)
- — f(zo .
7)\—]”(91:0) - x0 + 7)\—1‘(:50) -x € nivy f,
de unde obtinem ca B
)\ — f(:[o) oo £ )\ — )\ .
T € ST F(zo) nivy f TP F(wo) To.
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Prin urmare nivy f este multime marginitd. Concluzia are evident loc pentru A < X. (Ob-
servam ca s-a utilizat numai convexitatea lui f.)

b) = a) Demonstratia rezultd imediat prin reducere la absurd (fira nici o conditie asupra
lui f).

e) = d) Deoarece €) are loc, existd a, p € R, o > 0, astfel ca f(x) > «||z|| pentru orice
z € X, ||z|| > p. Deoarece f este convexa, proprie si i.s.c., din Teorema 2.2.4 avem c4 exista
z* € X* gi v € R astfel ca f(x) > (x,z*) + v pentru orice z € X. Prin urmare

f@) = =zl - 2" +v = —pllz"| +7 V2 e X, [z <p.

Luand 3 := min{0,v — p|[z*||}, d) are loc.
a) = e) Presupunem cé e) nu are loc. Atunci existd (zn) C X astfel ca ||zn| — oo si
limp— oo f(zn)/||zn]] = 1 < 0. Rezultd c& pentru orice k € IN* existd nj, € IN astfel ca

VneN, n>ny : ||z >k si f(za)/lzal < 1/k,

si deci existd (ng)ren+ C IV sir strict crescitor astfel ca ||zn, || > k2 si f(Zn,)/||Zn, || < 1/k
pentru orice k. Fixm Z € dom f si considerim ty := ||z, ||/k > ksiyx = (1— i)i’—k imnk
Atunci ||yg|| — oo si

P < (1= 5 ) £@) + 1 flom,) < 1+ max{o, f(2)},

lk 2
ceea ce aratd cd implicatia a) = e) are loc.

d) = f) Fieg: X — R, g(z) := a||z|| + 8. Functia g este convexd; din Teorema 2.3.1
si Consecinta 2.4.5 avem c& g*(z*) = Iou=(z*) — f. Cum f > g, avem cd f* < g*, de unde
obtinem c& aU™ C dom f*, si deci concluzia are loc.

f) = d) Deoarece f* este w*—i.s.c., f* este || - |[-i.s.c.; cum 0 € int (dom f*), din Teo-
rema 2.2.7 rezultd cd f* este continud in 0 si deci existd o, 8 € R, a > 0, astfel ca f*(z*) < 8
pentru orice z* € aU™. Prin urmare f* < Iy~ + 8, de unde, trecand la conjugate, obtinem
ca f(z) > f*(z) > a- ||z|| — B pentru orice z € X.

Presupunem acum cd p, ¢ €]1,00[, 1/p+1/¢=1.

Implicatiile i) = g) si j) = h) sunt evidente, iar g) = i) este similard implicatiei ¢) = d)
demonstratd mai sus. Echivalenta g) < h) rezultd imediat din antimonotonia operatorului
de conjugare si din faptul ci (%H 7 = %H ||. Presupunem ci are loc h). Atunci exista
a, p > 0 astfel ca f*(z*) < aflz”||? pentru z* € X*, ||z"|| > p. Cum dom f* este multime
convexd, din relatia de mai inainte, avem c& dom f* = X*. Fie 2" € X*\ {0}, [|z*] < p;
consideram z7 := pz*/[|x*|]. Atunci

o = (e (1) L e (I
f@)——f(l)1+0 p)@< pf<n+@ p)f@

IN

apq@ - (1 - Hﬂ;H) f7(0) < ap” + max{0, f(0)}.
Luand 8 := ap? + max{0, f*(0)}, obtinem c4 j) are loc.

Exercitiul 24 Fie X un spativ normat si f : X — R o functie convexd,
proprie i marginita inferior. Consideram X > inf f si p > 0. Fie conditiile:

a) nivyf C pU;
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A — inf
b) f(@) 2 int £+ 2L {0, ol = p} Var € X
* [ % * * * A —inf *
) @) < PO+l Vot e 2o

Au loc uwrmatoarele implicalii: a) = b) < c).

Solutie. a) = b) Presupunem cd are loc a). Fie zo € X arbitrar astfel ca f(xo) < A. Fie
z € X; este clar cd b) are loc pentru ||z|| < p. Fie deci ||z|| > p. Avem ca f(z) > X. Daci
f(z) = oo inegalitatea b) are loc. Fie deci f(z) € R. Daca f(tx + (1 —t)zo) < X pentru
orice t €]0, 1] atunci ||tz + (1 —t)zo|| < p pentru orice ¢ €10, 1, si deci ||z|| < p, absurd. Prin
urmare existd ¢ €10, 1] astfel ca f(t1z + (1 —t1)zo) > A. Din Teorema 2.1.8, (vii), avem c&
existd t2 €]0, 1] astfel ca f(t2x + (1 —t2)x0) < A. Cum aplicatia ]0,1[3 t — f(tx + (1 —t)z0)
este convexd, aceasta este continud. Deci existd ¢ €]0, 1] astfel ca

A= f(tz + (1 —1t)zo) < tf(x) + (1 — 1) f(20).
Insi
tlzll = (1 = llzoll < [ltz + (1 — B)aoll < p,
si deci t < (p+ ||zoll)/(||z]] + ||zol|]). Prin urmare

N<E(f@) — flao) + Flao) < LT pa)  pa)) + fao).

= Tl + Tloll
Astfel
llzll + llzoll _lzl=p
> WZp (3 pao)) 4+

2p
Cum f(xo) poate fi luat oricat de aproape de inf f, obtinem c&
f(z) 2)\+”x!7,;p~()\—inff) Zinff-l-Hxli';p-()\—inff)7

ceea ce arata ca are loc concluzia gi in acest caz.

b) = ¢) Considerdm p:= (A —inf f)/(2p) si g : X — R, g(z) := pmax{0, ||z|| — p}; g
este o functie convexa si continuéd. Desi pentru calculul lui g* se pot aplica formulele pentru
conjugate stabilite in Capitolul 2, vom proceda direct.

g (z") = sup ((z, ") — pmax{0, [|z|| — p})
= maX{lsug <w7w*>,”81‘|1§ [(z,2") — p(||z] —p)]}

= max {plw*l, sup (<w7fv*>—ullwl)+up}~

lz|l>p
Insi SUp >, (7, 2") — pllz]|) = oo dacd [|z*|| > p, iar daca ||z*|| < p atunci

(2, 27) — pllzll < ]l - (2" = ) < p(ll="]] = w),
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si deci

sup ((z,27) — plll)) + pp < p- [l2"]].
lzll=p

Prin urmare
9" (z") = max{p - [|z"|, v~ (z")}.
Deoarece f > inf f +g, iar inf f = — f*(0), prin conjugare obtinem ca f* < f*(0)+g*, adica
c) are loc.
¢) = b) Din ¢) obtinem ca f* < f*(0) + g*. Cum ¢** = g, prin conjugare obtinem ci

b) are loc.

Exercitiul 25 Fie X un spativ normat si f : X — R o functie convexd, i.s.c.
st proprie. Au loc urmdatoarele:

a) liminf|, o f(z)/l|z]| >0 < 0 € int (dom f*); in acest caz

lim inf @ =sup{u > 0| f* este marginita superior pe pU™*}.

lizll—oco |||

b) liminf | f(2)/[|z]| =0 < 0 € Fr(dom f*).

¢) minf) ;o f(z)/|z]| <O <« 0 ¢ dom f*; in acest caz

lim inf J@) _ —d(0,dom f*).

llzl|—co |||l

Solutie. a) Echivalenta mentionatd este stabilitd in Exercitiul 23.

Fie p > 0 astfel ca liminf) ;oo f(2)/|lz|| > p. Exista p > 0 astfel ca f(z) > p- ||z|
pentru ||z|| > p. Cum f este convexd, i.s.c. si proprie, f este marginitd inferior pe pU”,
si deci existd v € R astfel ca f(xr) > pllz|| + v pentru orice z € X. Ca in Exercitiul 23,
obtinem ca f* < I,y — . Prin urmare f* este marginitd superior pe puU”. Deoarece
p €10, liminf| ;oo f(x)/||||[ este arbitrar, obtinem inegalitatea “<” din relatia de dovedit.

Presupunem acum ca p > 0 i f* este marginita superior pe pU”. Prin urmare exista
~v € R astfel ca f* < I,y — 7. Trecand la conjugati, obtinem ci f(z) > ullz| + v pentru
orice z € X, si deci liminf) ;oo f(x)/|lz]| > p. Am obtinut astfel ca si inegalitatea “>”
din relatia de dovedit are loc.

Inainte de a trece la demonstrarea celorlalte dous puncte, sa observam ca daca u > 0,
iar

95X =R, g(z) := f(x) + plal],

atunci, utilizand Teorema 2.7.3, avem c&

g (0) = min{f* (@) + L (—2*) | " € X"} = min{f* (") | &" € uU"}.
Fie 11 > 0 astfel ca liminf| ;o f(z)/||z|| > —p. Ca mai sus obtinem c& existda v € R
astfel ca f(z) > —pllz|| + v, adicd g(z) := f(x) + p||lz|| > 7, pentru orice z € X. Prin
urmare 0 € dom g*. Din relatia de mai sus obtinem c& existd z* € pU™ Ndom f*, si deci
d(0,dom f*) < u, ceea ce aratd ci

lell—oo |||l

—d(0,dom f*) > min {0, lim inf f(x)} .
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Fie acum (z;,) C dom f* astfel ca ||z;,|| — d(0,dom f*). Pentru fiecare n € IN, din inegali-
tatea Young-Fenchel, avem ca
f@) 2 (@, 2n) = () 2 =[]l - [la7]] = f7(27) Vo eX,
si deci, impartind prin ||z|| si trecAnd la limitd inferioard pentru ||z| — oo, avem ci
lim inf f(z) > —|lznl] Yn € N.
lzli—oo ]
Trecand acum la limita, obtinem ca
ﬁilﬁlinf % > —d(0,dom f7).
z||—oo ||T

Am obtinut astfel ca

min {0, lim inf @) } = —d(0,dom f™). *

llzll—oo [l

Demonstram acum celelalte doua puncte ramase.

b) Dacé liminf |, f(z)/[|z]| = 0, din (*), avem ca 0 € dom f*, iar din a) avem ca
0 ¢ int (dom f*). Deci 0 € Fr (dom f*). Invers, dacd 0 € Fr (dom f*) atunci 0 ¢ int (dom f*),
gi deci din a) avem c& lim inf |, o f(z)/[|z] < 0, iar din faptul cd d(0, dom f*) = 0 si relatia
de mai sus obtinem c& lim inf| ;o f(x)/|z|| = 0.

c) Dacd liminf|, |~ f(z)/||z]] < O, din (*), obtinem egalitatea din c) si faptul c&
0 < d(0,dom f*), adicd 0 ¢ dom f*. Invers, dacd 0 ¢ dom f*, atunci d(0,dom f*) > 0; din

relatia (*) rezultd ca liminf ), f(z)/|z] <O.

Exercitiul 26 Fie p €]1,00[ si
fi =R, f(@a)ez1) =Y nlaa”

Sa se arate ca functia f este finita, convexd si continud pe ¢P. In plus sa se
demonstreze ca liminf ), o f*(y)/llyll = 1.

Solufie. Fie © = (zn)n>1 € £7; atunci z, — 0, si deci existd ng > 1 astfel ca |z,
pentru n > no. Cum seria »_ . n/2" este convergentd si n|z,|" < n/2" pentru n

AVAIVAN

avem c& seria y  _ nl|zn|" converge; prin urmare z € dom f.
Este evident ci aplicatia ¥ 3 z = (zn)n>1 — n|zn|™ € R este functie convexd. Rezultd
deci ca aplicatia
n
k
forll =R fa(@)i=) 0 Ml
este convexd. Cum f(z) = lim f,(z) pentru orice x € ¢7, din Teorema 2.1.2 (iii), obginem c&

f este convexa.
Fie p €]0,1[ si # = (zn)n>1 € pU. Atunci |z,| < p pentru orice n > 1. Rezultd ci

HOESY " €R Y€ pU.

Functia f fiind convexa, utilizand Teorema 2.2.6, obtinem c& f este continud pe dom f = (P.

Deoarece f(en) = n, unde e, = (0,...,0,1,0,...), 1 fiind pe pozitia n, obtinem c&
f este nemérginitd pe pU pentru orice p > 1. AplicAnd Exercitiul 25 a) pentru functia
f* 0= (")* >R, unde ¢ = p/(p — 1), obtinem c& liminf o f*(y)/|ly| = 1, deoarece
(=1
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Exercitiul 27 Fie X un spatiu Hilbert si K C X un con convex inchis. Pen-
tru fiecare element x € X notam prin P (x) proiectia lui x pe K; aceasta ex-
istd i este unicd. Consideram K~ := —KT ={ye X | (z,y) <0Vz € K}.
Atunci

VeeX : = Pg(x)+ Pg-(x) st (Px(z),Pg-(z)) =0.

Invers, dacd © = 1 +x2 cu 1 € K, xo € K~ gi (x1,22) = 0, atunci
x1 = Pg(z) $i x9 = Pg-(x).

Solutie. Fie x € X si 1 € K. Din Teorema 2.10.3 (vi) avem c&

21 =Pk(z) & (z—z1,21—y)>0 VyeK
& (z—z,m) > {x—x1,y) VyeK
& (z—z,21) 20> (z—21,y) VyeK
& z—xz1 €K, (x—x1,21) =0.

Fie deci z1 = Pr(x). Din caracterizarea de mai sus avem c&
roi=x—11 EK , x—xz2=x1 € (K ) =K §i (x —x2,22) = (z1,2 — 22) = 0.

Din aceeasi caracterizare rezultd cd xo = Pg— (z). Deci concluzia are loc.
Presupunem acum ca ¢ = 1 +z2 cu 1 € K, 22 € K™ si (xl,wg) = 0. Atunci
21 € K, x —x1 € K~ si (x — z1,21) = 0. Prin urmare, din caracterizarea de mai sus, avem

cd 1 = Pk (x), gl deci 2 = Py ().

Exercitiul 28 Fie X, Y spatii Hilbert, C C X o multime nevidd, convexrd si
inchisa i A € L(X,Y) un operator surjectiv. Consideram problema

(P) min i[|Az|?, z€C.

O solutie T a problemei (P) se numeste functie spline din C asociatd opera-
torului A.

a) Sa se arate ca daca C + ker A este mulfime inchisa atunci (P) are
solutii.

b) Sa se arate ca T € C este solutie pentru (P) dacd si numai dacd
v = A*AZ satisface relatia (Z,v) = min{(z,v) | x € C}.

Solutie. a) Fie C = A(C); este evident ca C este multime convexd, iar din Consecinta
1.8.2 avem c& C este si inchisa. Cum functia YV 3 y — L|jy[|* + I5(y) este convexfm, i.s.c.
si coercivd, iar spatiul Y este reflexiv, din Teorema 2.5.1 (ii) avem ci existd § € C astfel
ca 1[7l> < 1llyll* pentru orice y € C. Luénd & € C astfel ca § = AZ, obtinem ci Z este

solutie pentru (P). (Existenta lui § este data si de Teorema 1.9.1 referitoare la cea mai buna
aproximare in spatii Hilbert.)
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b) Fiez € Csi f: X — R, f(z):= %||Az|’. Din Teorema lui Pshenichnyi-Rockafellar
avem ci T este solutie pentru (P) dacd si numai dacd 9f(z) N (-=N(C,z)) # 0. Cum
(%1l 1M () = {y} pentru y € Y, din Teorema 2.7.4 avem c& df(z) = {A*Ax} pentru
xz € X. Prin urmare Z este solutie pentru (P) daci si numai daci A*AZ € —N(C, z), adica

(z,v) < (z,v) pentru orice z € C, unde v = A" AZ.

Exercitiul 29 Fie X, Y spatiic Hilbert, o1,...,0r € X, a1,...,a; € R,
mulfimea
C = {xeX|{(r,p) <a; Vi, 1 <i<k},

presupusa nevidd, si A € L(X,Y) un operator surjectiv. Consideram problema
(P) min §||Az|?, =z €C.

Sa se arate ca (P) are solutii optime. Presupunem in plus ca exista T € X
astfel ca (T, i) < a; pentru orice i, 1 < i < k. Sa se arate ca ¥ € C este
solutie pentru (P) dacd si numai dacd exista (A\;)1<i<kx C R astfel ca

i >0, )\i(<1_:,g01'>*04i):0 Vi, 1<i<k, s A*Af:A1g01+-~+)\k<pk.

Solutie. Din Exercitiul 7 avem c& ker A+ C este multime inchisd, iar din Exercitiul 28 a)
obtinem ca (P) are solutii optime. Presupunem ca existd & cu proprietatea din enunt. Prin
urmare este satisfacutd conditia Slater pentru problema

min §[|Az|®, (z,¢) — i <0, 1 <i<k,

si deci, aplicand Consecinta 2.8.1, obtinem concluzia dorita.
Exercitiul 30 Fie X spativ normat si fo, f1 : X — R doud functii convewe
st proprii. Consideram

v :=inf{fo(x) | fi(xz) <0}, v* := sup inf
A>0z€X

(fo(z) + Afa(2)),

cu conventia 0 - oo = co. Presupunem ca v € R. Sa se arate ca

v =v & inf{fi(z)| fo(x) <v—e} >0 Ve>0.

Solutie. Considerand functia F' : X x R — R, F(z,u) := fo(z) dacid fi(z) < w si
F(z,u) := co dacd fi(xz) > u, iar h : R — R functia marginald asociata lui F, avem ca h
este functie convexa, descrescatoare, h(0) = v € R si h**(0) = v*. Din Teorema 2.6.2 (iv),
avem cd v* = v dacd si numai dacd h este i.s.c. in 0. Luand in considerare si faptul ci h este
descrescatoare, obtinem

v'=v & Ve>0,36>0, Vue[-4,6] : h(u)>v—c¢
Ve>0,36>0 : h(§) >v—¢
Ve>0,35>0 : [fi(z) <6 = folz)>v—¢
Ve>0,36>0 : [folz) <v—e = fi(z)>J]
Ve >0 : inf{fi(z) | fo(z) <v—e} >0,

I R
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adica are loc concluzia.

Exercitiul 31 Fie X spatiu Hilbert si ai, az, ag trei elemente din X neco-
liniare (adica nesituate pe o aceeasi dreaptd). Sa se arate cd existd un unic
element x € X astfel ca

12 —ar| + [|Z — azl| + |2 — as]| < [z — ar]| + [|# — a2 + |z — a3]| V> e X.

In plus T € conv{ay, az,as}; punctul T se numeste punctul lui Toricelli pentru
triunghiul de varfuri aq, as, as.

Solutie. Consideram functia f : X — R, f(z) := ||z — a1]| + ||z — az2|| + ||z — as]|. Este
evident ca functia f este convexa si continua, iar lim |, —.o f(x) = 0o, adica f este coerciva.
Functia f este chiar strict convexi. Intr-adevir, pentru z, y € X, avem ci ||z+y|| = [|z|+]/y||
daca si numai dacd existd A, u > 0, A+ pu > 0, astfel ca Az = py (adicd z, y se afld pe o
semidreaptd cu varful in origine). Folosind acest fapt, dacd existd =,y € X, =z # y si
A €]0,1[ astfel ca f(Az 4+ (1 — A)y) = Af(z) + (1 — A) f(y) atunci a1, a2 si as se gésesc pe
dreapta determinatd de x si y, absurd. Prin urmare existd un unic element € X astfel ca
f(z) < f(z) pentru orice z € X. In plus Z este caracterizat de relatia 0 € df(z). Insi

0f(x) = { Zl§i§3||a: — al-||71(;r —a;) dacd =z ¢ {a1,a2,as3},

—1 <
Z1gi53,¢¢j||a7_ai|| (x—a;))+U dacd z=aj.

Notdm e; := (T — a;)/||Z — ai]| In cazul in care T # a;. Dacd T ¢ {a1,a2,as}, din relatia
e1 + e2 + es = 0 obtinem ca

_ 3 1 - 3 a;
T = — T
2omal) Tl

si deci & € conv{ai,az,as}. Dacd T € {ai,a2,a3} atunci T € conv{ai,az,as}. Deci
concluzia are loc.

Din conditia 0 € 9f(Z) obtinem c& T = as dacd si numai daci e + ea € U, ceea ce
este echivalent cu (e1,ez) < —1, adicd /(a1,as,az) > 120°. Presupunem ci Z ¢ {a1, a2, as}.
Atunci e1 + ez + e3 = 0, si deci (e, e;) = —5 pentru i # j. Deci /(as,Z,a;) = 120° pentru

i 7. In acest fel am obtinut proprietatile cunoscute ale punctului lui Toricelli.

Exercitiul 32 Sa se determine solutiile optime (atunci cand existd) si valoa-
rea problemes

(Pﬂ) min fol (t{L‘ + uv1+ (L'Q) dt, r € X;,

pentru fiecare p € [0,00[ sii € {1,2,3,4}, unde
X, :=C[0,1], X, :=LY0,1),

Xyi={zecC0]|ffzdt=0}, Xi:={rel'(01)|fjzdt=0}.
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Solutie. Pentru fiecare > 0 si ¢ € {1,2,3,4} consideram functia

1
fu: Xi—> R, fu(z) ::/ (t:er,u\/ 1 +x2> dt.
0

Din Exercitiile 11 gi 12 avem ca f,, este convexa si de clasa C? pe X1 §i X3, iar pe Xo i X4
este G-diferentiabila. In fiecare caz avem ca

ru

vnumo:l Qu+u¢lmﬂ

) dt Yz, u € Xi.

In plus
v(Pf') = v(Py), v(Py') = v(Py).

Fie ¢ = 2 i p > 0. Functia de minimizat fiind convexa gi G-diferentiabila, x, € X2 este
solutie pentru (P}) daci si numai dacd V fu(x,) = 0. Este evident c& V fo(x) # 0 pentru
orice z € X». Fie deci p > 0. Conditia V f,(z,) = 0 revine la

1
T
t—i—,uiu udt Yu € Xa,
/o ( \/1—|—zﬁ>

care, evident, este echivalenta cu fiecare din relatiile urméatoare:
z,(t) —t

p—————=——+t=0a.pt. t€[0,1], x,(t) = —— a.p.t. t € [0,1].
1+ (wu(t)? ! p? — 12

Functia x, de mai sus este in X5 daca si numai daca p > 1. Prin urmare pentru pu > 1
problema (P4") are o singurd solutie optimé, x,, iar pentru g < 1 problema (P}') nu are
solutii optime.

S& determindm v(P4') in cazul p € [0, 1]. Pentru fiecare a €]0,1[ si 8 €]1, o[ consideram
functia

0 daca te[0,1—aq],
ZTap:[0,1] = R, zap(t):= { _Q( [ ]

t—1+4+a) daca te]l—ao,ll.

Un calcul elementar ne arata ca

fu(@ap) =p(l—a)+ab (g—;+g,/1+;+2;gln(ﬁ+m)>.

Pentru p € [0, 1] avem cd fu(z,,-1 ,2) — —00, si deci v(P}') = —o0.

Fieacum ¢ = 1. Cum x,-1 ,,2 € X1, obtinem ca v(P}") = —oc pentru p € [0, 1[. Reludnd
calculele din cazul i = 2 obtinem ci (P}") are solutie optim#, daci si numai dacd p > 1. In
plus solutia optima este unica, si anume este functia z, determinatd mai sus. Prin urmare
v(PF) = v(P¥) pentru p > 1. Pentru u = 1 am viizut deja cd v(Pi) > v(Ps). Luand functia

" o z1(t) daca te0,1— 1],

0.1 R, () ._{ B e e

pentru n € IN*, observam ca z7 € X1 si limn—oo f1(27) = f1(z1) (se poate utiliza Teorema
lui Lebesgue). Prin urmare avem ci v(P}) = v(Pf).
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Fie ¢ = 3. La fel ca in cazul ¢ = 2, y,, este solutie optima pentru (P}) dacd si numai
dacd V£,(y.) = 0. Pentru p = 0 aceasta nu este posibil, gi deci (P§) nu are solutii optime.
Fie p > 0 si y, solutie optim& pentru (P4"). Conditia V f,(y.) = 0 revine la

1
Yu
t+p——= | udt Yu € Xs.
/0 < \/1+yﬁ>

Folosim urmétorul rezultat: Fie a,b € R, a < bsi z € Cla,b]; daca f; z(t)u(t)dt =0
pentru orice functie u € C[a,b] cu f: u(t) dt = 0, atunci = este constantii. Intr-adevir, fie

c:= (fab z(t) dt) /(b—a) siu:=z — ¢ din ipoteza obtinem ca

b b
/ (z(t) — ) dt = / (z(t) — c)u(t) dt =0,

si deci z(t) = ¢ pentru orice t € [a, b].
Deci exista a € R astfel ca
Yu(t)

— 2 tt=a Vtelo1],
L+ (yu(t))?

de unde obtinem ca

a—t
() = ——=2—_ vie o]
12 —(a—1)
Pentru ca y, € C0, 1] trebuie ca p > |a — ¢| pentru orice t € [0,1], adicad 1 — pu < a < p.
Rezulta ca p > % In acest caz, y, € X3 daca i numai daca o = % Prin urmare pentru

uw< % problema (P4') nu are solutii optime, iar pentru p > % problema (Pj') are o singurd
solutie optima, gi anume

1
Ly

Y (0,1 = R, yu(t) = ————e=.

p? = (5 —t)?
Procedand in mod asemanator, dar utilizand de aceasta data urmatorul rezultat: Fie
a,b €R, a < b, siz € Loo(a,b); dack f: x(t)u(t) dt = 0 pentru orice functie uw € L1(a,b)
cu proprietatea cé fab u(t) dt = 0, atunci x este constanti a.p.t. pe [a,b] (demonstratia este
similara celei a rezultatului analog amintit mai sus), obtinem ca (P}") are solutie optima, si

aceasta este y, definitd mai sus, daca gi numai daca p > %
Fie acum pu < %; pentru a €10, %[, B €10, 00], fie

B dacd tel0,ql,
Yo,3 : [0,1] = R, ya,g(t) = 0 dacd t€]a,1—a],
-3 dacd te[l—o,l].

Avem ci ya,8 € X4 si

f(Yap) = af (%W 1+ a) + (1 = 20).

Obtinem c& fu(y,-1 ,2) — —00, ceea ce aratd c v(Pj') = —oo pentru p < 3. Avénd in
vedere ci pentru orice (a, 8) €]0, %[ x 10, oo functia ya,s se poate aproxima punctual printr-
un $ir (Ya,s,6)keny C Xs astfel ca |ya,8,6| < |ya,s], utilizdnd eventual teorema lui Lebesgue,
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obtinem de asemenea cd v(P}') = —oo pentru < 5. Aproximéand in mod asemanator y; /o
se obtine ca v(P = (P41/2) Calcule elementare ne conduc la
daca € |0,1],
o(P) ~ i i om [0, 1]
k- arcsin o L1/ —1 dacd pe€ll, o0,

si
—00 daca p €0, 5],
v(Pf) =v(Py) = { 2 Y 2
3 4 pu” arcsin ﬁ +iy/p?— 3% dacd pe[i, o0l

Solutia este completa.

Exercitiul 33 Fie problema de optimizare (convexd)

(P) max [yz(t)dt, z€X, z(0)=z(1)=0, [} I+ (@(t)2dt<L,
unde L > 0 este fizat, iar X = C'[0,1] := {x : [0,1] — R | = derivabild, x’
continua} sau X = AC[0,1] := {x : [0,1] — R | z absolut continud}. Sd se
determine solutiile optime ale problemei (P) , atunci cand existd, $i valoarea
ei, folosind eventual o problemad duald.

Solutie. Reamintim cd = € AC|0, 1] daci si numai daca x este derivabild a.p.t. pe [0, 1]

gi ¢’ € L*(0,1). Observim ci pentru z € X, fol z(t)dt = — f tz'(t)dt. Avand in vedere
acest fapt, problemei (P) ii asociem problemele

(P,) min [ te(t)dt, x€Xi, [} /1+ (z(t)2dt <L,

1 € {3,4}, unde spatiile X3 gi X4 au fost introduse in Exercitiul 32. Observam ca daca
X = C'0,1] atunci v(P) = —v(Ps) si = este solutie pentru (P) daci si numai daci «’ este
solutie pentru (Ps3), iar dacd X = AC|0,1] atunci v(P) = —v(Ps) si x este solutie pentru
(P) daci si numai daca x’ este solutie pentru (Py).

Considerand pentru ¢ € {3,4} functiile

fg:Xi—R, f(a)i=— [ ta(t)dt, g(x):= [} \/1+ @(0)dt,

problemele (P;) devin
(P) min f(z) 2z € Xy, g(z) < L.

Functia f este liniard, iar g este convexd si G-diferentiabild, cu Vg(z)(u) = fol ru/vV1+ 22 dt
pentru z, u € X; (vezi Exercitiile 11 si 12). Deci (P;), i € {3,4}, sunt probleme convexe.
Daca L < 1 atunci, pentru fiecare ¢ € {3,4}, problema (P;) nu are solutii admisibile, iar
dacid L =1 atunci (P;) are o singurd solutie admisibild, z = 0, care este si solutie optima.
Fie deci L > 114 = 4. Cum ¢g(0) = 1 < L, conditia Slater este indeplinitd pentru
problema convexd (Ps). Prin urmare solutia admisibild x € X4 (g(z) < L) este solutie
optima pentru (Ps) dacd si numai daci existd A > 0 astfel ca

Ag(z)—L)=0, Vf(z)+ AVg(z)=0.

S& observam cd dacid A = 0 atunci V f(z) = 0, ceea ce evident nu este adevarat. Fie x € X4
solutie optima pentru (Ps); din cele de mai sus rezultid cd g(x) = L si existd A > 0 astfel ca
Vf(z) + AVg(z) =0, adicd

1
Az
——— 4+t |udt=0 Yue Xy.
/o<x/1+:r2 ) !
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Dupéa cum am vazut in rezolvarea Exercitiului 32, relatia de mai sus este posibila numai in
cazul A > 1, iar singura functie care satisface aceasta relatie este

1
Yx: [07 1] - R7 yk(t) = 2

Din conditia ca g(yx) = L obtinem c& 2Xarcsin 55 = L. Functia ]0,1] 3 ¢ — } arcsint € R

este o functie strict crescitoare avand imaginea ]1,7/2]. Cum in cazul programarii convexe

conditia necesara este si suficientd, obtinem ci pentru L € ]1, 7 /2] problema (Py) are solutia

unicd y», unde 2A arcsin 55 = L. Solutia (unicd) a problemei (P) este in acest caz functia

z:[0,1] >R, 2(t):=+/N—-(t-12-/ 2 -1vte(o1], @)

cu A definit mai sus.

Pentru L > 7 /2 problema (P4) (deci si (P)) nu are solutii.

Pentru a calcula valoarea problemei (P;) asociem problema duald acesteia. Utilizand
Teoremei 2.8.3 obtinem cd v(Py) = v(D4) (si (Da4) are solutii optime), unde

(Dy) max infzex, (f(z) + A(g(z) — L)), A>0.

Tinadnd seama de rezultatul obtinut la rezolvarea Exercitiului 32,

U(D4):max{/\Qarcsin%—&—%\/V—i—)\L‘ A > %} :%,/)\%—i—%L)\L,

unde A este solutia unica a ecuatiei 2\ arcsin % = L in cazul L €]1,7/2].

Pentru ¢ = 3 o rezolvare similara ne arata ca (Ps) are solutie unicd pentru L €]1,7/2],
avand aceeagi expresie ca si pentru ¢ = 4, iar pentru L > 7/2 problema nu are solutii optime.
In plus v(Ps) = v(P1) pentru orice L > 1.

In concluzie, problema (P) are solutie unici pentru L €]1,7/2[ in cazul X = C*[0,1],
respectiv pentru L €]1,7/2] in cazul X = AC|0,1], datd de formula (*), si nu are solutii
optime pentru L > 7/2, respectiv L > 7 /2. In plus

Lo/X2 L _ 11N, daca L €n,z
P) = 2 L 4 2 s oD
v(P) { —"‘;L daca L 6]%,00[7

unde Az este solutia unica a ecuatiei 2\ arcsin % = L in cazul L €]1,7/2].

Exercitiul 34 Sa se gaseascad solutiile problemes

(Q) max [)z(t)dt, z € C*0,1], z(0) = x(1) =0, [} VI + ('(1)%dt =L,

unde L > 0 este fizxat. (Problema (Q) se mai numeste problema reginei Dido;
este o problema variationald izoperimetricd neparametrica.)

Solutie. Ca si pentru problema (P) din Exercitiul 33, (Q) nu are solutii admisibile pentru
L < 1, iar pentru L = 1 are o singura solutie admisibila care este si solutie optima.

Fie L €]1,7/2[. Deoarece v(P) > v(Q), iar pentru x definit in (*) (de la solutia Ex. 33)
avem cd = este admisibil pentru (Q) si f(z) = v(P) (notatiile fiind cele din rezolvarea
Exercitiului 33), obtinem cd x este solutie optim& pentru (Q). De altfel x este solutie unicé
pentru (Q) deoarece dacd (Q)) ar mai avea o solutie & atunci Z ar fi solutie si pentru (P)
deoarece v(P) = v(Q).
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Fie acum L > 7/2. Presupunem ci (@) are solutia x. Este clar cd =z # 0, si deci
Vg(z) # 0. Prin urmare V f(z) este surjectiv. Utilizand Teorema 3.3.3 obtinem existenta
unui A € R astfel ca V f(z) + AVg(z) = 0. Cum Vf(z) # 0, A # 0. Rationand ca in solutia
Exercitiului 33 obtinem ci z are expresia din (*) (din solutia Ex. 33) in cazul A > 0, si opusa

aceleia In cazul A < 0, contrazicand faptul cad L > 7/2. Deci (Q) nu are solutii in acest caz.

Exercitiul 35 Sa se determine curbele netede si inchise de lungime L > 0
care marginesc suprafete plane de arie mazxima (problema variationald izoperi-
metrica parametrica).

Solutie. Problema data revine la a rezolva problema de programare matematica
max %fol(xy' —yz')dt, x, yeC0,1], z(0) = z(1), y(0) = y(1), fol 2 +y?dt =1L,
sau echivalent
(P) min fol 2'ydt, =z,y€X, fol 22 +y2dt =L,

unde X := {z € C'[0,1] | #(0) = 2(1) = 0}, ||z| := max{|z'(t)
Banach. Fie

f,g: XxX—R, flz,y):= fol x'ydt, g(z,y):= fol T2 + g2 dt.

| t €[0,1]}. X este spatiu

Functiile f si g sunt de clasi C* pe X x X respectiv X x X \ {(0,0)}, si

I /o1
Tu +yv

Vf(z,y)(u,v) = fol(yu' +z'v) dt = fol(yu' —xv')dt, Vg(x,y)(u,v) = R

Desigur, Im (Vg(z,y)) = R, adicd Vg(z,y) este surjectiv, pentru orice (z,y) € X x X,
(z,y) # (0.0). Cum orice solutie admisibild (x,y) este nenuld, putem aplica Teorema 3.3.3
pentru solutia optim& (z,y) a problemei (P) (presupunand ci aceasta existd). Deci exista
u € R astfel incat V f(z,y) + uVg(z,y) = 0, sau echivalent

1 / 1 /
Hnx / MY /
— +y udt+/ —— —z |vdt=0 Yu,v e X.
/0 < ’:v’2+y’2 ) 0 /x’2+y’2

S& observam cd p # 0 deoarece V f(z,y) # 0 pentru (z,y) # (0,0). Luand pe rand v = 0 si
u = 0 1n relatia de mai sus, utilizdnd apoi rezultatul referitor la relatii de tipul “fab zudt =0

. b P . N
pentru orice u cu fa u = 07, demonstrat la rezolvarea Exercitiului 32, obtinem ca exista
a, B € R astfel ca

/ /

_pmr +y=a K
[272 + 2 ’ /272 + 2

Prin urmare (z—3)?+(y—a)? = p? pe [0, 1]. Cum z(0) = y(0) = 0, avem ci o’ + (% = p?. S&
observam ci daci (z,y) este solutie admisibild pentru (P) atunci (Z, §) este solutie admisibila
pentru (P) si f(z,y) = f(Z,7), unde

x=—08 pe [0,1].

T:=xcosp —ysiny, ¢:=xsine 4+ ycosey.
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Alegand convenabil pe ¢ putem presupune cd o = 0 gi § > 0. Sa consideram cazul in care
> 0; atunci ¢ = . Prin urmare avem ca

s 8
/x/2 +y/2 /x/2 +y/2

Deoarece z(0) = 0, existd 41 €]0, 1] maximal astfel ca z(t) < 3 pentru orice t € [0,71[. Din a
doua relatie din (°) obtinem ci y' < 0 pe [0, 1], si deci y este strict descrescitoare pe [0, v1].
Prin urmare y(t) < y(0) = 0 pentru orice t €]0,v1]. Din prima relatie din (°) obtinem ca
x' > 0 pe ]0,v1], de unde z este strict crescitoare pe [0,v1]. Prin urmare z(y1) > 0, ceea ce
aratd cd y1 < 1. Din maximalitatea lui 71 obtinem c& x(y1) = 3 si deci y(11) = -3 < 0.

Rationand in acelagi mod obtinem c& existd vz, v3, 74 € ]71, 1] astfel ca y2 < 3 < 74,
x este strict cresciitoare pe [y1,72] (deci pe [0,72]) si strict descresciatoare pe [y2,74], y
este strict crescitoare pe [y1,73] si strict descrescitoare pe [y3,74], iar z(v2) = z(y4) = 0,
z(ys) = B, —y(n) = y(ys) = B, y(12) = y(ya) = 0.

In cazul in care 4 < 1 se continud procedeul obtinandu-se s, v6, 7, vs €]7y4,1] cu
proprietati similare elementelor 1, 2, 3, v4a. Daca s < 1 acest procedeu se continua.

Functia

- B, (-8’ +y* =75 )

B
z(t)—B

. 07 i, ) t) = a
¢ [0,7] = [-m 7], »(t) arccos —— dacid t €]vy2, 4],

{ —arccos ZHU=L  daci t€[0,7a],

este strict crescatoare gi derivabila cu derivata continua. in plus
z(t) = Beosp(t) + B, y(t) = Bsing(t) Vi€ [0,74].
Utilizand formulele de mai sus, avem ca

fOM /2 + y2 dt = 2703, OM z'ydt = —mp2.

Daca procedeul descris mai sus pentru obtinerea numerelor v, s-ar continua de un numar n
de ori cu n > L/(273) am obtine c&

L= [ a2 +y2dt+--+ [ \Ja? +y2dt + fgzn Va2 +y2dt > 2nnB > L,

absurd. Deci procedeul se poate repeta de un numéar n (€ IN*) de ori (y4n = 1) si L = 2nn (.

Daca n > 1 atunci
5 L? L? _
f(‘rvy):_nﬂ'ﬁ :——>——=f(w7y),

Adnm 47

unde Z(t) := £ (1 + cos2mt), §(t) := £ sin2rt, t € [0, 1], contrazicdnd faptul ci (z,y) este

solutie optima. Deci n = 1. Am obtinut astfel ca
2(t) = £ (14 coset)), y(t)= L sinpt) Yte0,1]
- 271_ SO ) Yy - 27{' 90 ) .

Daca p < 0, facand un rationament complet analog celui de mai sus, se obtine c& f(z,y) > 0,
si deci (z,y) nu este solutie optima pentru (P).

Este clar ca solutia problemei (P) nu este unic.
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Rezultatele din Sectiunea 1.1 prezentate fara demonstratii sunt clasice gi se
gasesc in toate cartile de topologie. Se poate consulta, de exemplu, O. Costi-
nescu [13], inclusiv pentru teorema lui Tihonov. Teoremele lui Baire sunt
prezentate dupa L. Schwartz [48]. Pentru functii semicontinue se poate con-
sulta A. Precupanu [41]. Principiul variational al lui Ekeland [20] este prezen-
tat dupa cartea J.P. Aubin - H. Frankowska [1].

Aproape toate rezultatele din Sectiunile 1.3 — 1.10 sunt clasice si pot fi
gasite in cartile: R. Cristescu [14], N. Gheorghiu [24], R.B. Holmes [30], T. Pre-
cupanu [43]. Pentru demonstratia teoremei lui James se pot consulta [30]
sau [43]. Teorema lui Robinson-Ursescu este prezentatda sub forma data de
S. Robinson [44]; C. Ursescu [53] a stabilit acest rezultat in conditii mult mai
generale. Consecinta 1.8.2 este dovedita in [56] pentru spatii Fréchet (spatii lo-
cal convexe complete si metrizabile). Teorema 1.8.11, fara punctele (ii) si (iii),
se gaseste in cartea lui K. Yosida [54]. Rezultatele cantitative de la punctele
(ii) si (iil) sunt probabil cunoscute, insa nu putem indica nici o referinta pre-
cisa pentru ele. Pentru diferentiabilitate in spatii normate se poate consulta
cartea lui T.M. Flett [23]. Teorema 1.10.10 este o generalizare a Teoremei lui
Aubin - Frankowska.

Capitolul 2

Cele mai multe din rezultatele acestui capitol sunt standard si pot fi gasite
in cartile autorilor V. Barbu - T. Precupanu [5], R.T. Rockafellar [45] (pen-
tru spatii finit dimensionale), I. Ekeland - R. Temam [21], R.B. Holmes [29].
Pentru comentarii istorice recomandam aceste carti. Vom face referiri la acele
rezultate care nu se gasesc in aceste carti. Astfel Teorema 2.2.2 a fost stabilita
de J.P. Crouzeix [15] in spatii finit dimensionale, iar pentru rezultatul referitor
la locala lipschitzianitate a functiilor convexe in spatii local convexe se poate
consulta [56]. Teorema 2.4.4 este demonstrata in [45] in spatii finit dimensi-
onale si formulata de J.B. Hiriart-Urruty [26] in cazul general, iar Teorema
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2.4.7, punctele (i) si (iii), sunt stabilite in [57]. Rezultate de tipul celor din
Teorema 2.4.8, punctele (iv), (v), (vi) si Teorema 2.4.9 se pot gasi in cartile
autorilor J. Diestel [18], I. Cioranescu [11], respectiv [58], in forme chiar mai
generale.

Utilizarea sistematica a functiilor de perturbare pentru obtinerea formu-
lelor de dualitate, pentru functii conjugate, subdiferentiale si conditii de op-
timalitate a fost inceputa de R.T. Rockafellar [47]. Autorul acestui curs a
continuat utilizarea acestui procedeu in [59] (si alte lucrari) pentru obtinerea
unor astfel de rezultate, precum si a formulelor pentru e-subdiferentiale, in
cazul functiilor cu valori vectoriale. Aceasta a permis, de exemplu, reobtinerea
unor rezultate stabilite de S.S. Kutateladze [32], [33], [34] cu demonstratii mult
mai simple. Conditiile foarte generale in care se obtin aceste formule 1n curs
au la baza lucrarile [59], [60]. Formula pentru 0:h(y) din Teorema 2.6.3 a fost
stabilita de M. Moussaoui - A. Seeger [39], iar cea pentru d-h*(y*), precum
si Teorema 2.6.4, sunt stabilite aici pentru prima data. Consecintele 2.6.1 —
2.6.4 pot fi gasite in articolele [39], [28], [27]. Rezultatul de la punctul (ii) din
Consecinta 2.6.6 (n = 2) se poate gasi in [55]. Conditia (i’) din Teorema 2.6.5
pentru Yp = Y este echivalenta cu conditia (4.2’) din [59] (deoarece X este
spatiu normat); fara cerinta ca 6 sa fie marginita (adica (i)), aceasta conditie
este introdusa de R.T. Rockafellar [47]. Conditiile (i) din Teoremele 2.7.1 —
2.7.4 sunt folosite, in mod explicit, de D. Azé [2] pentru A operator dens definit
cu grafic inchis. Formula pentru (f1V f2)* din Consecinta 2.7.6 se poate gasi
in [49]; A. Seeger si M. Volle au obtinut formulele (2.47) si (2.48) in cazul in
care fi si fo sunt continue in Z; respectiv Zo.

Teoremele lui Borwein, Brgndsted - Rockafellar si Bishop - Phelps din
Sectiunea 2.9 sunt prezentate dupa cartea lui R. Phelps [40], iar Teorema lui
Simons si demonstratia Teoremei lui Rockafellar dupa lucrarile lui S. Simons
[50, 51]. Remarcam ca in multe carti se prefera sa se demonstreze teorema lui
Rockafellar [46] in spatii reflexive, utilizand un rezultat referitor la operatori
maximal monotoni. In [40] este demonstrati formula din Teorema 2.9.5 numai
pentru x din domeniul functiei f. Rezultatele din Sectiunea 2.10 sunt clasice
si pot fi gasite in cartile autorilor R.B. Holmes [29], T. Precupanu [43].

Capitolul 3

Rezultatele referitoare la conurile tangente ale lui Bouligand, Clarke si
Ursescu din Sectiunea 3.1 sunt prezentate, In principal, dupa monografia au-
torilor J.P. Aubin - H. Frankowska [1]. Pentru un studiu mai aprofundat
si aplicatii ale conului tangent in sensul lui Clarke se poate consulta mono-
grafia lui F.H. Clarke [12]. Tot dupa [1] sunt prezentate Teorema lui Aubin -
Frankowska gi formulele pentru conuri tangente din Teorema 3.2.3.
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Conditiile necesare de minim si cele suficiente sunt bine cunoscute in
spatii finit dimensionale; se pot consulta cartile autorilor M.R. Hestenes [25],
M.S. Bazaraa - C.M. Shetty [6], M. Bianchi [7]. Noi am cautat sa le obtinem
ca aplicatii ale rezultatelor de analiza convexa utilizand rezultatele generale
date de Teoremele 3.3.1 si 3.3.2. Rezultatele din Sectiunea 3.4 sunt stabilite
de I. Ekeland [20]. Notiunea de multime aproximata de un con este introdusa
de H. Maurer - J. Zowe [36].

Exercitii

Problemele propuse sunt, in general, rezultate cunoscute sau rezultate
ajutatoare stabilite in diverse lucrari. Astfel Exercitiul 2 este din [37], Exerci-
tiul 4 din [16], Exercitiul 15 din [17] (acolo, intr-o prezentare mai completa),
Exercitiile 17 si 30 din [22], Exercitiile 19 si 25 ¢) din [9], Exercitiul 20 din [5],
Exercitiul 21 este din [58], implicatia a) = c) din Exercitiul 22 este rezultatul
central din [52], in timp ce implicatia b) = a) din acelasi exercitiu se gaseste
in [19], echivalentele e) < f) si g) < h) din Exercitiul 23 sunt din [58], Exer-
citiul 24, implicatia a) = ¢), intr-o forma mai slaba, din [3], Exercitiile 28, 29
si, partial, Exercitiul 7 din [35], Exercitiul 27 este un rezultat clasic din [38],
iar Exercitiile 34 si 35 sunt rezultate clasice din calculul variatiilor (a se vedea

[10]).
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Notatii

A .
A+ B —
ACI0,1] —
Af —
A+ -
A° —
At —
Aoo7 A++’ ALt
aff A —
aint A —
aint ]WA —
a.p.t. —
B(z,¢) —
By, B —
B* —
ct —
C? —

C(4,a) —
C0,1] —
clA —
con A —
con A —
conv A —
conv A —
conv f —
D(z,¢) —
d .
df((l), dlf(a) T
d*f(a) —
diam A —
dom f —
dom G —
domR —
d(xz, A) —
ech A —
epi f —
epi G —

FrA —
fla -
f _
f(@) —

aderenta multimii A C (X, 7)
multimea {a+b|a € A, b€ B}
spatiul functiilor absolut continue pe [0, 1]
functia definitd prin (Af)(y) = inf{f(z) | Az =y}
multimea {a* € X* | (x,2*) >0 Vz € A}
multimea {z* € X* | (x,2*) > -1 Vz € A}
multimea {z* € X* | (x,2*) =0 Vz € A}
—  multimile (A°)°, (AT)*, respectiv (A+)+
infaguratoarea afind a multimii A
interiorul algebric al multimii A
interiorul algebric al multimii A in raport cu subspatiul liniar M
aproape peste tot
multimea {y € (X,d) | d(y,z) < &}
multimea B(0, 1) intr-un spatiu normat X
multimea Bx«, X* fiind dualul spatiului normat X
clasa functiilor diferentiabile pe o multime, cu diferentiala continua
clasa functiilor diferentiabile de ordin II pe o multime, cu diferen-
tiala de ordin II continua
conul con (A — a)
spatiul normat al functiilor continue pe [0, 1]
aderenta multimii A C (X, 7)
infaguratoarea conica a multimii A
multimea con A
infaguratoarea convexa a multimii A
multimea conv A
infaguratoarea convexa i.s.c. a functiei f
multimea {y € (X,d) | d(y,z) < ¢}
metrica
diferentiala functiei f in a
diferentiala de ordin II a functiei f in a
numaérul sup{d(z,y) | =, y € A} pentru multimea A C (X,d)
multimea {z € X | f(z) < oo} pentru functia f : X — R
multimea {x € X | G(z) < oo} pentru operatorul G : X — Y*
multimea Pry (R) pentru relatia R C X x Y
numarul inf{d(z,a) | a € A}
infaguratoarea echilibrata a multimii A
multimea {(z,t) € X x R | f(z) <t} pentru functia f : X — R
multimea {(z,y) € X xY | G(z) < y} pentru operatorul
G: X—-Y*
multimea cl A\ int A
restrictia functiei f: X — Y la multimea A C X
infaguratoarea i.s.c. a functiei f
derivata functiei f in ¢
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ImT —
ImR —
inf g —
int A —
i.s.c. —
ker ¢ —
L(0,1) —
L(X,Y) —
L(X,Y) —
L2(X;Y) —
Ez(Xh XQ; Y)
liminf,, o0 A\n,
liminf, ., f(z)
liminf, .z R(x)

lim SUPz—q f(il')
limsup,_,; R(x)

lin A —
N -
N* —
N(A4,a) —
nivy f —
PC (x) —
P -

Notatii

derivata de ordin II a functiei f in ¢
derivata la dreapta a functiei f in tg
derivata la stanga a functiei f in ¢
derivata directionala a functiei f in a
e-derivata directionala a functiei f in z¢
fr(@") = sup{(z,2") | v € X}
(f)
f180--Ofp(2) = inf{fi(z1) + - + ful@n) [ 21,.. ., 20 € X,
x4+ 4 x, =x}
fiV Vi (z) = inf{max{ fi(z1),..., falzs)} | 1,..., 25 € X,
1+t x, =}
multimea {(z,T(x)) | z € X} pentru functia 7 : X - Y
multimea {x € X | (z,¢) = a}
multimea {z € X | (z,¢) < o}
multimea {z € X | (x,¢) > a}
multimea {x € X | (x,¢) > a}
multimea {z € X | (x,¢) < a}
functia definitd prin I4(z) = 0dacdz € A, I4(z) =ocodacdz ¢ A
functia de la E la E definita prin Idg(x) = x
multimea {T'(x) | x € X} pentru operatorul T: X — Y
multimea Pry (R) pentru relatia R C X x Y
numarul inf,e x g(x), unde g: X — R
interiorul multimii A C (X, 1)
inferior semicontinuu
multimea {x € X | p(z) = 0} pentru ¢ € X’
spatiul (claselor) functiilor integrabile Lebesgue pe ]0, 1]
spatiul operatorilor liniari T: X — Y
multimea operatorilor liniari si continui de la X la 'Y
multimea aplicatiilor biliniare gi continue de la X x X la Y
— multimea aplicatiilor biliniare si continue de la X; x X5 la Y
~—  numdrul sup,,cp infp,>m Ap € R pentru (\,) CR
— numarul supy ¢y () infzev f(z) €R pentru f: (X,7) =R
— multimea {v €Y |limg, Rowz A0, R(x)) =0} pentru R C
XxY
— numarul infyey(q) sup,ey f(2) €R pentru f: (X,7) - R
— mulgimea {v € Y |lim nfqom rse_sz A0, R(T)) = 0} pentru
RCXxY
infagurdtoarea liniara a multimii A
multimea numerelor naturale
multimea IN \ {0}
conul — (C(A,a))" pentru a € A
multimea {z € X | f(z) < A}
multimea {¢ € C | d(z,¢) < d(z,c) Vc e C}

familie de seminorme
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PI‘X

pba

R

Ry

R

R, R~!
R(A)
R1(B)
raint A
ric A

Sx,8

Vr(2), V()
V(z;p1,...
v(f,0)
v(P)

s Pny€) —
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functia de la X la X/Xq definit prin Pr(z) = 2 (clasa lui x)
functia de la X x Y la X definit prin Prx(z,y) =«
functia definitd prin pa(xz) = inf{A > 0] z € A\A}
multimea numerelor reale

intervalul [0, o]

multimea R U {—o0, +00}

relatie, si relatia sa inversa: R~ = {(y, ) | (z,y) € R}
multimea {y € Y | dz € A : (z,y) € R}

multimea {x € X | 3y B : (v,y) € R}

interiorul relativ algebric al multimii A

multimea raint A daci aff A este inchisa, respectiv () daci aff A nu
este Inchisa

multimea Uy \ Bx

multimea S«

multimea {Z € C' | f(Z) < f(x) Vz € C}

multimea S(f, C) pentru problema min f(z), =€ C
multimea {Z € C'| f(Z) < f(z)+eVa e C}

multimea Sc(f,C') pentru problema min f(z), x € C
aplicatie multivoca de la X la Y

superior semicontinuu

operatorul 7% : Y* — X* definit prin T*y* = y* o T
multimea {u € X ‘ liminf; o d (u,t (M —2)) =0}
multimea {u eX ‘ limarsg—zt0d (u, t~Y(M — ac)) = 0}
multimea {u € X |limy o d (u,t™'(M —2)) =0}

(tn) C]Ov OO[? t, — 0

multimea D(0,1) in spatiul normat X

multimea Ux«

sistemul vecinatatilor lui = fatd de topologia 7
multimea {y € X | p1(y —2) <e&,...,pn(y — ) < e}
numarul inf{f(z) |z € C}

v(f,C) pentru problema min f(z), =z €C

topologia o(X, X*) pe spatiul local convex (normat) X
topologia o(X™*, X) pe dualul X* al spatiului local convex
(normat) X

spatiul L(X, R)

spatiul £(X, R)

spatiul cat al lui X in raport cu subspatiul X

spatiu metric

sistem dual

spatiu cu produs scalar sau prehilbertian

spatiu local convex

dualul topologic al unui spatiu local convex

spatiu topologic

-z, &, >z, x=lmz, — girul (x,) converge la x
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Tp — girul (z,,) converge la x in raport cu topologia w

i L o — sirul (z,) converge la  in raport cu topologia w* in X*

(xnk)kENa (xnk) — subsir al sirului (z,)

[z, y[ — mulgimea {(1 =Nz + Xy | A€ [0,1[}

[z, Y] — multimea {(1 - Nz + Ay | A € [0,1]}

lz, v —  multimea {(1 — Nz + Ay | A €]0.1[}

(x,y) — elementul F(z,y) dacd (X,Y, F) este sistem dual sau produsul
scalar al elementelor z, y daca X este spatiu prehilbertian

/(x,y) —  numiérul arccos I\;ﬁ?ﬁ;\l

Y* —  multimea Y U {oco}

1 <o Y2, Y1 <y2 — faptul cd yo — 11 € Q, unde Q C Y este con convex

0-f — functia Idomf

(17| — norma operatorului liniar T

||l — norma elementului x

Il —  normi

lell — norma functionalei liniare ¢

Vf(a) — gradientul sau diferentiala functiei f in a

V2f(a) — diferentiala de ordin II a functiei f in a

V. f(a,b) — gradientul sau diferentiala functiei f in (a,b) in raport cu
variabila x

af — subdiferentiala functiei f

of(x) — subdiferentiala functiei f in x

O-f — e-subdiferentiala functiei f

O f(x) — e-subdiferentiala functiei f in z

%(s, t) — derivata functiei f de variabile s, ¢ in raport cu s

N — functia definita prin p4(z) = inf{t | (z,t) € A} pentru A C X x R

A — multimea {Xa | a € A}

[Lic/ X — multimea {z: I — {J,c; Xi | 2(i) € X; Vi€ I}

[Licimi — topologia pe produsul cartezian al spatiilor (X;,7;)

o(X,Y) — topologia pe X generata de familia de seminorme {|F(-,y)| |y € Y},
unde (X,Y, F) este un sistem dual

T-i.s.C. — 7-inferior semicontinuu

T, O — topologii

0 — topologia uzuali pe R, R, respectiv R

Td — topologia generata de metrica d

P — topologia generata de familia de seminorme P

TX, — topologia {D N Xy | D € 7} pe X, unde Xy C X, iar T este
topologie pe X

TR0 — 7Co

T X Ty — produsul topologiilor 7 si 7

v — oricare ar fi, pentru orice

3 — existd (cel putin un)

=, =: — a:=0b, b=:alnseamna ci a este prin definitie egal cu b
| — sfargitul unei demonstratiei sau al unei teoreme fara demonstratie
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