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Obiectivele contractului pe anul 2008 (conform Anexei ITa) au fost:

e Punerea in evidentd a unor proprietati locale de continuitate si lipschitzianitate a functiei
de scalarizare

e Obtinerea de rezultate de existentd pentru multiplicatorii Lagrange pentru probleme vecto-
riale nenetede

e Studiul literaturii in tematica tezei de doctorat prevazuta la paragraful 10.4.1.2.2 in prop-
unerea de proiect

In cadrul obiectivului “Punerea in evidenta a unor proprietati locale de continuitate si lip-
schitzianitate a functiei de scalarizare” (cf. Anexei Ila) s-au studiat unele proprietiti locale de
continuitate gi lipschitzianitate pentru functia de scalarizare si s-a pus in evidenta o aplicatie la
stabilirea unor conditii de optimalitate pentru o probleméa de optimizare vectoriala neconvexa
utilizand subdiferentiale de tip Clarke sau Mordukhovich; rezultatele obtinute sunt continute in
articolul [10] si sunt in curs de aparitie in revista (cotatd ISI) Optimization. De asemenea, In
legatura cu tematica acestui contract, s-au continuat preocuparile noastre legate de Analiza Con-
vexd, iar in lucrarea [8] aparutd in STAM Journal on Optimization (cotata IST) s-au pus in evidenta
formule pentru subdiferentiala unui supremum de functii convexe fara conditii de calificare. In
continuare prezentam succint aceste rezultate.

Fie Y un spatiu local convex, K C Y un con convex si inchis, A C Y o multime nevida si
inchisa astfel incat ¥ # A = A — K. Conditia A = A — K aratd cd K C —A, unde

A ={ueX|z+tuec AVt e R}

este conul de recesie a lui A; A este un con convex si inchis. Daca A este si convexa atunci
Ao = Ny>ot(A — a) pentru un (orice) a € A. Considerdm de asemenea k° € K \ (—K) si functia
de scalarizare

pa=par Y =R, paly) =inf{t eR|yeth®+ A}, (1)

unde, ca de obicei, inf ) := oo (si sup® := —o0). Pentru mai multe proprietdti ale functiei ¢4 a
se vedea [5, Section 2.3]. In [5, Th. 2.3.1] s-a ardtat ci @4 este continui. In rezultatul urmator
caracterizam continuitatea lui ¢4 intr-un punct.

Propozitia 1 ¢4 este (superior semi-) continud in yo € Y dacd i numai dacd yo— (¢4 (yo), 00) -
kY Cint A.

Propozitia 2 Presupunem cd @ este continud in yo € bd A. Atunci v a(yo) = 0.

Cand A este convexd, dupa cum s-a observat mai sus, @4 este convexa. Intr-o astfel de situatie
din continuitatea lui ¢4 intr-un punct din interiorul domeniului se obtine locala lipschitzianitate
a lui ¢4 pe interiorul domeniului. In plus, dacd A = —K si k € int K atunci ¢4 este o functie
continua gi subliniara, gi deci ¢4 este Lipschitz continua.

Recent in cazul Y = R™ gi K = R’ Bonnisseau-Crettez [1] au obtinut continuitatea Lipschitz
a lui ¢4 in jurul punctului y € bd A cand —k° este in interiorul conului tangent in sensul lui Clarke
a lui A in y. Lipschitzianitatea globala a lui ¢4 poate fi corelata cu un rezultat al Gorokhovik—
Gorokhovik [7] stabilit in spatii normate.



Teorema 3 (i) Are loc relafia

oaly) <ealy)+eo-xly—vy') Yy €Y. (2)

(ii) Dacd k° € int K atunci pa este finitd si Lipschitz pe Y .
(iil) Dacd yo <k y1 atunci a(y2) < pa(y1)-
(iv) Daca A — (K \ {0}) C int A atunci p4 este proprie §i

Yo —y1 € —(K\{0}), y1 € dompa = pa(y2) < palyr).

Teorema 3 arata ca [1, Prop. 7] are loc in orice spatiu local convex cu o concluzie mai tare:
o(+, g) este Lipschitz continua.

Desigur, in conditiile Teoremei 3 (i) avem cid —k° € int A, deoarece K C —A. De fapt are
loc si reciproca Teoremei 3 (i). Mai precis are loc urmatorul rezultat.

Propozitia 4 Functia o4 este finitd si lipschitziand dacd si numai dacd —k° € int A.

Daca int K # 0 si k° ¢ int K atunci ¢_x nu este (numai) cu valori finite si deci nu este Lip-
schitz continua. Este restrictia functiei ¢_g la domeniu ei Lipschitz continua? Luand K = Ri
si kY = (1,0), avem c& ¢ _x(y1,y2) = y1 pentru y2 < 0, ¢_x(y1,y2) = oo pentru yo > 0, si deci
Y—K|dom ¢_  este Lipschitz continua. Pe de alta parte, luand K := {(u, v,w) €R3 | v,w >0, u? < vw}
si kY := (0,0, 1) atunci

00 dacd y > 0sauly=0siz#0,
@—K(x7y7z) = z daca x =y =0,
z—2%/y dacd y<O0.

Este clar ci restrictia lui ¢ la domeniu ei nu este continua in (0,0,0) € dom ¢_f iar restrictia
lui ¢_ i la interiorul domeniului ei nu este Lipschitz continua. Totusi ¢_ i este local lipschitziana
pe interiorul domeniului ei. Ultima proprietate este o proprietate generala a lui ¢4 in cazul in
care A este convexa.

Propozitia 5 Presupunem cd A este convexd, are interior nevid si si nu confine drepte paralele
cu kO, Atunci o4 este local lipschitziand pe int(dom ¢ 4) = REY + int A.

S& observam ca dacid A nu este convexa gi y € int(dom ¢ 4) putem avea situatii in care 4 nu
este continua 1n y sau 4 este continua dar nu este Lipschitz continua pe vreo vecinatate a lui y.
Pentru aceasta consideram K := R, k% := (1,0) si Ay := ((—o0,0] x (—o0,1])U([0,1] x (—o0,0]),
respectiv Ay := {(a,b) | a € (0,0), b < —a?} U ((—00,0] x (—o0,1]). Atunci

o0 daca v > 1, 00 daca v>1,
Va0 (u,v) =4 u daca 0<v <1,  @a,po(u,v)=¢ u daca 0<wv <1,
u—1 daca v <0, u—+/—v daca v <O0.

Este clar ca (0,0) € int(dompa,) dar ¢4, nu este continud in (0,0), si (0,0) € int(dom a4, ), Ya,
este continua in (0,0) dar ¢4, nu este Lipschitz continud in jurul lui (0,0). In ceea ce priveste
continuitatea Lipschitz a lui ¢4 in jurul unui punct y € domyy, In spatii finit dimensionale
aceasta poate fi obtinuta utilizand notiunea de epi-lipschitzianitate a unei multimi introdusa de
Rockafellar [9]. Extindem aceastd notiune in contextul nostru. Spunem ci multimea A C Y este
epi-Lipschitz in 7 € A in directia v € Y \ {0} daca existd € > 0 si o vecindtate Vj a lui 0 din Y
astfel Incat

Yye G+ VW)NA Ywev+Vy, YA€ [0,e] :y+ dw € A (3)

S& observam cé (3) are loc pentru v = 0 daci gi numai dacd § € int A. In plus, dacd § € int A
atunci A este epi-Lipschitz in § € A in orice directie.



Teorema 6 Fie Y spatiu local convex separal si yo € Y astfel incat pa(yo) € R. Atunci pa
este finita si lipschitziand pe o vecindtate V' a lui yy dacd si numai dacd A este epi-Lipschitz in
¥ :=1yo — ea(yo)k® in directia —k°.

Urmatorul rezultat este similar Propozitiei 2.

Corolarul 7 Fie Y spatiu local convex separat §i y € bd A. Dacd A este epi-Lipschitz in y in
directia —k° atunci p4(y) = 0.

Corolarul 8 FiedimY < oo §i 5 € bd A. Atunci ¢4 este finita si lipschitziand pe o vecindtate a
iy dacd si numai dacd —k° € int To(A,7y), unde Tc(A,7) este conul tangent a lui Clarke la A
iny.

Ca aplicatie consideram problema de optimizare vectoriala (VP) data prin
V —min f(x), st. z€C,

unde X si Y sunt spatii Asplund, {0} # K C Y este un con convex i inchis (care induce o ordine
partiala pe V), f: X — Y si C C X. Rezultatele de baza obtinute sunt urmétoarele:

Teorema 9 Presupunem ca X si Y sunt spatic Asplund, f : X — Y este strict lipschitziand,
C C X este inchisa gi xg € C'.

(i) Daca xo este o solutie propriu eficientd pentru (VP) atunci exista v* € Y* astfel incadt
(y,v*) > 0 pentru orice y € K \ {0} si

0 € Iy (v o f)(wo) + Nasr(C, xp)- (4)
In plus, daca [ este strict diferentiabila in xo atunci
(f' (o))" v™ € =N (C, w0). (5)

(ii) Daca xg este o solutie slab eficientd pentru (VP) atunci exista v* € Y* \ {0} astfel incdt
(y,v*) > 0 pentru orice y € K si (4) are loc. In plus, dacd [ este strict diferentiabild in x¢ atunci
(5) are loc.

Din lucrarea [8] citdm rezultatul principal, pentru alte detalii a se vedea lucrarea atasata.

Teorema 10 Fie {f; |t € T} o familie nevida de functii conveze fi : X — R si f 1= sup,er fi,
unde X este un spatiu local convexr separat Hausdorff. Presupunem cd

clf =sup{clfy|teT}.

Atunci pentru orice x € X gi orice o > 0 are loc

teT: (x)

unde Fp := {L C X | L este subspatiu finit dimensional cu x € L} ¢i Te(z) :={t € T | fi(z) >
fx) — e}

In cadrul obiectivului “Obtinerea de rezultate de existenta pentru multiplicatorii Lagrange
pentru probleme vectoriale nenetede” am realizat un studiu al problemelor vectoriale pe spatii
normate infinit dimensionale. Studiul a fost structurat pe doua directii fiind considerat cu priori-
tate cazul in care relatiile de ordine sunt date prin intermediul conurilor cu interior vid (lucrarea
[4]) si apoi situatia in care conurile de ordine au interior nevid (lucrarile [2], [3]). Precizdm c&
lucrarile [2], [3] sunt deja publicate, In timp ce lucrarea [4] este acceptatd spre publicare, toate
cele trei reviste fiind cotate ISI. Mai jos prezentam succint continutul acestor lucrari.



Scopul lucrarii [4] a fost obtinerea unor rezultate de existentd pentru multiplicatori Lagrange
asociati solutiilor optimale in sens Pareto ale unor probleme de optimizare vectoriala in cazul
special in care ordinea partiala pe spatiul de sosire este data de un con convex cu interior vid.
Mentionam ca in acest caz nu se poate defini notiunea de solutie Pareto slaba si deci nu se poate face
apel la rezultatele existente pentru astfel de solutii. In cazul conurilor cu interior nevid, problema
existentei multiplicatorilor Lagrange pentru solutii slabe poate fi studiata utilizand functionale de
scalarizare ale caror proprietati de continuitate depind in mod esential de conditia de interioritate
amintitd. In cazul abordat in lucrarea mentionata am utilizat o altd functie de scalarizare numita
functia de “distanta orientatd”, Insa am fost nevoiti sa lucram cu un concept de solutie Pareto
aproximativa pentru problemele pe care le consideram. In cazul convex am lucrat direct cu solutii
tari, chiar daca interiorul conului este vid desi, si In acest caz, sunt necesare unele ipoteze de
regularitate asupra imaginii multimii punctelor fezabile.

Cadrul este urmatorul: X,Y sunt spatii Banach reale iar K C Y este un con inchis, convex,
punctat cu interior vid care induce pe Y o relatie de ordine partiala notata <gx si data prin
y1 <k Yo daca si numai daca yo — y; € K. Pentru un numar £ > 0 i un element x € X, notam
bila deschisd de centru x si raza e prin B(z,e).Multimea K* := {y* € Y* | y*(y) > 0,Vy € K}
este conul dual al lui K. Fie A C Y o multime nevid&; punctul @ € A se numeste punct de minim
Pareto al lui A in raport cu K dacd (A —a@) N —K = {0}. Multimea tuturor acestor puncte se
noteazd prin Min(A | K). Fie f: X — Y ¢1 .S C X o multime nevidd; un punct T € S se numeste
punct de minim Pareto a lui f pe S in raport cu K dacd f(Z) este minim Pareto al lui f(5) in
raport cu K. Fie e € K cu |e]| = 1. Dacd € > 0, spunem cd @ € A este un (g, e)—Pareto minim
al lui A In raport cu K dacd (A —a) N (—K — ce) = 0 si multimea acestor puncte se noteaza
(e,e) — Min(A | K). Ca mai sus, pentru o functie f : X — Y si o multime nevidda S C X, un
punct T € S se numeste (g,e)—Pareto minim al lui f pe S in raport cu K dacd f(T) este un
(e, e)—Pareto minim al lui f(S) in raport cu K.

Pentru o multime nevida A C Y, A # Y, functia distanta orientatd A4 : Y — R este data prin
Aa(y) = da(y) — dy\a(y), unde d4 noteaza functia distanta la multimea A. In cazul considerat
de noi, i.e., int K = () are loc relatia A_x_..(y) = d_k _cc(y) si, mai mult, subdiferentiala acestei
functii convexe satisface relatia OA_k_..(y) C K* pentru orice y € Y. Rezultatul de scalarizare
este urmatorul.

Teorema 11 Fiee >0, e€ K, |le]| =1. Dacay€ A CY este un punct (g, e)—Pareto minim al
lui A in raport cu K, atunci § este o e—solutie a problemei

inA_x_ — 7).
miy K—ce(y —7)

Aga cum am spus, in cazul convex, putem aborda direct solutiile Pareto.

Teorema 12 Fie f : X — Y o functie K—convezrd si S C X o mulfime convexd si inchisd.
Presupunem ca f este continuu diferentiabild si f(S) are interior nevid. Fie T un punct de minim
Pareto al lui f pe S in raport cu K. Atunci exista v € K*\ {0} a.i.

0€ Vf(@)v+ N(S,7), (6)
unde N(S,Z) noteazd conul normal la mulfimea S in punctul T.

In cazul general, utilizam doua subdiferentiale bine cunoscute: subdiferentiala Mordukhovich
(notatd Ops) pentru cazul problemelor cu constrangeri geometrice si subdiferentiala proximinala
(notatd dp) pentru cazul problemelor f&r& constrangeri.

Teorema 13 Fie X,Y spatii Asplund, S C Y nevidd si inchisd iar f : X — Y o functie strict
Lipschitz pe S. Daca T este un (e, e)—Pareto minim al lui f pe S in raport cu K, atunci existd

x € B(T,/e)NS siy* € Sy« NK* a.i.

0€dm(y* o f)(z)+eUx- + Na,, (S, z).



Teorema 14 Fie X,Y spatii Hilbert si f : X — Y o functie local Lipschitz. Presupunem ca e > 0
sie€ K, |le|]| =1. Dacd T € X este un (g,e)—Pareto minim al lui f pe X in raport cu K, atunci
evistd x € B(T, 2\/€) siy* € Sy- N K* a.i.

0 dpy o f)x) + g\@UX*.

Ultima sectiune a articolului contine mai multe aplicatii ale rezultatelor de mai sus in probleme
de echilibru sau probleme vectoriale de control aproximativ.

Lucrarea [2] abordeazi problema existentei multiplicatorilor lui Lagrange pentru probleme
diferite: in loc de functii lucram cu multifunctii si consideram doua tipuri de solutii, solutii slabe
si solutii ferme. In locul subdiferentialelor considerate in cazul functiilor, in cazul multifunctiilor
consideram coderivate. Astfel, cu notatiile de mai sus, consideram o multifunctie F' de la X la Y,
o multime nevida si inchisd S C X si problema asociata

(Py) minF cuz€S.

Presupunem c& int K # (. Un punct (Z,7) € Gr F' se numegte solutie slabd a problemei (P;) daca
T € Ssi (F(S)—y)N—int K = ). Dacd Z este un spatiu normat ordonat partial de un con
convex Inchis punctat @ cu interior nevid si G : X = Z o multifunctie, consideram problema cu
constrangeri:

(P) minF cuz € G71(-Q).

Solutiile slabe pentru aceastd problema se definesc inlocuind mai sus S = G~1(—Q).

Teorema 15 Fie (T,5) € GrF sz € G(T) N —Q. Dacd (Z,7) este solutie slabd pentru (Ps)
atunci
Tp(FxG)(X)+ K xQ,@2)N(—int K x (—intQ —Ryz)) =10

$1
T2(F x G)(X)+ K xQ,(,%),(k,q)) N (—int K x (—intQ — R, %)) = 0,
V(k,q) € =K x (—-Q —R4%),

unde Tg, T3 noteazd multimile tangente in sens Bouligand de ordinul intdi si respectiv de ordinul
al doilea.

Definim F: X =Y prin F(z) = F(z) + K si G : X = Z prin G(z) = G(x) + Q pentru orice
e X.

Teorema 16 Fie (7,7) € GrF siZ € G(T) N —Q. Daca (Z,7) este solutie slabd a lui (P2) atunci
Dp(F x G)(7,7,2)(X)N (—int K x (—int Q —R;z)) =0
pentru orice (x,k,q) € X Xx —K x (—Q — R4+%)
D%(F x G)(Z,7,2)(x, k, q)(X)(—int K x (—int@Q — R, %)) =0,

unde Dp, D% noteazd coderivatele in sens Bouligand de ordinul intdi si respectiv de ordinul al
doilea.

Cu scopul de a stabili unele reciproce ale acestor rezultate consideram urmatoarea notiune: un
punct (Z,7) € Gr F se numegte solutie ferma locald de ordin « > 0 pentru (P;) daci exista v > 0
si o vecindtate U a lui T a.i. pentru orice x € UNS siy € F(z) are loc A(y—y,—K) > vz — 7| “.



Teorema 17 Presupunem cd X,Y,Z sunt finit dimensionale, (T,7) € GrF siz € G(T) N —Q.
Presupunem cd F' gi G sunt calme in (T,Y) si respectiv (T,Zz). Dacd

Dp(F x B)(®,7,2)(X \ {0}) N (=K x (-Q —=R;z)) =0
atunci (T,7) este solutie fermd locala de ordin 1 pentru (P2). Daca
Dg(F x G)(@,7,7)(0,0,0)(X \ {0})(~K x (-Q —R4%)) =0

pentru orice (x,k,q) € X x —K X (—Q — R1Z), atunci (T,7) este solutie fermd locald de ordin 2
a lui (Py).

Teorema 18 Presupunem ca X, Y sunt finit dimensionale si F' are grafic local inchis in jurul
lui (Z,7) € Gr F. Fie e € int K. Daca (Z,7) este solutie fermd locala de ordin 1 pentru (Py) cu
S = X atunci ezista p > 0 a.i.

pDx« C D*F(z,7)({y* € Y™ | y*(e) = 1}),
unde D* noteaza coderivata normala.

In lucrarea [3] consideram problema existentei multiplicatorilor Lagrange pentru solutii Pareto.
Ipotezele suplimentare fatd de rezultatele din [4] vizeaza conul de ordine iar demonstratiile folosesc
asa-numitele conuri de dilatare. O multime convexd B se numegte bazi a conului K daci 0 ¢ cl B
si K = cone B, unde cl noteaza inchiderea topologica iar cone B := [0,00)B este conul generat
de B. O multime A C Y se numeste (slab) asimptotic compacta daci exista o vecinatate (slaba)
U alui 0 ai UNJ|0,1]A este relativ compacta. In aceastd lucrare, din dorinta de a lucra pe
spatii Banach generale consideram conul normal aproximativ si obiectele derivate: subdiferentiala
aproximativa, coderivata aproximativa notate Ng, 0,4, D}:.

Teorema 19 Fie A C Y o multime inchisd $i 5 € Min(A | K). Presupunem cd cone(A — )
este (slab) inchisa si K admite o baza (slab) inchisé B. Dacd cone(A — 3) sau B este (slab)
asimptotic compactd atunci existd € > 0 a.i. pentru orice e € K\ {0} existd y* € Y* cuy*(e) =1,
infoep y*(b) = e |ly*|l si —y* € Na(A,7).

Teorema 20 Fie f o functie locally Lipschitz si S C X o multime inchisa. Fie T este un punct
de minim Pareto pentru f pe S. Presupunem ca cone(f(C) — f(T)) este (slab) inchis, K admite o
bazd (slab) inchisa B si cone(f(C) — f(T)) sau B este (slab) asimptotic compactd. Atunci existd
e > 0 a.i. pentru orice e € K \ {0} existd y* € Y* cu y*(e) = 1 i infrepy*(b) > e ||ly*|| care
satisface

0 € Buly", F)(@) + Na(C, 7).

Articolul se incheie cu cateva aplicatii precum si cu o discutie privind cadrul de aplicabilitate
al rezultatelor teoretice obtinute.

In cadrul obiectivului “Studiul literaturii in tematica tezei de doctorat prevazuta la paragraful
10.4.1.2.2 1n propunerea de proiect” dl doctorand R. Strugariu a studiat probleme legate de teza
de doctorat, mai precis a studiat mai multe lucrari ale lui D.Y. Gao, inclusiv cartea [6], precum
si alte articole consacrate dualitatii Ekeland.
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