Sinteza rezultatelor obtinute in cadrul contractului
Functii de scalarizare si multiplicatori Lagrange in probleme de optimizare
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-Raport 2009-
Obiectivele contractului pe anul 2009 (conform Anexei ITa) au fost:

e Construirea si studiul unor probleme duale prin intermediul functiei de scalarizare
e Studiul marginirii multimii multiplicatorilor lui Lagrange
e FElaborarea rezultatelor legate de teza de doctorat.

In cadrul obiectivului “Construirea si studiul unor probleme duale prin intermediul functiei de scalarizare”
(cf. Anexei ITa) s-au studiat mai multe relatii de dualitate intre diverse functii asociate unor multimi din spatii
local convexe. Acest studiu, dezvoltat in lucrarea [12], este motivat de faptul cd in Economia matematica astfel
de functii sunt considerate frecvent iar rezultatele obtinute sunt de multe ori imprecise, cu conditii prea tari
sau cu demonstratii complicate. Mai jos prezentam acele rezultate care se refera la functiile de scalarizare.

In continuare (X, 7) este un spatiu local convex separat Hausdorff gi netrivial iar X* este dualul lui topologic
inzestrat cu topologia w* := o(X*, X). Astfel X* devine la randul siu un spatiu local convex separat Hausdorff
al carui dual topologic este chiar X. Pentru « € X gi 2* € X* notdm (x,2*) := z*(z). Notatiile si notiunile
relative la submultimi A C X si functii f : X — R := RU {—00,00} sunt cele uzuale. Multimii A C X ii
asociem mai multe functii. Primele doua sunt

oassa: X* =R, oa(a®):=sup(z,2*), ca(z*):= inf (z,2*),
TEA zeA
cu conventiile sup ) := —oo si inf @) := oo; deci g = —00 i ¢y = +00. Functia o4 este functia support a lui A.
Este evident c& ¢4 (z*) = —oa(—2*) pentru z* € X*. Lui A C X 1ii asociem si functiile pa,94,v4,04 : X = R

definite prin

palx) =inf{A>0|ze XA}, Va(z):=sup{A>0]|Axe A},
va(x) :=sup{A>0|z € XA}, 0Oa(z):=inf{\>0]| Az € A};
deci pgp = 0p = +oo §i vy = Jy = —o00. pa este functionala Minkowski. Functiile de intrare i iegire ale lui

Shephard sunt de tipul v4 si 4 cu A submultime a lui R’ . Pentru unele proprietati ale lui 14 si v4 a se vedea
[10]. In [2] se spune cd 04 is misura extinsd a lui Farrell. Au loc:

1 1 1 1
= 0V Ia(a) 0V Ia(x)= @)’ Oa(z) = 0V oa@)’ 0Vrva(z) = e

pa(x)

cu conventia 1/0 := co. Avand A C X si k € X \ {0} consideram functiile de scalarizare v 4, %4 : X — R,
par(x)=if{teR|zecthk— A}, Yar(z) :=sup{t eR|zetk+ A}
Avem ca

Var(r) = —p_a_i(®) = —par(—2) VrelX.

De aceea este suficient sa studiem numai una dintre aceste functii. Un studiu detaliat al functiei ¢4 j pentru
A inchisd cu A = A+ Rk este ficut in [6, Section 2.3]; alte proprietéti ale ¢4 1 sunt stabilite in [11]. Este
stiut ca

(pA’k(CU +tk) = SOA,k(-T) +1, I/JA’]C(I' +tk) = ’L/JA’]C(.%') 4+t Vexe X, VteR.

Daca A + R,k este inchisa atunci
A+Rik={z € X |par(-z) <0} ={z € X |¢Yax(z) >0}

In “production analysis” conditia A = A + Rk nu este asigurata. De aceea urmétoarele rezultate sunt
utile.



Propozitia 1 Presupunem cd A C X este inchisd, K C X gi k € X \ {0}. Daca
A=(A+Ryk)NK, (1)

atunct
A={z e K|var(z) 20}t ={z € K|par(-x) <0}. (2)

Propozitia 2 Fie k € X \ {0} si A; C X satisfacdnd (1) pentru orice t € I (# 0). Atunci A := NicrA; s
A’ := Uier A; satisfac de asemenea (1).

Propozitia 3 Fie I # 0 si A; C X pentru orice i € I. Atunci

'l/)UiezAi,k = sup wAi,kv PUser ik = Helg PA; k> 'I)Z)mieIAhk < Helg wAi,kv Picrdik > sup PA; k-
3 K2

il i€l
In plus, daca K C X este inchisd si (A; + Ry k) N K = A; pentru orice i € I, atunci
d)nieIAiyk = lnf ¢Ai,k? PricrAik = SUP YA, k- (3)
i€l icl

In particular, dacd A; = A; + Ry k pentru orice i € I atunci (8) are loc.
In [5, Rels. (18), (19)] se considera relatiile de dualitate

(z,2) —ca(z”)

ala®) = i ((0.2%) — 0a(e) - (ko)) ) = i ST @

pentru X = R” fard a se mentiona de unde sunt luati « gi z*. In contextul din [5] A (= L(y)) este convexa
(inclusa in R%) si k (= g.) este din R’ \ {0}. In continuare vom stabili relatii precise de tipul (4).

Propozitia 4 Fie 2* € X* cu (k,2*) > 050 # A C B C X. Atunci

<al@”) = inf ((@,2") = van(e) - (k.a*)), (5)
o) = sup ((2,27) +Ya—i(2) -« (k,27)). (6)

Propozitia 5 Presupunem ca A este inchisd si convexd. Daca —k ¢ Ay, atunci
Yar(x) =nf{(z,z*) —ca(z") | 2" € X*, (k,2") =1} VreX, (7)
iar dacd k ¢ Ao atunci
Ya_p(x) =inf{oa(z”) = (z,2%) | 2" € X*, (k,2") =1} VzeX. (8)
Inspirdandu-ne din [5], pentru ' C X X Y consideram multimile
Pl)={yeY|(z,y) €T}, Ly :={reX|(z,y) eT}
pentru x € X si y € Y. De asemenea, pentru * € X* si y* € Y*, consideram si multimile

Pa*):={y|Ir € X: ye Px), (z,7*) <1} =U{P() | (x,z*) <1} C Pry(T), (9)
Lly") ={x |y eY: z€Lly), (yy") 21} =U{L(y) | {y,y") = 1} C Prx(T). (10)

Propozitia 6 Presupunem cd T este o multime nevidd, inchisd si convexrd astfel incat 0 € P(x) pentru orice
x € Prx(T). Atunci

L(y) =n{L(y") | {y.y") =1} VyeY. (11)
Daca in plus k € ker T, (adica (k,0) € T ) atunci
i)k = 0f (Y0, | 9,97) 21} VyeY. (12)



Propozitia 7 Presupunem ca T C X XY este o multime nevidd, inchisd $i convexd. Atunci
P(z) =N{P(z*) | (z,2*) <1} Va € ker .. (13)
In plus, presupunem cd multimea inchisa F CY gil € Y \ {0} sunt astfel incdt
Py(T)CF and [(z,y)€T, t>0, y—tl€e F]= (z,y—tl) €T. (14)

Atunci
Yp(z),—1 = inf {wﬁ(w*),—l | (z,2") <1} Va € kerTi. (15)

Luand A := {z € X | u(x) > u} si B := X, Propozitia 4 extinde [7, Prop. 2.4] deoarece b(x,u) = 14 4(x); de
asemenea extinde si [7, Prop. 4.1]. Intr-adevar, cu notatiile din [7], avem ca m(p) = oy(p) si 0(g;y) = p—y.4(v).
Prin urmare, din (6) obtinem c& pentru g-p > 0, A := =), k=g si a* := p,

m(p) = oy(p) = sup ((z,p) + vy —(x) - (9,p)) = sup (z-p—0a(g;9)9-p),
TER™ sER™
adicd concluzia [7, Prop. 4.1].

In mai multe lucrari referitoare la “production analysis” o tehnologie este o multime nevida T' C R’ x R’
cun,m > 1 satisfacand axiomele (see [1, p. 353]):

(A1) T este inchisa; (A2) (z,y) € T, (2/,9') € R} xR si 2’ > 2, 0 <3 <y implica (2/,y") € T (aici
x> x inseamnd ca 2’ —x € RY} si ¢ < y inseamnd ca y —y' € RY); (A3) (0,y) € T implica y = 0; (A4)
(0,0) € T; (A5) T este convexa.

Uneori in loc de axioma (A2) se utilizeazd una mai slabd: (A2’) (z,y) € T, s € [1,00[ si t € [0, 1] implic&
(sx,y) € T si (x,ty) € T.

Utilizdnd rezultatele precedente se obtin majoritatea rezultatelor din [5] in conditii precise. Acestea se
refera la functiile

_
DT(x, Y; =9z, gy) = wT,(gﬁ,—gy)(xa y)v

—

Do(@,459y) = Vp@)—g, ), Dil@,45~90) = br(y).0. (@),
Do (', 1:g,) = VB(w),—g, Y)> Dz, ~g.) = V.0, (T)
U(p,w) :=or(-w,p), R(z,p):=0p@)(p), Cly,w):= <Ly (w),
IR(w', p) := 5w (P); IC(p',w) = STy (W)

~—

In cadrul obiectivului ”Studiul marginirii multimii multiplicatorilor lui Lagrange” am realizat un studiu al
comportamentului topologic al multimii multiplicatorilor Lagrange pentru diferite probleme vectoriale pe spatii
normate finit gi infinit dimensionale. Studiul, cuprins in lucrarea [4], a fost structurat pe doud directii fiind
considerat atat cazul problemelor in care datele sunt functii diferentiabile cat si cazul problemelor ”nenetede”
guvernate de multifunctii.

In prima parte a articolului mai sus mentionat, ne ocupam de problema de optimizare vectoriala

(P) min f(z) cu g(z) € —Q,

unde X,Y si Z sunt spatii vectoriale normate, f : X — Y, g : X — Z sunt functii vectoriale iar @) este un
con convex inchis din Z. Pe spatiul Y consideram ordinea partiald datda de un con convex si inchis K, prin
echivalenta y; <k o2 daca gi numai daca yo — y; € K. Conul dual al lui K este

K*:={y"eY"|y*(k) >0, Vk € K},
unde Y* este dualul topologic al lui Y. Prin M notdm multimea punctelor fezabile ale problemei(P), i.e.,
M:={ze X |g(x) e -Q}.
In anumite situatii vom presupune:

(Ag) int K # 0,
(AQ) int Q 7é @



Un punct fezabil T se numeste minim Pareto pentru (P) daca nu exista un alt punct fezabil x al lui (P) a.i.
f(z) = f(z) € =(K \ {0}). In eventualitatea in care K are interior nevid punctul Z se numegte minim slab al
problemei (P) dacd nu existd un alt punct fezabil z cu f(x) — f(Z) € —int K.

Fie F: X =3Y, G: X = Z doua multifunctii. S& consideram problema
(P1) minF(z), cuzeSCX,
Definitia 8 Un punct (z,7) € Gr F se numeste punct de minim pentru problema (P1) dacd
(F(S) ) N —K = {0}.
Daca int K # ) utilizim urmatoarea definitie.
Definitia 9 Un punct (Z,y) € Gr F se numeste minim slab al problemei (P1) dacd
(F(S)—y)N—int K = 0.

Vom considera de asemenea cazul in care multimea punctelor fezabile ale lui (P;) va fi descrisd explicit cu
ajutorul multifunctilor:
(P2) minF(z), cuz e X, 0€G(z)+Q.

O varianta simplificatd a problemei (P3) in care G este o functie este
(P3) minF(z), cuz € X, g(x) <g 0.

Definitiile solutiilor pentru (P3) sunt obtinute inlocuind S cu {z € X | 0 € G(z) + Q} = G~ (—Q). Analog
pentru (P%).

In afara situatiei in care vom considera conuri cu interior nevid, vom lucra cu o clasa mai generala de conuri
numite dual-compacte. Aceste conuri au fost introduse de catre Ng gi Zheng in [9]. Astfel, conul K se numegte
dual-compact daca exista o multime compacta C C Y a.l.

K*c{y" e Y™ | |y*l| < supy™(y)}.
yel

De fapt, am aratat ca aceasta proprietate este echivalenta cu existenta unei mulgimi finite P := {y1,y2, ..., yp} C
Y (p e N)al
K7 c{y” e Y7 |yl < maxy™(yi)}- (16)

Pentru prima parte luam cazul solutiilor slabe ale problemei cu functii in care presupunem:
(Ay) functia f : X — Y este de clasd C' pe X.
(4,) functia g: X — Z este de clasa C' pe X.

Notam cu V f(z) derivata Fréchet a lui f in € X gi prin Tg(M, z) conul tangent Bouligand la M C X in
z € M. Reamintim relatia de definitie a acestui con:

Tp(M,z) :={ue X |3(t,) C (0,00),t, | 0,
Hup) C X, up — u,Vn € N,z + t,u, € M}.

Mai intai prezentdm o metoda de obtinere a multiplicatorilor Lagrange pentru (P).
Propozitia 10 Presupunem (Ax) si (Af). Dacd T € M este punct de minim slab pentru (P), atunci
V£(T)(u) ¢ —int K pentru orice u € Tp(M,T).

Pentru a determina o formula de calcul a conului tangent la multimea punctelor fezabile M = {z € X |
g(x) € —Q} este nevoie de utilizarea conditiei de a exista un element @ € X cu Vg(7)(u) € —int Q. Aceastd
conditie de tip Mangasarian-Fromovitz se noteazi pe scurt in continuare cu (M F).



Propozitia 11 Presupunem (Aq) and (Ag). Mai mult presupunem ca g(T) € —Q si are loc relatia (MF) in
T. Atunci,
{ue X |Vg(@)(u) € —Q} C Tr(M,T).
Mai mult, daca g(T) = 0 atunci
Tp(M,7) = {u € X | Vg(@)(u) € —Q}.
Corollary 12 Presupunem cd (Ak), (Aqg), (Af) si (Ag). Dacd T € M este punct de minim slab pentru (P)
st ezistaw € X cu Vg(T)(u) € —int Q, atunci Vf(Z)(u) ¢ —int K pentru orice u € X cu Vg(Z)(u) € —Q.
Propozitia 13 Presupunem (Ak), (Aq), (As) si (4y). Fie T € M punct de minim slab pentru (P) a.i. are
loc conditia (MF) in T. Atunci exista y* € K*\ {0} si 2* € Q* a.i.
y o Vf(T)+ 2" o Vyg(T) =0. (17)
In rezultatul de mai sus, fixiim y* € K* \ {0} i consideriim
Ly :={z"e€Q"|(17) are loc}.
S& observam mai intai ca (MF') este echivalenta cu urmétoarea conditie de regularitate (RC'):
2" eQ",z"oVg(T)=0= z* =0.
Pentru a obtine un rezultat privind marginirea lui L~ avem nevoie de o ipoteza asupra spatiului Z :

(Az) bila unitate inchisa a lui Z* este w*-secvential compacta.

Theorem 14 Presupunem (Az), (Ayf), (Ay) si ca Q este dual compact. Fie y* € K*\ {0}. Daca are loc (RC)
atunci Ly« este marginitd in normd. Invers, dacd Ly~ este nevidd si marginita atunci are loc conditia (RC).

Observam ca multimea L,- este convexa, deci in ipoteza (MF), ea este w* compacta.
Are loc urmatorul rezultat global.

Corollary 15 Presupunem (Az), (Ak), (Ag), (Ay) si (Ag). Presupunem ca T € M este punct de minim slab
pentru (P). Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) are loc (MF);

(i) are loc (RC);

(tii) exista y* € K*\ {0} a.i. Ly~ este nevidd si marginita.

Conditii simalare pot fi obtinute pentru probleme cu constrangeri mixte i.e avand in plus constrangerea
h(x) = 0, unde h este o functie neteda ce actioneaza intre X si un spatiu normat W.

Discutdm acum pe scurt problemele (P;), (P3) si (P2). Cum aceste probleme sunt nenetede, reamintim, in
cadrul spatiilor Asplund, obiectele de diferentiabilitate generalizata de tip Mordukhovich.

Definitia 16 Fie X un spatiu Asplund, S C X o submultime nevidd si x € S. Conul Mordukhovich la S in x
este

N(S,z) :={z" € X* | Jx,, 5 X,z w x*,x) € Np(S,x,)},
unde prin Nr(S, z) se noteazd conul normal Fréchet la S intr-un punct z € S, dat prin

Np(S,z) :={zx e X" | hmsup r(u=z)
ueS,u—z || ZH

Definitia 17 Fie F': X =Y o multifunctie. Coderivata Fréchet a lui F' in (Z,79) € Gr F este multifunctia
D*F(z,y): Y* = X*:

< 0}.

D*F(z,9)(y*) = {z* € X* | (z*, —y*) € Np(Gr F, (z,7)}.
Fie F: X =3Y o multifunctie. Coderivata miztd a lui F in (Z,y) € Gr F este D3, : Y* = X*:

Dy F(2,9)(y") =  limsup  D*F(z,y)(y").
(z,9)—(2,9),y*—7*
Fie F: X =Y o multifunctie. Coderivata normald a lui F in (Z,y) € Gr F este Dy : Y* = X*:
DyF(z,9)(y") =  limsup  D*F(z,y)(y").

o
(z,y)—(2,9),y* S 5"



Multifunctia F': X = Y se numeste N-regulata in (Z,7) daca
Dy F(z,5) = D*F(x,7).
Prezentam unele conditii de optimalitate pentru (Py) si (P5).

Theorem 18 [9, Corollary 4.1], [3, Corollary 8.4] Presupunem cd X,Y sunt spatii Asplund, (Z,7) este minim
Pareto pentru (P1) si F este pseudo-Lipschitz in (T,7). Dacd K este dual compact, atunci existd y* € K*,
ly*ll =1 a.i.

0€ DNF(z,9)(y") + N(S, 7).

Theorem 19 [9, Theorem 4.3] Presupunem ca X,Y, Z sunt spatii Asplund si (T,Y) este minim Pareto pentru
(PS). Daca F este pseudo-Lipschitz in (T,7), g este local Lipschitz si K, @ sunt dual compacte, atunci existd
yEK 5zt €Q cully |+t =1 at

0€ DNF(z,9)(y") + Dyg(T)(27). (18)

Elementele y*si z* sunt multiplicatorii Lagrage pentru problema noastra. Intrebarea ce apare in contextul
discutiei noastere este in ce conditii multimea

Ly ={z" € Q" | (18) are loc}
este nevida si marginita pentru un element y* € K*\ {0} fixat. Réspunsul este dat de rezultatele urmatoare.
Theorem 20 Fie X,Y,Z spatii reflexive si (T,7) un punct de minim Pareto pentru (P4). Presupunem cdat F
este pseudo-Lipschitz si N - regulatd in (T,7), g este de clasa C* in jurul lui T, K si Q sunt dual compacte si
are loc urmatoarea conditie de calificare:

2" eQ",2z"oVy(T) =0=2"=0. (19)

Atunci ezista y* € K*,||ly*|| =1 a.i Ly~ este nevida si marginitd.

Theorem 21 Fie X,Y,Z spatii reflexive gi (T,7) un punct de minim Pareto pentru (Pj}). Presupunem cd F
este pseudo-Lipschitz si N - requlatd in (T,7), g este local Lipschitz in T si N - regulatd in (T, g(Z)). Daca K
st Q sunt dual compacte si are loc urmdtoarea conditie de calificare:

2" €Q*,0€ Dyg(@)(z") = 2" =0 (20)
atunci existd y* € K*,||y*|| =1 a.7 Ly~ este nevida si marginitd.

Cazul problemei (Pz) se discutd folosind acelagi model: se deduc conditii de existentd a multiplicatorilor
si apoi se impune o conditie de calificare de tip Mangasarian-Fromowitz pentru a deduce marginitea multimii
acestor multiplicatori. Din cauza dificultatilor de naturd tehnica ce apar, acest caz este considerat pe spatii
finit dimensionale.

Theorem 22 Fie (z,y) € Gr F' punct de minim Pareto pentru (Ps). Presupunem ca F este pseudo-Lipschitz
in (Z,y) iar G(T) este compactd. Presupunem de asemenea cd aplicatia © — G(x) N (—Q) este inferior
semicontinud in T gi ca are loc conditia: pentru orice y € G(Z) N (—Q),
N(=Q,y) Nker DyG(Z,y) = {0}. (21)
Atunci exista y* € K* cu |ly*]| =1, § € G(Z) N (—Q) si z* € N(—Q,9) a.i
0€ Dy F(z,9)(y") + DNG (T, §)(27). (22)
Fie y* € K* cu ||y*|| = 1. Considerdm multimea:

L. ={2" € RY |35 € G(@)N(-Q), cu 2*€ N(—Q,y) ai (22) areloc}.



Theorem 23 Flie (Z,§) € Gr F punct de minim Pareto pentru (P3). Presupunem cd F este pseudo-Lipschitz
in (Z,9), G este pseudo-Lipschitz pentru orice (T,y) cuy € G(T) iar G(T) este compactd. Presupunem de
asemenea cd aplicatia v — G(x) N (—Q) este iferior semicontinud in T $i cd pentru orice y € G(Z) N (—Q),

N(~Q,y) Nker DyG(z,y) = {0}. (23)

Atunci ezista y* € K* cu ||y*|| =1 a.i. Ly. este nevida si marginitd.

In cadrul obiectivului “Elaborarea rezultatelor legate de teza de doctorat prevazuta la paragraful 10.4.1.2.2.
in propunerea de proiect” dl. doctorand R. Strugariu a obtinut unele rezultate ce vor fi incluse in teza si care
sunt trimise spre publicare.
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