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Obiectivele contractului (conform Anexei ITa) au fost:

la Punerea in evidentd a unor proprietati locale de continuitate si lipschitzianitate a functiei de scalarizare:
documentare, elaborarea si valorificarea rezultatelor

1b Obtinerea de rezultate de existenta pentru multiplicatorii Lagrange pentru probleme vectoriale nenetede:
documentare, elaborarea si valorificarea rezultatelor

2a Construirea si studiul unor probleme duale prin intermediul functiei de scalarizare: documentare, elabo-
rarea si valorificarea rezultatelor

2b Studiul marginirii multimii multiplicatorilor lui Lagrange: documentare, elaborarea si valorificarea rezul-
tatelor

3a Construirea si studierea unor functii cu proprietiti aseménatoare functiei de scalarizare cu valori in spatii
vectoriale: documentare, elaborarea si valorificarea rezultatelor

3b Obtinerea de rezultate numerice privind solutiile unor probleme vectoriale nenetede: documentare, elab-
orarea si valorificarea rezultatelor

3c Studiul literaturii, elaborarea si valorificarea rezultatelor legate de teza de doctorat prevazuta la paragraful
10.4.1.2.2 in propunerea de proiect.

In total au fost elaborate 11 lucrari stiintifice (referintele [13], [18], [20], [21], [17], [3], [6], [5], [4], [7], [8]),
toate in reviste cotate ISI.

In cadrul obiectivelor la, 2a si 3a s-au studiat unele proprietati locale de continuitate si lipschitzianitate
pentru functia de scalarizare, s-a pus in evidenta o aplicatie la stabilirea unor conditii de optimalitate pentru o
problem& de optimizare vectoriald neconvexd utilizand subdiferentiale de tip Clarke sau Mordukhovich (rezul-
tatele obtinute fiind continute in articolul [18]), s-au studiat relatii de dualitate intre diverse functii asociate
unor multimi din spatii local convexe (rezultatele obtinute fiind continute in articolele [20], [21]). De asemenea
s-au continuat preocupdrile noastre legate de Analiza Convexd; in lucrarea [13] s-au pus in evidentd formule
pentru subdiferentiala unui supremum de functii convexe fara conditii de calificare. In continuare prezentam
succint rezultate.

Fie Y spatiu local convexe separat, K C Y un con convex si inchis, A C Y o mulfime nevida si inchisa
astfel incat Y # A = A — K. Conditia A = A — K aratd cd K C —A, unde

A ={ue X |z+tuc AVte R}

este conul de recesie a lui A; A, este un con convex si inchis. Dacd A este si convexd atunci As = Mysot(A—a)
pentru un (orice) a € A. Considerim de asemenea k° € K \ (—K) si functia de scalarizare

pai=ar Y 2R, paly)=inf{t € R|y e th® + A}, (1)

unde, ca de obicei, inf ) := oo (si sup () := —o00). Pentru mai multe proprietati ale functiei 4 a se vedea [12,
Section 2.3]. In [12, Th. 2.3.1] s-a ariitat ci . este continui dacd A — (0,00)k° C int A. In rezultatul urmitor
caracterizam continuitatea lui ¢4 intr-un punct.

Propozitia 1 ¢4 este (superior semi-) continud in yo € Y dacd si numai dacd yo — (pa(yo), o) - k® C int A.
Propozitia 2 Presupunem ci @4 este continud in yo € bd A. Atunci pa(yo) = 0.

Cand A este convexd w4 este convexa. Intr-o astfel de situatie din continuitatea lui ¢4 intr-un punct din
interiorul domeniului se obtine locala lipschitzianitate a lui ¢ 4 pe interiorul domeniului. In plus, dacd A = —K
si kY € int K atunci 4 este o functie continua si subliniara, si deci ¢4 este Lipschitz continus.



Teorema 3 (i) Are loc relatia

oaly) <oal)+o-xly—y) Yy y €Y.

(ii) Daca k° € int K atunci pa este finitd si Lipschitz pe Y.
(iii) Dac y2 <k y1 atunci pa(y2) < palyr)-
(iv) Daca A — (K \ {0}) C int A atunci 4 este proprie i

Yo —y1 € —(K\{0}), y1 € dompa = va(y2) < paly1).

Teorema 3 aratd cd [1, Prop. 7] are loc in orice spatiu local convex cu o concluzie mai tare: o(-,g) este
Lipschitz continui. Desigur, in conditiile Teoremei 3 (i) avem ci —k° € int A, deoarece K C —A,,. De fapt
are loc si reciproca Teoremei 3 (i). Mai precis are loc urméatorul rezultat.

Propozitia 4 Functia p4 este finitd si lipschitziand dact i numai dacid —k° € int Ao
Un alt rezultat este urméatorul.

Propozitia 5 Presupunem cid A este convexd, are interior nevid si si nu contine drepte paralele cu k°. Atunci
@A este local lipschitziand pe int(dom ¢ 4) = REY + int A.

S& observdm cd dacd A nu este convexd si y € int(dom ¢ 4) putem avea situatii in care 4 nu este continud
in y sau 4 este continua dar nu este Lipschitz continua pe vreo vecindtate a lui y. Spunem ca multimea A C Y
este epi-Lipschitz in 7 € A in directia v € Y\ {0} daci existd € > 0 si o vecindtate Vj a lui 0 din Y astfel incat

e >0, Vo eVy(0), Vye (+Vo)NA, Ywev+Vy, YA€ [0,e] : y+ dw € A. (2)

Sd observam ci (2) are loc pentru v = 0 dacd si numai dacd g € int A. In plus, dacd 7 € int A atunci A este
epi-Lipschitz in § € A in orice directie.

Teorema 6 Fie Y spatiu local convexr separat si yo € Y astfel incat pa(yo) € R. Atunci o4 este finita si
lipschitziand pe o vecinatate V a lui yo dacd si numai daci A este epi-Lipschitz in § := yo — pa(yo)k® in
directia —k°.

Urmatorul rezultat este similar Propozitiei 2.

Corolarul 7 Fie Y spatiu local convex separat iy € bd A. Dacd A este epi-Lipschitz in § in directia —k°
atunci v 4(7) = 0.

Corolarul 8 Fie dimY < oo §iy € bd A. Atunci g4 este finita gi lipschitziand pe o vecinatate a lui y daca
i numai daci —k° € int T (A,7), unde Tc(A,7) este conul tangent a lui Clarke la A in 7.

In continuare (X, 7) este un spatiu local convex separat Hausdorff si netrivial iar X* este dualul lui topologic
inzestrat cu topologia w* := ¢(X™*, X). Multimii A C X 1i asociem mai multe functii. Primele dou& sunt

oassa: X* =R, oa(x*) :=sup(z,2*), ca(z*):= inf (z,2). (3)
z€A zEA
Functia o4 este functia support a lui A. Este evident c& ¢a(z*) = —oa(—2*) pentru z* € X*. Lui A C X ii

asociem si functiile 4,94, 74,04 : X — R definite prin

pa(r) =inf{A>0|z € AA}, Ja(z) :=sup{A>0]| Iz e A},
va(xz) :=sup{A >0 |z € XA}, Ox(x):=inf{\ >0z € A};
deci pp = 0y = +oo i vy = 9y = —00. pa este functionala Minkowski. Functiile de intrare si iegire ale lui

Shephard sunt de tipul v4 si 4 cu A submultime a lui R’ . Pentru unele proprietati ale lui 14 si v4 a se vedea
[15]. Au loc:

1 1 1 1
= VI’ 0Vdas(z) = ) Oa(x) = 0V a() 0Vwu(x) = e

pa()



cu conventia 1/0 := oco. Avand A C X si k € X \ {0} consideram functiile de scalarizare o4, %4, : X — R,
par(x)=inf{teR|zecthk— A}, Yar(z) =sup{teR|zetk+ A} (4)
(Deci @4 1 este functia definitd in (1) pentru A inlocuit cu —A.) Avem ci
Yar(@) = —p-a,-k(@) = —par(-z) VzelX.

De aceea este suficient sa studiem numai una dintre aceste functii. Un studiu detaliat al functiei ¢4 5 pentru
A inchisd cu A = A + Rk este ficut in [12, Section 2.3]; alte proprietéti ale ¢4 sunt stabilite in [18]. In
“production analysis” conditia A = A + Rk nu este asiguratd. De aceea urmétoarele rezultate sunt utile.

Propozitia 9 Presupunem cd A C X este inchisa, K C X gi k € X \ {0}. Daca
A=(A+Ryk)NK, (5)

atunct
A={z € K |Yax(z) 20} ={z € K| par(—2z) <0}

Propozitia 10 Fie k € X \ {0} $i A; C X satisfacand (5) pentru orice i € I (# 0). Atunci A := NierA; st
A’ := UerA; satisfac de asemenea (5).

Propozitia 11 Fie I # 0 st A; C X pentru orice i € 1. Atunci

inEIAivk = sup wAi,kH PUser Ak = Helg PAi k> wmiGIAisk < lrel§ wAi,kV PricrAik = SUP QA k-
i i

iel el
In plus, daca K C X este inchisa gi (A; + Rik) N K = A; pentru orice i € I, atunci
wﬂingi,k’ = lnf ¢A¢,ka Picrds k = SUD QA k- (6)
i€l icel

In particular, daca A; = A; + Ry k pentru orice i € I atunci (6) are loc.
In [9, Rels. (18), (19)] se considers relatiile de dualitate

(z,27) —ca(z”)

Gala®) = i ((0.2%) (o) - (ko)) ) = i 2T (7)

pentru X = R”™ fird a se mentiona de unde sunt luati « si z*. In contextul din [9] A (= L(y)) este convexa
(inclusd in R ) gi k (= g.) este din R’} \ {0}. In continuare vom stabili relatii precise de tipul (7).

Propozitia 12 Fie z* € X* cu (k,2*) >0 5i() # AC B C X. Atunci

<a(e”) = inf ((z,27) —Yar(@) n (k,a7), oale”) = :lelg(@,x*) + A k(@) e (k,27)).

Propozitia 13 Presupunem ci A este tnchisda gi converd. Dacid —k ¢ As atunci
Yar(x) =nf{(r,z*) —ca(z") | 2" € X*, (k,2") =1} VzeX, (8)
iar daca k ¢ Ao atunci
Ya,—g(z) =inf{oa(z") — (z,2%) | 2" € X*, (k,z") =1} VzeX.
Inspirandu-ne din [9], pentru ' C X x Y considerdm multimile
Pl)={yeY|(z,y) €T} Ly :={reX|(z,y) eT} (9)
pentru x € X si y € Y. De asemenea, pentru o* € X* gi y* € Y*, consideram si multimile
P@a"):={y|Fw e X: ye P(x), (z,a") <1} = U{P(z) | (z,27) < 1} C Pry(T), (10)
L") ={e|FeY: zeLy), (y.y") =1} =U{L(y) | (y,y") > 1} C Prx(T). (11)



Propozitia 14 Presupunem ca T este o multime nevida, inchisa si convexa astfel incat 0 € P(x) pentru orice
x € Prx(T). Atunci

L(y) =n{L(y") | {y.y") 21} VyeY.
Daca in plus k € ker Too (adica (k,0) € T ) atunci

YLk = 0 {¥ro [ (0,97 21} Yy ey,
Propozitia 15 Presupunem ca T C X XY este o multime nevida, inchisa si convexd. Atunci
P(z) =N{P(z*) | (z,2*) <1} Va € ker T,
In plus, presupunem cd multimea tnchisa F CY gil € Y \ {0} sunt astfel incat
Py(T)CF and [(z,y)eT, t>0, y—tle F]= (z,y—tl) €T.
Atunci
Yp(z),—1 = inf {%(x*),—l | (z,2*) <1} Va € kerTw.

Propozitia 12 extinde [14, Prop. 2.4] si [14, Prop. 4.1]. Utilizand rezultatele precedente se obtin majoritatea
rezultatelor din [9] in conditii precise.

Pentru A C X cu X spatiu local convex separat si X* dualul sdu topologic notdm bar A := dom o4 conul
barierd al lui A. De asemenea considerdm conurile convexe

AT = {2* € B* | (x,2") >0Vz € A}, A" :={a*c E*| (z,2") >0Vz € A\ {0}}.
In continuare, dac& nu este mentionat altfel, X, Y sunt spatii local convexe separate si k € X\{0},1 € Y\{0}

sunt fixate. Avand T C X x Y, introducem multimile P(z), L(y), P(z*) si L(y*) ca in (9), (10), (11) (vezi [9]

si [20]).
Fiey € YV ¢i T° € X* fixate gi considerdm (¢t,z) € R x X cu (2,74 ¢l) € T si (x,T") < 1, precum si
(v,y*) € Ry x Y* cu (I,y*) > 0. Utilizand direct definitiile obtinem urmé&toarele relatii:

Py, 1Y) < inf{UT(_w*’gg,)y—;V — .y |veRy, y* € Y™ : (l,y") > o} Vate X, yeY, (12)
or(=z",y") > sup { (y,y") =7+ -1, 1 (©)-(LY") |7 EP, y €Y} V2" € X*, y" € Y cu (I,y*) >0, (13)
V(e (@) < inf{UT(_x*"y?;’)m:; @3 L eR,, 2t e X (Bat) > 0} VeeX, yfeY*, (14)
or(—z*,y*) > sup {'y—<m,x*>+1ﬁ(fly*)’k(3¢)~<k,x*> |yeP, zeX}Va* € X*,y €Y cu (k,a*) > 0. (15)
Este natural s& ne intrebdm care sunt elementele pentru care are loc egalitate in (12), (13), (14), respectiv

(15). Raspundem acestei intrebari in ceea ce urmeaza.

Propozitia 16 Fie T C X XY nevida, k € X \ {0} gil € Y\ {0}.
(a) Presupunem ci x* € (Prx(T))" siy* € Y* este astfel incat (I,y*) > 0. Atunci (13) are loc cu egalitate.
(b) Presupunem ca T este inchisa, convexd si Pry (T) # {0}, si —k ¢ kerToo. Daca z* € X* este astfel
incat (k,x*) >0 gi y* € (PI’y(T))#, atunci (15) are loc cu egalitate.

S& observdm ci pentru X finit dimensional si b : X — R este convexa h**(x) = h(z) pentru z € *(dom h).
Utilizand aceastd observatie pentru h := f*0A*g*, A* : Y* — X* fiind adjunctul lui A, cu f € T'(X), g € T'(Y)
si A€ L(X,Y),Y fiind un spatiu normat finit dimensional, obtinem urm#toarele rezultate.

Propozitia 17 Fie X,Y spatii normate finit dimensionale (netriviale), 1 € Y \ {0}, y € Y, z* € X*, gi fie
T C X XY o multime nevida, inchisa gi convexda. Consideram

C:={({l,v"),u” +ta7) [ (u”,0") €barT, t € Ry }.

Daci (1,0) € *C, atunci (12) are loc cu egalitate. In plus, daca exista yl € Y* cu (l,y5) > 0 i op(—a*,y) < 00
atunci

: % (—t$*,y*)+t— <yay*>
%(z*),_z(y) = mf{ d a,y%)

o Jor(=2tyt) + 1 - (y,y")
a mf{ {L,y*)

|t eP, y*eY*:(l,y*>>O}

|y*€Y*:<l,y*>>O}.



Propozitia 18 Fie X,Y spatii normate finit dimensionale (netriviale), k € X \ {0}, z € X, y* € Y*, i fie
T C X XY o multime nevida, inchisa i convexd. Consideram

C = {((k,u") 0" — ty") | (—u",0") € bar T, t € R.}.

Daci (1,0) € 'C, atunci (14) are loc cu egalitate. In plus, dacd existd zfy € X* cu (k,x§) > 0 si or(—x8,y*) <
oo atunci

. JT(fx*aty*) —t+ <.’£,JE*> * * *
%(y*)7k(x)1nf{ T o) |teP, 2" € X" : (k,z*) >0
P *) 1 *
= inf or(=z"y") +<$’x>|x*€X*:<k,x*>>O )
(k, z*)
Consideram acum cazul unei tehnologii. In continuare X := R" i Y := R™ sunt inzestrate cu norma

euclidian; in plus, X si Y sunt identificati cu dualele lor i astfel (R7)* =R?, (R’_f_)# =R}, :=intR%.
Presupunem ca 7' C R’} x R’ satisface axiomele (A1)-(A5) de mai jos:
(A1) T este inchisd; (A2) (z,y) € T, (/,y") e R* xR™ 5i 2/ > z, 0 < ¢y’ < y implicd (2/,y’) € T (aici
x’ > x inseamnd 2’ — x € R} si ¢’ <y inseamnd y —y' € RT); (A3) (0,y) € T implica y = 0; (A4) (0,0) € T
(A5) T is convexa.
In acest context, in [9], o este numita functia profit si este notata II, wﬁ(m*) _, este numita “indirect output
—
distance function” gi este notatd prin I D,(z*,-;1), iar ¢Z(y*) . este numitad “indirect input distance function”

si este notata prin IBi(~, y*; k). In continuare formuldm Propozitiile 16, 17 i 18 in cazul tehnologiei T'.

Propozitia 19 Fie T C R} x R} satisfacind axviomele (A1)—(A5).
(a) Presupunem cal € R™\ {0}, 2* € R} siy* € Y™ sunt astfel incdt (I,y*) > 0. Atunci

or(=z*,y") =sup { (4,4") =7 + ¥Vp(y-150y W) - (Ly") [7EP, y €Y}, (16)

(b) Presupunem ca Pry(T) # {0} si k € R" \ (=R%}). Daca z* € X* este astfel incat (k,z*) > 0 si
y* € (Pry(T)" (O RT,) atunci

or(—z*,y*) = sup {y — (z,2") + U1y (@) (k2") [YEP, z € X} (17)

Notdm c& (16) si (17) sunt practic relatiile [9, (37)] si [9, (39)]. Pentru a obtine cazurile particulare ale
Propozitiilor 17 si 18 trebuie analizatd conditia (1,0) € ‘C' din aceste rezultate. Ca urmare se obtin:

Propozitia 20 Fie T' C R} x R} satisfacind aviomele (A1)-(A5). Presupunem cda | € R™\ {0}. Atunci
pentru orice y € R™ gi z* € R, avem

'l/)ﬁ(w*%_l(y) _ inf{UT(_7x 'Y )+’7_ <y7y > |’Y c R+, y* cY*: <l,y*> > 0}

(€, y*)
_ inf{O'T(’Yw 73@ )yt>7 <yay > |'-Y c P, y* c Y* . <l,y*> > 0} (18)
ek * 1— *
:lnf{aT( X 7y<l);;> <y7y> |y*€Y*<l,y*)>0}

Propozitia 21 Fie T C R} x R satisfacind aviomele (A1)~(A5). Presupunem ca k € R™\ (=R"). Atunci
pentru orice ¢ € R™ gi y* € R™ avem

o UT(—$*,7y*)—’Y+<Z‘,$*> * * *
%(y*)’k(a:)—lnf{ o) |y €eRy, 27 € X*: (k,z*) >0
g {TTETW) Y F @3 e X (k2 > 0 (19)
(k, )
:inf{aT(_x %;;;me Dot e X% (bt > 0}.



Notdm c4 relatiile (18) si (19) dau semnificatii precise relatiilor [9, (38)] si [9, (40)].

In cadrul obiectivelor 1b, 2b, 3b am realizat un studiu al problemelor vectoriale pe spatii normate infinit
dimensionale. S-au avut in vedere doud directii, fiind considerat cu prioritate studiul existentei multiplicatorilor
lui Lagrange. S-au considerat cazurile in care relatiile de ordine sunt date prin intermediul conurilor cu interior
vid si apoi situatia in care conurile de ordine au interior nevid si s-au investigat mai multe tipuri de solutii
(lucrarile [3], [6], [5]). Ulterior, s-a realizat un studiu al comportamentului topologic al multimii multiplicatorilor
Lagrange pentru diferite probleme vectoriale pe spatii normate finit gi infinit dimensionale (lucrarea [7]). In
final, in spiritul Capitolului 6 (intitulat "Applications in numerical variational analysis") al cartii [2], au fost
obtinute mai multe estimari numerice ale ratelor de deschidere pentru multifunctii care se pot obtine pe baza
unor conditii cu coderivate precum si situatia solutiilor stricte ale unor probleme de optimizare particulare
(lucrarile [4], [8]).

Scopul lucrdrii [5] a fost obtinerea unor rezultate de existentd pentru multiplicatori Lagrange asociati
solutiilor optimale in sens Pareto ale unor probleme de optimizare vectoriald in cazul special in care ordinea
partiald pe spatiul de sosire este datd de un con convex cu interior vid. Mentiondm c& in cazul conurilor cu
interior nevid, problema existentei multiplicatorilor Lagrange pentru solutii slabe poate fi studiatd utilizand
functionale de scalarizare ale ciror proprietdti de continuitate depind in mod esential de conditia de interioritate
amintitd. In cazul abordat in lucrarea mentionatd am utilizat o altd functie de scalarizare numitd functia de
“distantd orientata", insd am lucrat cu un concept de solutie Pareto aproximativd pentru problemele pe care
le consideram. Cadrul este urméatorul: X,Y sunt spatii Banach reale iar K C Y este un con inchis, convex,
punctat cu interior vid care induce pe Y o relatie de ordine partiala notata <y gi data prin y; <g y» dacd si
numai daca y2 —y; € K. Pentru un numar € > 0 si un element x € X, notam bila deschisa de centru x si raza
e prin B(z,e¢).Multimea K* := {y* € Y* | y*(y) > 0,Vy € K} este conul dual al lui K. Fie A CY o multime
nevidd; punctul @ € A se numeste punct de minim Pareto al lui A in raport cu K dacd (A —a) N —K = {0}.
Multimea tuturor acestor puncte se noteazd prin Min(A | K). Fie f : X — Y ¢i § C X o multime nevid&; un
punct T € S se numeste punct de minim Pareto a lui f pe S in raport cu K dacd f(Z) este minim Pareto al
lui f(S) in raport cu K. Fie e € K cu |e]| = 1. Dacd ¢ > 0, spunem cd @ € A este un (g, e)—Pareto minim al
lui A in raport cu K daci (A —a) N (—K —ee) = () gi mulfimea acestor puncte se noteazi (¢,e) — Min(4 | K).
Ca mai sus, pentru o functie f: X — Y i o multime nevidd S C X, un punct T € S se numeste (g, e)—Pareto
minim al lui f pe S in raport cu K dacd f(T) este un (g, e)—Pareto minim al lui f(5) in raport cu K.

Pentru o multime nevidd A C Y, A # Y, functia distanta orientatd A4 : Y — R este datd prin A, (y) =
da(y) — dy\a(y), unde da noteaza functia distanta la multimea A. In cazul considerat de noi, i.e., int K = 0
are loc relatia A_g_c.(y) = d_k—cc(y) si, mai mult, subdiferentiala acestei functii convexe satisface relatia
OA_k_ce(y) C K* pentru orice y € Y. Rezultatul de scalarizare este urméitorul.

Fiee > 0,e € K, |le]| = 1. Dacd § € A C Y este un punct (g, e)—Pareto minim al lui 4 in raport cu K,
atunci y este o e—solutie a problemei

2161}41 A g ce(y—7).

Asa cum am spus, in cazul convex, putem aborda direct solutiile Pareto.

Teorema 22 Fie f: X — Y o functie K—convezd i S C X o multime convexd i inchisa. Presupunem ca f
este continuu diferentiabila si f(S) are interior nevid. Fie T un punct de minim Pareto al lui f pe S in raport
cu K. Atunci exista v € K*\ {0} a.i.

0e Vf(z)'v+ N(S,7), (20)

unde N(S,Z) noteazd conul normal la multimea S in punctul T.

In cazul general, utilizim dou# subdiferentiale bine cunoscute: subdiferentiala Mordukhovich (notati dys)
pentru cazul problemelor cu constrangeri geometrice si subdiferentiala proximinald (notatd dp) pentru cazul
problemelor firs constrangeri. Prezentdm un astfel de rezultat.

Teorema 23 Fie X,Y spatii Asplund, S C Y nevida gi inchisa iar f : X — Y o functie strict Lipschitz
pe S. Daca T este un (g,e)—Pareto minim al lui f pe S in raport cu K, atunci existd x € B(T,\/e) NS si
y* € Sy~ N K* a.i.

0€dm(y* o f)(z)+ eUx- + Ny, (S, z).



Lucrarea [3] abordeazd problema existentei multiplicatorilor lui Lagrange pentru probleme diferite: in loc
de functii lucr#m cu multifunctii si considerfm doud tipuri de solutii, solutii slabe si solutii ferme. In locul
subdiferentialelor considerate in cazul functiilor, in cazul multifunctiilor consideram coderivate. Astfel, cu
notatiile de mai sus, consideram o multifunctie F' de la X la Y, o multime nevida gi inchisd S C X si problema
asociata

(P) minF cuzxe€S.

Presupunem c& int K # (). Un punct (Z,7) € Gr F' se numeste solutie slabd a problemei (P;) dac& T € S si
(F(S)—7y)N—int K = (. Daci Z este un spatiu normat ordonat partial de un con convex inchis punctat @ cu
interior nevid si G : X = Z o multifunctie, consideram problema cu constrangeri:

(P) minF cuz € G H(-Q).
Solutiile slabe pentru aceastd problemd se definesc inlocuind mai sus S = G~1(—Q).
Teorema 24 Fie (T,7) € GrF §iz € G(T) N —Q. Daca (T,7) este solutie slaba pentru (Py) atunci
Te((Fx G)X)+ K xQ,(7,2)N(—int K x (—intQ —R, %)) =0
i
TE((F x G)(X) + K x Q,(%,%), (k,q) N (—int K x (—intQ — R;z)) =0,

V(k,q) € —K x (~Q — R,2),

unde T, T% noteazd multimile tangente in sens Bouligand de ordinul intdi si respectiv de ordinul al doilea.

Cu scopul de a stabili unele reciproce ale acestor rezultate consideram urmé&toarea notiune: un punct
(Z,7) € Gr F se numegte solutie ferm& locald de ordin v > 0 pentru (P;) daci existd v > 0 si o vecindtate U a
lui T a.i. pentru orice z € UN S siy € F(z) are loc A(y — 7y, —K) > v ||l — z||.

Teorema 25 Presupunem ca X, Y sunt finit dimensionale si F' are grafic local inchis in jurul lui (ZT,7) € Gr F.
Fie e € int K. Daci (Z,7) este solutie fermd locald de ordin 1 pentru (Py) cu S := X atunci existd p > 0 a.i.

uDx- C D*F(z,5)({y" € Y" | y*(e) = 1}),
unde D* noteaza coderivata normala.

In lucrarea [6] considerdm problema existentei multiplicatorilor Lagrange pentru solutii Pareto. Ipotezele
suplimentare fatd de rezultatele din [5] vizeazd conul de ordine iar demonstratiile folosesc aga-numitele conuri
de dilatare. O multime convexd B se numeste bazd a conului K dacd 0 ¢ cl B si K = cone B, unde cl noteaza
inchiderea topologicd iar cone B := [0,00)B este conul generat de B. O multime A C Y se numeste (slab)
asimptotic compacti dacd exist# o vecindtate (slabd) U a lui 0 a.i. U N[0, 1]A este relativ compactd. In aceastd
lucrare, din dorinta de a lucra pe spatii Banach generale considerdm conul normal aproximativ gi obiectele
derivate: subdiferentiala aproximativd, coderivata aproximativa notate Ny, 0y, D}.

Teorema 26 Fie A CY o multime inchisi siy € Min(A | K). Presupunem ca cone(A —7) este (slab) inchisa
st K admite o bazd (slab) tnchisd B. Dacd cone(A — g) sau B este (slab) asimptotic compactd atunci exista
€ >0 a.i. pentru orice e € K \ {0} ezistd y* € Y* cuy*(e) =1, infrep y*(b) > ¢ ||ly*|| §i —y* € Nu(A,7).

Teorema 27 Fie f o functie locally Lipschitz si S C X o multime inchisd. Fie T este un punct de minim
Pareto pentru f pe S. Presupunem ci cone(f(C) — f(T)) este (slab) inchis, K admite o baza (slab) inchisa B
gi cone(f(C) — f(T)) sau B este (slab) asimptotic compacta. Atunci existd € > 0 a.i. pentru orice e € K \ {0}

exista y* € Y* cuy*(e) =1 gi infrepy*(b) > € ||y*|| care satisface
0€ daly”, [)(T) + Na(C, 7).

Studiul, cuprins in lucrarea [5], a fost structurat pe doud directii fiind considerat atat cazul problemelor in
care datele sunt functii diferentiabile cat si cazul problemelor "nenetede" guvernate de multifunctii.
In prima parte a articolului mai sus mentionat, ne ocupam de problema de optimizare vectoriala

(P)  minf(z) cu g(z) € -Q,



unde X,Y si Z sunt spatii vectoriale normate, f : X — Y, g : X — Z sunt functii vectoriale iar () este un con
convex inchis din Z. Din nou, pe spatiul Y consideram ordinea partiala datd de un con convex si inchis K.
Prin M notdm multimea punctelor fezabile ale problemei(P), i.e., M := {z € X | g(z) € —Q}.

In anumite situatii vom presupune: (Ag) int K # 0; (Ag) int Q # 0.

Fie F: X =Y, G: X = Z doud multifunctii. S& consider8m problema (P;) de mai sus.

Un punct (Z,7) € Gr F' se numeste punct de minim pentru problema (P;) daci

(F(S) —y) N —K = {0}.

Considerdm de asemenea cazul problemei (P;) si a unei variante simplificate in care G este o functie este o
functie g.

In afara situatiei in care vom considera conuri cu interior nevid, vom lucra cu o clasi mai generals de
conuri numite dual-compacte. Pentru prima parte ludm cazul solutiilor slabe ale problemei cu functii in care
presupunem: (Ay) functia f: X — Y este de clasd C! pe X; (A,) functia g : X — Z este de clasa C' pe X.

Unul dintre rezultatele principale este urmatorul.

Teorema 28 Presupunem (Ax), (Ag), (Af) si (Ay). FieT € M punct de minim slab pentru (P) a.i. are loc
conditia (MF) in T. Atunci exista y* € K*\ {0} i z* € Q* a.i.

y* o Vf(T)+ 2* o Vg(zT) = 0. (21)
In rezultatul de mai sus, fixam y* € K* \ {0} si consideram
L, :={z"e€Q"|(21) areloc}.

Sd observam mai intai c& (M F') este echivalentd cu urmétoarea conditie de regularitate (RC): 2z* € Q*,z* o
Vg(Z) = 0 implicd z* = 0.

Pentru a obtine un rezultat privind mé&rginirea lui L,- avem nevoie de o ipotez& asupra spatiului Z : (Az)
bila unitate inchisa a lui Z* este w*-secvential compacta.

Teorema 29 Presupunem (Az), (Af), (Ay) gi cd Q este dual compact. Fie y* € K*\{0}. Dacd are loc (RC)
atunci Ly~ este marginitd in norma. Invers, daci Ly este nevidd si marginita atunci are loc conditia (RC).

Observdm ca multimea L« este convexa, deci in ipoteza (MF), ea este w* compactd. Are loc urmé&torul
rezultat global.

Corolarul 30 Presupunem (Az), (Ax), (Ag), (Ay) si (A,). Presupunem ca T € M este punct de minim slab
pentru (P). Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) are loc (MF);

(ii) are loc (RC);

(i) existd y* € K*\ {0} a.i. Ly~ este nevidd gi marginita.

Discutdm acum pe scurt problema(P4;). Cum aceastd problem# este nenetedd, cadrul natural este cadrul
spatiilor Asplund unde se folosesc obiectele de diferentiabilitate generalizata de tip Mordukhovich.

Teorema 31 Presupunem cd X,Y,Z sunt spatii Asplund gi (T,7y) este minim Pareto pentru (Py). Daca F este
pseudo-Lipschitz in (T,7), g este local Lipschitz si K, Q sunt dual compacte, atunci existd y* € K* gi z* € Q*
cu [y + [z =1 a.i.

0€ DNF(z,9)(y") + Dyg(@)(27). (22)

Elementele y*si z* sunt multiplicatorii Lagrage pentru problema noastrs. Intrebarea ce apare in contextul
discutiei noastere este in ce conditii multimea

L, ={z" € Q" | (22) are loc}

este nevidd si mérginitd pentru un element y* € K*\ {0} fixat. Rispunsul este dat de rezultatul urméator.



Teorema 32 Fie X,Y,Z spatii reflexive gi (T,y) un punct de minim Pareto pentru (Pj). Presupunem cd F
este pseudo-Lipschitz si N - regulatd in (T,7), g este local Lipschitz in T i N - regulatd in (T, g(T)). Dacd K
$t Q sunt dual compacte si are loc urmatoarea conditie de calificare:

2" € Q",0€ Dyg(T)(z")=2"=0 (23)
atuncit existd y* € K*,|ly*|| =1 a.t Ly~ este nevida gi marginita.

Cazul problemei (P;) se discutd folosind acelagi model: se deduc conditii de existentd a multiplicatorilor
si apoi se impune o conditie de calificare de tip Mangasarian-Fromowitz pentru a deduce marginitea multimii
acestor multiplicatori.

In [8], s-au obtinut mai multe reguli de tip Fermat pentru probleme de optimizare vectoriald cu multifunctii.
Conditiile de tip Fermat astfel obtinute se referd la mai multe multifunctii asociate multifunctiei obiectiv, fiind
astfel generalizate multe dintre rezultatele din literatura ultimilor ani dedicata acestui subiect. Astfel, in notatile
de mai sus, consideriim problemele (Py), (P,) si introducem multifunctia F : X = Y dat prin F(z) = F(z)+ K
pentru orice x € X. Mai mult, utilizdm notatia cl I’ pentru multifunctia al carei grafic este cl Gr F. Schitam
unul dintre rezultalele principale.

Teorema 33 Fie X,Y spatii Asplund, F': X =Y o multifunctie si (T,7) € Gr F' minim Pareto local pentru
F.
(i) Daca Gr F' este local inchis in jurul lui (Z,7), atunci exista y* € K*\ {0} a.i.

0e€ D'F(Z,5)(y").
(i1) Dacd int K # (), atunci existd y* € K*\ {0} a.i.
0 € D* (e )@ 5)(5").
(iii) Daci Gr F este local inchis in jurul lui (Z,7), atunci existd y* € K*\ {0} a.i.
0€ D*F@,5)(y").
(i) Daca int K # 0, atunci exista y* € K*\ {0} a.i.

0 € D*(clF)(@,9)(y").

In lucrarea [4] au fost prezentate mai multe conditii de optimalitate pentru solutii stricte asociate unor
probleme vectoriale nenetede. Este bine cunoscut faptul c&, in general, algoritmii de determinare a solutiilor
problemelor de optimizare cautd, de fapt, solutii cu proprietiti speciale, de exemplu solutii izolate, stricte, etc.
In acest studiu au fost utilizate unele dintre metodele dezvoltate in lucrarea [3]. Din nou, cu notatiile de mai
sus, avem urmatoarea definitie.

Fie f : X — Y o functie vectoriald. Fie m € N* gi p > 0. Un punct T € S solutie locala strictd de
ordin m (si constanta p) pentru f pe S daca existd o vecindtate U a lui T a.i. pentru orice x € U N S,
d(f(x) = f(@), —K) > pllz — 7™ .

Pentru acest tip de solutie gasim mai multe conditii necesare de optimalitate care acopera rezultatele
cunoscute din cazul scalar si care au forma generala

pUx-C | oy o )@ + N(S,).
y*€dp.(0)

unde Ux~ este sfera unitate inchisa iar subdiferentiala si conul normal sunt luate in sens Mordukhovich iar ¢,
este o functie de scalarizare asocitd elementului e € int K.

In cadrul obiectivului 3c, s-a elaborat lucrarea [17] care porneste de la studiul cirtii [10] si a lucrarii [11] unde
D.Y. Gao si colaboratorii sai stabilesc un mare numaér de rezultate aga-numite de bi-dualitate si de trialitate.
Astfel, s-a constatat cd multe din rezultatele cuprinse in aceste lucrdri nu sunt prezentate intr-o formé corecta
din punct de vedere matematic si multe demonstratii nu sunt complete. Lucarea [17] prezintd contraexemple
la rezultatele mentionate, folosind functii patratice definite pe spatii Hilbert.
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