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Obiectivele contractului (conform Anexei IIa) au fost:

1a Punerea in evidenţ¼a a unor propriet¼aţi locale de continuitate si lipschitzianitate a funçtiei de scalarizare:
documentare, elaborarea si valori�carea rezultatelor

1b Obţinerea de rezultate de existenţ¼a pentru multiplicatorii Lagrange pentru probleme vectoriale nenetede:
documentare, elaborarea si valori�carea rezultatelor

2a Construirea şi studiul unor probleme duale prin intermediul funçtiei de scalarizare: documentare, elabo-
rarea si valori�carea rezultatelor

2b Studiul m¼arginirii muļtimii multiplicatorilor lui Lagrange: documentare, elaborarea si valori�carea rezul-
tatelor

3a Construirea si studierea unor funçtii cu propriet¼aţi asem¼an¼atoare funçtiei de scalarizare cu valori in spaţii
vectoriale: documentare, elaborarea si valori�carea rezultatelor

3b Obţinerea de rezultate numerice privind soluţiile unor probleme vectoriale nenetede: documentare, elab-
orarea si valori�carea rezultatelor

3c Studiul literaturii, elaborarea si valori�carea rezultatelor legate de teza de doctorat prev¼azut¼a la paragraful
10.4.1.2.2 in propunerea de proiect.

In total au fost elaborate 11 lucrari stiinti�ce (referintele [13], [18], [20], [21], [17], [3], [6], [5], [4], [7], [8]),
toate in reviste cotate ISI.
In cadrul obiectivelor 1a, 2a şi 3a s-au studiat unele propriet¼aţi locale de continuitate şi lipschitzianitate

pentru funçtia de scalarizare, s-a pus în evidenţ¼a o aplicaţie la stabilirea unor condi̧tii de optimalitate pentru o
problem¼a de optimizare vectorial¼a neconvex¼a utilizând subdiferenţiale de tip Clarke sau Mordukhovich (rezul-
tatele obţinute �ind conţinute în articolul [18]), s-au studiat relaţii de dualitate între diverse funçtii asociate
unor muļtimi din spaţii local convexe (rezultatele obţinute �ind conţinute în articolele [20], [21]). De asemenea
s-au continuat preocup¼arile noastre legate de Analiza Convex¼a; în lucrarea [13] s-au pus în evidenţ¼a formule
pentru subdiferenţiala unui supremum de funçtii convexe f¼ar¼a condi̧tii de cali�care. In continuare prezent¼am
succint rezultate.

Fie Y spaţiu local convexe separat, K � Y un con convex şi închis, A � Y o muļtime nevid¼a şi închis¼a
astfel încât Y 6= A = A�K. Condi̧tia A = A�K arat¼a c¼a K � �A1 unde

A1 := fu 2 X j x+ tu 2 A 8t 2 R+g

este conul de recesie a lui A; A1 este un con convex şi închis. Dac¼a A este şi convex¼a atunci A1 = \t>0t(A�a)
pentru un (orice) a 2 A. Consider¼am de asemenea k0 2 K n (�K) şi funçtia de scalarizare

'A := 'A;k0 : Y ! R; 'A(y) := infft 2 R j y 2 tk0 +Ag; (1)

unde, ca de obicei, inf ; := 1 (şi sup ; := �1). Pentru mai multe propriet¼aţi ale funçtiei 'A a se vedea [12,
Section 2.3]. In [12, Th. 2.3.1] s-a ar¼atat c¼a 'A este continu¼a dac¼a A� (0;1)k0 � intA. In rezultatul urm¼ator
caracteriz¼am continuitatea lui 'A într-un punct.

Propozi̧tia 1 'A este (superior semi-) continu¼a în y0 2 Y dac¼a şi numai dac¼a y0 � ('A(y0);1) � k0 � intA.

Propozi̧tia 2 Presupunem c¼a 'A este continu¼a în y0 2 bdA. Atunci 'A(y0) = 0.

Când A este convex¼a 'A este convex¼a. Intr-o astfel de situaţie din continuitatea lui 'A într-un punct din
interiorul domeniului se obţine locala lipschitzianitate a lui 'A pe interiorul domeniului. In plus, dac¼a A = �K
şi k0 2 intK atunci 'A este o funçtie continu¼a şi subliniar¼a, şi deci 'A este Lipschitz continu¼a.
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Teorema 3 (i) Are loc relaţia

'A(y) � 'A(y
0) + '�K(y � y0) 8y; y0 2 Y:

(ii) Dac¼a k0 2 intK atunci 'A este �nit¼a şi Lipschitz pe Y .
(iii) Dac¼a y2 �K y1 atunci 'A(y2) � 'A(y1).
(iv) Dac¼a A� (K n f0g) � intA atunci 'A este proprie şi

y2 � y1 2 �(K n f0g); y1 2 dom'A ) 'A(y2) < 'A(y1):

Teorema 3 arat¼a c¼a [1, Prop. 7] are loc în orice spaţiu local convex cu o concluzie mai tare: �(�; g) este
Lipschitz continu¼a. Desigur, în condi̧tiile Teoremei 3 (i) avem c¼a �k0 2 intA1 deoarece K � �A1. De fapt
are loc şi reciproca Teoremei 3 (i). Mai precis are loc urm¼atorul rezultat.

Propozi̧tia 4 Funcţia 'A este �nit¼a şi lipschitzian¼a dac¼a şi numai dac¼a �k0 2 intA1.

Un alt rezultat este urm¼atorul.

Propozi̧tia 5 Presupunem c¼a A este convex¼a, are interior nevid şi şi nu conţine drepte paralele cu k0. Atunci
'A este local lipschitzian¼a pe int(dom'A) = Rk0 + intA.

S¼a observ¼am c¼a dac¼a A nu este convex¼a şi y 2 int(dom'A) putem avea situaţii în care 'A nu este continu¼a
în y sau 'A este continu¼a dar nu este Lipschitz continu¼a pe vreo vecin¼atate a lui y. Spunem c¼a muļtimea A � Y
este epi-Lipschitz în y 2 A în direçtia v 2 Y n f0g dac¼a exist¼a " > 0 şi o vecin¼atate V0 a lui 0 din Y astfel încât

9" > 0; 9V0 2 VY (0); 8y 2 (y + V0) \A; 8w 2 v + V0; 8� 2 [0; "] : y + �w 2 A: (2)

S¼a observ¼am c¼a (2) are loc pentru v = 0 dac¼a şi numai dac¼a y 2 intA. In plus, dac¼a y 2 intA atunci A este
epi-Lipschitz în y 2 A în orice direçtie.

Teorema 6 Fie Y spaţiu local convex separat şi y0 2 Y astfel încât 'A(y0) 2 R. Atunci 'A este �nit¼a şi
lipschitzian¼a pe o vecin¼atate V a lui y0 dac¼a şi numai dac¼a A este epi-Lipschitz în y := y0 � 'A(y0)k

0 în
direcţia �k0.

Urm¼atorul rezultat este similar Propozi̧tiei 2.

Corolarul 7 Fie Y spaţiu local convex separat şi y 2 bdA. Dac¼a A este epi-Lipschitz în y în direcţia �k0
atunci 'A(y) = 0.

Corolarul 8 Fie dimY < 1 şi y 2 bdA. Atunci 'A este �nit¼a şi lipschitzian¼a pe o vecin¼atate a lui y dac¼a
şi numai dac¼a �k0 2 intTC(A; y), unde TC(A; y) este conul tangent a lui Clarke la A în y.

In continuare (X; �) este un spaţiu local convex separat Hausdor¤ şi netrivial iar X� este dualul lui topologic
înzestrat cu topologia w� := �(X�; X). Muļtimii A � X îi asociem mai multe funçtii. Primele dou¼a sunt

�A; &A : X
� ! R; �A(x

�) := sup
x2A

hx; x�i ; &A(x
�) := inf

x2A
hx; x�i : (3)

Funçtia �A este funçtia support a lui A. Este evident c¼a &A(x�) = ��A(�x�) pentru x� 2 X�: Lui A � X îi
asociem şi funçtiile �A; #A; �A; �A : X ! R de�nite prin

�A(x) := inf f� > 0 j x 2 �Ag ; #A(x) := sup f� > 0 j �x 2 Ag ;
�A(x) := sup f� > 0 j x 2 �Ag ; �A(x) := inf f� > 0 j �x 2 Ag ;

deci �; = �; = +1 şi �; = #; = �1. �A este funçtionala Minkowski. Funçtiile de intrare şi ieşire ale lui
Shephard sunt de tipul �A şi �A cu A submuļtime a lui Rn+. Pentru unele propriet¼aţi ale lui �A şi �A a se vedea
[15]. Au loc:

�A(x) =
1

0 _ #A(x)
; 0 _ #A(x) =

1

�A(x)
; �A(x) =

1

0 _ �A(x)
; 0 _ �A(x) =

1

�A(x)
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cu convenţia 1=0 :=1: Având A � X şi k 2 X n f0g consider¼am funçtiile de scalarizare 'A;k;  A;k : X ! R;

'A;k(x) := infft 2 R j x 2 tk �Ag;  A;k(x) := supft 2 R j x 2 tk +Ag: (4)

(Deci 'A;k este funçtia de�nit¼a în (1) pentru A înlocuit cu �A.) Avem c¼a

 A;k(x) = �'�A;�k(x) = �'A;k(�x) 8x 2 X:

De aceea este su�cient s¼a studiem numai una dintre aceste funçtii. Un studiu detaliat al funçtiei 'A;k pentru
A închis¼a cu A = A + R+k este f¼acut în [12, Section 2.3]; alte propriet¼aţi ale 'A;k sunt stabilite în [18]. In
�production analysis�condi̧tia A = A+ R+k nu este asigurat¼a. De aceea urm¼atoarele rezultate sunt utile.

Propozi̧tia 9 Presupunem c¼a A � X este închis¼a, K � X şi k 2 X n f0g. Dac¼a

A = (A+ R+k) \K; (5)

atunci
A = fx 2 K j  A;k(x) � 0g = fx 2 K j 'A;k(�x) � 0g:

Propozi̧tia 10 Fie k 2 X n f0g şi Ai � X satisf¼acând (5) pentru orice i 2 I (6= ;). Atunci A := \i2IAi şi
A0 := [i2IAi satisfac de asemenea (5).

Propozi̧tia 11 Fie I 6= ; şi Ai � X pentru orice i 2 I. Atunci

 [i2IAi;k = sup
i2I

 Ai;k; '[i2IAi;k = inf
i2I

'Ai;k;  \i2IAi;k � inf
i2I

 Ai;k; '\i2IAi;k � sup
i2I

'Ai;k:

In plus, dac¼a K � X este închis¼a şi (Ai + R+k) \K = Ai pentru orice i 2 I, atunci

 \i2IAi;k = inf
i2I

 Ai;k; '\i2IAi;k = sup
i2I

'Ai;k: (6)

In particular, dac¼a Ai = Ai + R+k pentru orice i 2 I atunci (6) are loc.

In [9, Rels. (18), (19)] se consider¼a relaţiile de dualitate

&A(x
�) = inf

x
(hx; x�i �  A(x) � hk; x�i) ;  A(x) = inf

x�

hx; x�i � &A(x�)
hk; x�i (7)

pentru X = Rn f¼ar¼a a se menţiona de unde sunt luaţi x şi x�. In contextul din [9] A (= L(y)) este convex¼a
(inclus¼a în Rn+) şi k (= gx) este din Rn+ n f0g. In continuare vom stabili relaţii precise de tipul (7).

Propozi̧tia 12 Fie x� 2 X� cu hk; x�i � 0 şi ; 6= A � B � X. Atunci

&A(x
�) = inf

x2B
(hx; x�i �  A;k(x) �h hk; x�i) ; �A(x

�) = sup
x2B

(hx; x�i+  A;�k(x) �e hk; x�i) :

Propozi̧tia 13 Presupunem c¼a A este închis¼a şi convex¼a. Dac¼a �k =2 A1 atunci

 A;k(x) = inffhx; x�i � &A(x�) j x� 2 X�; hk; x�i = 1g 8x 2 X; (8)

iar dac¼a k =2 A1 atunci

 A;�k(x) = inff�A(x�)� hx; x�i j x� 2 X�; hk; x�i = 1g 8x 2 X:

Inspirându-ne din [9], pentru T � X � Y consider¼am muļtimile

P (x) := fy 2 Y j (x; y) 2 Tg; L(y) := fx 2 X j (x; y) 2 Tg (9)

pentru x 2 X şi y 2 Y: De asemenea, pentru x� 2 X� şi y� 2 Y �, consider¼am şi muļtimile

P (x�) := fy j 9x 2 X : y 2 P (x); hx; x�i � 1g = [fP (x) j hx; x�i � 1g � PrY (T ); (10)

L(y�) := fx j 9y 2 Y : x 2 L(y); hy; y�i � 1g = [fL(y) j hy; y�i � 1g � PrX(T ): (11)
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Propozi̧tia 14 Presupunem c¼a T este o mulţime nevid¼a, închis¼a şi convex¼a astfel încât 0 2 P (x) pentru orice
x 2 PrX(T ). Atunci

L(y) = \
�
L(y�) j hy; y�i � 1

	
8y 2 Y:

Dac¼a în plus k 2 kerT1 (adic¼a (k; 0) 2 T1) atunci

 L(y);k = inf
�
 L(y�);k j hy; y

�i � 1
	

8y 2 Y:

Propozi̧tia 15 Presupunem c¼a T � X � Y este o mulţime nevid¼a, închis¼a şi convex¼a. Atunci

P (x) = \
�
P (x�) j hx; x�i � 1

	
8x 2 kerT1:

In plus, presupunem c¼a mulţimea închis¼a F � Y şi l 2 Y n f0g sunt astfel încât

PY (T ) � F and [(x; y) 2 T; t � 0; y � tl 2 F ] =) (x; y � tl) 2 T:

Atunci
 P (x);�l = inf

�
 P (x�);�l j hx; x

�i � 1
	

8x 2 kerT1:

Propozi̧tia 12 extinde [14, Prop. 2.4] şi [14, Prop. 4.1]. Utilizând rezultatele precedente se obţin majoritatea
rezultatelor din [9] în condi̧tii precise.
Pentru A � X cu X spaţiu local convex separat si X� dualul s¼au topologic not¼am barA := dom�A conul

barier¼a al lui A. De asemenea consider¼am conurile convexe

A+ := fx� 2 E� j hx; x�i � 0 8x 2 Ag ; A# := fx� 2 E� j hx; x�i > 0 8x 2 A n f0gg :

In continuare, dac¼a nu este menţionat altfel, X;Y sunt spaţii local convexe separate şi k 2 Xnf0g, l 2 Y nf0g
sunt �xate. Având T � X � Y , introducem muļtimile P (x), L(y), P (x�) şi L(y�) ca în (9), (10), (11) (vezi [9]
şi [20]).
Fie y 2 Y şi x� 2 X� �xate şi consider¼am (t; x) 2 R � X cu (x; y + tl) 2 T şi hx; x�i � 1, precum şi

(
; y�) 2 R+ � Y � cu hl; y�i > 0. Utilizând direct de�ni̧tiile obţinem urm¼atoarele relaţii:

 P (x�);�l(y) � inf
�
�T (�
x�; y�) + 
 � hy; y�i

hl; y�i j 
 2 R+; y� 2 Y � : hl; y�i > 0
�

8x� 2 X�; y 2 Y; (12)

�T (�x�; y�) � sup
�
hy; y�i�
+ P (
�1x�);�l(y)�hl; y

�i j 
 2 P; y 2 Y
	
8x� 2 X�; y� 2 Y � cu hl; y�i > 0; (13)

 L(y�);k(x) � inf
�
�T (�x�; 
y�)� 
 + hx; x�i

hk; x�i j 
 2 R+; x� 2 X� : hk; x�i > 0
�

8x 2 X; y� 2 Y �; (14)

�T (�x�; y�) � sup
�

�hx; x�i+ L(
�1y�);k(x)�hk; x

�i j 
 2 P; x 2 X
	
8x� 2 X�; y� 2 Y � cu hk; x�i > 0: (15)

Este natural s¼a ne întreb¼am care sunt elementele pentru care are loc egalitate în (12), (13), (14), respectiv
(15). R¼aspundem acestei întreb¼ari în ceea ce urmeaz¼a.

Propozi̧tia 16 Fie T � X � Y nevid¼a, k 2 X n f0g şi l 2 Y n f0g.
(a) Presupunem c¼a x� 2 (PrX(T ))+ şi y� 2 Y � este astfel încât hl; y�i > 0. Atunci (13) are loc cu egalitate.
(b) Presupunem c¼a T este închis¼a, convex¼a şi PrY (T ) 6= f0g, şi �k =2 kerT1. Dac¼a x� 2 X� este astfel

încât hk; x�i > 0 şi y� 2 (PrY (T ))#, atunci (15) are loc cu egalitate.

S¼a observ¼am c¼a pentru X �nit dimensional şi h : X ! R este convex¼a h��(x) = h(x) pentru x 2 i(domh).
Utilizând aceast¼a observaţie pentru h := f��A�g�, A� : Y � ! X� �ind adjunctul lui A, cu f 2 �(X), g 2 �(Y )
şi A 2 L(X;Y ), Y �ind un spaţiu normat �nit dimensional, obţinem urm¼atoarele rezultate.

Propozi̧tia 17 Fie X;Y spaţii normate �nit dimensionale (netriviale), l 2 Y n f0g, y 2 Y , x� 2 X�, şi �e
T � X � Y o mulţime nevid¼a, închis¼a şi convex¼a. Consider¼am

C := f(hl; v�i ; u� + tx�) j (u�; v�) 2 barT; t 2 R+g :

Dac¼a (1; 0) 2 iC, atunci (12) are loc cu egalitate. In plus, dac¼a exist¼a y�0 2 Y � cu hl; y�0i > 0 şi �T (�x�; y�0) <1
atunci

 P (x�);�l(y) = inf

�
�T (�tx�; y�) + t� hy; y�i

hl; y�i j t 2 P; y� 2 Y � : hl; y�i > 0
�

= inf

�
�T (�x�; y�) + 1� hy; y�i

hl; y�i j y� 2 Y � : hl; y�i > 0
�
:
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Propozi̧tia 18 Fie X;Y spaţii normate �nit dimensionale (netriviale), k 2 X n f0g, x 2 X, y� 2 Y �, şi �e
T � X � Y o mulţime nevid¼a, închis¼a şi convex¼a. Consider¼am

C := f(hk; u�i ; v� � ty�) j (�u�; v�) 2 barT; t 2 R+g :

Dac¼a (1; 0) 2 iC, atunci (14) are loc cu egalitate. In plus, dac¼a exist¼a x�0 2 X� cu hk; x�0i > 0 şi �T (�x�0; y�) <
1 atunci

 L(y�);k(x) = inf

�
�T (�x�; ty�)� t+ hx; x�i

hk; x�i j t 2 P; x� 2 X� : hk; x�i > 0
�

= inf

�
�T (�x�; y�)� 1 + hx; x�i

hk; x�i j x� 2 X� : hk; x�i > 0
�
:

Consider¼am acum cazul unei tehnologii. In continuare X := Rn şi Y := Rm sunt înzestrate cu norma
euclidian¼a; în plus, X şi Y sunt identi�caţi cu dualele lor şi astfel (Rn+)+ = Rn+, (Rn+)# = Rn++ := intRn+.
Presupunem c¼a T � Rn+ � Rm+ satisface axiomele (A1)�(A5) de mai jos:
(A1) T este închis¼a; (A2) (x; y) 2 T , (x0; y0) 2 Rn � Rm şi x0 � x, 0 � y0 � y implic¼a (x0; y0) 2 T (aici

x0 � x înseamn¼a x0 � x 2 Rn+ şi y0 � y înseamn¼a y � y0 2 Rm+ ); (A3) (0; y) 2 T implic¼a y = 0; (A4) (0; 0) 2 T ;
(A5) T is convex¼a.
In acest context, în [9], �T este numit¼a funçtia pro�t şi este notat¼a �,  P (x�);�l este numit¼a �indirect output

distance function� şi este notat¼a prin I
�!
Do(x

�; �; l), iar  L(y�);k este numit¼a �indirect input distance function�
şi este notat¼a prin I

�!
D i(�; y�; k). In continuare formul¼am Propozi̧tiile 16, 17 şi 18 in cazul tehnologiei T .

Propozi̧tia 19 Fie T � Rn+ � Rm+ satisf¼acând axiomele (A1)�(A5).
(a) Presupunem c¼a l 2 Rn n f0g, x� 2 Rn+ şi y� 2 Y � sunt astfel încât hl; y�i > 0. Atunci

�T (�x�; y�) = sup
�
hy; y�i � 
 +  P (
�1x�);�l(y) � hl; y

�i j 
 2 P; y 2 Y
	
: (16)

(b) Presupunem c¼a PrY (T ) 6= f0g şi k 2 Rn n (�Rn+). Dac¼a x� 2 X� este astfel încât hk; x�i > 0 şi
y� 2 (PrY (T ))# (� Rm++) atunci

�T (�x�; y�) = sup
�

 � hx; x�i+  L(
�1y�);k(x) � hk; x

�i j 
 2 P; x 2 X
	
: (17)

Not¼am c¼a (16) şi (17) sunt practic relaţiile [9, (37)] şi [9, (39)]. Pentru a obţine cazurile particulare ale
Propozi̧tiilor 17 şi 18 trebuie analizat¼a condi̧tia (1; 0) 2 iC din aceste rezultate. Ca urmare se obţin:

Propozi̧tia 20 Fie T � Rn+ � Rm+ satisf¼acând axiomele (A1)�(A5). Presupunem c¼a l 2 Rm n f0g. Atunci
pentru orice y 2 Rm şi x� 2 Rn++ avem

 P (x�);�l(y) = inf

�
�T (�
x�; y�) + 
 � hy; y�i

hl; y�i j 
 2 R+; y� 2 Y � : hl; y�i > 0
�

= inf

�
�T (�
x�; y�) + 
 � hy; y�i

hl; y�i j 
 2 P; y� 2 Y � : hl; y�i > 0
�

(18)

= inf

�
�T (�x�; y�) + 1� hy; y�i

hl; y�i j y� 2 Y � : hl; y�i > 0
�
:

Propozi̧tia 21 Fie T � Rn+ � Rm+ satisf¼acând axiomele (A1)�(A5). Presupunem c¼a k 2 Rn n (�Rn+). Atunci
pentru orice x 2 Rn şi y� 2 Rm avem

 L(y�);k(x) = inf

�
�T (�x�; 
y�)� 
 + hx; x�i

hk; x�i j 
 2 R+; x� 2 X� : hk; x�i > 0
�

= inf

�
�T (�x�; 
y�)� 
 + hx; x�i

hk; x�i j 
 2 P; x� 2 X� : hk; x�i > 0
�

(19)

= inf

�
�T (�x�; y�)� 1 + hx; x�i

hk; x�i j x� 2 X� : hk; x�i > 0
�
:
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Not¼am c¼a relaţiile (18) şi (19) dau semni�caţii precise relaţiilor [9, (38)] şi [9, (40)].

În cadrul obiectivelor 1b, 2b, 3b am realizat un studiu al problemelor vectoriale pe spaţii normate in�nit
dimensionale. S-au avut în vedere dou¼a direçtii, �ind considerat cu prioritate studiul existenţei multiplicatorilor
lui Lagrange. S-au considerat cazurile în care relaţiile de ordine sunt date prin intermediul conurilor cu interior
vid şi apoi situaţia în care conurile de ordine au interior nevid şi s-au investigat mai multe tipuri de soluţii
(lucr¼arile [3], [6], [5]). Ulterior, s-a realizat un studiu al comportamentului topologic al muļtimii multiplicatorilor
Lagrange pentru diferite probleme vectoriale pe spaţii normate �nit şi in�nit dimensionale (lucrarea [7]). In
�nal, in spiritul Capitolului 6 (intitulat "Applications in numerical variational analysis") al c¼aŗtii [2], au fost
obţinute mai multe estimari numerice ale ratelor de deschidere pentru multifunctii care se pot obtine pe baza
unor condi̧tii cu coderivate precum şi situaţia soluţiilor stricte ale unor probleme de optimizare particulare
(lucr¼arile [4], [8]).

Scopul lucr¼arii [5] a fost obţinerea unor rezultate de existenţ¼a pentru multiplicatori Lagrange asociaţi
soluţiilor optimale în sens Pareto ale unor probleme de optimizare vectorial¼a în cazul special în care ordinea
paŗtial¼a pe spaţiul de sosire este dat¼a de un con convex cu interior vid. Menţion¼am c¼a în cazul conurilor cu
interior nevid, problema existenţei multiplicatorilor Lagrange pentru soluţii slabe poate � studiat¼a utilizând
funçtionale de scalarizare ale c¼aror propriet¼aţi de continuitate depind în mod esenţial de condi̧tia de interioritate
amintit¼a. În cazul abordat în lucrarea menţionat¼a am utilizat o alt¼a funçtie de scalarizare numit¼a funçtia de
�distanţ¼a orientat¼a", îns¼a am lucrat cu un concept de soluţie Pareto aproximativ¼a pentru problemele pe care
le consider¼am. Cadrul este urm¼atorul: X;Y sunt spaţii Banach reale iar K � Y este un con închis, convex,
punctat cu interior vid care induce pe Y o relaţie de ordine paŗtial¼a notat¼a �K şi dat¼a prin y1 �K y2 dac¼a şi
numai dac¼a y2 � y1 2 K. Pentru un num¼ar " > 0 şi un element x 2 X, not¼am bila deschis¼a de centru x şi raz¼a
" prin B(x; "):Muļtimea K� := fy� 2 Y � j y�(y) � 0;8y 2 Kg este conul dual al lui K. Fie A � Y o muļtime
nevid¼a; punctul a 2 A se numeşte punct de minim Pareto al lui A în raport cu K dac¼a (A � a) \ �K = f0g.
Muļtimea tuturor acestor puncte se noteaz¼a prin Min(A j K). Fie f : X ! Y şi S � X o muļtime nevid¼a; un
punct x 2 S se numeşte punct de minim Pareto a lui f pe S în raport cu K dac¼a f(x) este minim Pareto al
lui f(S) în raport cu K. Fie e 2 K cu kek = 1. Dac¼a " > 0, spunem c¼a a 2 A este un ("; e)�Pareto minim al
lui A în raport cu K dac¼a (A� a)\ (�K � "e) = ; şi muļtimea acestor puncte se noteaz¼a ("; e)�Min(A j K).
Ca mai sus, pentru o funçtie f : X ! Y şi o muļtime nevid¼a S � X, un punct x 2 S se numeşte ("; e)�Pareto
minim al lui f pe S în raport cu K dac¼a f(x) este un ("; e)�Pareto minim al lui f(S) în raport cu K.
Pentru o muļtime nevid¼a A � Y , A 6= Y , funçtia distanţa orientat¼a �A : Y ! R este dat¼a prin �A(y) =

dA(y) � dY nA(y), unde dA noteaz¼a funçtia distanţa la muļtimea A. În cazul considerat de noi, i.e., intK = ;
are loc relaţia ��K�"e(y) = d�K�"e(y) şi, mai mult, subdiferenţiala acestei funçtii convexe satisface relaţia
@��K�"e(y) � K� pentru orice y 2 Y . Rezultatul de scalarizare este urm¼atorul.
Fie " > 0, e 2 K, jjejj = 1. Dac¼a y 2 A � Y este un punct ("; e)�Pareto minim al lui A în raport cu K,

atunci y este o "�soluţie a problemei
min
y2A

��K�"e(y � y):

Aşa cum am spus, în cazul convex, putem aborda direct soluţiile Pareto.

Teorema 22 Fie f : X ! Y o funcţie K�convex¼a şi S � X o mulţime convex¼a şi închis¼a. Presupunem c¼a f
este continuu diferenţiabil¼a şi f(S) are interior nevid. Fie x un punct de minim Pareto al lui f pe S în raport
cu K. Atunci exist¼a v 2 K� n f0g a.î.

0 2 rf(�x)�v +N(S; x); (20)

unde N(S; �x) noteaz¼a conul normal la mulţimea S în punctul x.

În cazul general, utiliz¼am dou¼a subdiferenţiale bine cunoscute: subdiferenţiala Mordukhovich (notat¼a @M )
pentru cazul problemelor cu constrângeri geometrice şi subdiferenţiala proximinal¼a (notat¼a @P ) pentru cazul
problemelor f¼ar¼a constrângeri. Prezent¼am un astfel de rezultat.

Teorema 23 Fie X;Y spaţii Asplund, S � Y nevid¼a şi închis¼a iar f : X ! Y o funcţie strict Lipschitz
pe S. Dac¼a x este un ("; e)�Pareto minim al lui f pe S în raport cu K, atunci exist¼a x 2 B(x;

p
") \ S şi

y� 2 SY � \K� a.î.
0 2 @M (y� � f)(x) +

p
"UX� +N@M (S; x):
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Lucrarea [3] abordeaz¼a problema existenţei multiplicatorilor lui Lagrange pentru probleme diferite: în loc
de funçtii lucr¼am cu multifunçtii şi consider¼am dou¼a tipuri de soluţii, soluţii slabe şi soluţii ferme. În locul
subdiferenţialelor considerate în cazul funçtiilor, în cazul multifunçtiilor consider¼am coderivate. Astfel, cu
notaţiile de mai sus, consider¼am o multifunçtie F de la X la Y , o muļtime nevid¼a şi închis¼a S � X şi problema
asociat¼a

(P1) minF cu x 2 S:
Presupunem c¼a intK 6= ;. Un punct (x; y) 2 GrF se numeşte soluţie slab¼a a problemei (P1) dac¼a x 2 S şi
(F (S)� y)\� intK = ;. Dac¼a Z este un spaţiu normat ordonat paŗtial de un con convex închis punctat Q cu
interior nevid şi G : X � Z o multifunçtie, consider¼am problema cu constrângeri:

(P2) minF cu x 2 G�1(�Q):

Soluţiile slabe pentru aceast¼a problem¼a se de�nesc înlocuind mai sus S = G�1(�Q).

Teorema 24 Fie (x; y) 2 GrF şi z 2 G(x) \ �Q. Dac¼a (x; y) este soluţie slab¼a pentru (P2) atunci

TB((F �G)(X) +K �Q; (y; z)) \ (� intK � (� intQ� R+z)) = ;

şi

T 2B((F �G)(X) +K �Q; (y; z); (k; q)) \ (� intK � (� intQ� R+z)) = ;;
8(k; q) 2 �K � (�Q� R+z);

unde TB ; T 2B noteaz¼a mulţimile tangente în sens Bouligand de ordinul întâi şi respectiv de ordinul al doilea.

Cu scopul de a stabili unele reciproce ale acestor rezultate consider¼am urm¼atoarea noţiune: un punct
(x; y) 2 GrF se numeşte soluţie ferm¼a local¼a de ordin � > 0 pentru (P1) dac¼a exist¼a 
 > 0 şi o vecin¼atate U a
lui x a.î. pentru orice x 2 U \ S şi y 2 F (x) are loc �(y � y;�K) � 
 kx� xk�.

Teorema 25 Presupunem c¼a X, Y sunt �nit dimensionale şi F are gra�c local închis în jurul lui (x; y) 2 GrF .
Fie e 2 intK. Dac¼a (x; y) este soluţie ferm¼a local¼a de ordin 1 pentru (P1) cu S := X atunci exist¼a � > 0 a.î.

�DX� � D�F (x; y)(fy� 2 Y � j y�(e) = 1g);

unde D� noteaz¼a coderivata normal¼a.

În lucrarea [6] consider¼am problema existenţei multiplicatorilor Lagrange pentru soluţii Pareto. Ipotezele
suplimentare faţ¼a de rezultatele din [5] vizeaz¼a conul de ordine iar demonstraţiile folosesc aşa-numitele conuri
de dilatare. O muļtime convex¼a B se numeşte baz¼a a conului K dac¼a 0 =2 clB şi K = coneB, unde cl noteaz¼a
închiderea topologic¼a iar coneB := [0;1)B este conul generat de B. O muļtime A � Y se numeşte (slab)
asimptotic compact¼a dac¼a exist¼a o vecin¼atate (slab¼a) U a lui 0 a.î. U \ [0; 1]A este relativ compact¼a. În aceast¼a
lucrare, din dorinţa de a lucra pe spaţii Banach generale consider¼am conul normal aproximativ şi obiectele
derivate: subdiferenţiala aproximativ¼a, coderivata aproximativ¼a notate Na; @a; D�

a.

Teorema 26 Fie A � Y o mulţime închis¼a şi y 2 Min(A j K). Presupunem c¼a cone(A�y) este (slab) închis¼a
şi K admite o baz¼a (slab) închis¼a B. Dac¼a cone(A � y) sau B este (slab) asimptotic compact¼a atunci exist¼a
" > 0 a.î. pentru orice e 2 K n f0g exist¼a y� 2 Y � cu y�(e) = 1, infb2B y�(b) � " ky�k şi �y� 2 Na(A; y).

Teorema 27 Fie f o funcţie locally Lipschitz şi S � X o mulţime închis¼a. Fie x este un punct de minim
Pareto pentru f pe S. Presupunem c¼a cone(f(C)� f(x)) este (slab) închis, K admite o baz¼a (slab) închis¼a B
şi cone(f(C)� f(x)) sau B este (slab) asimptotic compact¼a. Atunci exist¼a " > 0 a.î. pentru orice e 2 K n f0g
exist¼a y� 2 Y � cu y�(e) = 1 şi infb2B y�(b) � " ky�k care satisface

0 2 @ahy�; fi(x) +Na(C; �x):

Studiul, cuprins în lucrarea [5], a fost structurat pe dou¼a direçtii �ind considerat atât cazul problemelor în
care datele sunt funçtii diferenţiabile cât şi cazul problemelor "nenetede" guvernate de multifunçtii.
În prima parte a articolului mai sus menţionat, ne ocup¼am de problema de optimizare vectorial¼a

(P ) min f(x) cu g(x) 2 �Q;
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unde X;Y şi Z sunt spaţii vectoriale normate, f : X ! Y , g : X ! Z sunt funçtii vectoriale iar Q este un con
convex închis din Z. Din nou, pe spaţiul Y consider¼am ordinea paŗtial¼a dat¼a de un con convex şi închis K:
Prin M not¼am muļtimea punctelor fezabile ale problemei(P), i.e., M := fx 2 X j g(x) 2 �Qg:
In anumite situaţii vom presupune: (AK) intK 6= ;; (AQ) intQ 6= ;.
Fie F : X � Y , G : X � Z dou¼a multifunçtii. S¼a consider¼am problema (P1) de mai sus.
Un punct (x; y) 2 GrF se numeşte punct de minim pentru problema (P1) dac¼a

(F (S)� y) \ �K = f0g:

Consider¼am de asemenea cazul problemei (P2) şi a unei variante simpli�cate în care G este o funçtie este o
funçtie g:
În afara situaţiei în care vom considera conuri cu interior nevid, vom lucra cu o clas¼a mai general¼a de

conuri numite dual-compacte. Pentru prima parte lu¼am cazul soluţiilor slabe ale problemei cu funçtii în care
presupunem: (Af ) funçtia f : X ! Y este de clas¼a C1 pe X; (Ag) funçtia g : X ! Z este de clas¼a C1 pe X:
Unul dintre rezultatele principale este urm¼atorul.

Teorema 28 Presupunem (AK), (AQ), (Af ) şi (Ag). Fie x 2M punct de minim slab pentru (P) a.î. are loc
condiţia (MF ) în �x: Atunci exist¼a y� 2 K� n f0g şi z� 2 Q� a.î.

y� � rf(x) + z� � rg(x) = 0: (21)

În rezultatul de mai sus, �x¼am y� 2 K� n f0g şi consider¼am

Ly� := fz� 2 Q� j (21) are locg:

S¼a observ¼am mai întâi c¼a (MF ) este echivalent¼a cu urm¼atoarea condi̧tie de regularitate (RC): z� 2 Q�; z� �
rg(x) = 0 implic¼a z� = 0:
Pentru a obţine un rezultat privind m¼arginirea lui Ly� avem nevoie de o ipotez¼a asupra spaţiului Z : (AZ)

bila unitate închis¼a a lui Z� este w�-secvenţial compact¼a.

Teorema 29 Presupunem (AZ); (Af ), (Ag) şi c¼a Q este dual compact. Fie y� 2 K� n f0g: Dac¼a are loc (RC)
atunci Ly� este m¼arginit¼a în norm¼a. Invers, dac¼a Ly� este nevid¼a şi m¼arginit¼a atunci are loc condiţia (RC).

Observ¼am ca muļtimea Ly� este convex¼a, deci în ipoteza (MF ); ea este w� compact¼a. Are loc urm¼atorul
rezultat global.

Corolarul 30 Presupunem (AZ); (AK), (AQ), (Af ) şi (Ag). Presupunem c¼a x 2M este punct de minim slab
pentru (P): Urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
(i) are loc (MF );
(ii) are loc (RC);
(iii) exist¼a y� 2 K� n f0g a.î. Ly� este nevid¼a şi m¼arginit¼a.

Discut¼am acum pe scurt problema(P 02). Cum aceast¼a problem¼a este neneted¼a, cadrul natural este cadrul
spaţiilor Asplund unde se folosesc obiectele de diferenţiabilitate generalizat¼a de tip Mordukhovich.

Teorema 31 Presupunem c¼a X;Y; Z sunt spaţii Asplund şi (x; y) este minim Pareto pentru (P 02): Dac¼a F este
pseudo-Lipschitz în (x; y), g este local Lipschitz şi K, Q sunt dual compacte, atunci exist¼a y� 2 K� şi z� 2 Q�
cu ky�k+ kz�k = 1 a.î.

0 2 D�
NF (x; y)(y

�) +D�
Ng(x)(z

�): (22)

Elementele y�şi z� sunt multiplicatorii Lagrage pentru problema noastr¼a. Întrebarea ce apare în contextul
discuţiei noastere este în ce condi̧tii muļtimea

Ly� = fz� 2 Q� j (22) are locg

este nevid¼a şi m¼arginit¼a pentru un element y� 2 K� n f0g �xat. R¼aspunsul este dat de rezultatul urm¼ator.
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Teorema 32 Fie X;Y; Z spaţii re�exive şi (x; y) un punct de minim Pareto pentru (P 02): Presupunem c¼a F
este pseudo-Lipschitz şi N - regulat¼a în (x; y); g este local Lipschitz în x şi N - regulat¼a în (x; g(x)): Dac¼a K
şi Q sunt dual compacte şi are loc urm¼atoarea condiţie de cali�care:

z� 2 Q�; 0 2 D�
Ng(x)(z

�)) z� = 0 (23)

atunci exist¼a y� 2 K�; ky�k = 1 a.î Ly� este nevida şi m¼arginit¼a.

Cazul problemei (P2) se discut¼a folosind acelaşi model: se deduc condi̧tii de existenţ¼a a multiplicatorilor
şi apoi se impune o condi̧tie de cali�care de tip Mangasarian-Fromowitz pentru a deduce m¼arginitea muļtimii
acestor multiplicatori.
In [8], s-au obţinut mai multe reguli de tip Fermat pentru probleme de optimizare vectorial¼a cu multifunçtii.

Condi̧tiile de tip Fermat astfel obţinute se refer¼a la mai multe multifunçtii asociate multifunçtiei obiectiv, �ind
astfel generalizate multe dintre rezultatele din literatura ultimilor ani dedicat¼a acestui subiect. Astfel, in notaţile
de mai sus, consider¼am problemele (P1); (P2) şi introducem multifunçtia ~F : X � Y dat¼a prin ~F (x) = F (x)+K
pentru orice x 2 X: Mai mult, utiliz¼am notaţia clF pentru multifunçtia al c¼arei gra�c este clGrF: Schi̧t¼am
unul dintre rezultalele principale.

Teorema 33 Fie X;Y spaţii Asplund, F : X � Y o multifuncţie şi (x; y) 2 GrF minim Pareto local pentru
F:
(i) Dac¼a GrF este local închis în jurul lui (x; y), atunci exist¼a y� 2 K� n f0g a.î.

0 2 D�F (x; y)(y�):

(ii) Dac¼a intK 6= ;; atunci exist¼a y� 2 K� n f0g a.î.

0 2 D�(clF )(x; y)(y�):

(iii) Dac¼a Gr ~F este local închis în jurul lui (x; y), atunci exist¼a y� 2 K� n f0g a.î.

0 2 D� ~F (x; y)(y�):

(iv) Dac¼a intK 6= ;; atunci exist¼a y� 2 K� n f0g a.î.

0 2 D�(cl ~F )(x; y)(y�):

In lucrarea [4] au fost prezentate mai multe condi̧tii de optimalitate pentru soluţii stricte asociate unor
probleme vectoriale nenetede. Este bine cunoscut faptul c¼a, în general, algoritmii de determinare a soluţiilor
problemelor de optimizare caut¼a, de fapt, soluţii cu propriet¼aţi speciale, de exemplu soluţii izolate, stricte, etc.
In acest studiu au fost utilizate unele dintre metodele dezvoltate în lucrarea [3]. Din nou, cu notaţiile de mai
sus, avem urm¼atoarea de�ni̧tie.
Fie f : X ! Y o funçtie vectorial¼a. Fie m 2 N� şi � > 0: Un punct x 2 S soluţie locala strict¼a de

ordin m (şi constant¼a �) pentru f pe S daca exist¼a o vecin¼atate U a lui x a.î. pentru orice x 2 U \ S;
d(f(x)� f(x);�K) � � kx� xkm :
Pentru acest tip de soluţie gasim mai multe condi̧tii necesare de optimalitate care acopera rezultatele

cunoscute din cazul scalar si care au forma generala

�UX� �
[

y�2@'e(0)

@(y� � f)(x) +N(S; x):

unde UX� este sfera unitate închis¼a iar subdiferenţiala şi conul normal sunt luate în sens Mordukhovich iar 'e
este o funçtie de scalarizare asocit¼a elementului e 2 intK:

În cadrul obiectivului 3c, s-a elaborat lucrarea [17] care porneşte de la studiul c¼aŗtii [10] şi a lucr¼arii [11] unde
D.Y. Gao şi colaboratorii s¼ai stabilesc un mare num¼ar de rezultate aşa-numite de bi-dualitate şi de trialitate.
Astfel, s-a constatat c¼a multe din rezultatele cuprinse în aceste lucr¼ari nu sunt prezentate într-o form¼a corect¼a
din punct de vedere matematic şi multe demonstraţii nu sunt complete. Lucarea [17] prezint¼a contraexemple
la rezultatele menţionate, folosind funçtii p¼atratice de�nite pe spaţii Hilbert.

9



References

[1] J.-M. Bonnisseau, B. Crettez, On the characterization of e¢ cient production vectors, Economic Theory
31 (2007), 213�223.

[2] A. L. Dontchev, R. T. Rockafellar, Implicit functions and solution mappings, Springer 2009

[3] M. Durea, Optimality conditions for weak and �rm e¢ ciency in set-valued optimization, Journal of Math-
ematical Analysis and Applications, 344 (2008), 1018-1028.

[4] M. Durea, Remarks on strict e¢ ciency in scalar and vector optimization, Journal of Global Optimization,
47 (2010), 13-27.

[5] M. Durea, J. Dutta, C. Tammer, Bounded sets of Lagrange multipliers for vector optimization problems
in in�nite dimension, J. Math. Anal. Appl. 348 (december 2008), 589-606.

[6] M. Durea, J. Dutta, Lagrange multipliers for Pareto minima in general Banach spaces, Paci�c Journal of
Optimization, 4 (2008), 447-463.

[7] M. Durea, J. Dutta, Chr. Tammer, Lagrange multipliers for "�Pareto solutions in vector optimization with
non solid cones in Banach spaces, Journal of Optimization Theory and Aplications, 145 (2010), 196-211.

[8] M. Durea, R. Strugariu, On some Fermat rules for set-valued optimization problems, Optimization, DOI:
10.1080/02331930903531527.

[9] Färe, R., Primont, D., 2006. Directional duality theory. Economic Theory 29, 239�247.

[10] D.Y. Gao, Duality principles in nonconvex systems. Theory, methods and applications, Kluwer Academic
Publishers, Dordrecht, 2000.

[11] D.Y. Gao, H.D. Sherali, Canonical duality: Connection between nonconvex mechanics and global optimiza-
tion, In: Advances in Applied Mathematics and Global Optimization, Springer, 2008, 249�316.

[12] Göpfert, A., Tammer, Chr., Riahi, H., Z¼alinescu, C., 2003. Variational methods in partially ordered spaces.
CMS Books in Mathematics/Ouvrages de Mathématiques de la SMC 17, Springer, New York.

[13] A. Hantoute, M.A. Lopez, C. Z¼alinescu, Subdi¤erential calculus rules in convex analysis: A unifying
approach via pointwise supremum functions, SIAM J. Optim. 19 (2008), 863�882.

[14] Luenberger, D. G., 1992. New optimality principles pentru economic e¢ ciency şi equilibrium, Journal of
Optimization Theory şi Applications 75, 221�264.

[15] J.-P. Penot, C. Z¼alinescu, Harmonic sum şi duality, J. Convex Anal. 7 (2000), 95�114.

[16] Rockafellar, R.T., 1970. Convex Analysis. Princeton University Press.

[17] R. Strugariu, M.D. Voisei, C. Z¼alinescu, Counter-examples in bi-duality, triality and tri-duality, Commu-
nications on Pure and Applied Analysis (acceptat¼a).

[18] C. Tammer, C. Z¼alinescu, Lipschitz properties of the scalarization function şi applications, Optimization
9 (2) (2010), 305-319.

[19] Z¼alinescu, C., 2002. Convex Analysis in General Vector Spaces. World Scienti�c, Singapore.

[20] C. Z¼alinescu, Duality results involving functions associated to nonempty subsets of locally convex spaces,
Rev. R. Acad. Cien. Serie A. Mat. 103 (2), 2009, pp. 219�234.

[21] C. Z¼alinescu, On the duality between the pro�t and the indirect distance functions in production theory,
European J. Oper. Res. 207 (2010), 30-36.

Director de contract,
prof. dr. Constantin Z¼alinescu

10


