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Tematica tezei de doctorat este legat¼a de studiul problemelor de optimizare vec-
torial¼a multivoc¼a cu structuri de ordine variabil¼a, ce apaŗtine domeniului mai vast al
analizei varia̧tionale neliniare, cu multiple aplica̧tii atât din punct de vedere teoretic, cât
şi practic.

Teoria optimiz¼arii scalare s-a dezvoltat la început într-un cadru neted, în care dife-
reņtiabilitatea era o ipotez¼a uzual acceptat¼a. Unul dintre scopurile matematicii moderne
este de a optimiza modele matematice ce apar în practic¼a, iar în multe probleme practice
obiectele de modelare matematic¼a sunt nenetede. Din acest motiv, s-a dorit o sl¼abire a
ipotezelor de difereņtiabilitate, un prim pas în acest sens �ind dezvoltarea analizei convexe.
Acest proces de sl¼abire a ipotezelor de difereņtiabilitate a continuat prin introducerea
diverselor obiecte de difereņtiabilitate generalizat¼a, printre care amintim aici conurile
tangente împreun¼a cu epi-derivatele direçtionale şi derivatele asociate, respectiv conurile
normale împreun¼a cu subdifereņtialele şi coderivatele asociate.

Pe lâng¼a programarea scalar¼a care are o istorie bogat¼a �ind tratat¼a în diverse
contexte de-a lungul vremii, programarea vectorial¼a sau multicriterial¼a este cunoscut¼a
de mult timp în domeniul economic, bazele acesteia �ind puse în 1896 de c¼atre Vilfredo
Pareto. În ultimele trei decenii s-a acordat o ateņtie deosebit¼a optimiz¼arii vectoriale, fapt
probat prin implicarea activ¼a în acest câmp de cercetare a unor matematicieni cu o mare
vizibilitate interna̧tional¼a, printre care îi amintim pe J. M. Borwein, J. Jahn, B. Jiménez,
D. T. Luc, B. S. Mordukhovich, V. Novo, C. Tammer, L. Thibault, C. Z¼alinescu. În
optimizarea vectorial¼a, no̧tiunile de minim (sau de e�cieņt¼a) sunt considerate în raport
cu o rela̧tie de ordine paŗtial¼a indus¼a de un con convex ascu̧tit propriu.

Prezenta tez¼a de doctorat este consacrat¼a studiului unor probleme de optimizare
vectorial¼a, ale c¼aror solu̧tii sunt de�nite în raport cu o rela̧tie de ordine paŗtial¼a indus¼a
de o întreag¼a familie de conuri convexe ascu̧tite proprii. Aceast¼a familie este descris¼a cu
ajutorul unei structuri de ordine variabil¼a dat¼a de o multifunçtie (numit¼a multifunçtie de
ordine), care asociaz¼a �ec¼arui element al spa̧tiului obiectiv un con convex ascu̧tit propriu.
Ideea structurilor de ordine variabil¼a a fost introdus¼a în 1974 de Po Lung Yu, iar în
ultimele dou¼a decenii, interesul pentru acestea a crescut considerabil, fapt datorat apari̧tiei
în literatur¼a a unor aplica̧tii în ştiiņtele medicale: înregistrarea imaginilor medicale, tera-
pia prin modularea intensit¼a̧tii radia̧tiei, tomogra�a prin rezonaņt¼a magnetic¼a, precum şi
în ştiiņtele comportamentale sau economie.

Pentru început, în cadrul acestei lucr¼ari introducem nota̧tiile, no̧tiunile şi rezul-
tatele utilizate. Apoi, prezent¼am ideea unei structuri de ordine variabil¼a şi introducem
mai multe tipuri de solu̧tii pentru problema minimiz¼arii unei multifunçtii ce ia valori într-
un spa̧tiu ordonat de o structur¼a de ordine variabil¼a, atunci când argumentul acesteia
parcurge o muļtime arbitrar¼a (numit¼a restriçtie geometric¼a). Mai exact, utilizând abor-
darea vectorial¼a, de�nim urm¼atoarele concepte de minim asociate problemei vectoriale
considerate: o no̧tiune de e�cieņt¼a sharp pentru multifunçtii, conceptele de punct local
(slab) nondominant, respectiv local (slab) robust e�cient şi o no̧tiune de e�cieņt¼a de tip
Henig. Totodat¼a demonstr¼am şi ilustr¼am prin exemple şi contraexemple propriet¼a̧ti ale
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acestor concepte de minim. Meņtion¼am aici un rezultat de scalarizare pentru no̧tiunea de
e�cieņt¼a sharp ob̧tinut prin intermediul funçtionalei Gerstewitz (Tammer) şi teoremele de
penalizare de tip Clarke pentru punctele de e�cieņt¼a robust¼a şi respectiv Henig.

Un aspect important al minimalit¼a̧tii îl constuie incompatibilitatea dintre aceasta
şi deschiderea aplica̧tiilor, �ind cunoscut chiar din cazul scalar c¼a o funçtie nu poate �
deschis¼a într-un punct de extrem. Demonstr¼am astfel de rezultate de incompatibilitate
în cadrul structurilor de ordine variabil¼a. Unul dintre obiectivele din aceast¼a lucrare este
ob̧tinerea unor condi̧tii necesare de optimalitate pentru solu̧tiile de minim meņtionate mai
sus. În atingerea acestui scop, întrucât minimalitatea este incompatibil¼a cu un concept
de deschidere ce poate include mai multe aplica̧tii, ob̧tinem condi̧tii su�ciente pentru
o deschidere mixt¼a a unui num¼ar �nit de multifunçtii. Abordarea în ob̧tinerea acestor
condi̧tii su�ciente urmeaz¼a dou¼a direçtii diferite: pe de o parte utilizeaz¼a obiecte de
difereņtiere generalizat¼a de�nite pe spa̧tii primale, iar pe de alt¼a parte, o investiga̧tie
de acelaşi tip este prezentat¼a în cadrul spa̧tiilor duale. Cu toate c¼a în ambele situa̧tii
aplic¼am Principiul Varia̧tional al lui Ekeland, tehnicile celor dou¼a direçtii de studiu (pe
spa̧tii primale, respectiv duale) sunt diferite.

Urmând direçtia deschis¼a de Teorema lui Fermat, ne dorim s¼a ob̧tinem condi̧tii
necesare şi su�ciente de optimalitate pentru conceptele de minim meņtionate mai sus.
Ţinând cont de rezultatele de incompatibilitate şi penalizare, aplicând rezultatul de des-
chidere mixt¼a demonstrat anterior pe spa̧tii primale, ob̧tinem condi̧tii necesare de opti-
malitate, în termeni de derivate Bouligand, pentru punctele de e�cieņt¼a Henig. Tot pen-
tru acest concept de minim, aplicând de data aceasta rezultatul de deschidere mixt¼a pe
spa̧tii duale, ob̧tinem condi̧tii necesare de optimalitate referitoare la o sum¼a de coderivate
Fréchet, respectiv Mordukhovich pentru multifunçtiile obiectiv şi de ordine. Atunci
când condi̧tiile de optimalitate sunt ob̧tinute pentru problema cu constrângeri, la suma
meņtionat¼a anterior apar, �e conul normal Mordukhovich, �e subdifereņtiala Mordukhovich.
Tot în termeni de coderivate Fréchet şi Mordukhovich deducem condi̧tii necesare de op-
timalitate pentru no̧tiunile de e�cieņt¼a sharp şi robust¼a. Totodat¼a, prezent¼am condi̧tii
necesare şi su�ciente de optimalitate pe spa̧tii primale pentru conceptul de punct slab
nondominant. Problemele abordate pentru studiul condi̧tiilor necesare de optimalitate
sunt cele în care aplica̧tia obiectiv este dat¼a ca o sum¼a, respectiv o compunere de dou¼a
multifunçtii şi sunt ob̧tinute în termeni de derivate de ordin superior condi̧tii de opti-
malitate. Pentru aceasta, demonstr¼am în prealabil reguli de sumare şi compunere pentru
derivatele de ordin superior considerate. Referitor la condi̧tiile su�ciente de optimalitate,
acestea utilizeaz¼a derivate de ordin superior şi au loc pe spa̧tii �nit dimensionale.

Punctele de minim considerate mai sus sunt legate de probleme de optimizare vecto-
rial¼a �e cu restriçtii geometrice, �e f¼ar¼a restriçtii. Pe baza unui principiu de extremalitate
pe spa̧tii Asplund ob̧tinem, în termeni de coderivate şi conuri normale, condi̧tii necesare
de optimalitate pentru o solu̧tie nondominant¼a a unei probleme de optimizare vectorial¼a
ce coņtine atât restriçtii geometrice, cât şi funçtionale.

De asemenea, în cadrul lucr¼arii de fa̧t¼a studiem unele inegalit¼a̧ti vectoriale vari-
a̧tionale. Este cunoscut faptul c¼a investigarea acestui tip de probleme este concentrat¼a pe
ob̧tinerea unor condi̧tii su�ciente pentru existeņta solu̧tiilor. În ceea ce ne priveşte, de-
ducem condi̧tii necesare de existeņt¼a pentru problemele generalizate de echilibru în cazul
standard al ordinii �xe, respectiv în cazul structurilor de ordine variabil¼a.

2


