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Tematica tezei de doctorat este legata de studiul problemelor de optimizare vec-
toriala multivoca cu structuri de ordine variabila, ce apartine domeniului mai vast al
analizei variationale neliniare, cu multiple aplicatii atat din punct de vedere teoretic, cat
si practic.

Teoria optimizarii scalare s-a dezvoltat la inceput intr-un cadru neted, in care dife-
rentiabilitatea era o ipoteza uzual acceptata. Unul dintre scopurile matematicii moderne
este de a optimiza modele matematice ce apar in practica, iar in multe probleme practice
obiectele de modelare matematica sunt nenetede. Din acest motiv, s-a dorit o slabire a
ipotezelor de diferentiabilitate, un prim pas in acest sens fiind dezvoltarea analizei convexe.
Acest proces de slabire a ipotezelor de diferentiabilitate a continuat prin introducerea
diverselor obiecte de diferentiabilitate generalizata, printre care amintim aici conurile
tangente impreuna cu epi-derivatele directionale si derivatele asociate, respectiv conurile
normale impreuna cu subdiferentialele si coderivatele asociate.

Pe langa programarea scalara care are o istorie bogata fiind tratata in diverse
contexte de-a lungul vremii, programarea vectoriald sau multicriteriala este cunoscuta
de mult timp in domeniul economic, bazele acesteia fiind puse in 1896 de catre Vilfredo
Pareto. In ultimele trei decenii s-a acordat o atentie deosebitd optimizirii vectoriale, fapt
probat prin implicarea activa in acest cAmp de cercetare a unor matematicieni cu o mare
vizibilitate internationala, printre care ii amintim pe J. M. Borwein, J. Jahn, B. Jiménez,
D. T. Luc, B. S. Mordukhovich, V. Novo, C. Tammer, L. Thibault, C. Z§linescu. In
optimizarea vectoriald, notiunile de minim (sau de eficientd) sunt considerate in raport
cu o relatie de ordine partiala indusa de un con convex ascutit propriu.

Prezenta teza de doctorat este consacrata studiului unor probleme de optimizare
vectoriala, ale caror solutii sunt definite in raport cu o relatie de ordine partiald indusa
de o intreaga familie de conuri convexe ascutite proprii. Aceasta familie este descrisa cu
ajutorul unei structuri de ordine variabild datd de o multifunctie (numitd multifunctie de
ordine), care asociaza fiecarui element al spatiului obiectiv un con convex ascutit propriu.
Ideea structurilor de ordine variabila a fost introdusa in 1974 de Po Lung Yu, iar in
ultimele doua decenii, interesul pentru acestea a crescut considerabil, fapt datorat aparitiei
in literatura a unor aplicatii in stiintele medicale: inregistrarea imaginilor medicale, tera-
pia prin modularea intensitatii radiatiei, tomografia prin rezonanta magnetica, precum si
in stiintele comportamentale sau economie.

Pentru inceput, in cadrul acestei lucrari introducem notatiile, notiunile si rezul-
tatele utilizate. Apoi, prezentam ideea unei structuri de ordine variabila si introducem
mai multe tipuri de solutii pentru problema minimizarii unei multifunctii ce ia valori intr-
un spatiu ordonat de o structura de ordine variabila, atunci cdnd argumentul acesteia
parcurge o multime arbitrarad (numitd restrictie geometricd). Mai exact, utilizand abor-
darea vectoriald, definim urmaétoarele concepte de minim asociate problemei vectoriale
considerate: o notiune de eficienta sharp pentru multifunctii, conceptele de punct local
(slab) nondominant, respectiv local (slab) robust eficient gi o notiune de eficientd de tip
Henig. Totodata demonstram si ilustram prin exemple si contraexemple proprietati ale



acestor concepte de minim. Mentionam aici un rezultat de scalarizare pentru notiunea de
eficient& sharp obtinut prin intermediul functionalei Gerstewitz (Tammer) si teoremele de
penalizare de tip Clarke pentru punctele de eficienta robusta si respectiv Henig.

Un aspect important al minimalitatii il constuie incompatibilitatea dintre aceasta
si deschiderea aplicatiilor, fiind cunoscut chiar din cazul scalar ca o functie nu poate fi
deschisa intr-un punct de extrem. Demonstram astfel de rezultate de incompatibilitate
in cadrul structurilor de ordine variabila. Unul dintre obiectivele din aceasta lucrare este
obtinerea unor conditii necesare de optimalitate pentru solutiile de minim mentionate mai
sus. In atingerea acestui scop, intrucat minimalitatea este incompatibild cu un concept
de deschidere ce poate include mai multe aplicatii, obtinem conditii suficiente pentru
o deschidere mixta a unui numar finit de multifunctii. Abordarea in obtinerea acestor
conditii suficiente urmeaza doua directii diferite: pe de o parte utilizeaza obiecte de
diferentiere generalizata definite pe spatii primale, iar pe de alta parte, o investigatie
de acelasgi tip este prezentata in cadrul spatiilor duale. Cu toate ca in ambele situatii
aplicim Principiul Variational al lui Ekeland, tehnicile celor doud directii de studiu (pe
spatii primale, respectiv duale) sunt diferite.

Urmaéand directia deschisa de Teorema lui Fermat, ne dorim sa obtinem conditii
necesare si suficiente de optimalitate pentru conceptele de minim mentionate mai sus.
Tinand cont de rezultatele de incompatibilitate si penalizare, aplicind rezultatul de des-
chidere mixta demonstrat anterior pe spatii primale, obtinem conditii necesare de opti-
malitate, in termeni de derivate Bouligand, pentru punctele de eficienta Henig. Tot pen-
tru acest concept de minim, aplicaAnd de data aceasta rezultatul de deschidere mixta pe
spatii duale, obtinem conditii necesare de optimalitate referitoare la o suma de coderivate
Fréchet, respectiv Mordukhovich pentru multifunctiile obiectiv si de ordine. Atunci
cand conditiile de optimalitate sunt obtinute pentru problema cu constrangeri, la suma
mentionata anterior apar, fie conul normal Mordukhovich, fie subdiferentiala Mordukhovich.
Tot in termeni de coderivate Fréchet si Mordukhovich deducem conditii necesare de op-
timalitate pentru notiunile de eficienta sharp si robusta. Totodata, prezentam conditii
necesare gi suficiente de optimalitate pe spatii primale pentru conceptul de punct slab
nondominant. Problemele abordate pentru studiul conditiilor necesare de optimalitate
sunt cele in care aplicatia obiectiv este data ca o suma, respectiv o compunere de doua
multifunctii si sunt obtinute in termeni de derivate de ordin superior conditii de opti-
malitate. Pentru aceasta, demonstram in prealabil reguli de sumare si compunere pentru
derivatele de ordin superior considerate. Referitor la conditiile suficiente de optimalitate,
acestea utilizeaza derivate de ordin superior si au loc pe spatii finit dimensionale.

Punctele de minim considerate mai sus sunt legate de probleme de optimizare vecto-
riala fie cu restrictii geometrice, fie fara restrictii. Pe baza unui principiu de extremalitate
pe spatii Asplund obtinem, in termeni de coderivate si conuri normale, conditii necesare
de optimalitate pentru o solutie nondominanta a unei probleme de optimizare vectoriala
ce contine atat restrictii geometrice, cat si functionale.

De asemenea, in cadrul lucrarii de fata studiem unele inegalitati vectoriale vari-
ationale. Este cunoscut faptul ca investigarea acestui tip de probleme este concentrata pe
obtinerea unor conditii suficiente pentru existenta solutiilor. In ceea ce ne priveste, de-
ducem conditii necesare de existenta pentru problemele generalizate de echilibru in cazul
standard al ordinii fixe, respectiv in cazul structurilor de ordine variabila.



