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INTRODUCERE

Scopul principal al acestei introduceri este de a prezenta cateva idei generale care au
incurajat studiul aplicatiilor polinomiale biarmonice intre sfere si, ulterior, de a descrie
pe scurt noile rezultate ale acestei teze.

Aplicatiile biarmonice reprezintd o generalizare naturald a binecunoscutelor aplicatii
armonice. Dupd cum au sugerat J. Eells si J.H. Sampson in [33, 34], sau J. Eells si L.
Lemaire in [31], aplicatiile biarmonice ¢ : M — N intre doud varietdti Riemanniene
sunt puncte critice ale functionalei bienergiei

BiCMN SR, B =y [ [ v

unde M este inchisa si T(¢) = traceVd¢ este campul de tensiune asociat aplicatiei ¢. In
1986, G.Y. Jiang a demonstrat in [40,41] cd aplicatiile biarmonice sunt caracterizate de
anularea cAmpului de bitensiune, unde cAmpul de bitensiune asociat este dat de

T($) = —AT(¢) — traceRN (dg(-), T(¢)) dgp(-).

Ecuatia 15(¢) = 0 se numeste ecuatia biarmonica si este o ecuatie elipticd semiliniara
de ordinul patru.

Orice aplicatie armonicd este, evident, biarmonicd. Asadar suntem interesati de
studiul aplicatiilor biarmonice care nu sunt armonice. Pentru a evita orice confuzie,
vom folosi termenul propriu biarmonice pentru aplicatiile care sunt biarmonice, dar nu
sunt armonice.

G.Y. Jiang a demonstrat in [40, 41], folosind o formuld simpld de tip Bochner-
Weitzenbock, cd dacd M este inchisd si N are curburd sectionald negativa sau nula,
atunci o aplicatie biarmonica ¢ de la M la N trebuie sd fie armonica. Astfel, efortul s-a
concentrat pe studiul aplicatiilor propriu biarmonice in spatii cu curburd sectionala
pozitiva, in special in sferele euclidiene, care sunt spatii cu curburd pozitiva constanta.
Pentru aceste varietati codomeniu, de-a lungul anilor, au fost obtinute numeroase
exemple si rezultate de clasificare (vezi, de exemplu, [14,17,32,48, 50, 57,59, 63]). Chiar
dacd cele mai multe exemple si rezultate de clasificare pentru aplicatiile biarmon-
ice (in sferele euclidiene) au fost obtinute in teoria subvarietdtilor (vezi, de exemplu,
[37,52,56]), existd si alte contexte geometrice in care aplicatiile biarmonice au aplicatii
interesante (vezi, de exemplu, [9-12,49, 54, 55] si, foarte recent, [18]).

In afara imersiilor izometrice propriu biarmonice, care sunt subvarietiti propriu
biarmonice, si a imersiilor conforme propriu biarmonice, au existat studii privind
biarmonicitatea aplicatiilor ¢ : M — S" care provin din submersii armonice 1 definite



pe M si cu valori intr-o hipersfera micd S"!(r) de razi r a sferei euclidiene unitare S".
Exemple de astfel de aplicatii propriu biarmonice au fost obtinute considerand ¥ ca

tiind fibrarea Hopf H : g2(n=1-1 _, gn-1 (1 / \/§>, n=23,5,9 (vezi [50]). InspirAndu-ne

din aceste exemple ale ciror componente, ca functii in R"*!, sunt polinoame omogene,
in aceastd tezd studiem biarmonicitatea aplicatiilor ¢ : $" — S§" ale cdror componente
sunt polinoame omogene de grad k. Observdm ca aplicatiile polinomiale omogene
intre sferele euclidiene sunt foarte importante in teoria aplicatiilor armonice deoarece,
atunci cand sunt armonice ca functii vectoriale intre spatii euclidiene, ele furnizeaza
toate aplicatiile armonice cu densitate de energie constanta intre sferele euclidiene
corespunzdtoare de codimensiune 1 (vezi, de exemplu, [13] si [32]). Astfel de aplicatii
au fost studiate de P. Baird, S. Chang, Y.-L. Ou, G. Toth, C. Wang, R. Wood, FE. Wu, P.
Yiu si X. Zhao in diverse contexte, in special in ceea ce priveste aplicatiile lor in teoria
aplicatiilor biarmonice si armonice (vezi, de exemplu, [13,27,39,45,54,57,59-61,63-66]
etc.).

Un aspect interesant este studiul aplicatiilor biarmonice in anumite clase de aplicatii
in care se stie cd nu existd aplicatii armonice. De exemplu, este bine cunoscut cd nu
existd aplicatii armonice complete de la $* la S° (adicd imaginea aplicatiei nu se afla
intr-o hipersferd mare S$* a lui §°) ale ciror componente sunt polinoame omogene de
grad 2. In schimb, folosind un exemplu de aplicatie armonici complets de la $* 1a S* si
metoda din [47], putem construi o aplicatie biarmonica completa ¢ : St - 8% de tipul
mentionat mai sus (vezi Teorema 4.2).

Aceastd teza se bazeaza pe cinci articole si constd din cinci capitole, fiecare dedicat
unui subiect de cercetare semnificativ.

In primul capitol prezentim notatiile si reamintim cateva rezultate de baz care vor
fi utilizate pe parcursul intregii teze. Incepem cu operatori pe fibrate vectoriale, apoi
prezentdm aplicatiile armonice, functiile proprii, aplicatiile biarmonice, cateva rezultate
privind aplicatiile polinomiale intre sfere si incheiem cu polinoamele Ferus-Karcher-
Miinzner.

Capitolul al doilea este impartit in doud sectiuni. In prima sectiune, oferim o formula
de caracterizare a biarmonicitatii in cazul cel mai general al aplicatiilor care iau valori
in sferele euclidiene (vezi Teorema 2.1). Ca aplicatie, pornind de la torul standard
minimal al lui Clifford in §° si, efectuand o transformare simpld a domeniului, obtinem
o aplicatie propriu biarmonica in 8% (vezi Propozitia 2.4). In a doua sectiune, stabilim
o formuld de caracterizare pentru aplicatiile biarmonice ¢ care iau valori in sfera
euclidiand, dar a cdror imagine se afld intr-o hipersfera mica, astfel incat poate fi
scrisa ca ¢ =io ¢, unde i reprezintd incluziunea canonica a hipersferei mici in sfera
ambientald (vezi Teorema 2.6). Aceastd formuld este o generalizare a unui rezultat
anterior obtinut de E. Loubeau si C. Oniciuc in [47]. Apoi, ca aplicatie, obtinem cateva
rezultate care leaga biarmonicitatea aplicatiei ¢ de armonicitatea aplicatiei ¢ si de raza
hipersferei mici.

Capitolul al treilea este format din doud sectiuni. In prima sectiune, consideram
cazul aplicatiilor intre sfere astfel incat, ca functii vectoriale intre spatiile euclidiene am-



bientale, fiecare dintre componentele lor este un polinom omogen de grad k, si calculam
campul lor de bitensiune (vezi Teorema 3.1). Acest rezultat ne permite sa calculam
eficient campul de bitensiune al aplicatiei intre sfere, deoarece este exprimat exclusiv
in termeni de functia vectoriald corespunzdtoare dintre spatiile euclidiene. Calculand
mai intdi acesti termeni in cadrul familiar euclidian, fi putem restrictiona apoi la sferd,
simplificind procesul general. Ca aplicatie, consideram o constructie specialad a unei
aplicatii polinomiale omogene de grad k + 1 intre sfere, folosind aplicatii polinomiale
omogene armonice de grad k intre sfere si studiem biarmonicitatea aplicatiei nou con-
struite (vezi Teorema 3.9). In a doua sectiune, considerdm aplicatiile date de gradientul
polinoamelor Ferus-Karcher-Miinzner, care sunt aplicatii polinomiale omogene de grad
3 intre sfere de aceeasi dimensiune. Folosind Teorema 3.1, calculdam campul lor de
bitensiune si studiem biarmonicitatea acestora.

Capitolul al patrulea incepe prin a particulariza teorema principald din capitolul
precedent (Teorema 3.1) pentru cazul aplicatiilor polinomiale omogene de grad k = 2
intre sfere, care sunt formele pdtratice, si se obtine o expresie mai simpld a cimpului
de bitensiune (vezi Teorema 4.7). Folosind rezultatul cunoscut al lui R. Wood privind
caracterizarea formelor pdtratice intre sfere (vezi [64]), obtinem clasificarea tuturor
formelor pétratice propriu biarmonice de la S'1ag", n>2 (vezi Teorema 4.11), de la
S™ 1a S2, m > 2 (vezi Teorema 4.13) si de la 8™ 1a S®, m > 2 (vezi Teorema 4.14). Pentru
a obtine aceste rezultate, determindm toate formele pétratice de la S la 5% sidelaS”
la %, apoi identificim care dintre acestea sunt biarmonice. Incheiem prima sectiune
cu o Problemd Deschisé referitoare la structura formelor patratice propriu biarmonice
intre sfere. Este bine cunoscut faptul cd existd forme patratice cu densitate de energie
neconstantd, Insd o formad pdtraticd este armonicd dacd si numai dacd densitatea sa de
energie este 0 anumita constanta (vezi Propozitia 4.4). In mod firesc, se ridica intrebarea
dacd un rezultat similar este valabil si pentru formele patratice biarmonice. A doua
sectiune a capitolului oferd un raspuns afirmativ si demonstreaza cd o forma pdtratica
intre sferele euclidiene unitare este propriu biarmonica daca si numai daca densitatea
sa de energie este egald cu (m +1)/2, unde m este dimensiunea sferei domeniu (vezi
Teorema 4.15). In a treia sectiune, se demonstreaza ci orice forma patraticd propriu
biarmonica se obtine dintr-o formad patratica care, ca aplicatie armonicd, are imaginea
intr-o hipersfera micd a sferei codomeniu, confirmand ipoteza din Problema Deschisa
(vezi Teorema 4.20). Acest rezultat de rigiditate permite deducerea unor rezultate de
clasificare pentru formele patratice propriu biarmonice pe baza celor cunoscute pentru
formele patratice armonice (vezi Teoremele 4.22 si 4.23). Motivati de rezultatul de
rigiditate obtinut pentru formele pdtratice biarmonice, ne intrebam dacd existd un
rezultat analog si in cazul A-biarmonic. Raspunsul este afirmativ si incheiem acest
capitol cu o sectiune dedicatd formelor patratice A-biarmonice. Mai intai determinam
expresia campului de A-bitensiune (vezi Teorema 4.24), apoi analizam densitatea de
energie a formelor patratice A-biarmonice (vezi Teorema 4.25) si incheiem cu clasificarea
completd a acestora (vezi Teorema 4.26).

In [47], autorii au studiat imersii diagonale biarmonice ¢ : (M™,g) — S™*"2*1
de forma ¢(p) = io (a¢1, B¢2), unde i reprezintd incluziunea canonicd a produsului



standard S"1(ar;) x $™(Bry) in S dar @1 1 (M™,g) — S™M(r1) si @p 1 (M™, Q) —
S$"2(r,) sunt imersii minimale. Aici, a si B sunt numere reale astfel incat a?r3 + g2r5 = 1
sia? + ,32 = 1. Biarmonicitatea imersiei diagonale ¢ implicd ary = pr, =1/ V2. In special,
s-a demonstrat cd orice imersie propriu biarmonicd ¢ cu curburd medie constantd dintr-
o sferd bidimensionald in §" trebuie sa fie suma diagonald a doud imersii minimale
Boriivka distincte si este cunoscut faptul ca imersiile minimale Bortivka sunt date prin
aplicatii polinomiale omogene.

Motivati de aceste rezultate, in capitolul al cincilea studiem aplicatiile diagonale
de la S™ la §", de forma ¢ = io (@, @) : 8™ — S"™*l unde i este incluziunea
canonici a produsului $™(r1) x §™(ry) in S"™2* ar @ : §™ — S™M(ry) si @o : S —
$™(r,) sunt aplicatii polinomiale omogene de grade k; si, respectiv, kp, cu 12 + 15 = 1.
Calculam campul de bitensiune al aplicatiei diagonale (vezi Teorema 5.5) si, ca aplicatie,
recuperam (partial) rezultatul de clasificare a curbelor biarmonice in S°. De asemenea,
oferim un rezultat de constructie de aplicatii propriu biarmonice diagonale folosind
aplicatii polinomiale armonice intre sfere (vezi Teorema 5.6), ceea ce implicd rq =1, =
1/ V/2 si necesitd ca densititile de energie ale aplicatiilor ¢ si ¢, sd fie diferite. In
continuare, descriem o metodd de constructie de aplicatii propriu biarmonice de tip
produs, folosind aplicatii polinomiale armonice intre sfere. Mai exact, consideram
@1 :S™ — §M(r1) si @p : S — S™(ry), cu 17 + 13 = 1, ambele fiind aplicatii polinomiale
armonice de grade k; si, respectiv, ky. Studem biarmonicitatea aplicatiei ¢ =io (@1, ¢2) :
8" x §"™ —y g2+l ynde i este incluziunea canonicd a produsului standard S (r1) x
S$"2(r,) in §™"1*"2*1 (vezi Teorema 5.12). In acest caz, conditia de propriu biarmonicitate
impune ca r; = 1, = 1/+/2 si cere ca densititile de energie ale celor doud componente
sd fie diferite. Aceste rezultate se incadreaza in tematica construirii de noi aplicatii
biarmonice. Alte exemple in acest sens pot fi gdsite in [54,56].

In final, teza se incheie cu prezentarea mai multor probleme deschise aparute in mod
natural din rezultatele prezentate si care vor constitui directii de cercetare viitoare.



PRELIMINARII

In acest capitol introducem cateva notatii si reamintim cateva rezultate fundamentale
care vor fi utilizate pe parcursul tezei.

Vom sdri peste definitiile conceptelor de baza din geometria diferentiabila si rie-
manniand, precum varietdtile diferentiald, fibratele vectoriale, conexiunile liniare si
varietatile Riemanniene, deoarece presupunem cd acestea sunt cunoscute. De asemenea,
presupunem ca toate varietdtile, aplicatiile, fibratele vectoriale, sectiunile in fibrate
vectoriale etc. sunt netede, iar varietdtile sunt presupuse a fi conexe si fara frontiera.

Rezultatele prezentate in acest capitol sunt bine stabilite, iar expunerea noastra va
urma in principal monogratfiile [13,16,24,30,51]. Mentiondm cd primele trei sectiuni
ale acestui capitol sunt dedicate rezultatelor generale si clasice, frecvent intalnite in
literaturd. Sectiunile 4, 5 si 6 se concentreazd asupra unor rezultate mai recente, pentru
care sunt oferite referinte precise.

1.1 CATEVA REZULTATE GENERALE DESPRE VARIETAII RIEMANNIENE

In aceastd tezd, prin varietate inchisa intelegem o varietate compacta fira frontiera.
Chiar dacéd lucrdm cu varietati fard frontierd, pentru a evita orice confuzie vom folosi
termenul inchisd pentru varietdtile compacte.

Folosim urmadtoarele conventii de semn pentru laplacianul dur, care actioneaza
asupra multimii C (cp_lTN ) a tuturor sectiunilor fibratului pull-back ¢~ 1TN, si pentru
campul tensorial de curbura:

A?g = —trace,V?o, R(X,Y)Z=VxVyZ—VyVyZ—VixyZ.

De asemenea, prin 5" (r) notdm sfera euclidiand de dimensiune m si raza r. Atunci
cand r = 1, scriem S™ in loc de §"'(1).

1.2 APLICATII ARMONICE

Aplicatiile armonice oferd o extensie naturald a notiunii clasice de functii armonice
in contexte in care atit domeniul, cat si codomeniul sunt varietiti. In aceasti sectiune
oferim definitia si proprietatile aplicatiilor armonice si trecem in revistd cateva rezultate
bine cunoscute care vor fi utilizate in continuare in aceasta teza.



1.3 FUNCTII PROPRII

Fie ¢ : (M, g) — (N, h) o aplicatie netedd arbitrard intre doud varietdti Riemanniene.
In aceastd tezd vom adopta urmdatoarea conventie: atunci cand varietatea tintd este S”,
aplicatia ¢ va fi notatd cu ¢.

Definitia 1.1. Densitatea energiei aplicatiei ¢ este functia neteda e (¢) : M — [0, o)
datd de

1
e (¢) =5 ¢l

si, cdnd M este Inchisd, energia lui ¢ este numarul nenegativ

E(@)= [ e(¢)7.

De acum inainte, atunci cdnd discutdam despre energie, vom presupune ca varietatea
domeniu este inchisd. In acest caz, putem defini functionala energiei:

E:C®°(M,N) >R, E(¢) =/Me(q>)5g.

Definitia 1.2. Fie ¢ : (M,g) — (N, h) o aplicatie intre doud varietdti Riemanniene.
Aplicatia ¢ se numeste armonica daca este un punct critic al functionalei energiei, adica
¢ este armonica daca pentru orice variatie {¢:}, a lui ¢ avem:

9| (E@ =0

Teorema 1.3. (Prima variatie a energiei) Fie ¢ : (M, g) — (N, h) o aplicatie netedd si fie
{¢t}c; 0 variatie netedd a lui ¢. Atunci

%‘t:a {E(¢1)} = _/ (T(¢), V)70,

M

unde

T(¢p) = —d*d¢ = traceVde € C <¢_1TN)
este cimpul de tensiune al aplicatiei ¢. Mai mult, ¢ este armonici daci si numai dacd T (¢) = 0.

Definitia 1.4. O aplicatie ¢ : (M, g) — (N, h) se numeste total geodezica dacd a doua
sa formd fundamentala , Vd¢, este nula.

Propozitia 1.5. O aplicatie ¢ : (M, g) — (N, h) este total geodezicd daci si numai daci
transforma geodezicele din M in geodezice din N.

1.3 FUNCTII PROPRII

Dupd ce am discutat despre aplicatiile armonice, ne indreptdm acum atentia asupra
unei clase particulare de aplicatii cunoscute sub numele de functii proprii. In cele



1.3 FUNCTII PROPRII

ce urmeazd, vom defini aceste functii, vom explora proprietdtile lor de baza si vom
prezenta cateva teoreme care ilustreazd utilitatea si limitele acestora.

Propozitia 1.6. Fie ¢ : M — S" o aplicatie netedii si notim ® =io ¢, undei:S" — R"!
este incluziunea canonicd. Atunci ¢ este armonicd dacd si numai dacdi

AD =1,
unde v : M — R. Mai mult, in acest caz, v = — |d®[* = — |de|*.

Definitia 1.7. Numim o aplicatie netedd ¢ : M — S" o functie proprie daci toate
componentele lui ¢ =io ¢ sunt functii proprii ale laplacianului pe M corespunzéitoare
aceleiasi valori proprii.

Observam cd, din Propozitia 1.6, o aplicatie netedd ¢ : M — S" este o functie proprie
dacd si numai dacd este armonicd si are densitate de energie constanta.

Propozitia 1.8. Fie F : R"*! — R si ® restrictia lui F la sfera unitate S™. Atunci

2

d d
T ((I))xo =1 (F)xo - m& tle (txo) — a2 tle (txo),

pentru orice xg € S™.

Definitia 1.9. Presupunem ca f : R — R este un polinom omogen armonic de
. 7 . . . . AG"
gradul k € IN. Atunci, restrictia f = f\S’" este o functie proprie a laplacianului A

pe sferd, corespunzatoare valorii proprii Ay = k (k+m —1). O astfel de functie f se
numeste armonica sferica de ordin k.

Consideram urmadtoarea diagrama:

Rm+1 ]RV!+1
1 1
s S" (r)

¢

unde F : R™! — R™! este o functie vectoriala ale cirei componente sunt polinoame
omogene de grad k. O astfel de aplicatie F se numeste formd de grad k, iar atunci cand
k =2, spunem ca F este o forma patraticd. Vom pdstra aceeasi terminologie si pentru
aplicatia indusd ¢. Vom presupune intotdeauna cd ¢ nu este constanta.

Propozitia 1.10. [13] Fie F : R™! — R™ o formi armonici de grad k € IN*. Presupunem
cd F se restrictioneazd la aplicatia ¢ : S — S". Atunci ¢ este armonicd, cu densitate de energie
constanti e (@) = k (k+m — 1) /2, adici ¢ este o functie proprie, cu v =k (k+m —1).



1.4 APLICATII BIARMONICE

Propozitia 1.11. [13] Fie ¢ : ™ — S" o aplicatie armonici cu densitate de energie constantd
e(p) = a > 0. Atunci existd un unic k € IN* astfel incat & = k (m+k —1) /2, si existi o
functie vectorialid unici F : R™ — R™1 ale cdrei componente sunt fie polinoame omogene
armonice de grad k, fie polinoame nule, iar restrictia lui F este ¢.

Aplicatiile armonice F : R” — R" ale caror componente sunt polinoame omogene
de acelasi grad k, sau restrictiile acestora ¢ la S !, se numesc aplicatii polinomiale
omogene armonice, sau functii proprii de grad k. Observam ca o aplicatie armonica
intre sfere are densitate de energie constantd dacd si numai dacd este o functie proprie,
echivalent, daci si numai daci componentele sale ¢* : S ~! — R sunt armonice sferice
de acelasi ordin.

1.4 APLICATII BIARMONICE

Aplicatiile biarmonice reprezintd o extensie naturald, de ordin superior, a aplicatiilor
armonice, fiind definite ca punctele critice ale functionalei bienergiei. Desi mai putin
studiate, aplicatiile biarmonice au castigat interes in geometria diferentiala, oferind
exemple interesante si rezultate de clasificare. In cele ce urmeazi, vom introduce
definitia lor formald, si vom trece in revista cateva teoreme esentiale cunoscute.

Definitia 1.12. Fie ¢ : (M, g) — (N, h) o aplicatie netedd intre doud varietdti Rieman-
niene si presupunem ca M este inchisd. Bienergia aplicatiei ¢ este numarul nenegativ

@)= [ It

De acum inainte, atunci cdnd discutdm despre bienergie, vom presupune ca varietatea
domeniu este inchisa. In acest caz, putem defini functionala bienergiei:

1
E:CY(MN) =R, E(¢)=; [ [T(9)P 7.

Definitia 1.13. O aplicatie netedd ¢ se numeste biarmonicad daca este un punct critic al
functionalei bienergiei E; : C* (M, N) — R.

Teorema 1.14. (Prima variatie a binergiei [41]) Fie ¢ : (M, g) — (N, h) o aplicatie neted si
fie {¢t}c; , I = (—€,€), 0 variatie netedd lui ¢. Atunci

d _
Tl B@= [ (@),
unde V reprezintd cdmpul vectorial de variatie al familiei {¢;},; si

T (¢) = —AP7 (¢) — traceRN (d¢, T (¢)) dop

este campul de bitensiune al lui ¢.



1.4 APLICATII BIARMONICE

Mai mult, o aplicatie ¢ : (M, g) — (N, h) este biarmonicd daci si numai daci

T (¢) = 0. (1.1)

Observatia 1.15. Ecuatia (1.1) se numeste ecuatia campului de bitensiune sau ecuatia
biarmonica si, in coordonate locale, devine un sistem neliniar de ecuatii diferentiale
partiale de ordin 4.

Definitia 1.16. O aplicatie intre doua varietdti Riemanniene se numeste propriu biar-
monicad dacd este biarmonicd, dar nu este armonica.

Reamintim in continuare urmatorul rezultat, care ofera o metoda de constructie a
aplicatiilor biarmonice intre sfere folosind aplicatii armonice intre sfere.

Teorema 1.17 ([47]). Fie M o varietate inchisi si considerim ¢ : M — S" (r/ \/§> o aplicatie

neconstantd, unde S" (r/ \/§> este o hipersferd mici de razii r//2 in S"! (r). Aplicatia

¢=iow: M — S"1(r), unde i este incluziunea canonicd, este propriu biarmonicd daci si
numai dacd 1 este armonicd si densitatea de energie e (1) este constanti.

Aplicatii A-biarmonice

O generalizare naturald a aplicatiilor biarmonice o constituie aplicatiile A-biarmonice,
unde A este un numar real. Studiul acestora a fost initiat de Eliasson [35] in anul 1974 si
a fost continuat de Lemaire [46] in anul 1981. In aceastd subsectiune, definim aplicatiile
A-biarmonice, Intrucat ele vor fi studiate in doud sectiuni in capitolele urmatoare.

Definitia 1.18. Fie ¢ : (M,g) — (N, h) o aplicatie netedd intre doud varietati Rie-
manniene si presupunem cd M este inchisd. Definim A-bienergia aplicatiei ¢ ca fiind
numadrul real

Eyx(9) = E2(¢) +AE(¢),

unde E si E; reprezintd functionala energiei si, respectiv, functionala bienergiei.

Definitia 1.19. O aplicatie netedd ¢ : (M, g) — (N, h), unde M este inchisd, se numeste
A-biarmonica daca este un punct critic al functionalei A-bienergiei

EZ,)\ : COO(M, N) — ]R, EZ,/\ ((P) = Ez (47) +AE (47) .

Observam cd pentru A = 0 se obtin aplicatiile biarmonice clasice. O aplicatie A-
biarmonica care nu este armonicd se numeste aplicatie propriu A-biarmonica.

Teorema 1.20. O aplicatie netedi ¢ : (M, g) — (N, h), unde M este inchisd, este A-biarmonicii
dacd si numai dacd cAmpul sdu de A-bitensiune este nul, adicd

2 (¢) =2 (9) —AT(9) = 0. (1.2)
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1.5 FORME PATRATICE. REZULTATE GENERALE

In aceasta sectiune prezentdm cateva rezultate referitoare la aplicatiile polinomiale si
vom incepe cu cateva rezultate ale lui R. Wood.

Teorema 1.21. ([64]) Dacii n este o putere a lui 2, atunci toate aplicatiile polinomiale de la S"
la 8"~ sunt constante.

Corolarul 1.22. ([64]) Daci m > 2n, atunci toate aplicatiile polinomiale de la S™ la S" sunt
constante.

Formele patratice neconstante intre sfere pot fi construite urtilizadnd metoda Hopf-
Whitehead. Fie P : R¥*! x R7 — R" o forma biliniard normats, adica |P (%,7)| = |%| |7],
unde ¥ € R¥! si 7 € RY. Notim ci formele biliniare normate mai sunt cunoscute si
sub denumirea de multiplicdri ortogonale. Clasificarea multiplicdrilor ortogonale este
o problemd bogatd si destul de complicatd, care a fost studiatd cu atentie (vezi, de
exemplu, [13,45]). Corespunzitor unei astfel de forme biliniare normate exista o forma
patratici F care duce $*7 in " si care are coordonatele:

Fx7) = (&7~ 7, 2P ® 7))

Orice forma patratica ce duce S in §” si care, prin transformari ortogonale ale lui $™
si 5", poate fi adusd in forma de mai sus o vom numi formd Hopf, exemplul clasic
fiind fibrarea Hopf de la S° la S?, corespunzitoare inmultirii numerelor complexe
R? x R* — R,

Reamintim acum cateva rezultate privind formele pdtratice intre sfere, datorate lui S.
Chang si P. Yiu.

. 1+1_ 1 . .
Teorema 1.23 ([67]). Fie ¢ : S° 1,8 formd patraticd. Dacid | > 4, atunci ¢ este
constantd. Dacd | < 3 si ¢ nu este constantd, atunci ¢ este izometrici cu fibrarea Hopf.

Teorema 1.24 ([67]). Fie ¢ : g2 -1y g2+, formd patraticd. Dacd | > 4, atunci ¢ este
constantd. Dacid | < 3 si ¢ nu este constantd, atunci ¢ fie are imaginea, de fapt, in s?, fie, in
cazul | =1, este constructia Hopf.

Teorema 1.25. ([27]) Dacit ¢ : S*"~1 — S" este o aplicatie pitraticd neconstantd, atunci
n € {1,2,4,8}. Mai mult, pand la o izometrie, ¢ este fibrarea Hopf atunci cand n € {2,4, 8}.

Teorema 1.26. ([27]) Dacd ¢ : S*"~2 — 8" (n > 2) este o formd pitratici neconstantd, atunci

n € {2,4,8}, iar ¢ este restrictia fibrarii Hopf la o sferid mare de dimensiune (2n — 2).
1.6 POLINOAME FKM

Incepem aceasta sectiune prin introducerea conceptelor de hipersuprafata isoparamet-
ricd, sisteme Clifford si alte notiuni conexe, deoarece acestea sunt fundamentale pentru
definirea polinoamelor FKM.
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1.6 POLINOAME FKM

O hipersuprafatd izoparametricd in sfera ™ cu p curburi principale distincte A1, A,
..., Ap, avand multiplicitatile 1y, my, ..., m, este locul geometric al nivelului unei functii
f definite pe S™ care, pana la o reparametrizare, este datd de restrictia unui polinom
omogen F pe R™"! ce satisface:

F = |2 2 =122
‘gralemﬂP x)| =p°|x| ,
Rm+1 - —ip—2 (1‘3)
AN F (%) =d|x|"*,
unde d = p? (my —my) /2 daci p este par si d = 0 dacd p este impar. In plus, cum
m; = mj,, rezulta cd existd doar doud multiplicitati distincte m si my, iar p poate fi
doar 1, 2, 3, 4 sau 6.
Ca o consecintd, aplicatia

1 -
X — —grad,maF (X)
PR
defineste o aplicatie de la S™ la S™.

Definitia 1.27. Un n-uplu (Py, ..., P,) de endomorfisme simetrice ale spatiului R*" se
numeste sistem Clifford pe R*" daca

PiP]' + P]'Pi = 2(51']'12”1, (l,] = 1, 2, ceey T’l). (1.4)

Daca introducem un sistem ortogonal de coordonate pe R?", transformadrile Py, Dy,
..., P, sunt reprezentate de matrice simetrice.

Teorema 1.28. ([36]) Fie (Py, ..., P,) un sistem Clifford pe R*™. Definim my = m, my = m —n
si fie F: R¥™ — R dati de

n

F()=x"-2) (Bx 7). (1.5)
k=1

Atunci F satisface ecuatiile diferentiale Cartan-Miinzner (1.3). Dacii my > 0, atunci nivelele
functiei F formeazi o familie izoparametrici cu p = 4 curburi principale distincte, avind
multiplicititile (mq, my).

Polinoamele construite in Ecuatia (1.5) se numesc polinoame Ferus-Karcher-Miinzner
sau, pe scurt, polinoame FKM.

11



APLICATII BIARMONICE CARE
IAU VALORI IN SFERE

In acest capitol, oferim mai intai o formula de caracterizare a biarmonicitétii in cel mai
general caz al aplicatiilor intre sfere euclidiene. Ca aplicatie, pornim de la torul standard
minimal al lui Clifford din S si, efectuand o transformare simpld a domeniului, obtinem
o aplicatie propriu biarmonicd in S>. Apoi, in a doua sectiune, stabilim o formuld de
caracterizare pentru aplicatiile biarmonice care iau valori in sfera euclidiana, dar
a cdror imagine se afld intr-o hipersferd micd, adicd ¢ = io ¢, unde i reprezinta
incluziunea canonica a hipersferei mici in sfera ambientald. Apoi, ca aplicatii ale
rezultatelor anterioare, obtinem céteva rezultate care leagd biarmonicitatea aplicatiei ¢,
armonicitatea aplicatiei ¥ si raza hipersferei mici.

Majoritatea rezultatelor prezentate aici sunt originale si apar, de asemenea, in [1] si

[6].
2.1 ECUATII BIARMONICE PENTRU APLICATII CARE IAU VALORI iIN SFERE

Fie ¢ : (M™,g) — S" (r) o aplicatie, si fie i : §" (r) — R"*! incluziunea canonici a
sferei euclidiene de raza r in spatiul euclidian. Consideram aplicatia compusa

d=iogp: (M"g) — R,

Ca de obicei, identificim local d¢ (X) cu d® (X), pentru orice cAmp vectorial X tangent
la M.
Notam 6 = (de, T (¢)) = (d®, T (P)), adicd 0 este 1-forma definitd pe M prin

0 (X) = (d¢ (X),7(¢)) = (d®(X),T(P)).

Prin 6% notdim campul vectorial asociat 1-formei 6 prin izomorfismul muzical. Cu
aceste notatii, putem enunta:

Teorema 2.1. Fie ¢ : (M™,¢) — S" (r) o aplicatie, fiei : S" (r) — R"! incluziunea standard,
sife®=io0q@: (M",g) — R"™. Atunci, cimpul de bitensiune al aplicatiei ¢ este dat de

1 2 2 .. 1 2 2 4
() = (@) + (A [d0P s Jdivtf — 3 [r(@)R+ G ldaf ) o @)

2 2 2 2
+ 55 |40 7 () + 5do (grad |d| ) .

12



2.1 ECUATII BIARMONICE PENTRU APLICATII CARE IAU VALORI iN SFERE

Observatia 2.2. Notam faptul cd ecuatia (2.1) a apdrut pentru prima data in [53], iar
ulterior, o versiune a acestei formule a fost prezentatd in [19]. O forma similard a
ecuatiei (2.1) a fost obtinutd in [44] si [61] pentru aplicatii definite pe spatii euclidiene
cu valori in sfere, precum si in [22] pentru imersii izometrice in sfere euclidiene.

Ca aplicatie a ecuatiei (2.1), vom prezenta urmatorul exemplu. Fie ¥ : ' x 81 — &3
o aplicatie netedd definitd prin

1
Y (s,t) = —= (coss, sins, cost,sint) .

V2

Aceastd aplicatie este bine definitd, armonica si

.1
T gs3 —Eg']r/

unde T reprezinta gl x Sl, iar ¢ este metrica standard, g = ds? + dt2. De fapt, ¥
reprezintd, pana la o transformare omoteticd a metricii pe domeniu, torul standard
minimal al Clifford din S°.

In cele ce urmeazi, inspirati de [10,11], vom efectua o transformare simpld a dome-
niului pentru a transforma aplicatia armonicad ¥ intr-o aplicatie propriu biarmonica.
Mai precis, vom compune aplicatia ¥ cu o aplicatie total geodezica G : T — T astfel
incat ¥ o G sa fie biarmonicd, dar nu si armonica.

Consideram aplicatia G : T — T datd in coordonate standard prin

G (u,v) = (kyu + kpv, liu + o),

unde ky,kp, 11,1 € Z. Aplicatia G este bine definitd, nu neapdrat injectivd, si total
geodezica.

Propozitia 2.3. Daci kilp — koly = £1, atunci G este bijectivd.

Fieg:=YoGsi®:=iogp: T — R,

D (1,0) = —— (cos (kytt + ksv) , sin (kyi + kav) , cos (It + 1p0) , sin (Lt + 150))

V2
Cu notatiile de mai sus, avem
Propozitia 2.4. ([6]) Aplicatia ¢ : T — S este propriu biarmonici dacit si numai dacd
Z+15 4K +k3.

Observatia 2.5. Notam ca, daca kilp — kply = +1 si l% + Z% # k% + k%, atunci G este un
difeomorfism si ¢ este propriu biarmonica.

13



2.2 APLICATII BIARMONICE CARE IAU VALORI IN SFERE, A CAROR IMAGINE SE AFLA INTR-O HIPERS]

2.2 APLICATII BIARMONICE CARE IAU VALORI IN SFERE, A CAROR IMAGINE SE
AFLA INTR-O HIPERSFERA MICA

Urmatorul rezultat ofera o formulad pentru cAmpul de bitensiune in cazul mai general
al aplicatiilor ¢ : M — S" (R) a cdror imagine se afld intr-o hipersferd de raz arbitrard
s 1(r),0<r <R

Teorema 2.6. ([1]) Fie ¢ : M — S"~1 (r) o aplicatie neconstanti si considerim ¢ =io ¢ :
M — S" (R), unde 0 < r < R. Atunci, cAmpul de bitensiune al aplicatiei ¢ este dat de

w(9) =n ) +2 (o~ ) o (srd |49 +4 (g = 2 ) el)T(®) @)

unde 0 (X) = (d¢ (X), T ()), pentru orice cdmp vectorial X tangent la M.
Folosind notatiile de mai sus, prezentam urmadtoarele rezultate.

Propozitia 2.7. ([1]) Fie ¢ : M — S" ! (r) o aplicatie neconstantd si considerdm ¢ =io ¢ :
M — S", unde 0 < r < 1. Presupunem ci aplicatia ¢ este biarmonicd. Dacid M este inchisd,
atuncir > 1/ V2. Mai mult, daci r = 1 / /2, atunci P este armonici.

Propozitia 2.8. ([1]) Fie {» : M — S" ! (r) o aplicatie neconstantd si considerdm ¢ =io ¢ :
M — 8", unde 0 < r < 1. Presupunem ci ¢ este biarmonici, e (@) este constantd si div 6% = 0.
Atuncir > 1/\/5

Propozitia 2.9. Fie M o varietate Riemanniand inchisd, ¢ : M — gn-1 (r) o aplicatie
neconstantd, si considerdm ¢ =ioyp : M — S", unde 0 < r < 1. Daci aplicatia  este
armonicd, atunci ¢ este biarmonicit dacd si numai dacii r = 1//2 si e () este constantd.

Observatia 2.10. Acest rezultat a apdrut pentru prima datd in [18], iar o formd a
Propozitiei 2.9, obtinutd sub ipoteze suplimentare, a fost prezentatd in [1]. Totusi,
folosind cateva idei din [18], se observa cd rezultatul poate fi obtinut si din ecuatia
(2.2).

Observatia 2.11. Notdm faptul cd, dacd ¢ este biarmonicd, aceast lucru nu implicd
neapérat ci ¢ este armonica, r = 1/+/2 si e (1) este constants, toate fiind indeplinite
simultan.



APLICATII POLINOMIALE
OMOGENE BIARMONICE
INTRE SFERE

In prima sectiune a acestui capitol, considerdm cazul formelor de grad k si calculdm
campul lor de bitensiune. Apoi, ca aplicatie, folosind forme armonice de grad k,
construim forme de grad k + 1 si studiem biarmonicitatea acestora. In a doua sectiune,
analizdm aplicatiile date de gradientul polinoamelor Ferus-Karcher-Miinzner, care
sunt definite utilizand sisteme Clifford. Aceste aplicatii sunt forme de grad 3 intre
sfere de aceeasi dimensiune. Studiem biarmonicitatea acestora si, in timp ce in cazul
biarmonic obtinem un rezultat de inexistentd, in cazul A-biarmonic gasim aplicatii
propriu A-biarmonice pentru anumite valori ale dimensiunii sferei domeniu si pentru
anumite sisteme Clifford.

Majoritatea rezultatelor prezentate aici sunt originale si apar, de asemenea, in [2], [4]
si [6]. Mai mult, rezultatele din Sectiunea 3.2 sunt prezentate aici pentru prima data,
intrucat [4] nu a fost inca publicat.

3.1 FORME BIARMONICE DE GRAD k

In aceastd sectiune, oferim o aplicatie a Teoremei 2.1 pentru o clasd particulara de
aplicatii. Consideram diagrama de mai jos

]Rm+1 ]Rn+1
. ‘ / | ,
i i
g S" (r)

¢

unde F : R™! — R"! este o forma de grad k. Vom presupune intotdeauna ci ¢ nu

este constanta.
0

0 0 0
De acum inainte, pentru a simplifica notatia, vom folosi d, V, A si grad pentru

[ m+1
operatorii care actioneaza pe R™+1 Astfel, de exemplu, A = AR™
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3.1 FORME BIARMONICE DE GRAD k

Teorema 3.1. Fie F : R"*! — R"™! o formd de grad k, iar ¢ : S™ — S" (r) restrictia sa.
Campul de bitensiune al aplicatiei ¢ este dat de

2 0

) AF

0

dF

00 5 1
T (@) =AAF +2 | mk + 2k —3k—m+3—r—2

1 0 o |2 0 0 2 0 2

to | -2a ] |dF —Z'VdP + |AF (3.1)
o |2 2o |4

—2(2mk+6k2—6k—m+3) dF| + 2 |dF| +4r%k2 (m+2k—1) | @

0

70 0 2
+r_2dP grad | |dF :

Folosind rezultate din demonstrattia teoremei precedente, obtinem

Teorema 3.2. Fie F : R™*! — R"™! o formd de grad k, iar ¢ : S™ — S" (r) restrictia sa.
Campul de tensiune al aplicatiei ¢ este dat de

o |2

r(go)=—£1:+<rlz dF —k(m+2k—1)> . (3.2)

Teorema de mai sus si urmadtoarele doua propozitii sunt rezultate cunoscute in
literaturd (vezi, de exemplu, [13]).

Propozitia 3.3. Fie F : R"*! — R™! o formi de grad k, iar ¢ : S™ — S" (r) restrictia sa.
Dacii AF = 0, atunci T (¢) = 0si e (¢) este constanti.

In general, ciutdm aplicatii propriu biarmonice. Prin urmare, ® nu poate fi o aplicatie
propriu biarmonicad daca AF =0,
Propozitia 3.4. Fie F : R™! — R™1 o formd patraticd, iar ¢ : S™ — S" () restrictia sa.
Daci T (¢) = 0, atunci AF =0 si e () este constantd.

Fie acum datd multimea formelor de grad k, k > 1, care duc S in S". Definim
urmadtoarea relatie

F ~ G dacd si numai daca Plsm = G‘Sm.

Se observa usor ca ~ este o relatie de echivalentd. Factorizam multimea formelor de

grad k care duc S™ in 5" prin aceastd relatie si obtinem clase de echivalentd notate [F].

Observam ci dacd [F] = [G], atunci existd un intreg p > 1 astfel incat, pe R"*!, avem
fie F (x) = |x|*’G (%), fie G (x) = |%|*PF (¥). De asemenea, deoarece niciun multiplu
nenul al lui |¥|? cu coeficienti polinomiali nu este armonic (vezi [8]), rezulta c& orice
clasd [F] contine cel mult o formd armonicd de grad k, de grad minim in clasa sa.
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3.2 BIARMONICITATEA APLICATIILOR POLINOMIALE OBTINUTE DIN POLINOAMELE FKM 17

Propozitia 3.5. ([2]) Fie F : R™! — R™! o formd de grad k, de grad minim in clasa sa
[F|, astfel incat restrictia sa ¢ : S™ — S este armonicid. Atunci, ¢ are densitatea de energie
k(k+m—1) .o

R AF =0.

Observatia 3.6. In aceastd forma, din cate cunoastem, Propozitia 3.5 este un rezultat nou.

constantd e (@) =

Observatia 3.7. Pentru mai multe detalii privind aplicatiile polinomiale omogene si
descompunerea acestora, se poate consulta [8].

Propozitia 3.8. ([2]) Fie F : R™! — R™! o formi armonicd de grad k astfel incat restrictia
sa este o aplicatie ¢ : S™ — S"(r). Atunci, pe R™*! avem

i

Prezentam acum o aplicatie a Teoremei 3.1.

0

dF

2
>:—2r2k(k—1) (m+2k —1) (m+2k — 3), (3-3)

2

0
‘%dP = Pk (k= 1) (m? — 4+ 3+ 4k (m — 2) + 42)

Teorema 3.9. ([2]) Fie G : R"™*1 — R™ o formi armonici de grad k astfel incit restrictia sa
¢ : 8™ — S" nu este constantd. Fie F : R™ — R0 o formit de grad k + 1 definitid prin

F (%)= (xlc(x),xzc (%),...,x"™1G (x)) .
Atunci, restrictia sa ¢ : 8™ — S VD= oste propriu biarmonicit dacd si numai dacit m = 1.

3.2 BIARMONICITATEA APLICATIILOR POLINOMIALE OBTINUTE DIN POLINOAMELE
FKM

In aceasti sectiune, consideram formele de grad 3 date de gradientul polinoamelor FKM.
Folosind Teorema 3.1, calculam campul lor de bitensiune, apoi studiem biarmonicitatea
acestora.

Fie (P, ..., Py) un sistem Clifford ireductibil pe R?", cum > 1, si fie F: R?" — R
polinomul FKM asociat, definit prin

F) =|x*-2 Z (P%, %)*
k=1

n
= (X' Ly X)? =2 (X'PX)°.
k=1
Consideram functia vectoriald F : R?" — R?" definitd prin

1 o .
F:ZgradF.
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Mai precis,
n

F(X) = X'IuX - X'y —2)_ (X'PX-X'Dy). (3.4)
k=1
Folosind Teorema 1.28, rezultd ci functia vectoriald F duce $*"~! in §>"~1, asadar F

este o forma de grad 3.
Teorema 3.10. ([4]) Fie ¢ : S*" 1 — S*"~1 yestrictia formei de grad 3 datd in Ecuatia (3.4).

(i) Campul de tensiune al aplicatiei ¢ este dat de

T (p)g= 41 +m—2m) (F(®) - ®(F) - X'). (.5

(ii) Campul de bitensiune al aplicatiei ¢ este dat de

T (¢)y=—4(5—m+2(1+m—2n)F (%)) 1(9)5. (3.6)

X

Teorema 3.11. ([4]) Fie ¢ : g2m=1 _y §2m=1 yestrictin formei de grad 3 datd in Ecuatia (3.4).
Atunci, aplicatia ¢ este armonicd dacit si numai dacd aplicatia ¢ : S 1 — 8", definiti prin

P (%) = (X, %), (PX,X),..., (PX, X)),
este izometric echivalentd cu una dintre fibrdrile Hopf.

Teorema 3.12. ([4]) Fie ¢ : 82"~ — 82"~ yestrictin formei de grad 3 datd in Ecuatia (3.4).
Atunci, aplicatia ¢ nu este propriu biarmonicd.

Incheiem aceastd sectiune cu doud rezultate referitoare la campul de A-bitensiune si
la A-biarmonicitatea proprie a aplicatiei ¢.
Teorema 3.13. ([4]) Fie ¢ : $*" =1 — §2" 1 yestrictia formei de grad 3 datd in Ecuatia (3.4).
Campul de A-bitensiune al aplicatiei ¢ este dat de

T (@) =— (20— 4m+8(1+m—2n)F(X)+A) T (). (3.7)

Teorema 3.14. ([1]) Fie ¢ : %"~ 1 — S2"~L yestrictia formei de grad 3 datd tn Ecuatia
(3.4). Pentru (m,n) € {(2,3),(4,5),(8,9)} si A =4 (3m — 4n — 3), aplicatia ¢ este propriu
A-biarmonicd.



APLICATII POLINOMIALE
OMOGENE BIARMONICE DE
GRAD 2 INTRE SFERE

In acest capitol particularizdm teorema principald din capitolul precedent la cazul
formelor pdtratice si obtinem o expresie mai simpld a cAmpului de bitensiune. Folosind
acest rezultat, obtinem clasificarea tuturor formelor patratice propriu biarmonice de la
S'1a8", n>2,delaS"1aS? m >2,sidelaS"1aS?, m > 2. Incheiem prima sectiune
cu o Problema Deschisa referitoare la structura formelor patratice propriu biarmonice
intre sfere.

In a doua sectiune a acestui capitol demonstram cd o forma patraticd intre sfere
euclidiene unitare este propriu biarmonicd daca si numai dacd densitatea sa de energie
este egald cu (m +1)/2, unde m este dimensiunea sferei domeniu.

In a treia sectiune, obtinem clasificarea completd a formelor patratice biarmonice.
Mai precis, demonstrdm ca orice formad patratica propriu biarmonica se obtine dintr-o
formad pdtraticd ce se afld, ca aplicatie armonicd, intr-o anumita hipersferd mica a sferei
tintd, confirmand astfel presupunerea formulata in Problema Deschisa.

Incheiem acest capitol cu o sectiune dedicats formelor patratice A-biarmonice. Mai
intdi determindm expresia cdmpului de A-bitensiune, apoi studiem densitatea de
energie a formelor patratice A-biarmonice, iar in final prezentdm clasificarea completa
a acestora.

Majoritatea rezultatelor prezentate aici sunt originale si apar, de asemenea, in [1], [3],

[5] si [6].
4.1 FORME PATRATICE BIARMONICE

Incepem aceasta sectiune cu constructia unei aplicatii biarmonice complete ¢ : st 8,
ale cdrei componente sunt polinoame omogene de grad 2. Aici, o aplicatie ¢ : S — S"
se numeste completd (full) daca imaginea sa nu este continutd intr-o sferd mare.

Mai intai, reamintim urmatorul rezultat de inexistentd pentru aplicatiile armonice:

Teorema 4.1 ([66]). Nu existii aplicatii armonice complete de la S* la S", pentru n = 5 sau 6,
ale ciror componente sunt polinoame omogene de grad 2.
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4.1 FORME PATRATICE BIARMONICE

Pe de altd parte, asa cum este prezentat si in [26] (vezi si [58]), este bine cunoscut
faptul ca gradientul functiei izoparametrice

(et ) =g () 5 () () -2 () -2 (2))

+ \/75 (x2 <x3)2 : (x4>2) + /3832445,

defineste, pand la o transformare omoteticd a sferei tintd, o aplicatie armonicd completa
¥ : S* — 8%(1/v/2), cu densitate de energie constants, definitd prin

p(atcto) = s () g () o3 () () ()

2 2
—2xlx% 4+ ? <x3) — ? <x4) , x1d + V328 + \/§x4x5,

xlxt — \/§x2x4 + \/§x3x5, —2xlx® + \/§x3x4) .

Apoi, in cazul biarmonic, folosind Teorema (1.17), concluziondm ca

Teorema 4.2. ([6]) Existd aplicatii propriu biarmonice complete de la S* la S°, ale ciiror
componente sunt polinoame omogene de grad 2.

Mai departe, fie F : R"*! — R"! o forma patraticad. Atunci, F poate fi scrisd sub
forma
F(x)= (X'A1X,..., X" A X),

1 m+1) 1 - m+1

unde ¥ = (x',...,x corespunde lui X! = [x! ... x™*1], jar Ay,..., Ay sunt
matrice patratice de ordin m + 1, astfel incat, dacd |x|=1, atunci |F (X) |= 1. Observam
cd, printr-un proces standard de simetrizare, putem presupune intotdeauna ca fiecare
A; este simetricd, pentrui=1,2,...,n+1.

Vom presupune intotdeauna cd ¢ nu este o aplicatie constantd; asadar, existd iy €
{1,2,...,n+1} astfel incat Aj, nu este matricea identitate I,;,,; inmultitd cu o constanta
reala nenula.

In acest caz, vom calcula toti termenii din Ecuatia (3.1). In cele ce urmeazs, pentru
matrice vom folosi norma Frobenius, care este definita ca raddcina pdtrata a sumei
pdtratelor elementelor matricei.

00
Observam imediat cd, deoarece F este o forma padtraticd, atunci AAF = 0 pe R™+1,
Mai departe,

. 2XTA
dF (x) = :
2X%Anﬂ
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4.1 FORME PATRATICE BIARMONICE

Ca rezultat imediat, obtinem pe R"*!

0 2

dF (x)| =4x' (A% Foet AiH) X = 4X'SX, (4.1)

_ A2 2
unde am notat S = AT+ -+ As .

Apoi, pe R"*! obtinem urmatoarele:

AF = —2(trAy, ..., trAp1),
. 2
A <

o0
Y

0

grad
0 0
dF | grad

Observam ca, deoarece matricele Ay, ..., A,41 sunt simetrice, atunci

0

dF| | = —8tr (A% T +Afl+1> = —8trS,

2
=4 (JarP+- -+ Anal?), (+:2)

0

dF

2

0
dF

2
)) =16 (X'A18X,..., X' Ay1SX) .

|A1 2+ -+ | Ay |?= trS. (4.3)

Propozitia 4.3 ([6]). Fie F : R™ — R™! o formd patratici, astfel incdt restrictia sa este
¢ : 8" — S"(r). Atunci, pe S avem

0 2 o0
—2A -2 ’VdF

Pentru cazul special al formelor patratice, avem urmadtorul rezultat.

2
+

2
=4r* (m+1) (m+3). (4-4)

0

0
dF AF

Propozitia 4.4. Fie F : R™! — R"! gstfel incit restrictia sa ¢ : S™ — S" este o formi
pitratici neconstantd. Atunci, urmidtoarele relatii sunt echivalente:

1) 7(9) =0,
2) AF =0,
3) e(p)=m+1.

Observatia 4.5. Notdm cd o versiune a Propozitiei 4.4 poate fi gdsitd in [13] si ne Intrebam
daca existd un rezultat similar pentru formele patratice biarmonice.

Observatia 4.6. Conditia e (@) = m + 1 este echivalentd cu S = ((m +3) /2) Ly41.

Acum, putem enunta rezultatul principal al acestei sectiuni.
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4.1 FORME PATRATICE BIARMONICE

Teorema 4.7. ([6]) Fie F : R"™! — R™ o formd pitraticd dati de
F(x)= (X'A1X,..., X" Ay X),

astfel incat, dacd |X|= 1, atunci |F (X) |= 1. Considerdm aplicatia ¢ : S™ — S" definiti prin

@(X)=F((x)si®=io¢:5" — R Daci notim S = A2+ -+ A2, atunci, intr-un

punct x € §", campul de bitensiune al aplicatiei ¢ are urmditoarea expresie:

T (@)y=—4(m+5—4X'SX) (trAy, ..., trAu)
+4 ((m +3) (m+5) — 6 (m+5) X'SX +8 (thx)z) @ (%) (4.5)
+32 (X'A1SX, ..., X Ay SX) .
Observam cd, conditia S = a1, pentru o constanta reald « > 1, este echivalentd cu

faptul ca |d¢|? este constantd. Mai precis, |dg|?>= 4a — 4. In acest caz, dacd ¢ nu este
armonicd, atunci imaginea ¢(5") este continuta intr-o hipersferd mica din S".

0
Din Ecuatia (4.5) si din faptul ca AF este constant, obtinem

Propozitia 4.8. ([6]) Fie ¢ o formd patratici cu densitate de energie constantd. Atunci, ¢ este
propriu biarmonicd daci si numai daci pe S avem

3 m+1

e(e) = > (4.6)

Propozitia 4.9. ([6]) Fie P : R" x R" — R", unde n = 2, 4, 8, multiplicarea ortogonald dati
de numere complexe, cuaternioni sau octonioni. Atunci, forma pitratici ¢, : S*" 1 — "1,
obtinuti prin restrictia lui F : R" x R" — R"*?2 definitid prin

F\ (z,®) = <|z|2+A|w|2, \/2(1=A)P(z,w),V1 - A2|w|2) ,

este o aplicatie propriu biarmonicd daci si numai dacid A = 0. In acest caz, pand la o transformare
ortogonalil a sferei domeniu si/sau a sferei tintd, ¢g este compozitia fibrdrii armonice Hopf

1
H:8*" ! - g" (—)
V2

urmatd de incluziunea biarmonicd

1
i:g" (— gl
ﬁ)

Observatia 4.10. Mai multe exemple de forme pdtratice propriu biarmonice intre sfere
pot fi obtinute prin aplicarea Teoremei 1.17 formelor pdtratice armonice intre sfere
obtinute in [59].
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4.2 DENSITATEA DE ENERGIE A FORMELOR PATRATICE BIARMONICE

In general, atunci cand aplicatia ¢ : S" — S" este restrictia unei forme pétratice
F:R™1 — R™!, datoritd omogenitatii, F trebuie s& indeplineasci anumite conditii pe
R™*! (vezi [64]). Urmitoarele trei rezultate de clasificare se bazeaza pe aceste proprietati
ale lui F.

Teorema 4.11. ([6]) Pand la transformdri ortogonale ale domeniului si/sau ale codomeniului,
singura formd pitratici propriu biarmonicd ¢ : St — S", pentru n > 2, se obtine prin restrictia
formei pitratice F : R> — R™1, definitd prin

F(x,y) = (xz, v+ 29txy, .., Y +2’y”xy> ,

unde coeficientii ¢' si ' sunt constante reale pentru orice i € {1,2,...,n}, care satisfac
conditiile

si

Mai mult, imaginea aplicatiei ¢ este cercul de razi 1/+/2 din S".

Propozitia 4.12. ([6]) Nu existd nicio formd patraticid propriu biarmonici de la 8™ la S!,
pentrum > 1.

Teorema 4.13. ([6]) Nu existii nicio formi pitraticd propriu biarmonicit de la S™ la S, pentru
m > 2.

Teorema 4.14. ([6]) Pand la transformdri omotetice ale domeniului si/sau ale codomeniului,

singura formd pitratici propriu biarmonicd de la S™ la S°, pentru m > 2, este fibrarea Hopf
¥:9® - 82 (1 / \/§> urmatd de incluziunea canonicit in S°.

Toate exemplele cunoscute de forme pdtratice propriu biarmonice sugereaza urma-
torul rezultat (vezi [6]).

Problemd deschisd. Dacd ¢ : S" — S" este o forma patraticd propriu biarmonicd,
atunci, pand la o izometrie a lui §”, primele n componente ale lui ¢ sunt polinoame

armonice pe R"*! si formeazi o aplicatie ¢ : S" — S~ (1 / \/§>

4.2 DENSITATEA DE ENERGIE A FORMELOR PATRATICE BIARMONICE

In aceastd sectiune, mai intdi demonstram cad o aplicatie pdtraticd biarmonicd are
densitatea de energie constantd. Notam cd, in cadrul demonstratiei, calculele pentru
coeficientii anumitor polinoame au fost realizate folosind Mathematica®.

Teorema 4.15. ([5]) Fie ¢ : 8" — S" o formii pdtraticd. Atunci, ¢ este propriu biarmonicd
dacd si numai dacd densitatea sa de energie e (@) este constanti si egalid cu (m+1) /2.
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4.3 CLASIFICAREA COMPLETA A FORMELOR PATRATICE BIARMONICE

Din Teoremele 4.7 si 4.15 deducem

Corolarul 4.16. ([5]) Fie ¢ : " — S" o formi pditraticd propriu biarmonicd. Atunci,
2

0 2
AF| =2(m+1)".

Ca o consecinta directd a Propozitiei 4.8, putem enunta urmadtorul rezultat:

Propozitia 4.17. Fie F; : R™1 — R™M*! si F : R™! — R™*! doud forme pitratice, astfel
incat restrictiile lor ¢ : S™ — S™, respectiv ¢, : ™ — S"2 sunt forme pitratice propriu biar-
monice. Atunci, restrictia @ a formei pitratice cu valori in R"*"2*2 F = (cos B Fy, sin B F»),
unde B este o constanti reald, este propriu biarmonicd.

Observatia 4.18. Notdm cd o versiune a Propozitiei 4.17 a apdrut in [6].

Observatia 4.19. Existd forme patratice cu densitate de energie constanta care nu sunt
nici biarmonice, nici armonice.

4.3 CLASIFICAREA COMPLETA A FORMELOR PATRATICE BIARMONICE

Folosind rezultatele prezentate mai sus, putem oferi acum un raspuns afirmativ la
problema deschisa formulata la finalul primei sectiuni a acestui capitol, care clasifica
toate formele patratice propriu biarmonice.

Teorema 4.20. ([5]) Dacd ¢ : S™ — S" este o formd pdtraticd propriu biarmonicd, atunci,
pani la o izometrie a lui S", primele n componente ale lui ¢ formeazi o aplicatie armonici

8™ — g1l (1/\@).

In cazul formelor patratice, Propozitia 2.7 are o forma mai rigidd, implicand reducerea
codimensiunii pentru aplicatia ¢.

Propozitia 4.21. ([5]) Fie ¢ : 8" — S" o aplicatie pitraticd propriu biarmonicd. Presupunem
cd imaginea lui @ este continutd intr-o hipersferd mica "1 (r) a lui S". Atunci, r > 1//2.
Mai mult,

1. dacdr=1/ V2, atunci aplicatia ¢ : S™ — gn—1 <1 / \/§> determinati de ¢ este armonicd;

2. dacii r > 1/+/2, atunci ¢ st in §" 2 <1/\/§> cS"l(r)sip:8" - S"2 (1/\/§>

este armonicd.

In continuare, prezentam doud aplicatii ale Teoremei 4.20, obtindnd rezultate de
clasificare.

Folosind rezultatul lui Calabi privind unicitatea (pana la izometrii ale domeniului
si/sau codomeniului) sferelor rotunde minimale compacte de dimensiune 2 in $”, adicd
unicitatea sferelor Boriivka, care sunt sfere rotunde minimale de dimensiune 2 in 5",
n =2n’, care au curbura sectionald K = 2/(n’(n’ + 1)) (vezi [23] si, de asemenea, [20, 42]),
obtinem
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4.3 CLASIFICAREA COMPLETA A FORMELOR PATRATICE BIARMONICE

Teorema 4.22. ([5]) Fie ¢ : S*> — S" o formil pitratici completd. Presupunem ci ¢ este

omoteticd. Atunci, ¢ este propriu biarmonicd dacd si numai dacin =5, ¢ (52> cgt (1 / \/§>,

iar, pand la omotetii ale domeniului si codomeniului, 1§ : g2 _ gt (1 / \/§> este aplicatia
Veronese.

Folosind rezultatul de clasificare al lui G. Téth privind toate aplicatiile armonice
complete de la S° la §”, din [59], putem enunta

Teorema 4.23. ([5]) Aplicatii pitratice complete si propriu biarmonice de la S° in S" existi
numai daci 3 < n <9 sin #4. Mai mult, daci ¢ : S35 G§" este 0 astfel de aplicatie, atunci
existi U € O (4), V € O (n+1) si o matrice simetrici pozitiv definiti B € S* (R™1) astfel

incat . ,
VopoU=|—Boo, —|,
Y (ﬁ & ﬁ)

unde ¢, : S° — S" este definitit prin

)*— (x3)° — ( )2 2 (o — x2xh) 2 (xlxt + x2x3)) n=2
(x1)?+ (22) = (x3)" = (%)%, 2x123, 22104, 20213, 2x2x4> , n=4
242

,2x1x2, \/_(x X3+ x2xt),

(%
(D= ()72, (x3)2 - ( ) ,2x1x2, \/_x1x3, Vaxlxd,
V2x2x3, /252 x* 2x3x4> , n=7

L @a, (21, 22,23, x%) , (@), = 0 imersie minimald standard) n=38

Pe baza rezultatelor prezentate, am putea fi tentati sd credem cd, daca o forma
pétratica propriu biarmonica este continuta intr-o hipersferd mica S" ! (r) x {\/ 1-— ,,2}
din 8", atunci r = 1/+/2, iar aplicatia corespunzatoare ¢ este o aplicatie armonica.

Cu alte cuvinte, ne putem pune urmadtoarea intrebare: dacd imaginea lui ¢ este
continutd intr-un hiperplan (I) : (N, ) = a, rezultd ca distanta d (O, I1) este 1/v/2?

P 0
Raspunsul este negativ, in sensul c&, dacd N este coliniar cu AF, atuncid (O,IT) =1/ V2;
— o
insd daca N nu este coliniar cu AF, atunci d (O, 1) #1/+/2.
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4.4 CLASIFICAREA COMPLETA A FORMELOR PATRATICE A-BIARMONICE

4.4 CLASIFICAREA COMPLETA A FORMELOR PATRATICE A-BIARMONICE

Motivati de rezultatul de rigiditate obtinut pentru formele patratice biarmonice, ne
putem intreba dacd existd un rezultat similar si in cazul A-biarmonic. Raspunsul
este afirmativ, iar in aceastd sectiune prezentdm rezultatul. Mai intdi, pentru formele
patratice A-biarmonice, deducem formula de caracterizare, iar apoi demonstram cd o
forma pdtraticd este o aplicatie propriu A-biarmonicd dacd si numai daca densitatea sa
de energie este o constanta specifica. Folosind acest rezultat, enuntdm o teorema de
rigiditate care leagd formele patratice propriu A-biarmonice cu cele armonice.
Folosind Teoremele (3.2) si (4.7), din Ecuatia (1.2) obtinem

Teorema 4.24. ([3]) Fie ¢ : S™ — S" o formd patraticid. Atunci, campul sidu de A-bitensiune
este dat de

T (@)y=—2(2m+10 — 8X'SX + A) (trAy, trAy, ... trAu)
+ (4 (m+3) (m+5) +2A (m+3) — (24 (m +5) +41) X'SX (4.7)
+32 (stx)z) (%) +32 (X'A1SX, X' A2SX, ..., X Ay SX) .
Teorema 4.25. ([3]) Fie ¢ : S™ — S" o formdi pdtraticd intre sfere, cu m > 2. Atunci,

@ este propriu A-biarmonicd daci si numai daci are densitate de energie constanti e (¢) =
(m+1)/2+A/4si A< 2(m+1).

Prezentam In continuare rezultatul principal al acestei sectiuni.

Teorema 4.26. ([3]) Daci ¢ : S™ — S" este o formd pdtraticid propriu A-biarmonici, cu
|A|< 2 (m+1), atunci, pani la o izometrie a lui S, primele n componente ale lui ¢ formeazd o
aplicatie armonicd

.Qm n—1 1 A

Propozitia 4.27. ([3]) Fie ¢ : 8" — S" o formd pdtraticd propriu A-biarmonici, cu |A|<
2 (m +1). Presupunem cii imaginea lui ¢ este continuti intr-o hipersferd mici 8" (r) a lui
S". Atunci, r > \/1/2+ A/ (4 (m+1)). Mai mult,

1. daci r = \/1/2+ A/ (4 (m +1)), atunci aplicatia

.Qm n—1 1 A
Pp:5" =5 ( §+—4(m+1)>

determinatd de ¢ este armonicd;
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4.4 CLASIFICAREA COMPLETA A FORMELOR PATRATICE A-BIARMONICE 27

2. dacdi v > \/1/2+ A/ (4(m+1)), atunci ¢ sti in S" > (\/1/2+/\/(4 (m+1))) C
S"~1(r) si aplicatia

.Qm n—2 1 A
Pp:5" =5 ( §+—4(m+1)>

determinati de ¢ este armonicd.



APLICATII POLINOMIALE
BIARMONICE IN SFERE

In prima sectiune a acestui capitol studiem aplicatiile diagonale ¢ =io (¢1, @2) : S™ —
gm+m2*l ynde i reprezints incluziunea canonici a produsului standard $™ (1) x §™ ()
in §"** dar @) 1 §™ — S (1), @2 1 S — S™(r2), cu 12 +73 = 1, sunt aplicatii
polinomiale omogene de grade k; si, respectiv, k. Mai intai, calculdm campul de
bitensiune al aplicatiei ¢. Apoi, ca aplicatie, construim aplicatii propriu biarmonice
folosind doua forme armonice de grade k; si, respectiv, k. In acestcaz, 71 =1, =1 / V2,
iar densitdtile de energie ale aplicatiilor ¢; si ¢; trebuie sa fie diferite.

In a doua sectiune a acestui capitol analizam cazul aplicatiilor produs ¢ = io
(@1, @2) : ™ x 8" — §M*2*l ynde i este incluziunea canonica a spatiului produs
standard §™ (ry) x 8" (rp) in §"*2*! Har @ : §™ — §™ (r1), @3 : S — 8™ (r;), cu
12+ 13 = 1, sunt aplicatii polinomiale omogene de grade k; si, respectiv, ka. Sub ipoteza
biarmonicitatii proprii, se obtine ca r; =1, =1/ V2 si, de asemenea, ci densititile de
energie ale aplicatiilor ¢ si ¢, trebuie sa fie diferite.

Ideea de a obtine aplicatii biarmonice prin combinarea a doud aplicatii armonice isi
are originea in [22,50], unde astfel de constructii au fost studiate in contextul imersiilor
izometrice si al submersiilor riemanniene. Interesant este faptul cd, atat in acele cazuri,
cat si in cel tratat aici, razele sunt egale cu 1/ V2. Totusi, tehnica folosita in cazul nostru
este complet diferitd de cele utilizate in [22, 50].

Majoritatea rezultatelor prezentate aici sunt originale si apar, de asemenea, in [2].

5.1 APLICATII DIAGONALE INTRE SFERE

Ca aplicatie a Teoremei 2.1, considerdm cazul particular in care

p=1io (@1, ¢2):8" = 8", (5.1)

unde n = nj +ny +1, i este incluziunea canonicd a produsului standard S (r1) x 5" (r,)
in §", iar aplicatiile ¢; si ¢, sunt date conform diagramelor de mai jos,



5.1 APLICATII DIAGONALE INTRE SFERE

]Rm+1 Fl ]Rn1+1 ]Rm+1 erl2+1
| /‘I’/ | ‘ /‘D/ |
1 I 1 12
g 91 g™ (1’1) g™ 2 G2 (1’2)

unde r% + r% =1, iar F; si F, sunt forme de grade k si, respectiv, k, adica pe R™*1 avem
IFy (%)) = 2 %)%, respectiv |F, (%)|* = r3 |%|%2. Atunci, pentru @, avem urmétoarea
diagrama:

F=(F,F)
]Rm+1 ]Rn1+n2+2
, D = (P, D)
1 1
gm Sn1+n2+l

¢ =10 (@1, ¢2)

Teorema 5.1. ([2]) Campul de tensiune al aplicatiei ¢ definiti in Ecuatia (5.1) este dat de

T(¢)=—ZF+ ((’311-“

o
(i

Corolarul 5.2. ([2]) Daci gFl =0si ng = 0, atunci aplicatia ¢ definitd in Ecuatia (5.1) este
armonicd dacd si numai dacd ki = k».

2

— kgt — kg + ki (1—m— kl)) Dy, (5.2)

2

— K — K33 +ky (1 —m — k2)> CI>2> .

Corolarul 5.3. ([2]) Daci F; : R™! — R™*! si F : R™ — R™*! sunt forme de grade k;
§i, respectiv, ky, fiecare de grad minim in clasa sa, astfel incdt restrictiile lor ¢ : S™ — S™ (1)
si @ : 8™ — §"2 (ry) sunt armonice, atunci aplicatia ¢ definitid in Ecuatia (5.1) este armonici
daci si numai daci k1 = k».

Teorema 5.4. ([2]) Fie g1 : S™ — S™ (rq) si ¢ : S™ — 5" (r,) doud aplicatii armonice cu
densititi de energie constante, astfel incit r? +r3 = 1. Atunci aplicatia

¢ = io (4’1/ (PZ) LN Sn1+n2+1’

este armonici dacit $i numai dacii |de; |? /13 = |dea|* /72,
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5.1 APLICATII DIAGONALE INTRE SFERE

Teorema 5.5. ([2]) Campul de bitensiune al aplicatiei ¢ definiti in Ecuatia (5.1) este dat de

00
7 (¢) =AAF
+ (2 (mlq +K3 — 3k — m+3> AR + 12 (m+ki —1)2d,

2<mk2+k§—3k2—m+3) £F2+k% (m+k2—1)2<I>2>

0
2 <’dF

. (—gPl +k1 (1 —m — kl) D, _KFZ +k2 (1 —m— kz) q)z)

2

k171 kzrz)

0 0 2 o O 2 0 2
+<{ —2A | |dF — 2|V dF| + |AF
0 2 0 2

+2 (m+2k; —3) |dF;| +2 (m+2k, —3) |dB (5.3)
0 2

— K3 <m + dmky — 6m +5K3 — 7k1+5) — 2k (m+ky —1) |dF

2
— 213 (m + dmky — 6m +5k3 — 7k2+5> 2k, (m+ky —1)|dEs

2

0
2 (‘dl—" o k2r2> <I>+2dF (grad (
dFy| + (k2 —1)

)
—4((1«1—1) :

Teorema 5.6. ([2]) Dacid F; : R™! — R™*1gi F, : R™ — R™* sunt doud forme armonice
de grade kq, respectiv ky, atunci aplicatia ¢ definitid in Ecuatia (5.1) este propriu biarmonicd
dacd si numai daci ri = 1o = 1//2 si ky # ko.

d

> (k1 D1, kp®,) .

Observatia 5.7. Teorema de mai sus poate fi privita ca un caz particular al unui rezultat
mai general stabilit recent in [18] (vezi Teorema 1.3). Totusi, in [18], autorul utilizeaza o
metodd diferita intr-un cadru mai general, in timp ce in aceastd lucrare, Teorema 5.6
rezulta ca o aplicatie a Teoremei 5.5.

Observatia 5.8. Notam c&, dacd r =1, = 1/ V2, conditia k; # ko este echivalenti cu

e(p1) #e(p2)-

Corolarul 5.9. ([2]) Dacd Fy : R"™1 — R™* si F, : R — R"™* sunt forme de grade
k1, respectiv ky, fiecare de grad minim in clasa sa, astfel incdt restrictiile lor ¢1 : 8" — S™
si ¢y : " — S§" sunt armonice, atunci aplicatia ¢ definitid in Ecuatia (5.1) este propriu
biarmonicd dacii si numai daci ky #kysiri =rp =1/ V2.
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5.2 APLICATII PRODUS IN SFERE

Teorema 5.10. ([2]) Fie @1 : S™ — S™ (r1) si ¢p : S — S§"2 (r2) doud aplicatii armonice cu
densititi de energie constante, astfel incit r3 +r3 = 1. Atunci, aplicatia

¢ = io ((Plz (PZ) LN Sn1+n2+1’
este propriu biarmonicd dacit si numai daci i =1y =1/v/2sie(@1) #e(@a).

Ca aplicatie a Teoremei 5.6, construim o noud familie de aplicatii propriu biarmonice
pornind de la imersii minimale standard (vezi, de exemplu, [13, 25, 32]).

Fie {Cbl, ey CIDn(k)} 0 bazd ortonormata fatd de produsul scalar uzual al spatiului
vectorial al armonicelor sferice de ordin k, unde

nk)=m+2k—-1)(m+k—=2)") /(k!'(m—1)).
Consideram aplicatia
®=c(k) (@1,..., @) 8" > RO,

unde c (k) este o constantd pozitivad ce va fi aleasd corespunzdtor. Imaginea aplicatiei
® se afld intr-o sfers $"¥)~1 (r), unde raza este r = \/m/(k (m +k — 1)) si putem scrie
® =io @, unde ¢ : " — §"®~1 (1) este o aplicatie armonica, iar i : $"®~1 (r) — R™K)
este incluziunea canonicd. Deoarece transformadrile omotetice ale metricilor domeniului
sau codomeniului pdstreazd armonicitatea si biarmonicitatea, putem presupune ca ¢

este o aplicatie ce ia valori in 8"~ <1 / \/§>

Teorema 5.11. ([2]) Fie k1 # ko doud numere intregi nenegative si fie

1 1
. g Sn(kl)—l ( ) : . gm Sn(kz)—l < )
e ; v2) B ’ V2

doud aplicatii armonice construite ca mai sus. Atunci, aplicatia
q) — l'o (901, 4)2) . Sm N Sn(k1)+1’l(k2)fl

este propriu biarmonicd.

5.2 APLICATII PRODUS IN SFERE

Incurajati de rezultatele pozitive ale metodei noastre initiale, adoptdm o abordare difer-
itd, urmdrind extinderea constatdrilor anterioare intr-un context mai larg. Consideram
acum cazul particular in care

@ =io (@1, @) : 8™ x &2 — ghFmTL (5.4)
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5.2 APLICATII PRODUS IN SFERE

unde n = 1y + 1y +1, i este incluziunea canonica a produsului standard §™ (r1) x §"2 (r;)
in §", iar aplicatiile ¢; si ¢, sunt date conform diagramelor de mai jos.

Fl F2
Rm1+1 Ri’l1+1 RM2+1 Rn2+1

N

Sml §01 Snl (1’1) sz (PZ Sﬂz (7’2)

unde r% + r% =1, iar F; si F, sunt forme de grade kj, respectiv k», astfel incat pe R+

2

respectiv R"™*! avem |F (%)[* = r2 7|1, respectiv |F, (%)[* = r3 |%|?*2. Atunci, pentru

aplicatia ¢ avem urmadtoarea diagrama:

F=(F,BR)
]Rm1+m2+1 Rn1+n2+2
_ D = (P, D)
1 1
g1 g2 Sn1+n2+1

¢ =1io(¢1,¢2)

Teorema 5.12. ([2]) Consideridm aplicatia ¢ definitid in Ecuatia (5.4), astfel incat Fy si F, sunt
forme armonice. Atunci, ¢ este propriu biarmonicd dacd si numai daci r1 = 1y = 1/+/2 si

e(p1) #e(¢2).

Observatia 5.13. Desi cadrul nostru implicd forme armonice de ordin k, afirmatiile
obtinute privind razele sferelor si densitatea de energie prezintd asemandri cu Teorema

2.3 din [50] si Teorema 3.11 din [22], unde sunt studiate, respectiv, imersii si submersii.

Metodele noastre sunt independente de cele din referintele mentionate, insa concluziile
reflecta un tipar geometric comparabil.

32



EXTENSII

Aceastd tezd oferd perspective noi in teoria aplicatiilor biarmonice, in special prin
studiul aplicatiilor polinomiale intre sfere. Cu toate acestea, raman mai multe directii
interesante de explorat si de extindere a rezultatelor obtinute:

1. Aplicatii polinomiale de grad superior: Avand la dispozitie rezultatele noastre
de clasificare pentru aplicatiile polinomiale omogene biarmonice intre sfere de
grad k = 2, este firesc sd investigdm biarmonicitatea aplicatiilor polinomiale de
grad superior in conditii similare. De exemplu, ne putem intreba dacd exista
familii de aplicatii polinomiale omogene biarmonice de la S> la S cu grad din ce
in ce mai mare. O astfel de analiza ar putea implica comportamente mai complexe
ale densitdtii de energie si teoreme de clasificare mai bogate.

2. Densitatea de energie a aplicatiilor polinomiale omogene biarmonice intre sfere:
Se stie cd aplicatiile polinomiale omogene biarmonice de grad k = 2 intre sfere
au densitate de energie constanta. Pentru cazuri specifice de grad mic, precum
k =3, 4,5, folosind tehnica din demonstratia Propozitiei 3.5, se poate demonstra
cd o astfel de aplicatie biarmonica trebuie sa aibd densitate de energie constanta.
Aceasta conduce in mod natural la o intrebare mai generala si fundamentald: Are
orice aplicatie polinomiald omogena biarmonica intre sfere densitate de energie
constantd? Raspunsul la aceastd intrebare ar umple un gol important in teorie si
ar oferi o intelegere aprofundata asupra structurii acestor aplicatii.

3. Structura aplicatiilor polinomiale biarmonice intre sfere: Avand rezultatul de
clasificare pentru aplicatiile polinomiale omogene biarmonice de grad k = 2 intre
sfere si tehnica de constructie a aplicatiilor biarmonice diagonale, o intrebare
naturald este dacd toate aplicatiile polinomiale biarmonice intre sfere provin din
aplicatii armonice, fie direct, fie prin combinatii si constructii specifice. Un rdspuns
afirmativ ar aduce o perspectivd mai profundd asupra structurii fundamentale a
acestor aplicatii si a legaturii lor cu armonicitatea.

Sperdm ca metodele si rezultatele prezentate aici sd inspire cercetari viitoare care sa
aprofundeze intelegerea teoretica si sd identifice noi aplicatii ale aplicatiilor biarmonice
in geometria diferentiald si nu numai.
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