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Introducere

Frumusetea teoriei optimizarii provine, pe de o parte, din multitudinea de
aplicatii practice pe care le are gi, pe de alta parte, din prodigioasa colectie
de tehnici matematice care au fost dezvoltate de cercetatori pentru a studia
problemele specifice acesteia. Verbul ”a optimiza” isi are originea In latinescul
optimum care inseamné ”cel mai bun”. Calculul diferential pentru functii de o
variabila reald, introdus de Isaac Newton si, independent, de Gottfried Leibniz,
a devenit unealta primara in studiul problemelor de optimizare. Teorema
lui Fermat si teorema multiplicatorilor Lagrange reprezinta conditii necesare
pentru extremele locale ale unei functii derivabile definite pe spatiul euclidian
R™ cu valori in R. Aparitia problemelor de optimizare in care obiectivul este o
functie neneteda sau o multifunctie a generat nevoia generalizarii teoriei deja
existente care, In fond, se baza exclusiv pe proprietatea de diferentiabilitate a
functiei obiectiv. Prin urmare s-au dezvoltat concepte precum conuri tangente,
conuri normale, subgradienti pentru functii (ne)convexe etc. care au fost
utilizate pentru a dezvolta calculul subdiferential si constructia de derivate
asociate multifunctiilor.

Analiza variationald a cunoscut o dezvoltare seminificativa In ultimi 50 de
ani prin introducerea unei suite de tehnici si unelte bazate pe studiul sistema-
tic al unor concepte precum conuri tangente gi conuri normale la o multime.
Mai mult, optimizarea unor probleme cu grad sporit de generalitate din di-
verse contexte practice, precum economie, teoria jocurilor, control optimal
etc., a generat o necesitate de a generaliza procedeul clasic de diferentiere a
functiilor scalare si vectoriale. Acest studiu a condus la generalizarea rezul-
tatelor clasice privind teoria diferentiabilitatii care a generat noi teoreme de
medie, principii de separare si principii de extremalitate. Astfel s-a conturat
perspectiva, unanim acceptata de cercetatori, conform careia aceste rezultate
sunt foarte importante in demersul realizarii unui studiu unitar al functiilor,
multifunctiilor si multimilor.

Cadrul de lucru al studiului prezentat in teza este cel al spatiilor vectoriale
normate. Inspirati de anumite idei extrase din studiul unor probleme de opti-
mizare din teoria locatiei si programare matematica, unde unele directii sunt
mai importante decét altele (fiind numite directii fundamentale), am introdus
prin prezenta lucrare o notiune de minim directional pentru aplicatii. Eficienta



Introducere

Pareto directionald este un concept natural si flexibil care se diferentiaza de
conceptul standard de eficienta Pareto prin faptul ca in spatiul de plecare este
considerata numai o multime de directii care pornesc din punctul de referinta
in locul unei bile in jurul punctului. Apoi, observam in cel mai simplu caz,
al functiilor cu valori reale (de variabild reald), cum conditiile necesare de
optimalitate naturale sunt date de teorema lui Fermat intr-unul din cape-
tele intervalului. Mai general, avem in vedere si versiunile corespunzatoare
unilaterale ale teoremei lui Fermat pentru functii definite pe un interval cu
valori reale care nu sunt neaparat diferentiabile, dar care admit derivate uni-
laterale. Acest lucru ne da un imbold de a lua in considerare o generalizare
cuprinzatoare a acestui caz, si anume, probleme de optimizare in care functia
de minimizat, numita functie obiectiv, este inlocuita cu o multifunctie gi con-
strangerea este descrisd folosind imaginea inversa a unui con printr-o alta
multifunctie. Pentru studiul acestui caz general, adaptam notiunea clasica
de con tangent la contextul directional si consideram mai multe tipuri de
proprietati de regularitate directionald a multifunctiei obiectiv si a celei care
descrie restrictia. Aceastd abordare ne permite sa obtinem conditiile nece-
sare de optimalitate care, la randul lor, generalizeaza prototipul teoremei lui
Fermat mentionate mai sus. Mai mult, prezentam gi conditii de optimalitate
folosindu-ne de conuri tangente si coderivate. Atat pe spatiile primale, cat si
pe cele duale, luam in considerare mai multe situatii referitoare la multifunctia
obiectiv si multifunctia restrictie, facand apel la o serie de tehnici specifice de
studiu, printre care amintim conditiile generalizate de calificare, scalarizarea
Gerstewitz, paradigma deschidere vs. minimalitate si principiul extremal.

Capitolul 1 este dedicat unor subiecte preliminare care vor fi utilizate pe
parcursul tezei. In deschiderea acestui capitol prezentam cateva aspecte ce tin
de operatii cu multimi, topologie si analiza funtionala, continuand cu prezen-
tarea ideilor de referinta din teoria optimizarii si analiza variationala alaturi
de o serie de tehnici specifice acestor domenii de cercetare.

Capitolul 2 Incepe cu formularea problemei de optimizare abstracta multi-
criteriala i cu definirea conceptului de eficienta directionala pe care il studiem
in aceasta teza. Sfarsitul primei sectiuni este dedicat unor comparatii si exem-
ple relevante pentru studiul nostru. A doua sectiune trateaza conditiile de op-
tim pentru conceptele mentionate anterior, fiind Impartita in doua subsectiuni.
In primul rand, ne concentram pe obtinerea de conditii de optim utilizand
conuri tangente gi in acest sens adaptam conceptul clasic de con tangent in
sens Bouligand si pe cea de derivata Bouligand a unei multifunctii. In continu-
are, utilizand unele proprietati de regularitate metrica directionala, prezentam
cateva rezultate ce contin conditii necesare de optim asociate, pe de o parte,
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unor probleme de optimizare cu multifunctii si restrictii cu inegalitati gene-
ralizate, iar pe de alta parte, unor probleme de optimizare neliniare netede.
In al doilea rand, tratim problema determinarii conditiilor necesare de optim
utilizdnd conuri normale Mordukhovich.

Capitolul 3 contine patru tipuri principale de rezultate: penalizare exacta
de tip Clarke pentru probleme de optimizare scalara si vectoriala, penalizare
exacta de tip Clarke pentru probleme de optimizare cu multifunctii, conditii
necesare de optim pentru minime directionale si conditii necesare de optim
pentru minime directionale aproximative. Mai mult, pe parcusul acestui ca-
pitol introducem o variantd modificatd a notiunii de minim directional din
Capitolul 2 (conul de ordine este generat de o multime de directii fixate a
priori), utilizim o procedurd de dilatare a conurilor in spatiul de plecare si
studiem conceptul de minim directional aproximativ.

Ultimul capitol, Capitolul 4, este dedicat minimelor pentru multimi si aplica-
tii multivoce dintr-un punct de vedere care ia in considerare unele directii spe-
ciale legate in punctul de referinta considerat in locul abordarii clasice care ia
in considerare toate directiile. In plus, suntem interesati de o analiza atenta a
mai multor tipuri de solutii directionale (tari, slabe, aproximative) in sensul
stabilitatii lor sub impactul unor perturbari. Ultima sectiune a Capitolului 4
contine doua tipuri de rezultate: stabilitatea punctelor de minim si pastrarea
criticalitatii. Un ingredient important este procedura de dilatare a conurilor
introdusa si studiata in Capitolul 3. Mai mult, in discutia referitoare la criti-
calitate, au fost utilizate mai multe metode elaborate din analiza variationala
si din calculul diferential generalizat.

In concluzie, aceasta teza se concentreaza asupra studiului unor probleme
de optimizare scalara, vectoriala sau multicriteriala utilizand teoria clasica a
conurilor tangente gi analiza variationald moderna. Studiul propus in aceasta
tezd are intentia de a continua efortul depus de mai multi autori in ultimul de-
ceniu pentru a investiga fenomenele directionale din programarea matematica.
Mai mult, ne propunem sa aratam puterea mai multor instrumente bazate pe
proprietatile de regularitate directionala dezvoltate recent.

Diagrama de mai jos prezinta rezultatele originale din lucrarea de fata care
au fost preluate din lucrarile: [, [6] [7, 5].
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Preliminarii

Cuprins
1.1 Definitii si rezultate de bazal . . . . ... ... .. 1
1.2 Conuri tangente. Derivatele unei multifunctiif . . 11
1.3 Conuri normale. Subdiferentiale si coderivatel . . 15

Capitolul de fata este dedicat unor definitii si rezultate preliminare din ana-
liza functionald si analiza neliniara precum: conuri tangente, conuri normale
si unele concepte de diferentiabilitate generalizata utilizate in urmatoarele ca-
pitole. Toate materialele prezentate sunt preluate din [35] 2, BT, 19, 1, @] si
referintele bibliografice din acestea.

1.1 Definitii si rezultate de baza

4

Fie X un spatiu vectorial peste corpul numerelor reale. Notam ca toate spatiile
vectoriale utilizate in lucrarea de fata sunt spatii vectoriale peste corpul R.

Daca 21, Q2 sunt submultimi nevide ale lui X, suma Minkowski a lui 7 si
)y este
0+ Qy = {w1 + wo | w1 € Qq,wo € QQ}

Dacd z € X,a € Rsgi A C R este o multime nevida, atunci = + Q; =
Q4+ :={z}+Q, AQ) := {aw; | w1 € Q1,a € A}, and a2y := {a} QY =
{aw | w € Q1 }. Prin conventie, A+ @ =&, a- & := 2, si @-Q:= . Date
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doua elemente x1,x2 € X, segmentul inchis [z1, 23] este definit prin:
[x1,22]) :={(1 =N a1 + A2 | A € ]0,1]}.

Dacd A € (0,1) in definitia de mai sus, obtinem segmentul deschis (z1,z2). O
multimea nevidd Q C X se numegte convexd dacd [wy,ws] C € oricare ar fi
wi,wWs € Q.

Fie 2 o submultimea nevida a lui X. Multimea

conv () := ﬂ {C|2CC C X siC este convexa}

este cea mai micd (in sensul incluziunii) multimea convexd care contine pe 2
sl se numeste infaguratoarea convexa a lui (2.

Consideram (X, ||-|| ) un spatiu normat peste R. Daca nu exista risc de
confuzie, pentru simplitate vom nota ||| prin ||-||. Peste tot in lucrarea
aceasta, cand X = R”, norma cu care vom Inzestra spatiul X va fi norma
euclidiand. Daca (X, ||||y) si (Y, |‘]ly) sunt spatii liniare normate, atunci
produsul cartezian X x Y este de asemenea spatiu liniar normat in raport cu
norma

1 Ylxy = 2zl x + [lylly -

Toate spatiile liniare considerate in aceasta lucrare sunt normate daca nu se
fac alte presupuneri.

Fie z € X gi r € (0,400). Bila deschisa si bila inchisd din X de centru x si
raza r sunt multimile definite prin

Bx (z,r) i ={z1 € X | ||z — 21| < r}

si
Dx (z,r) :={z1 € X |||z — 21| <7},

respectiv. Vom considera de asemenea cazul r = +00 gi In aceasta situatie
avem Bx (z,r) = Dx (z,7) = X. Notam cu Bx bila unitate deschisa Bx (0,1)
si cu Dx bila unitate inchisd Dy (0,1). Sfera unitate din X, notatd cu Sy,
este multimea acelor x € X cu proprietatea ||z|| = 1. Topologia lui X pe care
o vom utiliza in aceasta lucrare este cea indusa de norma. Interiorul topologic,
inchiderea gi frontiera multimii A sunt notate cu int A, cl A si bd A, respectiv.
Ca de obicei, dat € X, notam prin V() sistemul fundamental de vecinatati
al lui z.
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Reamintim ca X* este dualul topologic al lui X si are o structura de spatiu
liniar normat in raport cu operatiile algebrice uzuale gi este inzestrat cu norma
duala definita dupa cum urmeaza: pentru z* € X*|

[z, == sup{|[(z", )| [ x € X, [l]| < 1}.

Cu toate acestea, pentru cd nu existd pericol de confuzie, notdm |||, cu |||
Alternativ, vom nota (z*, z) cu z*(x). Notam topologia slaba a lui X cu w si
topologia slab-stelat a lui X* cu w*.

Functia distanta asociata multimii 2 C X este definita prin
do: X =R, do(x):=inf{||z—-w||weN}.

Prin conventie, d(z, ) := 4+00. Presupunem ci Q) este nevida. Functia dg
este 1-Lipschitz pe X, i.e.,

|do (21) — da (z2)| < [|z1 — 22|,

oricare ar fi x1,z9 € X. Pentru Q4,Q C X, definim excesul lui 2 relativ la
multimea Q9 prin

e (Qq,Q2) :=sup{d(w1,Q2) | wy € Q1 }.

Este convenabil sa definim e (&, Q2) := 0, pentru orice g, si e (1, &) 1= +o00,
pentru orice multime nevida €.

Fie Y spatiu liniar normat. Notam prin R, multimea numerelor reale po-
zitive.

Definitia 1.1.1
O multime nevida K C'Y se numegte con daca

R.K C K,
i.e., pentru orice x € K gi A € Ry, Ax € K. Conul K se numegte
e propriu daca K # {0} si K # X,
o punctat dacd K N —K = {0}, i.e., K nu contine drepte,

e solid daca int K # &.
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Conul K este convex daca si numai daca K + K C K.
Fie Q o submultime nevida a lui X. Multimea

coneQ::ﬂ{K|QCKCX§iKeste un con}

este cel mai mic con (in sensul incluziunii) care contine pe € gi se numesgte
infaguratoarea conica a lui 2. Multimea 2 este un con daca si numai daca

Q) = cone (.

Conurile joaca un rol important in teoria optimizarii din doua motive prin-
cipale:

e existd o clasd de relatii determinate de conurile din X care induc (pre)or-
dini pe X care permit definirea unor concepte de extrem local pe X in
raport cu acestea (vezi [23] pentru detalii);

e cu ajutorul conurilor se pot aproxima multimi (vezi [27] pentru detalii);
mai precis, conurile pot fi un substitut bun pentru spatiile tangente cand
se lucreaza cu obiecte mai nenetede.

Exemplul 1.1.2
Fie K C X un con propriu si convex. Multimea

Kt :={z* € X*| (z*,2) >0, oricare ar fix € K}

se numegte conul dual pozitiv a lui K. Se poate arata cu usurinta ca daca
y € int K (presupus nevid) gi y* € K*\ {0}, atunci (y*,y) > 0. Polara
negativa a lui K, notata cu K, este definita prin

K™ :={z"e X" | (2%, z) <0, oricarear iz € K}.

Remarcdm c& are loc egalitatea K+ = —K

Necesitate extinderii conceptului clasic de minim (pentru functii cu valori
reale) la conceptul de eficientd Pareto a prilejuit considerarea conurilor de
ordine. Mai precis, un con convex induce pe un spatiu liniar o relatie de
preordine, care este compatibila cu structura liniara a spatiului pe care se
lucreaza.
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Teorema 1.1.3
Fie X un spatiu liniar si K C X un con. Relatia

Ri = {(3’51,1}2) eXxX | o — T € K}
este reflexiva gi, oricare ar i x, 21,29 € X si A € R4, avem

(1 + )Rk (x2 + )

AT1 R A2 (1.1)

T1 Rk xo = {

Mai mult, K este convex daca si numai daca R este tranzitiva si, respectiv,
K este punctat daca gi numai daca R este antisimetrica. Reciproc, daca R
este o relatie reflexiva pe X care satisface relatiile , atunci K .= {x € X |
ORz} este un con i R = Ry.

Remarca 1.1.4

Atunci cand conul este punctat si convex aceasta relatie devine o ordine
partiald pe X (pentru detalii, vezi [19, Theorem 2.1.13]). Deci, pentru K
con convex punctat, utilizim notatia x; <g o (sau, mai simplu, 1 < X
cand nu apar confuzii) in loc de x1Rgxe. Cand int K # &, putem defini de
asemenea relatia de ordine partiala stricta <x prin x1 <y x2 daca si numai
daca r9 — x1 € int K.

In continuare prezentim concepul de minim principal de la care porneste
studiul de fatd. Notam ca relatiile de ordine partiala induse de conuri (chiar
si cele cu interiorul vid) sunt esentiale.

Definitia 1.1.5
Fie X un spatiu liniar ordonat de un con propriu convex K si ) C X o
submultime nevida.

(i) Elementul T € Q se numeste minim Pareto al lui 2 in raport cu K, si
scriem T € Min(Q2, K), daca

Q-7)N(-K)CK.
(i) Presupunem c4 int K # &. Elementul T € § se numegte minim Pareto
slab al lui Q in raport cu K, si scriem T € WMin(Q, K), daca

Q-2)N (-t K) = 2.
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Remarca 1.1.6
In cazul particular cand K este punctat, avem cd T € Min(Q), K) daca si numai
daca

Q@ -7)n(-K) ={0}.

Ultima relatie inseamnd ca nu exista x € () cu x # T astfel incat t — 7 € — K,
i.e., T este un element minimal in raport cu relatia de ordine partiala indusa
de conul K.

Remarca 1.1.7

Se poate ardta ugor cd, dacd multimea K este un con solid, atunci Min(Q), K) C
WMin(Q, K). Dacd interiorul conului de ordine este vid, atunci notiunea de
minim Pareto slab este inutilizabila. Din acest motiv, folosind un con convex
care include pe K gi are interior nevid, s-a definit un nou concept de eficienta
cu care sa lucram. Mai exact, elementul T € A se numeste minim propriu al
lui ) in raport cu K, gi notam T € PMin (2, K), dacd exista un con propriu
convex K cu proprietatea ci K \ {0} C int K astfel incat T € Min (Q, I?) Se

observa usor ca
PMin (Q, K) C Min(€, K) € WMin(€, K),

i.e., toate tehnicile utilizate pentru minime slabe functioneaza si pentru mi-
nime proprii (pentru detalii, vezi [3]). Notam ca exista multe situatii cand
conul de ordine nu este solid, de exemplu, conul de ordine natural din spatiul
Lebesgue LP,1 < p < o0.

Ultima parte a acestei sectiuni este dedicata prezentarii unor notatii si
notiuni ce tin de aplicatiile multivoce. Fie X i Y doua multimi nevide.
O aplicatie F' : X — 2¥ se numeste multifunctie si notam prin F : X = Y.
Urmatoarele multimi sunt de interes in cadrul studiului din lucrarea de fata,
adica domeniul lui F, imaginea lui F, si graficul lui F":

Dom F :={z € X | F (z) # o},

mF:={yeY|IweX:yecF(x)}=|JF(2),
zeX

si, respectiv,
GrFi={(z,y) € X xY |y € F (a)}.

Consideram €2 o submultime nevida a lui X. Atunci, imaginea lui 2 prin F
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este
F(Q):={yeY|weQ: yeFw)}=|]JF).
weN
Deseori este convenabil sa identificam o multifunctie cu graficul ei, i.e. o
multifunctie F' este caracterizatd prin graficul sdu. Inversa multifunctiei F'
este F~1:Y = X definits prin

Fl(y)={reX|ye F(x)}.

Pentru X, Y spatii liniare normate, prezentam in cele ce urmeaza doua con-
cepte de limita pentru multifunctii. Data multifunctia F': X = Y, se definegte
limita inferioara in sensul Painlevé-Kuratowski a lui F' in T € cldom F prin

T—=T

Liminf F (z) := {y ey | xl;nlid(y,F(x)) = O}

i limita superioara in sensul Painlevé-Kuratowski a lui F' in T € cldom F'
prin

Limsup F' (z) := {y €Y |liminfd(y, F (z)) = 0} .
T—T

T—T

Se observa cd T € int dom F ori de cite ori Liminf F' (x) este nevid. Urmaéto-
r—x
rul rezultat ofera o caracterizare cu siruri a celor doua limite pentru multifunc-
tii (vezi [35, Proposition 3.1.1] pentru detalii).

Teorema 1.1.8
Fie F' : X = Y o multifunctie si T € cldom F'. Atunci limita inferioara si
limita superioara in sensul Painlevé-Kuratowski ale Iui F' in T sunt multimi
inchise si

Liminf F' (z) C ¢l F (z) C Limsup F (z) . (1.2)

=T T—T

In plus,

Liminf F' (z) = {y €Y |V (k) gmare Z, (yk) odpe y, ko e NNVE > kot yp € F (xk)}

T—=T
si

Limsup F (z) = {y €Y |3 (xx) otpe Z, 3 (yx) hotpe Yy, Vke N:y, € F(xk)}

T—T
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Cand studiem probleme de optimizare, regularitatea (multi)functiei obiectiv
este esentiala in vederea obtinerii conditiilor de optim. In aceastd lucrare
vom utiliza o gama larga de proprietati de regularitate precum continuitate
(vezi monografia [25] pentru mai multe detalii), deschidere cu rata liniara,
regularitate metricd, proprietate Aubin gi proprietate de tip Lipschitz (pentru
mai multe detalii a se consulta monografiile [25] 28], [9]).

Fie F': X =2 Y o multifunctie si A C Y o multime nevida. Se defineste

e imaginea inversa slaba a lui A prin F' drept multimea
F A ={fzeX|F@a)nA#e}=]F ).
yEA
e imaginea inversa tare a lui A prin F' drept multimea
FYY(A):={x € X | F(z) C A}.
Definitia 1.1.9

Fie X si Y spatii liniare normate. Consideram F : X =Y o multifunctie cu
valori nevide.

(i) Spunem ca F este superior semicontinué (ssc, pe scurt) dacd, pentru orice
multime deschisd A C 'Y, FT(A) este deschisa.

(i) Spunem c& F este inferior semicontinud (isc, pe scurt) dacé, pentru orice

multime deschisa A C'Y, F~1(A) este deschisa.

Fie L > 0, F : X = Y o multifunctie i (Z,7) € Gr F. Atunci

e spunem ci F este deschisa in (7,7) daca, oricare ar fi € > 0, existd r > 0
astfel Incat
By(y, T) - F(BX(§7 6))

e spunem cd F' este deschisd cu ratd liniard L in jurul lui (Z,7) daca
existd € > 0 si vecinatétile U € V(Z), V € V() astfel incat, oricare ar fi
p€(0,e)si(z,y) e GrFN[U x V]

By (y,pL) C F(Bx(z,p)). (1.3)
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e spunem ci F are proprietatea Aubin, sau ca este de tip Lipschitz, in jurul
lui (Z,7) cu constanta L dacd exista vecinatatile U € V(7),V € V()
astfel Incat, oricare ar i z,u € U:

F(z)NV C F(u) + L ||z — u|| Dy. (1.4)

e spunem cd F este metric regulata in jurul lui (Z,y) de constantd L
daca existd vecindtatile U € V(Z), V € V() astfel incat, oricare ar fi
(x,y) eUxV:

d(z, F~*(y)) < Ld(y, F(x)). (1.5)

Teorema urmatoare contine binecunoscutele legaturi dintre notiunile de mai
sus: a se vedea [28] Theorems 1.49, 1.52] si [0, Theorems 3E.7, 3E.9] pentru
mai multe detalii.

Teorema 1.1.10
Fie F : X = Y o multifunctie si (%,7) € Gr F. Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) F este deschisd cu ratd liniard in jurul lui (Z,7);
(i) F~1 este de tip Lipschitz in jurul Iui (y,T);
(i) F' este metric regulata in jurul lui (Z,7).
Exista alte doua proprietati de regularitate pentru multifunctii care gene-

reazd noi cai de investigare ale problemelor de optimizare (vezi [9] pentru
detalii).

Fie F : X = Y o multifunctie si (Z,7) € Gr F. Atunci

e spunem cé F' este calmi in (Z,7) dacd exista o constantd K si vecinatatile
U e V(T),V € V(y) astfel incat, oricare ar i z € U:

e(F(x)NV,F(Z)) < Kl|z-7Z|. (1.6)
e spunem cd F este metric subregulatd in (Z,7) dacd existd o constanta
K si vecinatatile U € V(Z),V € V(7) astfel incat, oricare ar i z € U:

d(z, F7* (7)) < Kd(y,F (z)nV). (1.7)
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Subregularitatea metrica a lui F' caracterizeaza proprietatea de calm a in-
versei =1 (vezi Teorema(1.1.10). Mai notam c& proprietatea de calm se poate
rescrie astfel: F este calmi in (Z,7) dacd si numai daca exista K’ > K,U si
V, ca mai sus, astfel incat, oricare ar fi x € U,

F(z)NV C F(Z) + K' ||z —Z|| Dy-.

Subregularitatea metrica admite de asemenea o rescriere echivalenta mai sim-
pla in sensul cd vecindtatea V poate fi inlaturata. Mai precis, F' este metric
subregulata in (Z,y) daca si numai daca exista K si U, ca mai sus, astfel incat,
oricare ar fi x € U,

d(a, P~ (7)) < Kd (7. F ().

Notdm cu R multimea numerelor reale la care adjunctionim simbolurile
—00 i +00. O functie f : X — R se numeste o functie cu valori extinse.
Cand lucram cu functii cu valori extinse vom folosi cateva conventii de calcul:
(+00) + (—00) = 40,0 - (+00) = +00 and (—o0) -0 = 0. Data f: X — R,
domeniul lui f si epigraficul lui f sunt definite prin

domf:={z e X|f(x)<+oo} si epif:={(z,t)e X xR| f(x)<t}.

Spunem c& f este proprie dacd f (x) > —oo gi dom f # &, i.e., f nu ia valoarea
—oo gi f este finita in cel putin un punct.

Spunem ca f este inferior semicontinua daca epi f este multime Inchisa in
X x R. Spunem ca f este inferior semicontinua in jurul lui T daca f este
inferior semicontinua in fiecare punct dintr-o vecinatate a lui . Spunem ca f
este convexa dacéa epi f este multime convexa in spatiul produs X x R.

In cazul multifunctiilor, conceptul de convexitate se extinde in mod natu-
ral. Mai precis, dat K un con convex punctat, spunem ca F' : X = Y este
K —convexa daca

F()\J?l—i-(l—/\)xg) < \F (x1)+(1—/\)F(x2), (18)
pentru orice 1,22 € X si A € (0,1).

Pe parcursul acestei lucrari vom studia doua tipuri principale de probleme
de optimizare pe care le vom prezenta mai jos impreuna cu doua concepte de
eficienta.

Fie X si Y spatii liniare normate, F' : X = Y o multifunctie si K C Y

10
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un con convex. Consideram problema de optimizare vectoriala fara restrictii
asociata lui F:
ming F (z) astfel incat « € X. (Po)

Minimul din problema de mai sus este inteles in sensul definitiei urmatoare:
spunem ca punctul (Z,y) € Gr F este un punct de minim Pareto local pentru
F pe X, sau pentru 7 sau solutie locala Pareto a lui , daca exista o
vecinatate U a lui T astfel incat

(F(U)-y)Nn(-K)C K.
Presupunem ci int K # &. Spunem cé punctul (Z,7) € Gr F este un minim
Pareto slab local pentru F' pe X daca exista o vecinatate U a lui T astfel incat

(FU)-9)N (-t K) = 2.

Daca alegem U = X, atunci se obtin versiunile globale de minim Pareto.

Alaturi de problema (Pg)), vom studia urmétoarea problema de optimizare
vectoriala cu restrictii geometrice

ming F(z) astfel incat z € A, (P)

unde A C X este o multime nevida. Cand studiem astfel de probleme, definitia
conceptului de solutie pentru problema (P) se obtine din definitia de mai sus
prin simpla inlocuire a lui U cu intersectia dintre U si A.

1.2 Conuri tangente. Derivatele
unei multifunctii

Conceptul de con tangent este o notiune utila in teoria optimizarii care a
permis cercetatorilor si extinda tehnicile de aproximare a functiilor neliniare
prin intermediul functiilor liniare. De exemplu, fie X un spatiu vectorial
normat gi presupunem ca f : X — R este o functie diferentiabila Fréchet in

11
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T € X. Atunci avem
f@+h)=f@)+(Vf@),h)+o(hl), |hl—0

sau, informal, f (Z + h) poate fi aproximata folosind expresia f (Z)+(V f (%) , h),
pentru ||h suficient de mic. In plus, aplicatia Vf (T) este liniard ceea ce
este strans legat de faptul cd multimea vectorilor tangenti la o varietate
diferentiabila (in sensul geometriei diferentiale) are o structurd de spatiu li-
niard. In cazul in care f nu este suficient de netedi, aplicatia liniard V f (T)
este Inlocuita cu derivata directionala (care este doar pozitiv omogend). Simi-
lar, in cazul In care varietatea cu care se lucreaza nu este suficient de neteda,
un substitut bun pentru spatiul tangent este un con tangent.

In continuare definim cateva notiuni de con tangent pe care le vom utiliza
in lucrarea de fata. Fie M C X o multime nevida, T € X si consideram
multifunctia

t—' (M —-7), t>0,

R:=Ruz:[0,+00) = X, R(t):z{ o =0

< _ . M _
Notam z - T cu x € M prin z — T.

Definitia 1.2.1
(i) Conul tangent in sensul lui Bouligand la multimea M in T este multimea

Tg (M, 7) := Limsup Ry 5 (t) = Limsupt ' (M — 7).
t—0,t>0 t—0,t>0

(i) Conul tangent in sensul lui Ursescu la multimea M in T este multimea

Ty (M,T) := Liminf Ry 7 (t) = Liminf ¢t~ (M — 7).

t—0,t>0 t—0,t>0

(iii) Conul tangent in sensul lui Clarke la multimea M in T este multimea

Tc (M,7) ;= Liminf Ry, (t) = Liminf ¢ (M —z).

M M
t—0,t>0,x—7 t—0,t>0,z—7

Folosind relatia (|1.2), se obtine sirul de incluziuni

Te (M,T) C Ty (M,Z) C T (M, ) C cl(cone (M —T)).

12
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Mai notadm ca T, (M,T) = T, (cl M,T), unde x € {C,U, B} . DacA T € int D,
atunci 74 (D,T) = T,(D N M,Z), unde x € {C,U, B}. Deseori vom utiliza
caracterizarea cu giruri a conurilor tangente enuntata in teorema de mai jos.

Teorema 1.2.2
Fie M C X o multime nevida si T € cl M. Atunci

e u€Tp(M,Z) dacd gi numai daca

F(te) 40, F(uk) >u, VkeN : T+itur €M,

e u €Ty (M,T) dacd si numai daca

V(te) 40, F(up) 2 u, VkeN : THtyu, €M,

e u € Te (M,Z) daca si numai daca

V() 10, V() Bz F(u) —u, VEEN 1 ap+tyuy, € M,

unde prin (t3) | 0 notam sirul (tx), .y C (0,+00) cu proprietatea tp — 0
pentru k — 4o00.

Mai mult, Ts (M,T) si Ty (M, T) sunt conuri inchise, iar T¢ (M, T) este un
con convex inchis.

Consideram F : X = Y i (%,7) € Gr F. Utilizand conul tangent T, (M, ),
unde x € {C, U, B}, se pot defini multifunctii care si joace rolul de derivata a
multifunctiei F' in (Z,7). Ilustram acest procedeu prin prezentarea definitiei
derivatei Bouligand.

Definitia 1.2.3
Derivata Bouligand a lui F in (Z,7) este multifunctia DgF (Z,7) : X =3 Y
definita prin

Gr DpF (z,y) =15 (Gr F,(z,7)),

ie, v € DpF(%,7)(u) dacd gi numai dacd existd (tx) | 0, (ug) = u, (vr) — v,
astfel incat, pentru orice k € N,

Y+ tyvg € F(T + trug).

13
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Daca F := f, unde f este o functie, atunci vom omite scrierea lui j = f(T)
din notatia derivatei.

Pe de alta parte, schimbéand sirul de cuatificatori din definitia de mai sus
din (3,3,3) in (V,V, 3), se definegte o derivatd a lui F' care nu interfereaza cu
notiune de con.

Definitia 1.2.4

Derivata Dini inferioard a lui F' in (Z,7) este multifunctia DpF (Z,7) : X =Y
definitd prin v € DpF(Z,7)(u) dacd si numai dacd pentru orice (ty) | 0 si
(ux) — u, existd (vg) — v, astfel incét, oricare ar fi k € N,

U+ tror € F(T + tru).

Dacd F := f, unde f este o functie, atunci vom omite scrierea lui § = f(T)
din notatia derivatei.

Exista multe rezultate cu privire la reguli de calcul pentru conurile tangente,
iar cele ce urmeaza amintim unul din aceste rezultate pe care il vom utiliza in
Capitolul 2. Mai multe rezultate de acest tip de pot g&si in lucrarea [15].

Fie f : X — Y o functie si D € X o multime nevida si inchisa. Spunem
cd f este metric subregulatd in (Z, f (T)) € D x Y In raport cu D dacd existd
s> 0, u > 0 astfel incat, oricare ar fi u € B(Z,s) N D,

d(u, f7H(f@) N D) < p || f(@) = fw)l.

Teorema de mai jos, preluatd din [15], ne ofera o formuld de calcul pentru
conul tangent Bouligand la imaginea inversa a unei multimi printr-o functie
diferentiabila Fréchet.

Teorema 1.2.5

Fie X,Y spatii Banach, D C X,E C Y multimi inchise, ¢ : X — Y o
functie continuu diferentiabila Fréchet si T € D N ¢~ (E). Presupunem cd
P : X xY =Y, ¢(z,y) = ¢o(x) — y este metric subregulatd in (T, p(T),0) in
raport cu D x E. Atunci

Ty(D,7) N V()" (TB(E, ¢(7))) € T(D N~ (E),T).

14
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1.3 Conuri normale.
Subdiferentiale si coderivate

Conceptul de con normal intr-un spatiu Banach (X, ||-||) ne permite sa definim
derivata unei functii sau a unei multifunctii care sunt definite intre spatii du-
ale. Derivatele definite in sectiunea anterioara reprezinta constructii specifice
spatiilor primale, insa tot ceea ce urmeaza are la baza o constructie in spatii
duale care se datoreaza lui Boris Mordukhovich si colaboratorilor sai (vezi
[28] pentru detalii). Deschidem aceastd sectiune cu definitia conceptului de
con normal, apoi continuam cu prezentarea unor proprietati de calcul pentru
conuri normale, definirea subdiferentialei unei functii si constructia coderiva-
tei unei multifunctii. Incheiem sectiunea cu principiul de extremalitate sau
teorema de caracterizare a spatiilor Asplund.

Fie X,Y spatii Banach si consideram Q C X o multime nevida.

Definitia 1.3.1
Fixamz € Q sie > 0.

(i) Multimea e—normalelor la ) in T este definita prin

N. (Q,):=qz" € X*| limsupw <e,. (1.9)
P =]

Daca € = 0, elementele multimii @ se numesc normale Fréchet si
multimea Ny (2, T) := N (2, T) se numegte conul normal Fréchet la Q in
T. Daca T ¢ 2, atunci definim N, (,T) := &, oricare ar fi € > 0.

(ii) Presupunem c § este inchisi in jurul lui @’} Conul normal Mordukhovich
la Q in T este multimea

N (Q,7) := {x* € X*|3(en) 40,2, gf,xfl EN *VneN:zt e N., (Q,xn)},

Pentru T ¢ ), folosim conventia N (Q,T) := &.

Fie X1, X, spatii Banach i T := (T1,%2) € Q1 xQy C X7 x X, fixat arbitrar.

1O multime © C X se numeste inchis& in jurul lui z € Q sau local inchisi in jurul lui =
daca exista o vecinatate U a lui T astfel incat Q2 N U este inchisa.

15
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Atunci R R R
N(Ql X Qg,f) = N(Ql,fl) X N(Qz,fz)

si
N (1 x Q2,7) = N (Q1,71) x N (Q2,72) .

Si remarcam ci N (Q,7) C N (Q,7) si, daca (2 este convexa, atunci

N(Q,2)=N(Q,7) ={z" € X*| (z*,w-T) <0, YweQ}=Q-7),
(1.10)
L.e., conul normal Fréchet si conul normal Mordukhovich coincid cu conceptul

de con normal din analiza convexa. In plus, daca X este spatiu liniar finit
dimensional, atunci N (Q, %) = — (T (Q, 7)) .

Daca X este spatiu liniar finit dimensional, atunci are loc formula de repre-
zentare R
N (2,Z) = Limsup N (Q,2), (1.11)
r—x
oricare ar fi T € Q. In cazul spatiilor infinit dimensional rezultatul riméane
valabil doar daca X este spatiu Asplund.

Reamintim ca un spatiu Banach X se numeste Asplund daca orice functie
continua si convexa pe o multime deschisa si convexa U C X este diferentiabila
Fréchet pe o submultime densa a lui U.

Deci, daca X este un spatiu Asplund si 2 este o multime local inchisa in
jurul lui T € Q, atunci

N (Q,7) = Limsup N (€, z)
Q_
T—T

= {x* e X" | Ixn) 33, () Ui;:c*,Vn eN:z) € N(Q,xn)}

Conceptul de aliere a fost introdus de Jean Paul Penot si colaboratorii sai
in [30] si [26] cu scopul de a obtine reguli de calcul pentru conuri normale
Fréchet.

Definitia 1.3.2
Dat spatiul normat X si submultimile inchise 1,5, ...,Q, k > 2, ale Iui X,
spunem ca 21,89, ...,Q sunt aliate in T € Q1 N Qe N ... N Qy dacd, pentru

16
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orice

(in) B 7, 2, € N(Q,2i), i€LE,
cu proprietatea (z, + ... + x},) — 0, avem (z,,) — 0 oricare ar fi i € 1, k.

Propozitia 1.3.3

Presupunem cd X este un spatiu Asplund. Fie Q1,Qs,...,Q, k > 2, submul-
timi nevide si inchise ale lui X, unde k > 2. Daca submultimile Q1,5, ..., Qy
sunt aliate in T, atunci exista r > 0 astfel incat, oricare ar fie > 0 si x €
[ NQN...NQ] N B(Z,r), existd x; € Q; N B(x,¢), i € 1,k astfel incat

N(Ql N N...N Qk,I) C ]\Af(Ql,xl) + ..+ N(Qk,]}k) +eDxx.

Notiunea de subdiferentiald a unei functii nenetede a luat nagtere in mod
natural odata cu studierea unor probleme de optimizare in care functia obiec-
tiv nu este diferentiabild, drept urmare teorema clasica a lui Fermat nu mai
poate fi utilizata. Pentru a compensa acest neajuns, utilizand conuri normale
se pot defini aga numitele subdiferentiale ale unei functii care sunt generalizari
ale conceptului de derivata a unei functii netede (vezi [28] si [4] pentru detalii).

Definitia 1.3.4
Fie f: X — R o functie §i T € X astfel incét |f (T)| < +o0.

(i) Subdiferentiala Fréchet a Iui f in T este multimea
0f(@) :={a" € X* | (2", ~1) € N(epi f, (., /(®)))}.
Pentru |f ()| = +oo, definim Of (T) := @.
(i) Subdiferentiala Mordukhovich a lui f in T este multimea
Of (@) :={a" € X" | («7, —1) € N(epi f, (7, f(7)))}-
Pentru |f (Z)| = 400, definim Of (T) := 2.

Remarca 1.3.5 R

Daca f : X — R este finita in T € X, atunci 0f (T) C Jf (). In cazul
particular in care f este convexa, atunci Of gi Of coincide cu subdiferentiala
Fenchel din analiza convexa.

Remarca 1.3.6
In cazul neted, s& zicem pentru f : X — R de clasa C* pe X, subdiferentialele
definite mai sus se reduc la multimea {V f (%)}.
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In continuare prezentam trei rezultate importante care fac apel la subdife-
rentialele definite anterior: o teorema de reprezentare a conurilor normale, o
teorema de tip Fermat si o reguld de sumare exactd pentru subdiferentiala
Mordukhovich.

Teorema 1.3.7
Fie X un spatiu Banach, Q) C X o multime nevida i inchisa si T € Q. Atunci

dd(z,Q) = N (Q,%) N Dx-

si
N(@Q7) = JXd(@,Q), N@Q7)=|]\d(7.9Q).
A>0 A>0

Teorema 1.3.8 (teorema lui Fermat generalizata)
Fie X un spatiu Banach. Presupunem cd f : X — RU {400} are un minim
localinT € X i f (T) < +oo0. Atunci

0€df(T)cof(x).

Fie Q C X o multime nevida, f : X — R si £ > 0. Spunem ci f este
Lipschitz de modul £; pe 2 daca f este finita pe Q si, oricare ar fi 1,z € €,

[f (1) = f (w2)| < Ly [lay — 22| (1.12)

Spunem ca f este Lipschitz in jurul lui € dom f de modul £; > 0 daca exista
e > 0 astfel incat, oricare ar fi x1,22 € dom f N B (T,¢), relatia (1.12) este
adevarata.

Teorema 1.3.9 (exact sum rule) -
Fie X un spatiu Asplund gi fie f,g : X — R astfel incat f este Lipschitz in
jurul Iui T € dom f Ndom g, iar g este i.s.c. in jurul Iui T. Atunci

O(f+g) (@) COf(x)+ 09 ().

In aceastd lucrare vom avea nevoie de proprietati suplimentare pentru mul-
timi din spatii Banach astfel incat sa fie asigurata echivalenta dintre convergen-
ta slab-* gi convergenta in norm& a e—normalelor. Astfel de proprietati sunt
utile in vederea obtinerii conditiilor de optim pentru probleme de optimizare
cu restrictii. In acest sens avem urmétoarea definitie.
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Definitia 1.3.10

O multime Q C X se numegte secvential normal compacta (abreviat SNC)
In T € Q dacd pentru orice sir (e, zx, x}) € [0,00) X Q x X* care satisface
conditiile

*

() 10, (zx) >T 2feN., (Qan), si (z1)0, (1.13)

avem (x}) — 0 pentru k — co. Spunem cé Q are proprietatea (SNC) daca 2
este (SNC) in fiecare punct al ei.

Daca X este un spatiu Asplund, atunci putem alege, in definitia de mai sus,
er = 0, oricare ar fi k € N. In particular, dacd €2 := K este un con convex
inchis, proprietatea (SNC) a lui  in 0 se scrie sub forma

(@) c K, @) So] = (@) o
Orice con convex inchis cu interior nevid are proprietatea (SNC) in 0.

Folosind proprietatea (SNC) a fost posibila obtinerea urmatoarei reguli
exacte de calcul pentru conuri normale.

Propozitia 1.3.11
Fie X un spatiu Asplund. Presupunem ca 2y, 2o C X sunt inchise in jurul lui
T € Q1NQy i ca fie Uy, fie Qg este (SNC) inT. Daca N (Z,1)N—N (Z,Q2) =
{0}, atunci

N, 0 NQ) CN(Z,N)+ N (7T,00).

Mai jos sunt prezentate constructiile coderivatelor asociate unei multifunctii.

Definitia 1.3.12
Fie X siY spatii Banach. Consideram F : X =Y o multifunctie cu domeniul
nevid.

B!

(@) (y") == {2* € X" | (o", ~y") € N. (Gr P (2,)) }
oricare ar fi y* € Y*. Pentru ¢ = 0, multifunctia definitd mai sus

se numegte pre-coderivata sau coderivata Fréchet a lui F' in (Z,7) si o
notam cu D*F (Z,7).
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(i) Dat (z,7) € Gr F, coderivata Mordukhovich a lui F' in (T,7) este multi-
functia D*F (z,y) : Y* = X* definita prin
D*F (7,9) (y") :={2" € X" | (a7, —y") € N (Gr F, (,9))},
oricare ar fi y* € Y*.

Urmaétoarea teorema este o teoremd de tip Fermat, extrasa din lucrarea [14].
Reamintim ca multifunctia epigraf a lui F': X =3 Y este

F:X=2Y, ﬁ(m) =F(x)+ K,
unde K C Y este un con convex, inchis si punctat.

Teorema 1.3.13
Fie XY spatii Asplund, F : X =Y o multifunctie si (Z,7y) € Gr F' un punct
de minim Pareto local pentru F'.

(i) Presupunem cd multimea K este (SNC) in 0. Daca GrF este inchis in
jurul lui (Z,7), atunci exista y* € Kt \ {0} astfel incat

0€ D*F(z,7)(y").

(ii) Presupunem c& multimea K este (SNC) in 0. Dacd Gr F este inchis in
jurul lui (Z,7), atunci exista y* € Kt \ {0} astfel incat

0 € D*F(Z,7)(y").

Tehnicile de scalarizare sunt utilizate in teoria optimizarii pentru a obtine
conditii de optim pentru probleme de optimizare vectoriald prin transformarea
acestora in probleme de optimizare scalarda. Prezentam in continuare functia
lui Gerstewitz impreuna cu proprietatile de baza ale acesteia care ne vor per-
mite, in Capitolul 2, s& folosim procedeul de scalarizare cu acelagi nume (vezi
[18], [19. 10}, B2] si referintele acestora).

Fie Y un spatiu liniar normat si @ # K C Y un con convex, inchis, solid.
Fie e € intK fixat arbitrar. Definim functia lui Gerstewitz sx.:Y — R

sie(y) :=inf{t e R |y ete— K}. (1.14)

Teorema 1.3.14
Fie K C Y un con convex, inchis si solid. Atunci
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1.3 Conuri normale. Subdiferentiale si coderivate

(i) oricare ar fi e € int K, functia sk . este finita, convexd si continud;
(ii) oricare ar i\ € R sie € int K,

{yeY |ske(y) <A} =Xe—it K si {yeY|skely) =A}=Ae—bdK.
(1.15)

(iii) functia sk . este subliniard si K —monotoneﬂ'

(iv) oricare ar fi u € Y si e € int K, subdiferentiala Fenchel 8% s .(u) este
nevida si

BFSK@(U) ={v* € KT |v*(e) = 1,v*(u) = sk.e(u)}. (1.16)

Incheiem acest capitol introductiv cu enuntarea principiului extremal care
va juca un rol important in lucrarea de fata.

Definitia 1.3.15

Fie Q1,Q0,...,Qk, k > 2, submultimi nevide ale lui X si consideram T €
QN2 N...NQ. Spunem cd T este punct extremal local al sistemului de
mulpimi {Qq, Qa, ..., Q. } dacd existd sirurile (a;,) C X, 4 € 1, k, si o vecindtate

U a lui T astfel incat (a;,) — 0 pentru n — +o0o si
k

m(Qi—am)ﬂUzﬁ,
i=1

oricare ar fin € N suficient de mare. In acest caz, spunem cd {Q1,Qs,...,Q, T}
este sistem extremal in X.

Definitia 1.3.16
Fie k € N\ {0,1} si {Q1,Q0,...,Qk, T} un sistem extremal in X.

(i) Spunem c& {Q1,Qq, ..., Q, T} satisface principiul e—extremal dacd pentru
orice € > 0 existd x; € Q; N D (T,e) si xf € X* astfel incat

af € N. (,z;), i€T1k

xy+as+ .. +xp =0, |2y + 23]+ ..+ |zEl = 1. (1.17)

2Spunem ci o functie f : Y — R este K —monotond dac# oricare ar fi y1,y2 € Y cu
proprietatea y2 —y1 € K (ie., y1 <k y2) avem f(y1) < f(y2).
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1 Preliminarii

(ii) Spunem ca {Qq,Q9,...,Q, T} satisface principiul extremal aproximativ
dacd pentru orice € > 0 existd x; € Q; N D (T,¢) si

x;EN(Qi,xi)—f—éDx*, ’L.El,ik‘.
astfel incat relatia (1.17) sa fie adevarata.

(iii) Spunem ca {Q1,Qq,...,Q, T} satisface principiul extremal exact daca
exista normalele o
LL';KEN(Q“.Z‘z), 1€1,k.

astfel incat relatia (1.17) sa fie adeviratd.

Spunem c4 principiul e—extremal (extremal aproximativ sau extremal exact)
are loc in X, dacd orice sistem extremal {Q1,Q0,...,Q, T} satisface acest
principiu in X, unde multimile €); sunt inchise in jurul lui .

Teorema 1.3.17
Fie X un spatiu Banach. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) X este un spatiu Asplund.
(ii) Principiul extremal aproximativ are loc in X.

(iii) Principiul e—extremal are loc in X.
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Cuprins
12.1 Eficienta Pareto directionala] . . . . . . . . .. .. 23
12.2 Conditii de optim via geometrie variationalal. . . 26
12.2.1  Conditii de optim via conuri tangente|. . . . . . . 26
12.2.2  Conditii de optim via conuri normalel . . . . . . . 31

In acest capitol prezentam cateva notiuni de eficientd Pareto directionala
impreuna cu o serie de exemple gi cateva rezultate privind conditii de optim
atat In spatii primale, cat si in spatii duale. Obiectele matematice specifice
teoriei optimizarii utilizate in acest capitol sunt conurile tangente, derivata
Bouligand, derivata inferioara Dini, functia timp minimal, conuri normale,
iar metoda scalarizarii, incompatibilitatea dintre deschidere si eficienta Pa-
reto si principiul extremal reprezinta principalele tehnici care au fost utilizate
in demonstratiile rezultatelor. Rezultatele prezentate in acest capitol sunt
originale si sunt publicate in lucrarea [g].

2.1 Eficienta Pareto directionala

Fie X si Y spatii liniare normate peste R. Pe parcursul acestui capitol K
este un con inchis, convex, punctat si propriu. Datd multifunctia F': X =Y,
consideram urmatoarea problema de optimizare cu restrictii geometrice

ming F(z) subject to = € A, (P)
unde A C X este o multime nevida si inchisa.

Pentru o astfel de problemé, conceptul de solutie este descris in definitia de
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2 Minime directionale

mai jos.

Definitia 2.1.1
(i) Elementul (Z,y) € Gr FN(AXY) se numeste punct de minim Pareto local
pentru F' pe A, daca exista o vecinatate U a lul T astfel Incat

(F(UNA) -7)n (-K) = {0}. (2.1)

(ii) Presupunem cd int K este nevid. Elementul (Z,7) € GrF N (A X Y) se
numeste puncte de minim Pareto slab local pentru F' pe A, daca exista
o vecinatate U a lui T astfel incat

(F(UNA) —7)N (—int K) = o. (2.2)

Literatura de specialitate dedicata minimelor Pareto si a variatiunilor aces-
tora este ampla, iar pentru a sustine aceasta afirmatie recomandam cititorului
sa consulte lucrarile [T9] 22] 4] 20] [24] si referintele din acestea.

Fie L C Sx o multime nevida si inchisa (de directii). Studiul nostru incepe
prin inlocuirea multimii A cu intersectia dintre A gi multimea [T + cone L].
Mai departe sunt redate doua concepte de eficientd Pareto directionala care
fac obiectul principal de studiu al acestui capitol.

Definitia 2.1.2
Fie L C Sx o multime nevida si inchisa.

(i) Elementul (Z,5) € GrF N (A xY) se numeste punct de minim Pareto
directional local pentru F' pe A in raport cu L daca exista o vecinatate
U a lui T astfel incat

(FUNANZ+conel]) —y)N(—K) C K. (2.3)
(ii) Presupunem ca int K este nevid. Elementul (Z,7) € Gt FN (A XY) se

numeste punct de minim Pareto slab directional local pentru F pe A in
raport cu L daca exista o vecinatate U a Iui T astfel incat

(FUNANZ+conel]) —g)N(—int K) = . (2.4)

Comparand (2.3) cu (2.1) si (2.4) cu (2.2)), atunci conceptele de minim

Pareto directional corespund situatiei in care multimea restrictiilor are forma
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2.1 Eficientd Pareto directionala

AN [T + cone L] (care depinde de punctul Z). In particular, (2.3) se reduce la
(2.1) si (2.4) se reduce la (2.2)) pentru L := Sx.

Remarca 2.1.3
Daca U = X iIn definitia de mai sus, atunci se obtin versiunile globale ale
conceptelor de minim definite mai sus.

In continuare avem cateva exemple. Acolo unde spatiul de sosire este
R™,n € N*, atunci vom considera mereu K := R .

Exemplul 2.1.4

Fie f : R — R o functie strict crescatoare. Atunci, orice element T € R este
un minim directional pentru f pe R in raport cu L := {+1}, dar nu este un
minim local pentru f.

Exemplul 2.1.5

Consideram functia fi : R? — R definita prin fi(z,y) := 2% — y*. Elementul
(0,0) este un punct critic de tip sa, prin urmare (0,0) nu este un punct de
minim local. Cu toate acestea, acesta este un minim directional pentru f;
pe R? in raport cu L = {—1,1} x {0} deoarece pentru orice (x,y) € (0,0) +
cone L = R x {0}, avem fi(z,y) > f1(0,0). Analog, (0,0) este un punct de
maxim directional pentru fi pe R? in raport cu L = {0} x {—1,1}.

Exemplul 2.1.6
Fie0 < 6y <0y < 5 si L :={(cosf,sinf) | 0, <6 < 6,}. Definim f5 : R* - R
prin

(62 — arctan ¥) (arctan £ — 61), ifz#0and (x>0 ory > 0),
fs(z,y) =14 O, ifx =0,

-1, ifx <0ory<0.

Atunci, se aratd cu ugurinta ca punctul (0, 0) este un minim directional pentru
fs pe R? in raport cu L.

Exemplul 2.1.7
Fie f; : R — R? definita prin f; (z) := (2x,7) si K infagurdtoarea conica
a mulgimii conv {(1,0),(1,1)}. Se deduce ugor cd T := 0 este un minim

directional pentru f; pe R in raport cu L := {+1}, dar T nu este un punct
de minim Pareto local pentru f.
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2 Minime directionale

2.2 Conditii de optim via
geometrie variationala

Aceastd sectiune contine rezultate prin care se stabilesc conditii de optim
utilizand:

e conuri tangente (vezi[Sectiunea 1.2));
e conuri normale (vezi [Sectiunea 1.3)).

Punctul de start il constitue Teorema lui Fermat pentru functii cu valori
reale diferentiabile in unul din capetele intervalului pe care este definita. Mai
precis, daca f : [a,b] — R este o functie pentru care a este un punct de minim
local pentru f (i.e., un punct de minim directional in raport cu L := {+1}),
si f este diferentiabila in a, atunci

f'(a) =0,

si, similar, dacd b este un punct de minim local pentru f (i.e., un punct de
minim directional in raport cu L := {—1}), si f este diferentiabild in b, atunci
f(b) <0.

2.2.1 Conditii de optim via conuri tangente

Studiul din aceasta lucrare incepe, la fel ca in cazul clasic al problemelor
de optimizare scalara, cu definirea unei ”aproximari” a multimii punctelor
fezabile cu vectori tangenti. Apoi vom prezenta cateva conditii de optim
pentru minimele directionale, iar pentru a face posibil acest lucru se utilizeaza
derivata Bouligand directionala si derivata Dini.

Definitia 2.2.1
Fie A C X o multime nevida gi L C Sx o multime nevida si inchisd. Atunci
conul tangent Bouligand la A in T € A in raport cu L este multimea

TE(A,T) = {u € X | 3(un) 2w, 3(t,) ©F 0,¥n eN: T+ tyu, € A} .
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2.2 Conditii de optim via geometrie variationala

Definitia 2.2.2

Fie F : X = Y o aplicatie multivoca, (Z,5) € GrF ¢i L C Sx, M C Sy
multimi nevide gi inchise. Derivata Bouligand a lui F in (Z,y) In raport
cu mulgimile L i M este multifunctia Dé’MF(E, 7) : X = Y definitd prin

echivalenta v € Dg’MF(T, 7)(u) dacd gi numai daca exista sirurile (u,) oone,l

0, A A .
u, (vy) comedly, (tn) ©%) 0 astfel incat pentru orice n,

Y+ tho, € F(T + thuy).

In aceeagi maniera se adapteaza la cazul directional si alte derivate utilizate
in studiul problemelor vectoriale. Primul rezultat original al lucrarii de fata
este redat mai jos.

Propozitia 2.2.3
Utilizand notatiile introduse, dacd int K # @ gi (z,y) € Gr F' este un punct
de minim Pareto slab directional local pentru F' pe A in raport cu L, atunci

DpF(Z,9)(T(A, 7)) N (~int K) = &.
Mai mult, daca A = X, atunci

DES F(z,7)(X) N (-int K) = @.

Mai departe vom introduce in studiul de fata cateva proprietati de regulari-
tate directionala pentru multifunctii care constau in adaptarea proprietatilor
de regularitate clasice ce au fost prezentate in (vezi [13] 21]
pentru detalii). Definirea acestor proprietati nu ar fi fost posibild fard a face
apel la functia timp minimal a cérei definitie o amintim mai jos (vezi [12}, [29]
pentru detalii).

Consideram @ # Q C X o multime inchisa si @ # L C X. Functia timp
minimal asociata lui 2 si L este definita prin

T (2, Q) :=inf{t >0 | (x +tL)NQ # &}.
Prin conventie 7y, (z, @) = 400, oricare ar fi x i L. Dacd L = Sx, atunci
functia timp minimal coincide cu functia distanta asociata lui 2. Daca L =

{0}, atunci functia timp minimal coincide cu functia indicatoare asociata lui
Q. Cel mai util caz pentru demersul studiului nostru este acela cand L C Sy,
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2 Minime directionale

caz in care 7y, se numeste functia timp minimal directionala in raport cu L.

Fie F : X =Y o multifunctie, (Z,9) € Gr F,@ # L C Sx, st @ # M C Sy.
In [0, Section 3.8, 3H], autorii au subliniat ideea ca proprietatea de calm a
multifunctiei F~! este echivalent& cu proprietatea de subregularitate metrica
a multifunctiei F. In contextul directional, definitia celor doué proprietati de
regularitate ale lui F' suna astfel:

e I este calma directional in (Z,7) in raport cu L si M daca exista a > 0,
si vecinatatile U a lui T si V' a lui § astfel incat pentru orice x € U,

sup  Tm(y, F(Z)) < arr(T, z).
yeF (x)NV

In particular, pentru U = B(Z,e), spunem ca F este (g,a)—calmi
directional in (Z,%) in raport cu L gi M.

e I este metric subregulata directional in (Z,7) in raport cu L gi M daca
exista o > 0 gi vecinatatile U a lui 7 i V' a lui 7 astfel incat pentru orice
zeU,

(z, F7Y(@)) < arp (7, F(z) N V). (2.5)

In particular, pentru U = B(z,¢), spunem cd F este (g, a)—metric su-
bregulata directional in (Z,7) in raport cu L gi M.

Echivalenta de care am amintim mai sus este descrisa in rezultatul de mai
jos.

Propozitia 2.2.4

Multifunctia F' este metric subregulata directional in (T,y) in raport cu L gi
M daca si numai daca F~! este calma directional in (¥, T) in raport cu M si
L.

Proprietatea de calm directional a fost utilizata pentru a obtine o evaluare
pentru conul tangent Bouligand directional la o valoare a unei multifunctii
in functie de imaginea lui 0 prin derivata Bouligand directionald a aceleasi
multifunctii.

Propozitia 2.2.5
Fie F : X =Y o multifunctie, (Z,7) € Gr F, L C Sx si M C Sy submultimi
nevide si inchise. Atunci

T§(F (2),5) € D™ F(2,5)(0).
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2.2 Conditii de optim via geometrie variationala

Mai mult, dacid F este calmd directional in (T,y) in raport cu L si M, si
cone M este convexa, atunci are loc egalitatea.

Consideram acum situatia in care G : X == Z este o multifunctie, Q C
Z este un con punctat, convex si inchis, caz in care multimea restrictiilor
problemei (P) este

A={zeX|0eG(z)+Q}.

Aceasta situatie standard acopera cazul clasic al problemelor de optimizare
cu restrictii reprezentate prin egalitati si inegalitati.

In continuare enuntiim primele rezultate care oferii conditii necesare de tip
Fritz-John si de tip Karush-Kuhn-Tucker pentru problema (P) in doud situatii
speciale in care:

e presupunem ca F : X = Y §i G : X = Z sunt functii diferentiabile
Fréchet, notate prin f si g respectiv (situatie care acoperd probleme de
optimizare cu functii netede (Teorema 2.2.6 gi Teorema 2.2.7).

e pe langa f, g functii diferentiabile Fréchet, presupunem ca Y = R*, Z =
RP, unde k,p € N*, i Q = R x {0}" cum,n € N*,m+4n = p (Teorema
2.2.8).

Teorema 2.2.6
Presupunem ca int K # @ si T € A := g~ 1(0) este un punct de minim Pareto

directional slab local pentru f pe A in raport cu L. In plus, presupunem ca
multimea cone L este convexd si § este metric subregulata directional in (T, 0)
in raport cu L gi Sz. Atunci, daca cel putin una din conditiile de mai jos are
loc:

(i) int Q # @ sau int{(Vf(Z)(u), Vg(T)(u) | u € cone L} # &;
(ii) Y si Z sunt spatii finit dimensionale,
existd y* € KT, 2* € QT, (y*, 2*) # 0 astfel incat, oricare ar fi u € cone L,
(4" 0 V(@) + 2" 0 Vg(@)) (u) > 0.
Daca, in plus, exista u € cone L astfel incat

Vg(@)(u) €intQ #@ or Vg(T)(conelL) = Z,
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2 Minime directionale

atunci y* # 0.

Teorema 2.2.7

Presupunem ca X, Z sunt spatii Banach, K este solid i T € g~ 1(—Q) este un
minim Pareto directional slab local pentru f pe g~*(—Q) in raport cu L. Mai
mult, presupunem ca

V:XXxZ—>Z Yx,z)=g(x)—=2

este metric subregulata directional in (%, g(%),0) in raport cu (T 4+ cone L) x
—Q. Atunci, oricare ar fi u € cone L cu Vg(Z)(u) € Tp(—Q, 9(T)),

V(@) (uw)N(—int K) = @.

Urmatorul rezultat corespunde celei de-a doua situatii considerate mai sus in
care functiile f, g sunt diferentiabile Fréchet, Y este spatiu finit dimensional
si @ este un con dintr-un spatiu finit dimensional. Acest lucru inseamns
cd problema (P) devine o problem& de optimizare netedd cu numér finit de
restrictii de tip inegalitati si egalitati. Este convenabil sa notam cu p,;, unde s €
1, m, primele m componente ale functiei g si cu v;, unde j € 1, n, urmétoarele
n coordonate ale functiei g.

Mentionam ca urmatorul rezultat a fost obtinut aplicand tehnica scalarizarii
via functionala lui Gerstewitz in cazul special in care conul de ordine este solid.
In plus, reciproca acestuia a fost de asemenea demonstrata in cazul convex.

Teorema 2.2.8
Presupunem ci X este un spatiu Banach, e € int K si T € g~ 1(—Q) este
un punct de minim Pareto slab local pentru f pe g~ '(—Q) in raport cu L.
Presupunem ca:

(i) cone L este convexd;

(i) ¥ : X xZ — Z, (x,z) := g(x) — z este metric subregulata in (z, g(T),0)
in raport cu [T + cone L] x —@Q;

(iii) Vv (z) (X) = R"™, unde v := (v1,V2, ..., V) ;

(iv) exista W € int cone L astfel incat V, () (u) < 0 oricare ar fii € I(T) :=
{iel,m:p,(xT)=0}si Vv (T)(w) =0.

Atunci exista y* € K\{0}, \; > 0 pentrui € T,m si ; € R pentruj € I,n
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2.2 Conditii de optim via geometrie variationala

astfel Incat

0y oVF@) + > NVi(@) + Y B;Vv(@) + L~ (2.6)
i=1 j=1
si
Xt (T) =0, Viel,m. (2.7)

Propozitia 2.2.9

Presupunem ca X este un spatiu Banach, int K # &, cone L este convexd, f
este K—convexd, 1;,4 € 1,m, sunt convexe gi v;,j € 1,n, sunt afine. Daca
exista (A, B) € R x R™ si y* € K\ {0} astfel incat relatiile @) si au
loc, atunci T este un punct de minim Pareto slab directional global pentru f
pe g~ (—Q) in raport cu L.

2.2.2 Conditii de optim via conuri normale

Rezultatele de optim pentru minime directionale pe care le-am obtinut in
aceasta sectiune au facut uz de conurile normale Fréchet si Mordukhovich

(vezi [Section 1.3| pentru detalii).

Schema de lucru utilizata in studiul nostru, atat in capitolul curent cat si
in urmatoarele, este compusa din urmatori pasi:

e definim o notiune de deschidere directionald pentru o multifunctie F :
X =Y (vezi [13] pentru detalii)

e demonstram incompatibilitatea dintre proprietatea de deschidere direc-
tionald i minimul Pareto directional (vezi [14] pentru detalii).

Alternativ, pentru a deduce conditii necesare de optim vom utiliza o tehnica
ce are la baza principiul extremal.

Reamintim definitia deschiderii directionale §i apoi vom enunta rezultatul
de incompatibilitate anuntat mai sus. Consideram F': X =2Y, (z,7y) € Gr F,
L C Sx si M C Sy multimi nevide. Spunem ca F’ este deschisa directional in
(Z,7) in raport cu L i M daci, oricare ar fi € > 0, exista r > 0 astfel incat

B(y,r) N[y — cone M| C F(B(Z,e) N [T + cone L]).
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2 Minime directionale

Reamintim ca multifunctia epigraf asociata lui F': X 3 Y este definita prin
F:X=Y, F(z):=F (@) +K,
unde K C Y este un con punctat, inchis si convex.

Propozitia 2.2.10

Daca (T,7) € Gr F este un punct de minim Pareto directional local pentru F
in raport cu L, atunci, oricare ar i C C Sy cu CN(K \ —K) # &, multifunctia
F nu este deschisd directional in (Z,y) in raport cu L si C. In particular, F
nu este deschisd directional in (Z,%y) in raport cu L gi C.

Acum, folosind propozitia anterioara, obtinem urméatoarea conditie de op-
tim.

Teorema 2.2.11

Presupunem ca X si Y sunt spatii finit dimensionale, (Z,7y) € Gr F este un
punct de minim Pareto directional local pentru F' in raport cu L, cone L este
convexd, u € int K N Sy, si multifunctia F are graficul inchis si este Lipschitz
in jurul Iui (Z,7y). Atunci exista z* € X*si y* € KT astfel incat z*(¢) > 0,
oricare ar fi { € L, astfel incat y*(u) = 1 gi

z* € D*F(Z,7)(y").

Remarca 2.2.12
Daca L = Sx, i.e. (Z,y) este minim Pareto, conditia de optim de mai sus
nu este altceva decat regula lui Fermat generalizata (vezi [I4, Theorem 3.11]):
existd y* € KT\ {0} cu

0eD'F(z,79)(y")

Incheiem sectiunea cu un rezultat care ofera o conditie necesara de optim
pentru probleme de optimizare cu restrictii iar pentru acest lucru folosim o
tehnicd ce are la bazd principiul extremal (vezi Teorema [1.3.17)).

Teorema 2.2.13
Fie X,Y spatii Asplund. Fie A C X si L C Sx multimi nevide si Inchise si
F : X =Y o multifunctie cu (Z,5) € Gr FF'N (A x Y) astfel incat Gr F este

inchis in jurul lui (Z,7). Presupunem cd au loc urmatoarele proprietati:

(i) F este de tip Lipschitz in jurul lui (Z,7);

32



2.2 Conditii de optim via geometrie variationala
(ii) K\—K+# @ si K este (SNC) in 0;
(iii) multimile A si T + cone L sunt aliate in T.

Daca (z,7) este punct de minim Pareto directional local pentru F pe A in
raport cu L, atunci existd y* € K+\ {0} astfel incat

0€ D*F (z,9) (y*) + N (A, T) + N (cone L, 0) .
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Tehnicile de penalizare au inceput sa devina din ce in ce mai utilizate de
catre cercetatori in studiul problemelor de optimizare inca din anii 80. Acest
lucru i se datoreaza, intr-o mare masura, lui Francis Clarke care a descoperit
o tehnica, cu o aplicabilitate nesperat de prodigioasa, cu ajutorul careia a
obtinut conditii de optimalitate pentru probleme scalare cu restrictii.

Acest capitol este dedicat studiului unor probleme de optimizare cu multifunc-
tii folosind tehnici de penalizare. Minimele Pareto directionale aproximative,
introduse In a patra sectiune a capitolului curent, ofera o noua perspectiva
asupra eficientei Pareto directionale care capata forma odaté cu conditiile de
optim deduse utilizand, din nou, tehnici de penalizare. Rezultatele prezentate
in cele ce urmeaza sunt preluate din lucrarile 8, 6] 5].
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3 Penalizare exacta si conditii de optim pentru eficienta directionala

3.1 Teoreme de penalizare pentru
probleme de optimizare scalara

In sectiunea curenta sunt prezentate doua rezultate care ofera conditii necesare
de optim pentru probleme de optimizare cu restrictii in care functia obiectiv
are valori scalare, respectiv valori vectoriale. Inainte de a le enunta, reamintim
cadrul de lucru in care s-au obtinut rezultatele noastre.

Fie f : X — Y o functie si Y un spatiu normat ordonat de un con convex
propriu K C Y. Consideram problema

ming f (z) astfel incdt x € A,

unde A C X si L C Sx sunt multimi nevide si inchise. Conform cu [33],
spunem ca f este K —Lipschitz in jurul lui € X de modul £; > 0, daca exista
€ > 0 gi un element e € K N Sy astfel inct, oricare ar fi 1, z2 € B(T,¢),

fxe) — f(x1) + Ly ||ze —x1]|e € K.

Propozitia 3.1.1

Fixam Y := R. Fie T € A un minim directional local pentru f pe A in raport
cu L. Presupunem ca f este Lipschitz in jurul Iui T si cone L este convexa.
In plus, presupunem c& N (A, ) N (L1) = {0} si cd fie A, fie T + cone L este
(SNC) in T. Atunci avem

0edf (@ +NAT+ L.
Teorema 3.1.2

Fie T € A un minim directional local pentru f pe A in raport cu L C Sx.
Presupunem ca:

(i) f este K—Lipschitz in jurul lui T de modul ¢; si fie e un element din
K N Sy determinat de proprietatea Lipschitz a Iui f;

(i) K este (SNC) in 0;

(iii) cone L este convexa, N (A, Z)N (L") = {0} si fie multimea A, fie multimea
cone L este (SNC) in 0.

Atunci, oricare ar fi £ > Uy, existd y* € K+ \ {0} si 2* € D* f()(y*) astfel
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3.2 Rezultate de penalizare pentru POV

incat

-2 e N(A,T)+ L™ si |z¥|| < Lly*(e).

3.2 Rezultate de penalizare pentru
POV

3.2.1 O alta perspectiva asupra minimelor
directionale

Ideea de baza pe care o exploatam in continuare provine, pe de o parte, din
egalitatea multimilor K si cone Sk, unde Sk := Sy N K, si, pe de alta parte,
din faptul ca pentru a obtine conditii de optim, uneori, este suficient sa consi-
derdm doar directii din multimea Sy (vezi [8, Propozitia 3.16]). Considerdm
urmatoarea definitie.

Definitia 3.2.1

Fie L C Sx si M C Sy multimea nevide gi inchise. Fie (Z,7) € Gr FN(AxY).
Elementul (T,y) se numegte punct de (L, M')—minim Pareto directional local
pentru F pe A daca exista o vecinatate U a lui T astfel incat

(F(UNAN[Z + cone L]) —y) N —cone M C cone M.

Notdm multimea punctelor de (L, M)—minim Pareto directional local pentru
F pe A cu Min(F, A; L, M).

O alta idee care a dus la considerarea definitiei de mai sus este de a per-
mite o mai mare flexibilitate relatiei de ordine cu ajutorul careia se definegte
notiunea de eficientd. Aceasta isi are sursa de inspiratie in conceptul de regu-
laritate directionald introdus si studiat in lucrarea [I3]. De fapt, notiunea de
(L, M)—minim oferd posibilitatea de a lucra cu o multime de directii (i nu
cu un con K) cu ajutorul cireia construim conul de ordine necesar definirii
notiunii de eficientd. Notam ca un (L, M) —minim Pareto directional coincide
cu un minim Pareto directional (definit in Capitolul 2) atunci cand multimea
cone M este convexa.
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3 Penalizare exacta si conditii de optim pentru eficienta directionala

Exemplul 3.2.2
Fie a > 0 si multifunctia F : R = R? definita prin

Fz) = { ]gg} x [-Va? — 2%, Va® —a?] |, z€[—a,d

, z€[-a,al

Consideram A = [—a,a] si M = Sgz NR2.. Se deduce cu usurintd ca
Min(F, A; {~1, +1}, M) = {(x,y) €R? |z €[—a,0],y = —Va? fo} :
Min(F, A;{+1}, M) = {(aj,y) ceR?|x € [~a,a],y = —Va? —x2}
si
Min(F, A; {1}, M) = { (z,y) € R? | 2 € [~0,0],y = —/a? =22} .

O relatie de forma
(F(D(z,e) N [T + cone L)) —F) N — cone M = {0},
pentru un € > 0, se poate scrie in mod echivalent sub forma
F(D(z,e) N [T + cone L]) N (g — cone M) = {7}.
Acum, observam ca
D(Z,e)N[T+conel] =T+ (eDxNconel) =T+¢[0,1] L

si aceastd scriere sugereaza sa studiem multimea Dy, := [0,1] L. Pentru ¢ €
(0,1), definim e—largirea lui L ca fiind

L.={x € Sx |d(z,L) <e}.
Rezultatul de mai jos cumuleaza o serie de proprietati imediate ale multimii

Dy si a e—largirii lui L.

Propozitia 3.2.3
Fie @ # L C Sx sie > 0. Atunci:

(i) L este inchisd dacd si numai dacd Dy, este inchisd gi dacd si numai daca
cone L este inchisa;
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3.2 Rezultate de penalizare pentru POV

(ii) L este compacta dacd gi numai dacd Dy, este compactd;
(iii) daca L este slab compactd, atunci D, este slab compactd;
(iv) L. este inchisd;

(v) cone L\{0} C int cone L.;

(vi) avem

(VLs=cL, ()Di;=Dar,
6>0 6>0

si daca L este inchisa, atunci

ﬂ cone Ls = cone L.
6>0

(vii) Dy, este convexd dacd gi numai dacd cone L este convexa.

Acum, In lumina flexibilitatii oferite de cadrul nostru in care studiem di-
verse grade de eficienta Pareto, discutam despre posibilitatea definirii unor
concepte de eficientd aproximativa si proprie (vezi [34] pentru o discutie din
cazul standard). Pentru a mentine prezentarea cit mai concisd, vom da o
definitie a unui concept de minim directional pentru problema fara restrictii
care cuprinde ambele versiuni de minim. Mai precis, definim un concept
de minim

e propriu in spatiul X in sensul lui Henig (vezi [19, p. 110]) datorita
utilizarii unei largiri a conului cone M (vezi Propozitia [3.2.3);

e aproximativ in spatiul Y datorita unei perturbari intr-o directia arbi-
trara din spatiul Y.

Definitia 3.2.4

Fie L C Sx si M C Sy multimi nevide inchise. Spunem ca (z,y) € GrF
este un (L, M)—minim Pareto propriu in X gi aproximativ in Y directional
local pentru F' daca exista o vecinatate U a lui T, un element v € M gi doua
constante €,0 > 0 astfel incat

(F(UN[Z+ coneL.])—7) N (—cone M — dv) = @.
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3 Penalizare exacta si conditii de optim pentru eficienta directionala

Tlustram conceptul definit mai sus printr-un rezultat care ofera o conditie
suficientd care asigura faptul c& un minim aproximativ poate fi privit ca un
minim aproximativ propriu.

Propozitia 3.2.5
Fie L C Sx si M C Sy multimi inchise gi (Z,y) € Gr F. Presupunem cd exista
un element v € M si constantele 6 > 0, p > 0 astfel incat

(F(D(z,p) N [T + cone L]) —g) N (—cone M — dv) = .

Daca F' este superior semicontinua gi are valori nevide, si L este compacta,
atunci exista € > 0 astfel Incat

(F(D(Z,p) N [T+ cone L.]) —7) N (—cone M — dv) = &.

3.2.2 Rezultate de penalizare exacta

In continuare vom prezenta conditii necesare de optim pentru problema
ming F'(z) astfel incdt x € A, (P)

unde A C X este o multime nevida si inchisa. Toate rezultate au fost obtinute
prin intermediul tehnicii de penalizare de tip Clarke adaptata pentru probleme
cu multifunctii. Meritd mentionat ca aceste rezultate pot fi adaptate atat pen-
tru minime aproximative, cat gi pentru minime proprii. In aceast’ sectiune ne
concentram atentia doar asupra (L, M )—minimelor Pareto directionale locale.

Teorema 3.2.6
Fie L C Sx si M C Sy multimi nevide gi inchise astfel incat M N —M = & si

cone M este convexd. Fie (Z,7) € Gr FN(AXxY) un punct de (L, M')—minim
Pareto local pentru problema (P). Presupunem ca:

(i) AN [T+ cone L] este local inchisa in T;

(ii) existd £ > 0, e € M si U o vecindtate a lui T astfel incat, oricare ar fi
(',2") € (UN[T + cone L]) x (UN ANIT 4+ cone L)),
F')+ /|2 —2"||e C F(2") + cone M. (3.1)

Atunci, oricare ar fi £’ > {, (T,y) este punct de (L, M) —minim Pareto
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3.2 Rezultate de penalizare pentru POV

directional local pentru problema fara restrictii

ming F(x)+ ¢'d(x, AN [T + cone L)) e.

Pentru urmaétorul rezultat de penalizare, consideram problema (P) unde
multimea restrictiilor este de forma G~!(—Q), unde G : X = Z este o
multifunctie §i Q C Z este un con inchis convex propriu. Notam problema
(P) cu acest tip de restrictii cu (Pg).

Teorema 3.2.7
Fie L C Sx o multime nevidd inchisd astfel incat cone L este convexa, M C Sy
o multime nevida Inchisa astfel incat MN—M = & gi cone M este convexa. Fie

(7,5) € Gr FN (G71(0) x Y) un punct de (L, M)—minim Pareto directional
local pentru problema (Pg). Presupunem ca:

(i) exista ¢ > 0,e € M si U o vecinatate a lui T astfel incat, oricare ar fi
(z/,2") € UN [T+ coneL]) x (UNGH—Q)N [T+ coneL]),

F(z')+¢|2" — 2" e C F(2")+ cone M.

(ii) G~ este calmé directional in (0,Z) in raport cu Sq si L de constanta
a>0.

Atunci, oricare ar fia’ > «, punctul ((%,0), ) este un punct de ((L, Sq) , M)
-minim Pareto directional local pentru multifunctia

(z,2) = F(z) + Lo 2] e

pe multimea GrG.

Combinand Teorema si Teorema obtinem un rezultat autentic
de penalizare pentru problema (Pg).

Corolarul 3.2.8

Fie L C Sx o multime nevida inchisd astfel incit cone L este convexa, M C Sy
o multime nevida inchisa astfel incat MN—M = & gi cone M este convexa. Fie
(Z,7) € Gr F N (G~1(0) x Y) un punct de (L, M)—minim Pareto directional
local pentru problema (Pg). Presupunem ca:
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3 Penalizare exacta si conditii de optim pentru eficienta directionala

(i) exista £ > 0,e € M si U o vecinatate a lui T astfel incit, oricare ar fi
(¢/,2") e (UN [T +conel]) x (UNGH(-QUQ)N [T+ cone L]),

F(2')+£]2" —2"||e C F(2")+ cone M.

(ii)) G~ este calmd directional in (0,7) in raport cu Sq si L de constantd
a > 0.

(iii) GrG N ([T + cone L] x Q) este local inchisi in (T, 0).

Atunci, oricare ar fi o/ > « gi A\ > max{{,{a'}, punctul ((Z,0),7) este un
((L,Sq), M)—minim Pareto directional local (fara restrictii) pentru multi-
functia

X X Z 3 (x,2) = F(zx) + £a'||z]| e + Md((z, 2), Gr G N [(z + cone L) x Q).

3.3 Conditii de optim pentru

4

-

eficienta Pareto directionala cu

4

restrictii

4

Rezultatul principal al acestei sectiuni este Teorema 3.3.2 care reprezinta
o conditie necesara de optim pentru problema (Pg). Acest rezultat a fost
obtinut prin exploatarea incompatibilitatii dintre proprietatea de deschidere
a multifunctiilor si minimele Pareto directionale si, in plus fata de Capito-
lul 2, utilizind conul normal Fréchet. Definim F : X = Y prin F(z) :=
F(z) + cone M si consideram multifunctia (F‘, G) X =Y x Z,

(]ié’) (z) == F(x) x G(z).

Avem urmatorul rezultat.
Propozitia 3.3.1
Fie L C Sx o multime nevida inchisd, M C Sy o multime nevida inchisa astfel

incdt MN—M = & si cone M este convexd. Fie (T,7) € Gr FN(G™1(—Q)xY)
si ¢ € QN —G(T). Daca (Z,y) este un (L, M)—minim Pareto directional local
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3.3 Conditii de optim pentru eficienta Pareto directionala cu restrictii

pentru problema (Pg) , atunci existd o vecinatate U a lui T astfel incét

[(F,G) (UN [T+ coneL]) — (7, —q)] N (—cone M x —Q) C {0} x —Q.

Prin urmare, oricare ar fi vecinatatile V- a lui y si W a lui —q, si oricare ar
fi (v,q) € M x (Q\{0}), incluziunea

(V x W)N[(7,—q) — cone{v,q}] C (F,G) (UN [T + cone L))

nu poate avea loc.

Utilizand contrara reciprocei unui rezultat de deschidere directionala pentru
o multifunctie de tip epigraf preluat din [I6, Theorem 3.7] si incompatibili-
tatea dintre deschiderea directionala si eficienta directionala, avem urmatorul
rezultat de tip Fritz John pentru (L, M)—minime Pareto directionale locale
ale problemei (Pg).

Teorema 3.3.2

Fie X,Y, Z spatii finit dimensionale, L C Sx, M C Sy multimi nevide inchise
astfel incat cone L, cone M sunt convexe gsi M N—M = &. Fie (Z,75) € Gr F'N
(G71(—Q) xY) sig € QN—G(T). Presupunem ca int cone M # @ siint Q # &
si fixdm (v, q) € int cone M X int Q). Presupunem cd

(i) Gr F gi Gr G sunt local inchise in (z,Y) si (T, —q), respectiv;
(i) F si G sunt Lipschitz in jurul lui (Z,3) si (T,—q), respectiv.

Daca (Z,y) este un punct de (L, M)—minim Pareto directional local pentru
problema (Pg) , atunci existi x* € LT, y* € (cone M)" , z* € Q* astfel incat
(y*,2%)(v,q) = 1 5i

x" € D'F (7,9) (y") + DG (T, -q) (7).

Remarca 3.3.3
In cazul particular cand L = Sx, concluzia teoremei de mai sus se reduce la

0€ D*F (z,9) (y") + D*G (T, —q) (z7),
pentru y* € (cone M)Jr si z* € Q7 cu proprietatea (y*,z*)(v,q) = 1. In acest

caz particular, conditia de tip Fritz John se obtine fara a presupune ca ambele
multifunctii F' si G au proprietatea Lipschitz.
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3 Penalizare exacta si conditii de optim pentru eficienta directionala

3.4 Minime aproximative si
penalizare exacta

In continuare, considerand notatiile folosite in considerarea problemei (P),
prezentam cateva concepte de eficienta directionala aproximativa. Fie Q@ C Y
un con propriu, punctat, convex si solid §i L C Sx o multime nevida inchisa.
Reamintim ca Sg = Sy N Q.

Definitia 3.4.1
Fie e € (0,00],6 € (0,00),¢c € Q\{0}, @ # A C X, A inchisd si (T,7) €
GrFN(AxY).

(i) (Z,79) se numeste (g,0,c) —minim Pareto directional aproximativ pentru
F pe A in raport cu L, si notam (Z,7) € (e,d,c) — DirMin (F, A, L, Q),
daca

(F(B(Z,e)NANI[T 4+ conel]) +dc—7)N—Q = 2.

(i) (Z,7) se numeste (¢,0) —minim Pareto directional aproximativ pentru F
pe A in raport cu L, i notdm (Z,y) € (e,6) — DirMin (F, A, L, Q), daca
(F(B(z,e) NAN [T+ conel]) +6Sq —7) N —Q = 2.
Presupunem, in plus, int Q # &.

(iii) (Z,y) se numegte (g,9,c) —minim Pareto directional slab aproximativ
pentru F' pe A in raport cu L, gi notam (%, %) € (g,0,¢)—WDirMin (F, A, L, Q),
daca

(F (B (T,e) N AN [T + conel]) + dc — §) N —intQ = .
(iv) (Z,7) se numegte (g, ) —minim Pareto directional slab aproximativ pen-

tru F pe A in raport cu L, si notam (Z,5) € (¢,6)—WDirMin (F, A, L, Q),
daca

(F (B(T,e) NAN [T + conel]) + 6Sg —7) N —intQ = &.

Exemplul 3.4.2
Tlustram printr-un exemplu definitia de mai sus. Fie o > 0. Consideram
X=A=R, Y =R? Q=R3, L={+1}, definim multifunctia F : X =Y
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3.4 Minime aproximative gi penalizare exacta

prin
{z} x {0}, dacd x € [—a,0]
F(z):=¢ {z} x [—\/1—@—1)2,\/1—(;10—1)1 , dacd x € (0,2]
R2 dacid 1w € [~a,2]°

)

Fiee > 0,6 >0, sic € Sz . Daca ¢ € Sg> \{(1,0)}, atunci (%, (%, 0)), oricare
ar fiT € [—a,0], este un (g, 0, c) —minim directional aproximativ pentru F' pe
A in raport cu L. Toate aceste puncte sunt de asemenea si (g, 0, ¢) —minime
slabe directionale aproximative.

Consideram acum ¢ = (1,0) si (Z,7) € GrF cuZ € [—a,0] si § = (7,0).

Se disting doua cazuri:

e daca § > «, atunci —a+ 9 > 0 gi
(F(B(,e)NANI[T+ conel]) +dc—7)N—Q = 2. (3.2)

Deci (%, (7,0)) este un (e,d,c) —minim directional aproximativ pentru
F pe A in raport cu L.

e dacd § < «, atunci —a+ 9 < 0 i
(F(B(Z,e)NANI[ZT+ conel]) +dc—7)N—intQ = .

In plus, relatia nu are loc pentru T € (—a + 6,0). Deci, (Z, (%,0))
nu este un (g,0,c) —minim directional aproximativ pentru F pe A in
raport cu L, dar este un (g,0,c¢) —minim directional slab aproximativ
pentru F' pe A In raport cu L.

Inspirati fiind de o tehnica de penalizare aplicata pentru probleme de opti-
mizare vectoriald din lucrarea [33], am obtinut un prim rezultat de penalizare
pentru minime aproximative. Notam ca rezultatele urmatoare sunt similare

cu cele din Sectiunea 3 (e.g., [Teorema 3.2.10]), insd este important de urmarit

constantele care apar 1n definitia eficientei directionale aproximative.

Teorema 3.4.3
Fie e € (0,00],0 € (0,00),£ > 0,c € Sg si (T,7) € GrtFF'N (A xY). Presupu-
nem c& (Z,y) este un (g,0) —minim Pareto directional aproximativ pentru F'
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3 Penalizare exacta si conditii de optim pentru eficienta directionala

pe multimea inchisa A in raport cu L si ca
F@") +L|2" —2'|cC F(2)) +Q, (3.3)
pentru orice ',z € B (T,e) N [T + conel].
Atunci, oricare ar fi £ > ¢,
(z,9) € ((e ) e, 6) — DirMin (Fy, X, L, Q) ,

unde Fy : X = X, Fy (z) := F (z) + £/d (x, AN [T + conell]) c.

In cele ce urmeazi prezentam un rezultat de penalizare pentru o pro-
blema de optimizare cu restrictii reprezentate cu ajutorul multifunctiilor. Deci
multimea punctelor fezabile A este, la fel ca in Sectiunea 3, de forma G~1(0).

Teorema 3.4.4

Fie e € (0,00],0 € (0,00),¢ > 0,m > 0,m' > m sic € Sg. FieL C Sx
o multime nevida inchisd astfel incat coneL este convexa si (Z,7) € GrF N
(G=Y(0) x Y). Presupunem c

(i) (Z,7y) este un (g,8) —minim Pareto directional aproximativ pentru pro-
blema (Pg);

(ii) oricare ar fi ',z € B (T,e) N [T + conel],
F@")+L||2" —2'[[ec F(2')+ Q.

(iii) G este (2*15,m) —metric subregulata directional in (Z,0) in raport cu
SQ §j L.

Notam X := max {{,¢m'}. Atunci, oricare ar fi X' > ), exista u > 0 astfel
Incat
((7,0),7) € (1, 6) — DirMin (Ho, X, L x Sq, Q)
unde Hy : X X Z 3 Y este definita prin

Hy (z,2) = F (z) + tm/ ||z]| e+ Nd (2, 2) ,GrG N ([T + coneL] x Q)) c.
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3.5 Conditii de optim pentru minime aproximative

3.5 Conditii de optim pentru
minime aproximative

Primul rezultat din aceasta sectiune stabilegte incompatibilitatea dintre pro-
prietatea de deschidere cu rata liniara (impreund cu regularitatea metrica sau
proprietatea Aubin) si notiunea de minim. Acest rezultat rezida, in esenta, din
faptul ca proprietatiile de regularitate (directionald) ale multifunctiei obiectiv
nu fac distinctie Intre notiunea de minim si cea de maxim.

Propozitia 3.5.1
Fiee € (0,00],0 € (0,00) si ¢ € Sq. Daca (z,y) € GrF este un (¢,0,c) —mi-
nim Pareto directional aproximativ pentru problema

ming F () z€ X,
atunci nu putem gisi un 8’ > & astfel incat

B (9,8'") N[y — cone{c}] C F(B(z,e) N [T+ coneL]).

In aceastd sectiune, am obtinut conditii necesare de optim bazandu-ne pe
rezultatul de incompatibilitate din Propozitia 3.5.1 si un rezultat de deschi-
dere pentru o multifunctie de tip epigraf preluat din [I6, Theorem 3.7]. Mai
exact, pe de o parte, am demonstrat ca nu este posibil pentru multifunctia
obiectiv sa fie deschisa directional intr-un punct de minim directional apro-
ximativ. Pe de alta parte, dupa alegerea potrivitd a unor constante si uti-
lizarea unor conditii exprimate cu ajutorul mutiplicatorilor, vom demonstra
cd multifunctia F poate fi deschisa directional in orice punct (Z,7) € Gr F.
Luand contrara reciprocei in calcul, vom obtinem o conditie necesara de op-
tim, reprezentata cu ajutorul multiplicatorilor, pentru solutii aproximative ale
problemei de optimizare fara restrictii de forma

ming F' (x) subject to x € X.

Inainte de toate, prezentam un rezultat auxiliar util in stabilirea conditiilor
necesare care revine, in esenta, la alegerea potrivita a unor constante.
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3 Penalizare exacta si conditii de optim pentru eficienta directionala

Lema 3.5.2
Consideram v, ¢ : [0,00) — [0, 1),

V(@)= (1+a) P = (1+2)7", pla) =y (@) (VItr-1).
Fiee € (0,00] si 6 € (0, 00).

1. Presupunem ca € € (0, 4_1). Atunci sistemul de inecuatii
{ p(x) >0 (3.4)

are (cel putin) o solutie, dacd
Vo—b6<e si d<e.

Reciproc, daca exista o solutie a sistemului in (0, 3), atunci V-8 <
€.

2. Presupunem cd € > 4. Atunci sistemul de inecuatii are o solutie daca
si numai dacd ¢ € (0,1).

In ambele cazuri, existd p > 0 astfel incat orice x € (71 (0), 07 (8) + )
este o solutie a sistemului (3.4).

Teorema 3.5.3

Fie X,Y spatii finit dimensionale, @ # L C Sx,u € intQNSg, siF: X =Y
o multifunctie cu (z,7) € GrF. Fiee € (0,00] si § € (0,00) astfel incat
sistemul admite o solutie. Fie d > 0 o solutie. Presupunem ca

(i) GtFN[D(z,d) x D (y,d)] este inchisa;
(ii) oricare ar fi y* € Q* cu (y*,u) = 1, si oricare ar fi (z,y) € GrF N
[B (Z,d) x B(y,d)], z* € 2dBy~,z* € D*F (x,y) (y* + z*), exista w €
L astfel incat
— (" w) = dly" + 27

Atunci

B (7,6) N [g — cone {u}] C F (B (F,e) N [T + conel]).

Rezultatul principal al acestei sectiuni este redat mai jos.
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3.5 Conditii de optim pentru minime aproximative

Teorema 3.5.4

Fie X,Y spatii finit dimensionale, @ # L C Sx,@ # @Q C Y un con propriu,
convex gi Inchis, u € intQNSg, si F': X =Y o multifunctie cu graficul inchis.
Fie ¢ functia introdusd in Lema 3.5.2. Fie e € (0,00] si 6 € (0,00) astfel ncat
una din conditiile de mai jos sa fie satisfacuta:

(i) e>471si6€(0,1);
(i) 6 <esiVo—0d<e.

Presupunem ca (z,7) € GrF este un (e,d,u) —minim Pareto directional
aproximativ pentru problema

ming F () z€X.

Mai mult, presupunem cd F are proprietatea Aubin pe B (T, 2§) x B (7, 20).
Atunci existd y* € Q1 cu (y*,u) =1, si

(z,y) € GrF N [D (7,071 (9) x D (7.¢7" ()],
2* € 2071 (8) Dy~,x* € D*F (z,y) (y* + z*) astfel incat, oricare ar fi w € L,

avem
—(z*,w) <71 () lly* + 27|
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In acest capitol prezentam cateva concepte de minime Pareto directionale
pentru multimi care pot fi privite drept cazuri particulare de minime Pareto
directionale pentru probleme de optimizare cu multifunctii. Rezultatele prin-
cipale din acest capitol sunt dedicate stabilitatii minimalitatii i criticalitatii
pentru probleme de optimizare vectoriale (abreviat POV). Toate rezultatele
din acest capitol sunt preluate din articolul [7].

4.1 Minime Pareto directionale
pentru multimi

Asa cum este notat in Definitia 2.1.2 si comentariile subsidiare, notiunea de
minim Pareto directional este motivata de studiul minimelor multifunctiilor.
Cu toate acestea, este posibil sd se defineasca o notiune omoloaga asociata
multimilor. In aceasti prima sectiune dam o definitie pentru notiunea de
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4 Stabilitatea punctelor de minim si a punctelor critice in cadrul directional

minim pentru multimi si oferim o serie de exemple si conditii necesare pentru
astfel de minime.

Pe langd conul punctat, propriu convex si solid K C (X, - ||), consi-
deram de asemenea o multime nevida inchisa L C Sx. Consideram conceptele
urmatoare.

Definitia 4.1.1
Fie A C X o multime nevida, ¢ € K \ {0}, € € (0,00), $i T € A. Spunem ca:

(i) T este un punct de minim Pareto directional pentru A in raport cu L dacd

(A—Z)NconeLN—-K = {0}; (4.1)

(ii) T este un punct de minim Pareto slab directional pentru A in raport cu
L daca
(A—Z)Ncone L N —int K = & (4.2)

(iii) T este un punct de (e, c) —minim Pareto directional pentru A in raport
cu L daca
(A—ZT+ec)NconeL N —K = &,

(iv) T este un punct de (g,¢) —minim Pareto slab directional pentru A in
raport cu L daca

(A—T+ec)NconeLN—int K = @.

Remarca 4.1.2

Se observa ca minimele directionale din definitia de mai sus sunt, de fapt,
minime Pareto in raport cu conul de ordine —K M cone L. Cu toate acestea,
existd cateva motive naturale care motiveaza aceasta definitie. De exemplu, o
idee din spatele acestor concepte este ca intr-o anumita problema data ordinea
este fixata de conul K gi, daca un punct generic T nu este punct de minim in
raport cu K, atunci cautam o multime de directii care pot fi selectate astfel
incat T s fie minim partial (sau minim in raport cu conul —K N cone L, unde
L este multimea pe care o cdutim).

Remarca 4.1.3
Conceptele din definitia de mai sus sunt, de fapt, minime Pareto directionale
pentru multifunctia F : X = X, F (x) := {x} pe A in raport cu L. Astfel ca
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4.1 Minime Pareto directionale pentru multimi

o parte din rezultatele din aceasta sectiune pot fi deduse din cele prezentate
in Capitolul 2 si Capitolul 3, dar exista si anumite particularitati specifice.

Notam multimea punctelor de minim Pareto directional pentru A in raport
cu L cu DirMin (A4, L, K) . Similar, pentru celelalte trei concepte din Definitia
4.1.1, adoptam notatiile WDirMin (A, L, K) , (g, ¢)—DirMin (A, L, K) si (e, ¢)—
WDirMin (A, L, K) , respectiv.

Acum dam un exemplu care ilustreaza notiunea de minim din Definitia
4.1.1.

Exemplul 4.1.4

Fie v curba inchisa a carei reprezentare parametrica este

x(t) =2+ 2cost (1 —sint)
{ y(t) =sint (1 — cost) , t€(0,27].
Notam cu 7 regiunea pland marginita de imaginea curbei . Consideram
semiplanul H = {(z,y) e RxR|y > —a}. Fie K = R2, 7 := (0,0) si
multimea de directii L := {(cost,sint) | t € (7,1.257)}. Acum consideram
A:=HU®N-H) C X := R% Observim cia (A—7) NconeL N —K =
{(0,0)} € K si (A—7T)N —K au puncte care nu se afla in K\ {(0,0)}. Prin
urmare T este un minim Pareto directional pentru A in raport cu L, dar care nu
este un minim Pareto pentru A. Similar, avem (A —T)Ncone LN—int K = &
si (A—T)N—int K # &, deci existd puncte de minim Pareto slab directional
care nu sunt puncte de minim Pareto slab.

Utilizand notatiile din Definitia [.1.1] prezentdm cateva conditii de optim
pentru minime pentru multimi.

Teorema 4.1.5
Presupunem ca cone L N —int K # @.

(i) Daci @ € A este un minim Pareto slab directional pentru A in raport cu
L, atunci
TLEAZ)N—int K = @.

(i) Daca pentru T € A avem

TE((A+ K),7)N—int K = 2,

53



4 Stabilitatea punctelor de minim si a punctelor critice in cadrul directional

atunci T este un minim Pareto slab directional pentru A in raport cu L.

Teorema 4.1.6
Presupunem ca avem cone L N —K # {0} . Dacd pentru T € A avem

TE(l(A+ K),Z))N—-K C K,

atunci T este un minim Pareto directional pentru A in raport cu L.

4.2 Convergenta minimelor pentru
multimi

Fie A, (Ay),,cn submultimi nevide ale Iui X In continuare vom folosi notatiile:

Liminf A, = {x € X | I (zpn),2n € Ap,Vn e N: 2, > 2z}

n—-+oo
si
Limsup A, = {x € X | I (nk),3 (xn,) s Tn, € Ap,,Vk eN: 2z, — x}
n——+oo
Definitia 4.2.1

Spunem cd A este limita girului (A,,) in sensul Painlevé-Kuratowski, notand

P—K o C L
A, "— A, daca au loc urmatoarele conditii:

A C Liminf A,, ¢i Limsup A4, C A.

n——+oo n——+o0o

2 o . e . ~ . . P—K_ N

In plus, dacéd are loc numai conditia din stanga, atunci scriem A, — A, in
. o . .. . . . P-K4

timp ce daca are loc numai conditia din dreapta, atunci scriem A, — " A.

De acum inainte presupunem ca A4, (A,), cy sunt multimi nevide si inchise,
atata vreme cat nu se fac presupuneri suplimentare. Prezentam acum doua
rezultate de convergenta ale unor giruri de multimi care vor fi utilizate in
rezultatele principale ale acestui capitol.
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4.2 Convergenta minimelor pentru multimi

Lema 4.2.2
Presupunem ca X este un spatiu vectorial normat. Fie @ # L o submulfime
inchisa a Iui Sx si (Ly), oy un sir de multimi nevide si inchise ale Iui Sx.

. o P-K_ . K_
(i) Dacd L,  —~ L, atunci cone L, = —~ cone L.

.. .. P-K . P-K
(ii) Daci L,  — " L, atunci cone L,,  — ' cone L.

Propozitia 4.2.3

Fie (Ap),,cy un sir de submultimi nevide si inchise din X, A C X o multime
nevida gi inchisd, si (Ly), ¢y un sir de submulgimi nevide si inchise din X.
Consideram (), oy un sir astfel incat x,, € A, oricare ar fin € N si x, —
T e A

Daca A, P_—}f+ Asi L, P_—I>(Jr L, pentru A C X si L C Sx, Atunci

Ay N [z + cone Ly, P An [T + cone L].

In Sectiunea 3.2 a fost definitii o notiune de lirgire care utilizati judicios
conduce la rezultate de convergenta pentru minime Pareto pentru multimi.
Tata cateva astfel de exemple redate in continuare.

Propozitia 4.2.4

Fie (Ap), ey un sir de submultimi nevide si inchise ale Iui X, A C X o multime

nevida si inchisa, L o submultime nevida si inchisd a Iui Sx, ¢ > 0 gi ¢ €

K\ {0}. Presupunem cd int K # @ gi A, P AL Atunci, oricare ar fi, i > 0
Limsup (g, ¢) — WDirMin (A, L,, K) C (e,¢) — WDirMin (4, L, K) .

n—-+oo

Propozitia 4.2.5

Presupunem ca int K # @. Fie A o submultime nevida si inchisa a Iui X,
ce K\ {0}, p>0si L omultime nevida i inchisa a lui Sx.

(i) Fiee >0 i (6n),cy C (0,€) un sir convergent catre €. Daca (A,) este un

gir de submultimi inchise ale lui X astfel incat A, oK A, atunci

Limsup (0., ¢) — WDirMin (A,, L, K) C (e,¢) — WDirMin (A4, L, K) .

n—-+oo
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4 Stabilitatea punctelor de minim si a punctelor critice in cadrul directional

(ii) Considerdm (e,,) C (0,+00),&, — 0. Atunci

Limsup (e, ¢) — WDirMin (4, L,,, K) C WDirMin (A, L, K) .

n—+oo

Remarca 4.2.6
Merita mentionat ca rezultatele prezentate mai sus generalizeaza anumite re-
zultate din lucrarea [I1|] care, practic, corespund cazului L = Sx.

4.3 Rezultate de stabilitate pentru
POV

Fie X gi Y spatii vectoriale normate, F' : X = Y o multifunctie si K C Y
un con convex. Consideram problema de optimizare abstracta fara restrictii

asociata lui F":
ming F (z) z € X. (P)

In continuare, prezentam cateva notiuni de eficientd directionala.

Definitia 4.3.1
Fie Q un con punctat convex din Y. Considerdm ¢ € (0,+00), ¢ € Q\ {0},
@ +4LCSx,@#ACX, A inchisi si (z,7) € GrF N (AxY).

(i) (Z,7) se numegte minim directional pentru F pe A in raport cu L, si notdm
(Z,7) € DirMin (F, A, L, Q), daca

(F(AN[Z+conel]) —7)N—-Q ={0}.
(i) Dacd int Q # @, (Z,7) se numegte minim slab directional pentru F' pe A
in raport cu L, si notadm (%,y) € WDirMin (F, A, L, Q), daca
(F(AN[Z+conel]) —y)N—intQ = 2.
(iii) (Z,7y) se numegte (¢, c) —minim directional pentru F pe A in raport cu
L, si notam (z,7) € (¢,¢) — WDirMin (F, A, L, Q), dacd

(F(ANZ+conel])+ec—7)N—-Q=2.
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4.3 Rezultate de stabilitate pentru POV

(iv) Daca int Q # @, (T,7) se numegte (€, c) —minim slab directional pentru
F pe A in raport cu L, si notam (Z,y) € (g,¢) — WDirMin (F, A, L, Q),
daca

(F(AN[@+conel])+ec—g)N—intQ = @.

4.3.1 Stabilitatea eficientei pentru POV

In aceastd subsectiune sunt notate cateva rezultate despre stabilitatea minime-
lor directionale sub actiunea unei perturbari a multifunctiei F' sau a multimii
punctelor fezabile A. Totul se incheie cu un exemplu care ilustreaza teorema
de stabilitate.

Teorema 4.3.2

Fie F : X = Y o multifunctie cu graficul inchis, (Z,5) € GrF gi p > 0.
Consideram (Ay), oy un gir de submultimi nevide gi inchise ale lui X, A
o multime nevida si inchisa si (F),),cy un sir de multifunctii definite de la
X la Y astfel incat F, are graficul inchis, oricare ar fi n. Presupunem ca
int Q # o si alegem un sir de elemente (Zy,,Yn), oy astfel incat (z,,yn) €
WDirMin (F,,, Ay, L, Q), oricare ar fi n € N. Presupunem ca:

(i) Gr F, - arr si A, g A;

(ii) oricare ar fi (z,y) € Gr F, exista o vecindtate V a lui y astfel inct, oricare
ar fi ¢, — x gi ¥ — x, existd (A,) C (0,+00) cu A\, ||z, — ]| — 0
pentru n — 400 si

Fy (2,) NV C Fy (23) + A ||z, — 23| Dy,
pentru orice n suficient de mare;

(iii) sirul (wp,yn),cy este convergent la (T,7) € Gr F'N (A xXY).

Dacia y € WMin (F (7),Q), atunci (z,y) € WDirMin (F, A, L, Q) .

Exemplul 4.3.3
FieX=R%, Y =R, Q=R,,si A, = A=R2 Fie

L=R%2NSx
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4 Stabilitatea punctelor de minim si a punctelor critice in cadrul directional

si, pentru p > 1, consideram largirea

C, = {a (—1,p_1) + 5 (p_l, —1) | o, 8 € R+}
care este, de fapt, p—ldrgirea multimii L, unde pn = (1 + p2)_1/4. Notam ca
C, = coneL, si p — 0 pentru y — oo. Mai intai, fie F,, : R*> = R definit
prin F, (a,b) = {% —a— b}, oricare ar fi n € N*. Dacd alegem (z,,y,) =
((%, %) ,0) € GrF,, atunci (zp,y,) € WDirMin (F,, Ay, L., Q), oricare ar
fi p > 1. Apoi, considerim F : R?> = R definitd prin F (a,b) = —a — b si
(7,7) = ((0,0),0) € Gr F. Observam ca (%,y) € WDirMin (F, A, L, Q) , deci

concluzia teoremei este satisfacutd in acest caz.

Definim acum F, : R*> = R prin F,, (a,b) = 2 —a—b+ (a— 1) (b— 1),
oricare ar fi n € N*. Atunci (,,y,) = ((%, %) ,O) € Gr F, este element al

multimii WDirMin (F,, A,,, L, Q) , dar nu este element al multimii
WDirMin (F,,, Ay, L, @),

oricare ar fi u > 0. Consideram acum F : R? = R definit prin F (a,b) =
—a— b+ ab si fie (Z,7) € ((0,0),0) € Gr F. Observam cd (T,y) nu apartine
mulgimii WDirMin (F, A, L, Q)), desi restul ipotezelor din Teorema sunt
satisfacute. Prin urmare, in Teorema este esential sa avem largirea L,
in ipoteze.

Remarca 4.3.4

In general, presupunerile pe care le gasim in literatura de specialitate care sa
asigure ca limita unui gir convergent de minime pentru multifunctii perturbate
este un minim pentru multifunctia obiectiv initiala sunt destul de restrictive.
De exemplu, in lucrarea [I7], o ipoteza de lucru pentru teorema de stabilitate
constd in existenta limitei inferioare in sens Painlevé-Kuratowski pentru un sir
de intersectii de multimi care contin multifunctiile obiectiv (F,,) si multimile
fezabile (Ay,). In cazul de fata am evitat conditia convergentei sirului de
intersectii.

4.3.2 Stabilitatea criticalitatii pentru POV

In continuare, scopul nostru este de a aborda dintr-o alta perspectiva rezulta-
tul de stabilitate din cadrul Teoremei Ideea din spatele acestei abordari
este ca limita unui gir de minime directionale nu este in mod necesar un mi-
nim directional, dar poate fi, in conditii suplimentare, un punct critic. Astfel
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4.3 Rezultate de stabilitate pentru POV

rezultatul principal al acestei sectiuni nu ne spune altceva decat ca limita unui
sir de minime satisface o regula generalizata de tip Fermat.

Teorema 4.3.5

Fie X,Y spatii Asplund. Fie F : X = Y o multifunctie cu graficul inchis
si (z,7) € GrF. Consideram un sir (Fy), .y de multifunctii cu grafic inchis
definite intre X si Y, A C X si L C Sx multimi nevide inchise. Presupunem
ca int Q # @ si, oricare ar fi n, (Xp,yn) € GrF, N (A XY) este un minim
Pareto directional slab pentru F,, pe A in raport cu L. Presupunem ca:

(0) (zn,yn) = (T,9) € GrFN(AXY);

(ii) exista (A,) C (0,+00) cu A, ||z, — Z|| — 0 oricare ar fi n — +o00, astfel
incét, oricare ar fi n,

F([T+coneLlNA) C F, ((xy, +coneL) N A) + X\, ||z, — Z|| Dy,

(iii) F este Lipschitz in jurul lui (Z,7);
(iv) multimile A si T + cone L sunt aliate in T.
Atunci existd y* € QT\ {0} astfel incat

0€ D*F(z,9) (y") + N (A,T) + N (cone L, 0) .

In Definitia a fost definita o notiune de minim propriu in raport cu o
multimea de directii din spatiu de intrare. Reamintim mai jos aceasta definitie,
adaptand-o la contextul curent.

Definitia 4.3.6
Fie L. C Sx o multime nevid& inchisa. Spunem ca (Z,y) € GrF este un
L—minim Pareto directional propriu pentru F daca exista € > 0 astfel incat

(F (T +conelL.)—g)N—-Q ={0}.

Propozitia 4.3.7

Fie F gi (F,)nen multifunctii cu grafic inchis definite intre spatiile normate X
siY, (xn,yn) € Gr F,, oricare ar fi n gi (xn,yn) — (T,7) € Gr F. Presupunem
cd, oricare ar fi n, (xn,y,) este un L—minim Pareto directional propriu F,

cu acelasi ¢ > 0. Presupunem ca Gr F, P_—If_ GrF. Daca intQ # @ siy €
WMin (F (%), Q) , atunci, oricare ar fi § € (0,¢), sistemul
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4 Stabilitatea punctelor de minim si a punctelor critice in cadrul directional

{GI‘ Fa [E"_ cone Lé} X (g - Q) ) (fa y)}

este extremal.

Propozitia 4.3.8

Fie F si (F,)nen multifunctii cu grafic inchis definite intre spatiile Asplund X
$iY, (xn,yn) € Gr F, oricare ar fin si (x,,yn) = (T,y) € Gr F. Consideram
(Tn,yn) € Gr F,,, oricare ar fin, si (¢, yn) — (T,y) € Gr F. Presupunem ca

(i) oricare ar fin, (x,,yn) este un L—minim Pareto directional propriu pentru
F' cu acelagi € > 0;

(i) GrF, "=~ Gr F;
(iii) F este Lipschitz in jurul lui (Z,7);
(iv) intQ # 2.
Atunci, oricare ar fi § € (0,¢), existd y* € Q1\ {0} astfel incat

0€ D*F (Z,9) (y*) + N (cone L, 0) .
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