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Introducere

In prezenta teza de doctorat sunt abordate o serie de probleme de interes major in geometria Finsler,
precum problema metrizabilitatii, a caracterizarii spatiilor Finsler de curbura constanta si a comportarii
acestora la deformari proiective.

Ideea fundamentala a unui spatiu Finsler poate fi regasita in celebrul curs a lui Riemann intitulat ” Despre
ipoteze care stau la baza geometriei.” In acest volum de memorii din 1854, Riemann discutd diversele
posibilitati prin intermediul carora o varietate n-dimensionala poate fi Inzestratd cu o metrica construita
cu ajutorul elementului de arc si acorda o atentie deosebita functiilor pozitive, omogene de gradul intai
in diferentiale gi convexe.

Ar parea firesc, prin urmare, sa se introduca o generalizare suplimentara in sensul ca ds distanta dintre
doua puncte invecinate reprezentate prin coordonatele x si x + dx sa fie definita de niste functii F'(z, dz):

ds = F(x,dx),

care sa satisfaca proprietatile mentionate anterior. In teza sa de abilitare din anul 1854, Riemann a
introdus o metrica intr-un spatiu general utilizand elementul de arc:

ds = F(zb, ..., 2" dzt, ..., dz") (0.0.1)

Aici F(z,y) este o functie pozitiva pe fibratul tangent TM \ {0} si omogena de grad unu in al doilea set
de variabile.
Cazul patratic

F?(z,3) = gij(x)i'd? (0.0.2)

corespunde geometriei Riemann. Este remarcabil faptul ca primul studiu sistematic al varietatilor inzestrate
cu o astfel de metrica a aparut dupa mai mult de 60 de ani. Acest studiu a format obiectul tezei lui Finsler
in 1918, cel dupa care aceste spatii au fost numite in cele din urma.

In mod evident, teza lui Finsler trebuie s fie privita ca fiind primul pas efectuat pentru punerea
bazei Geometriei Finsler. Cu toate acestea, cativa ani mai tarziu, dezvoltarea generala a luat o turnura
indepartata de aspectele de baza si de metodele teoriei dezvoltate de catre Finsler. Acesta din urma nu
a utilizat calculul tensorial, fiind ghidat in principiu de notiunile de calculul variatiilor. In 1925 au fost
aplicate, independent, dar aproape simultan, metodele de calcul tensorial teoriei lui Finsler. Acest lucru
a fost facut de catre Synge, Taylor gi Berwald. S-a constatat ca derivatele de ordinul doi ale jumatatii
patratului lui F'(z,dz), in raport cu diferentialele dzx, pot fi considerate drept componente ale unui tensor
metric, prin analogie cu geometria Riemanniana.

Geometria Finsler este caracterizata de S.S-Chern (Notices AMS, 43 (1996)) ca fiind “geometria Riemann
fara restrictia patratica” gi isi are originile in integrale de forma:

b 1
d da"
/ F(ﬂﬂjt;”t) dt. (0.0.3)

Teza de doctorat este alcatuita din patru capitole care contin rezultate strans legate de cele doua probleme
mentionate mai sus.
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In capitolul 1 au fost introduse notiunile necesare pentru formularea problemelor propuse spre studiere.
Pentru inceput a fost prezentat formalismul care a fost utilizat pe parcursul intregii lucrari, formalis-
mul Frolicher Nijenhuis. Ulterior am introdus instrumentul principal i anume un sistem de n ecuatii
diferentiale de ordinul doi, care poate fi identificat cu un camp vectorial special. Acest cAmp vectorial
special poarta numele de spray geodezic. Pornind de la spray-ul geodezic introdus anterior putem con-
strui un intreg cadru geometric format din: conexiuni, proiectori, tensori de curbura, etc. Toate notiunile
mentionate anterior au fost definite in acest capitol. Tot aici a fost reamintita notiunea de metrica Finsler
si au fost prezentate tipurile de metrici utilizate pe parcursul lucrarii.

La finalul capitolului am formulat problema metrizabilitatii Finsler si progresele facute pentru solutionarea

acesteia.
Capitolul 2 este destinat formularii de noi solutii pentru problema metrizabilititii Finsler si este alcatuit
din rezultate originale prezentate in [7]. Amintim ca problema metrizabilitatii este strans legata de pro-
blema inversa din mecanica Lagrangiana si cere sa se stabileasci daca un sistem de ecuatii diferentiale de
ordinul doi poate fi obtinut dintr-o problema variationala.

Aceasta problema nu este complet rezolvata pana in momentul de fatd. Exista rezultate formulate de
catre Darboux care descriu solutia din cazul 1-dimensional, [15]. Cazul 2-dimensional a fost discutat si
rezolvat de catre Douglas in [17].

In acest capitol tratam cazul 2-dimensional neplat si prezentam o solutie constructivd noua pentru
problema metrizabilitatii asociata. Solutia prezentata este obtinuta prin definirea a douéa structuri geome-
trice pentru un spray dat. Structurile mentionate anterior au fost alese atent astfel incat sa contina toate
informatiile referitoare la metrizabilitatea Finsler a spray-ului dat. Daca structurile mentionate anterior
satisfac o serie de conditii stabilite in prealabil acestea ne ajuta sa recuperam functia Finsler asociata.
Prima structura este o distributie 3-dimensionala numita distributia Berwald, in timp ce a doua structura
este o 2-forma. Integrabilitatea distributiei regulate si rangul 2-formei sunt instrumentele utilizate pentru
a formula o solutie noua pentru problema metrizabilitatii din cazul 2-dimensional. Am utilizat un reper
canonic numit reperul Berwald pentru a discuta integrabilitatea distributiei Berwald si rangul 2-formei.
Prin urmare, putem reformula si rezolva problema metrizabilitatii in functie de o serie de proprietati ale
reperului Berwald. Din punct de vedere istoric este cunoscut faptul ca reperul Berwald a fost introdus
pentru prima oara local pentru o metrica Finsler de pe o varietate 2-dimensionala in [4]. De atunci o
serie de formulari diferite au fost obtinute in contextul Finslerian in [40] si [39, §9.9.1]. Pentru a obtine
o demonstratie alternativa pentru aceasta problema Crampin a descoperit un reper similar asociat unei
metrici Riemann de baza.

In studiul nostru incepem cu un spray arbitrar pentru care definim direct reperul Berwald asociat si
utilizam proprietatile acestui reper pentru a obtine informatii referitoare la metrizabilitatea spray-ului
ales. Cele mai importante rezultate ale acestui capitol sunt Teoremele 2.3.1 gi 2.3.2. Aceste teoreme ofera
o caracterizare a metrizabilitatii in functie de integrabiitatea unei distributii speciale. Vom porni de la
spray-ul geodezic si vom contrui o distributie transversa campului vectorial Liouville. Finalizam acest
capitol cu o caracterizare a metricilor de curbura constanta de pe o varietate 2-dimensionala. Reperul
Berwald a fost instrumentul utilizat pentru a demonstra conditiile din Teorema 2.4.1.

Capitolul 3 contine rezutate originale legate de deformarile proiective ale spatiilor Finsler, rezultate
care se regasesc in [6, 5, 14]. Acest capitol este alcatuit din patru sectiuni, fiecare sectiune continand
rezultate premergatoare teoremei centrale, Teorema 3.4.1. Punctul de inceput pentru aceasta directie de
cercetare a fost formulat de catre Matveev,[26]. In lucrarea sa Matveev prezintd o demonstratie nous a
Teoremei lui Beltrami utilizand instrumente specifice geometriei Finsler. In context Riemannian Teorema
lui Beltrami afirmé ca pentru doué metrici proiectiv echivalente proprietatea de a avea curburd constanta
este pastrata, [38]. Deoarece factorul proiectiv, care era liniar in geometria Riemann se transforma in
1-omogen in context Finslerian, teorema lui Beltrami nu mai este adevarata atunci cand vorbim de metrici
Finsler. Asadar in geometria Finsler vom intalni perechi de metrici Finsler care sunt proiectiv echivalente
dar care nu pastreaza proprietatea de a avea curbura constanta, sau metrici care au curbura constanta
dar nu sunt proiectiv echivalente.
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Tinand cont de faptul ca geometria Finsler poate fi privita ca o generalizare a geometriei Riemann
putem adapta majoritatea rezultatelor din Riemann in Finsler. In timp ce in geometria Riemann metricile
de curbura constanta sunt clasificate, in geometria Finsler aceasta problema este departe de a fi rezolvata.
Scopul nostru este sa introducem o serie de obiecte noi care sa ne permita sa formulam caracterizari pentru
metricile de curburd contanti. In acest capitol vom introduce doi tensori noi de tip Weyl si o 1-forma
semi-bazica de curbura, care reprezinta candidatii optimi pentru indeplinirea scopului propus anterior.
Pentru o metrica Riemann pe o varietate de dimensiune mai mare sau egala decat 3, proprietatea de
a avea curbura constanta este caracterizata de anularea tensorului proiectiv Weyl. Inspirati de acesta
caracterizare am introdus tensorul de tip Weyl (3.2.1). Ulterior, relatia dintre endomorfismul Jacobi si
tensorul de curbura asociat conexiunii neliniare a reprezentat punctul de plecare pentru introducerea celui
de-al doilea tensor de tip Weyl, adica cel descris in (3.2.5).

Deoarece suntem interesati de spatii Finsler vom analiza comportamentul ambilor tensori de tip Weyl

la deformarea proiectiva a spray-ului initial. Am obtinut ca ambii tensori de tip Weyl nu sunt proiectiv
invarianti, dar se transforma in tensori proiectiv invarianti daca factorul proiectiv este o functie Hamel.
Primul rezultat important este Propozitia 3.2.12. Deoarece doar o implicatie a acestui rezultat este
adevarata ne-am propus in cele ce urmeaza sa formulam o Varianta Finsleriana a Lemei lui Schur care
sa includa si cazul 2-dimensional pentru a putea demonstra si reciproca Propozitiei 3.2.12. Asadar, in a
treia sectiune a acestui capitol am formulat o teorema bazata pe trei conditii (conditii-C' F'C') care asigura
faptul ca o metrica Finsler este de curbura constanta. Un aspect important referitor la conditiile CF'C din
Teorema 3.3.2 este aceld ca una dintre cele trei conditii este mereu satisfacuta, in functie de dimensiunea
varietatii pe care lucram.
Prima conditie, conditia de izotropie, este mereu satisfacuta in cazul 2-dimensional, In timp ce pentru
dimensiune > 3 identitatile diferentiabile Bianchi asigura validitatea pentru a treia conditie. Motivati de
scopul nostru, acela de a studia deformari proiective de spatii Finsler, am fost intresati de comportamentul
celor trei conditii mentionate anterior la o deformare proiectiva a spray-ului initial. Am obtinut c& prima
si a treia conditie sunt invariante la deformari proiective gi au conrespondenti in geometria Riemann.
Despre a doua conditie, putem spune ca aceasta nu este proiectiv invarianta, dar se transforma intr-o
conditie proiectiv invarianta daca gi numai daca factorul proiectiv este o functie Hamel. Am putut astfel
sa formulam ceea ce am numit Varianta Finsleriand a Teoremei lui Beltrami care afirma ca, [5]:

O metrica Finsler proiectiv echivalentd cu o metrica Finsler de curbura steag constanta are curburd
steag constantd daca si numai dacd factorul proiectiv este o functie Hamel.

Capitolul 4 este capitolul in care am utilizat obstructia din Varianta Finsleriana a Teoremei lui
Beltrami (factorul proiectiv trebuie sa fie o functie Hamel) pentru a construi noi familii de metrici Finsler
proiectiv echivalente de curbura constanta. Pentru a restrange cautarea noastra am determinat mai
intai clasa tuturor metricilor Randers proiectiv plate pentru care factorul proiectiv este proportional cu
metrica, vezi Lema 4.2.1. Pornind de la aceasta familie de metrici am efectuat pe rand o serie de deformari
proiective.

Pentru prima clasa de metrici am utilizat deformarile de tip Randers pentru a obtine familia de metrici
din (4.3.10). Este o familie de metrici proiectiv plata de curburd constanta negativa. Pentru clasa de
metrici (4.4.6) am avut drept punct de plecare definitia metricii patratice a lui Shen. Am obtinut asfel o
noua familie de metrici proiectiv plate de curbura steag constanta zero.

Ultima familie de metrici (4.4.14) a fost obtinuta utilizand o serie de transformari conforme. Pentru
constructia aceasteia au fost utilizate familiile (4.2.1) si (4.4.6) precum si o serie de conditii suplimentare
care sa asigure faptul ca factorul proiectiv 1-omogen asociat este o functie Hamel.
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Capitolul 1

Preliminarii

In acest capitol vom introduce notiunile pe care le vom utiliza pe intreg parcursul lucrarii. Pentru
definirea acestor concepte au fost utilizate referintele [10, 20, 31]. Prima parte acestui capitol este dedicata
formalismului utilizat in tez&, formalismul Frélicher Nijenhuis. Apoi vom introduce instrumentul principal
gl anume un camp vectorial 2-omogen (spray) caruia 1i asociem un intreg cadru geometric format din
conexiuni, tensori de curbura, proiectori etc, [28, 32].

1.1 Formalismul Frolicher Nijenhuis

Exista cateva extensii ale parantezei dintre doua campuri vectoriale pe o varietate neteda M. In particular,
paranteza Frélicher Nijenhuis care extinde paranteza a doua campuri vectoriale la toate formele diferentiale
vector valuate pe M, [20].

1.1.1 Teoria Frolicher Nijenhuis

Consideram M o varietate neteda, reala, m-dimensionala. Notam cu C°° (M) inelul functiilor netede de
pe varietatea M si cu X(M) modulul campurilor vectoriale de clasa C*° de pe varietatea M. Notam

prin T, M spatiul tangent la M in z, iar prin TM = |J T, M fibratul tangent al varietatii M. Fiecare
element din TM are forma (z,y), unde x € M si y ex%i/[M . Proiectia naturala = : TM — M este data
de 7(z,y) = 2. Consideram A(M) = @ A¥(M) algebra graduata a formelor diferentiale de pe varietatea
M. Notam cu (M) = @ ¥*(M) algeeira graduata a formelor diferentiale vector valuate din M.

Un element L € W'(M) l;i‘lje o aplicatia de clasa C°°(M) anti-simetrica multiliniara:

L:X(M)x - x X(M) — X(M).

[ ori

Definitia 1.1.1. O derivare de grad r pe A(M) este o aplicatie D : A(M) — A(M) astfel incat:
1. Dk=0,keR
2. DAP(M) C AP+"(M),
3. D(p+¢) =Dy + Dy,
4. D(m Aw) =D Aw+ (=1)P"m A Dw, ™ € AP(M).

Teorema 1.1.2. O derivare pe A(M) este complet determinatd de actiunea sa pe A°(M) = C®(M) si
pe AL(M).



Propozitia 1.1.3. Comutatorul a doua derivari D1 i Dy definit prin:
[D1, D3] = Dy oDy — (—1)""2Dg 0 Dy
este o derivare de grad r1 + ro, 11 respectiv ro fiind gradele pentru Dy si Ds.
Sa introducem acum cele mai utilizate tipuri de derivari:
1. Produsul interior al formei w € AP(M) in raport cu X € X(M) este definit prin:

in(Yl, NN ,}/pfl) = w(X,Yl, PN ,Yb,l).

2. Derivata Lie a formei w € AP(M) in raport cu X € X(M) este definita prin:

(Lxw)(V1,...,Yp) = X (w(1,...,Yp) = > w(¥i,...,[X,Yi],...,Y}).
=1

3. Diferentiala exterioara a formei w € AP(M) in raport cu X € X(M) este definita prin:

p+1
(dw)(Y1,..., Yper) = 3 (~1)HY, <w(Y1, Y .,1fp+1))
i=1 (1.1.1)
+ > DTV YL, Y Y Y ),
1<i<j<p+1

Observatia 1. Diferentiala exterioard este o derivare de grad 1, produsul interior ix este o derivare de
grad —1, iar derivata Lie Lx este o derivare de grad 0. Lx este comutatorul dintre ix si d:

Lx =ixd+dix = [ix,d}.

Propozitia 1.1.4. Fiecare aplicatie D : A°(M)@®AY (M) — A(M) care satisface proprietatile din definitia
derivarii poate fi extinsd in mod unic la o derivare pe A(M).

1.1.2 Derivari de tip i, si d,
Definitia 1.1.5. O derivare este de tip i, dacd este triviald pe functii, adica pe A%(M).

Definitia 1.1.6. Pentru orice L € W'(M) existd o derivare asociatd de tip i, de grad 1 — 1, notatd ir,
definita prin:

1. ixw=w(X) dacd X € ¥O(M) = X(M),
2. ipw(Xy, ..., X)) =w(L(Xy,...,X))) dacd L € UY(M), 1 < 1.

Definitia 1.1.7. O derivare este de tip d,. daca comuta cu diferentiala exterioara d.
Diferentiala exterioara d si derivata Lie sunt derivari de tip d,.

Propozitia 1.1.8. Pentru orice I-formd vectoriald L € W!(M) pot fi asociate doud derivari pe A(M)
dupd cum urmeaza:

1. ip, o deriware de grad | — 1 definita prin:
ipw=woL, dacd w e A (M).
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2. dp, o derivare de grad | definita prin:
dp = [ig,d) =iy od— (=1)"td oy,

In particular avem urmatoarele cazuri speciale:

1. Daca X € WO(M), atunci ix este produsul interior in raport cu X.
2. Daca X € \IIO(M), atunci dxy = ixd + dix = Lx este derivata Lie in raport cu X.

3. Dacd L = Id € YV} (M), atunci djgw = ijgdw — digw = (p + 1)dw — d(pw) = dw este diferentiala
exterioara.

1.1.3 Crosetul Frolicher Nijenhuis

Pentru orice dous forme vectoriale K € WK(M) si L € W!/(M) existd o unici forma vectoriala [K, L] €
Wk (M), numita crosetul Frolicher Nijenhuis asociat formelor K si L astfel incat:

dire 1) = [di,dp] = di o dp — (—1)¥dp, o di.
Crogetul Frolicher Nijenhuis are urmatoarele proprietati:
L [K, L] = (DML, K],
2. (1)K, [L, N]] + (=1)""[L, [N, K]] + (=1)""[N, [K, L] = 0,
3. [I,K]=0.

In particular, daci K, respectiv L sunt cAmpuri vectoriale pe varietatea M, atunci crogetul Frolicher
Nijenhuis se reduce la paranteza Lie a doua campuri vectoriale.

Daca L € W/(M) si K € ¥O(M), atunci pentru toti Y1,...,Y; € X(M) crosetul Frolicher Nijenhuis este
definit de:

l
(X, L)1, Ya, ..., V) = [X,L(Y3,...,Y}) = > L(Vi,...,[X,Yi],.... V).
=1

Daci L € W{(M),
[X,L])Y = [X,LY] - L[X,Y].

Daca K, L € W!(M), atunci pentru orice X,Y € X(M) crosetul Frolicher Nijenhuis este definit prin:
K, L)(X,Y) = [KX, LY|+|LX, KY]+KL[X, Y|+ LK[X,Y|-K[LX,Y]-K[X, LY]-L|K X, L]~ L|X, KY].

0 )
O clasa importanta de forme vectoriale pe T'M ce sunt compatibile cu structura tangenta J = — ® dx’

oy*
.0
si cu campul vectorial Liouville C = y’W este reprezentata de formele semi-bazice. O forma w pe T'M se

numeste semi-bazica daca se anuleaza de fiecare data cand unul dintre argumente este un camp vectorial
vertical. Local, o k-forma semi-bazica w poate fi scrisa astfel:

1 A .
w= Hwh...ikdx“ A--- Ndx'®.
O 1-forma w pe T'M este semi-bazica daca si numai daca ijw =wo J = 0.
O forma vector valuata pe T'M se numeste semi-bazicd daca ia valori vecticale gi se anuleaza ori de cate
ori unul dintre argumente este un camp vectorial vertical. In coordonate locale, o I-forma semi-bazica
vector valuata pe T'M poate fi scrisa sub formas:
(x y)i ® dx' A da
) 8?/]
O 1-forma vector valuata pe TM este semi-bazica daca si numai daca JoL = 0¢gi iyjL = Lo J = 0.
Structura tangenta J este o 1-forméa semi-bazica vector valuata.

1 .
L=_1’

I 91...9]
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1.2 Metrici Finsler. Exemple

Incepem aceasta sectiune cu introducerea notiunii de metrica Finsler.

Definitia 1.2.1. Fie M o varietate de dimensiune n. O metrica Finsler pe M este o functie continud,
pozitiva, F': TM — R care are urmadatoarele propriteati:

1. F este de clasa C*° pe ToM ;

2. F este 1-omogend in coordonatele fibrd, adica:

F(z,\y) = AF(x,y) VA >0, (x,y) € TM.
3. F? este un Lagrangian regulat, adicd urmdtorul tensor metric are rang mazimal n pe TyM :

1 9?F?
gz'j(!E,y) = im

Un spatiu Finsler este o pereche (M, F'), unde M este o varietate si F' o functie Finsler pe M.

Observatia 2. 1. Daca in definitia precedenta restrictionam domeniul functiei la un con deschis A C
TM atunci vorbim de o functie pseudo-Finsler conica.

2. Daca inlocuim a treia conditie de reqularitate din teorema precedentd cu condifia mai slaba de
reqularitate rang(gi;) = n — 1, atunci vorbim despre o functie Finsler degenerata.

Aceeasi conditie poate fi exprimat# utilizand forma a doua a lui Hilbert : wpe = —dd;F? dupa cum
urmeaza:
Observatia 3. 1. Functia F satisface conditia de regularitate (3) daca si numai dacd wp2 are rang

maxim 2n, adicd este o structurda simplectica.

2. Functia F satisface conditia de regularitate slaba, deci este o functie Finsler degeneratd dacd si
numai dacd 2-forma wg2 are rang 2(n — 1).

In cele ce urmeazi vom prezenta cateva exemple remarcabile de metrici Finsler pe care le vom utiliza
pe parcursul lucrarii.
Pentru o metrica Finsler F' pe o variatete M, domeniul sau este reprezentat de intreg fibratul tangent
TM si tensorul sau fundamental g este pozitiv definit.

Metricile Riemann: Pentru o metrica Riemann g pe varietatea M definim F : TM — R

F(z,y) ==/ 9ij(x)yiyd, (1.2.1)

unde y = (y*) € T,Mn este vectorul tangent in = € M. Rezultd ci F este o metrica Finsler. Pe parcursul
acestei lucrari vom intelege prin metrica Finsler care poate fi redusa la o metrica Riemann, o metrica care
poate fi scrisa sub forma (1.2.1).

Metricile Randers: In anul 1941 G. Randers, [30] a introdus o clasa noua de structuri Finsler foarte
utile pentru fizicieni. Ulterior acestor structuri le-a fost atribuita deumirea de metrici Raders. Un aspect
important care merita sa fie mentionat este ci aceste metrici reprezinta o sursa importantd de metrici
Finsler care nu pot fi reduse la o metrica Riemann, [41]. Componentele unei metrici Randers sunt:

1. o metrica Riemann a := a;jdz' ® dz’ pe o varietate neteda n-dimensionala M si
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2. 0 1-formd b := b(z)da’.
Impreuni cele doud obiecte mentionate anterior definesc o structura Finsler:
F(z,y) = a(z,y) + b(z,y), (1.2.2)

unde
a(z,y) =/ aij(x)y'y? and b(x,y) = bi(x)y". (1.2.3)

Datorita faptului ca b(z,y) este liniar in coordonata fibra este imposibil sa vorbim despre signatura.
Prin urmare, pentru a putea discuta despre pozitivitatea acestei functii trebuie s adaugam o conditie
suplimentara asupra lui b(x,y):

|[B]] := V/bibi < 1, where b := a'b;. (1.2.4)

Metricile de forma (a,b): Acestea reprezinta o clasa importanta de metrici Finsler care detine pro-
prietati speciale referitoare la curburd, [1]. Au fost introduse de catre Matsumoto, [24], si sunt exprimate
in functie de o metrica Riemann si o 1-forma. Utilizand a i b din (1.2.3) putem defini o functie pe TM
dupa cum urmeaza:

b
F=a¢(s), s=—. (1.2.5)

a
unde ¢ = ¢(s) este o functie pozitiva 0-omogena de clasa C'*° pe un interval deschis (—bg, bo) cu ||b||, < bo.
Pentru a transforma functia Finsler definita in (1.2.5) intr-o metrica Finsler trebuie sa fixam o serie de
conditii asupra 1-formei b si asupra functiei ¢. Conditia impusa asupra 1-formei b afirma ca norma lui
b in raport cu a trebuie sa fie mai mica decat marginea superioara a intervalului (—bp, bp). Amintim ca

norma lui b in raport cu a este data prin

sl := /ad (2)bi () (). (1.2.6)

Referitor la conditiile impuse asupra functiei ¢ amintim urmatorul rezultat din [11].

b
Lema 1.2.2. Functia F = a¢ <> este o metrica Finsler daca si numai daca ¢ = ¢(s) este o funtie
a
pozitiva de clasa C* pe (—bg, by) care satisface conditia
B(s) — s¢'(s) >0, |s| < bo. (1.2.7)

Se observa ca exista cateva forme particulare ale functiei ¢ care ne conduc care o serie de metrici care
au facilitat studiul multor probleme din geometria Finsler.
De exemplu:

b
1. pentru ¢ = 1 + — recuperam metricile Randers (1.2.2).
a

o o (a+b)?
2. pentru ¢ = 1+ — + — obtinem metricile patratice F' = ~————, [29, 33].
a a a
3. pentru ¢ = () obtinem metrica Kropina F' = B Aceste metrici au fost introduse de catre
a

Kropina V., [21] si au fost studiate de alti matematicieni celebri ca Shibata, [36] si Matsumoto, [23].

Pornind de la cadrul geoemtric introdus putem asocia unei metrici Finsler (degenerate) F' o metrica pe
ToM astfel, [19],

2G(X,Y) = —wp (X, FY), wr(X,Y)=-2G(X,JY)+2G(JX,Y), (1.2.8)
G= gijdxi ® dz? + gijéyi ® 61



Distributii. Teorema lui Frobenius

Vom introduce notiunea de distributie i vom reaminti Teorema lui Frobenius pentru campuri vectoriale,

137).

Definitia 1.2.3. Fie M o varietate de dimensiune n $i p un intreg pozitiv p < m. O distributie p-
dimensionala D este o alegere (netedd) de subspatii p-dimensionale ale spatiului Ty M pentru fiecare x €

M.

Definitia 1.2.4. Spunem ca distributia A este involutivd (sau inchisd la paranteza Lie) dacd gi numai
daca pentru X 1Y campurt vectoriale peste o multime deschisa U avem:

XeD, YeD—[X,Y]eD. (1.2.9)

Definitia 1.2.5. O distributie A este integrabild dacd $i numai dacd pentru orice Ty € M exista o
subvarietate scufundata Ny, — M astfel incat:

20 € Ngo, Vo € Nyy, Ty Ny =Dy

Teorema 1.2.6 (Teorema lui Frobenius). Distribufia D este involutiva daca $i numai daca este integra-

bila.

1.3 Spray-ul geodezic

Fibratul tangent este inzestrat cu o serie de structuri canonice foarte utile pentru a construi cadrul
geometric. In acest cadru geometric vom discuta despre conexiuni neliniare, proiectori, campuri vectoriale
si tensori de curbura.

Fie L : R x TM — R o functie pe care o numim Lagrangean. Problema variationala consta in a gasi
o curba ¢, continua si de clasia C' pe portiuni, care rezolva problema de minim:

t1
inf J(0), J(c) = / L(t, c(t), é(t))dt. (1.3.1)

C ={c:[to,t1] = M,c; := ci(t;) € My, c € C([tg,1]), C'pe portiuni}.

In conditii de regularitate aceasta se reduce la ecuatiile Euler Lagrange asociate Lagrangeanului.

d (OL\ 0L
dt((%_ci) ~ 5 =0. (1.3.2)

Curba care satisface conditiile mentionate anterior poarta numele de geodezica. Ecuatiile geodezicelor se
pot obtine prin inlocuirea in (1.3.2) a Lagrangeanului cu anergia cinetica. Functia energie F : TM — R
asociata unei metrici Finsler este £ = F2?. Tensorul fundamental g asociat Iui E este analog tensorului
metric din geometria Riemann. Acesta este definit prin:

1 0%E

(QE)ij :

intr-un sistem de coordonate standard (z,y) pe T'M. Presupunem ca z(t) este un extrem al (1.3.1).
Inlocuind energia cinetica in ecuatiile Euler Lagrange asociate functiei Finsler obtinem:

OE d (OF dzi 1 ,( 0°FE OF
_ — 9. |2 L - g 2= T
oz dt(@y‘) 29”( az a7 (aylaxk aﬂ))‘ (13.4)
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Daca notam:

, 1 ,( 9*E  OFE
J — Z ! _ =
avem un sistem de n ecuatii diferentiale omogene de ordin 2:
d%at , dx
— +2G° — ] =0. 1.3.5
ar <$ dt) (1.35)

Observatia 4. Coeficientii G*(x,y) sunt 2 omogeni in coordonata fibrd, adicd G*(x, \y) = N3G (x,y).

Sistemul (1.3.5) poate fi identificat cu un camp vectorial special S € X(ToM),

E E
S(2E) L8

oyt oxt
unde 9 9
§=y'5: ~ 20 (1:3.6)

Campul S definit anterior poartda numele de spray geodezic. Problema metrizabilitatii unui spray S consta
in gasirea unei functii Finsler F' a carei geodezice sa coincida cu geodezicele spray-ului S.

1.4 Conexiuni

In cele ce urmeazi ne dorim si introducem conceptul de conexiune, [10]. In geometrie notiunea de
conexiune exprima tocmai ideea de transport paralel a anumitor date de-a lungul curbelor sau familiilor de
curbe. In geometria diferentiali existd mai multe tipuri de conexiuni, cea mai cunoscuti fiind conexiunea
afina care descrie modul in care vectorii tangenti la o varietate sunt transportati paralel de-a lungul unei
curbe. Atunci cand definim o conexiune liniara utilizand derivata covarianta indusa de transportul paralel,
facem presupunerea ca aplicatia care asociaza fiecarei directii derivata totala in acea directie, este liniara.
Daca reunutam la aceasta presupunere, conexiunea pe care o vom obtine se va numi conexiune neliniara.
Fiecare conexiune, generata prin paralelism induce o conexiune neliniara pe varietatea baza. Un spray S
induce o conexiune neliniara prin intermediul endomorfismului I' = [J, S] pe ToM. Conexiunea I este o
structura aproape produs, adici I'> = —Id. Aceasta induce doi proiectori:

h= %(Id+[J, S), v= %(Id—[J, s)). (1.4.1)

Proiectorul v corespunde distributiei verticale VI'M, in timp ce h corespunde distributiei orizontale
HTM, care este suplimentara distributiei verticale, adica:

T, TM = H,TM & V,TM, Yu € TM. (1.4.2)

Pentru o conexiune neliniard datd, avem o baza {§/dz%,|,,0/0y'|.} adaptatd descompunerii (1.4.2).
Aceast# bazi se numeste baza Berwald a conexiunii neliniare. Baza duali adaptata este data de :{dz?, 5y'}.
In consecinta, spatiul orizontal H,TM in fiecare punct este dat de:

H, M = {X, € T,TM, 5y (X,) =0,Vi € {1,...n}}.

Proiectorii verticali si orizontali ai conexiunii neliniare pot fi exprimati in functie de baza Berwald in
urmatoarea maniera:

0 i i
h—@@)da},v— ®(Sy, aiy]

oyt



Conexiunea indusa de un spray poate fi caracterizata utilizand structura aproape complexa pe ToM:

F:hﬂ&h]—J:i@éyh

dx’. 1.4.3
51.1 ® £ ( )

oy’

Dezavantajul neliniaritatii pentru conexiunile neliniare induse prin transport paralel poate fi inlaturat prin
considerarea liftului sau la o conexiune liniara pe spatiul total al fibratul tangent. Ceea ce pierdem este
posibilitatea de a ne intoarce cu usurintd pe varietatea baza pentru a-i studia geometria. Daca fibratul
tangent al unei varietati este inzestrat cu o conexiune neliniaré, atunci in fiecare punct u € TM avem
descompunerea (1.4.2). Pentru doua puncte u, v € TM suntem interesati sa definim un transport paralel
intre T,TM ¢i T,TM care s& pastreze descompunerea de mai sus. Conexiunea liniara care corespunde
unui transport paralel de acest tip se numeste conexiune N-liniard. Pentru o varietate Finsler exista patru
astfel de conexiuni liniare. Cea pe care o vom utiliza pe parcursul acestei lucrari se numeste conexiunea
Berwald si este definita cu ajutorul derivatei coveriante. Reamintim definitia derivatei covariante, [10]:

Definitia 1.4.1. Derivata covariantd dinamica indusd de un spray S este o derivare tensoriald pe ToM :
V:X(TM)— X(TM),
a carei actiune pe functii $i campuri vectoriale este datd prin:
Vf=5(f), VX = h[S,hX] +v[S,vX], fe€C®(ToM), X € X(ToM).
Definitia 1.4.2. Aplicatia D : X(TM) x X(TM) — X(T' M) data prin:
DxY =v[hX,vY]+ h[vX,hY] + JvX,0Y] + 0[hX, JY] (1.4.4)

este o coneriune liniard pe T'M, numitd conexiunea Berwald.

Indicatoarea

Fie m : TM — M proiectia naturald a fibratului tangent T'M. Definim o relatie de echivalenta pe
ToM prin: X ~ Y dacid doi vectori tangenti nenuli satisfac Y = AX, VYA € RT. Spatiul ToM/ ~ se
numegte fibratul tangent proiectiv peste M, notat cu PT M. Acesta este izomrof cu fibratul sferei unitate
SM = {y € ToyM|F(.,y) = 1} peste (M, F). Deci dimPTM = dimSM = 2n — 1. Coordonatele locale pe
PTM pot fi notate prin (z%,4"), unde {y'} sunt coordonate omogene.

Pentru un punct z € M, fibra lui SM in z este:

SeM = I,M = {y € T,M|F,(y) = F(z,y) = 1}.

Daca F' este Riemann atunci indicatoarea in fiecare punct este sfera unitate. Indicatoarea Finsler repre-
zinta o extensie a sferei Euclidiene unitate. Studiul indicatoarei unui spatiu Finsler real este de interes,
in primul rand datorita faptului ca aceasta este o multime compacta si strict convexa care incadreaza
originea. Acesta este motivul pentru care, de exemplu, indicatoarea joaca un rol aparte in definirea
volumului unui spatiu Finsler. Geometria indicatoarei ca hipersuprafata a unui spatiu total a fost stu-
diata de Akbar-Zadeh care a demonstrat ca joaca un rol important in obinerea conditiilor necesare si
suficiente pentru ca o varietate Finsler izotropa sa fie de curbura constanta. Vom nota prin (IM,m, M)
fibratul indicator al varietatii (M, F'). Observam ca transportul paralel omogen (neliniar) nu pastreaza
tensorul metric Finsler, dar pastreaza valoarea functiei Finsler. Aceasta inseamna ca pentru orice curba
c:[0,1] — M, transportul paralel indus 7. : ToyM — ToyM induce o aplicatie 7. : Iy M — I,q)M
intre indicatoare. Dorim sa regasim functia Finsler cu ajutorul indicatoarei varietatii. Consideram curba

c(t) = (z°(t),y*(t)). O curba verticala c,(z*,y*(t)) este tangents la un cAmp vectorial V = V* 8?6ﬁ daca si




numai daca satisface sistemul dd—zf = V*. Adsugand si conditiile initiale ¢,(0) = (z¢,y’) obtinem curbele

verticale. Daca o curba este orizontald atunci partea sa verticala este nula v(¢(t)) = 0. Acem deci ca:

i dz' 0 dy' 0 dz’ 6§ dy’ dri\ 0
= - = —— 4+ N}
¢ dt Oz' * dt oy ( >

dt oz dt Idt ) oyt
Rezulta ca c(t) este o curba orizontala daca si numai daca %" +N j’fddif = 0. Rezolvand sistemul format din

ecuatiile corespunzatoare celor doua tipuri de curbe obtinem indicatoarea tangenta a varietatii Finsler.

1.5 Curbura steag a unei varietati Finsler

In aceasta sectiune ne propunem sa introducem corespondentul curburii sectionale in geometria Finsler.
Curbura Riemann a unei varietati Finsler este definita cu ajutorul spray-ului geodezic (1.3.6). Definim:

Ry : Ty M — T, M,

prin

; 0
% k
Ry(v) = Ri.(y)v %‘m v=v 7axk‘k-

R, este o transformare liniara binedefinita care satisface: Ry(y) =0 In definitia de mai sus coeficientii:

G BG PG 9G I
oxk  Oxd 8yky dyidyk  dyl dyk-

R;, =2
Definitia 1.5.1. Cantitatea R definita anterior se numeste curbura Riemann.

Aceasta a fost introdusa de catre Riemann in 1854 pentru metrici Riemann. Paul Finsler a studiat
problema variationala pentru metrici Finsler. Acesta nu a introdus o notiune noua referitoare la curbura
metricilor Finsler.

Pentru un plan tangent P C T, M, care 1l contine pe y, fie:

gy(Ry(u), v)
9y(Y, 9) gy (u, u) — [guly, w)]*

K(va) =

Observam ca (P, y) este independent de alegerea vectorilor particulari u € P astfel incat P = span{y,u}.
k = k(P,y) se numeste curburd steag. In dimensiune doi, P = T, M este planul tangent. Pentru orice
metrica Riemanniana, curbura steag x = k(P) se numeste curbura sectionala a sectiunii P C T, M.

Definitia 1.5.2. Fie F' o functie Finsler pe o varietate n-dimensionald. Spunem ca F este de curbura
steag scalard daca k(P,y) = k(x,y) este o functie scalara pe ToM. F are curburd steag izotropd daca
k(p,y) = k(z) este o functie scalara pe M. F are curburd steag constantd daca (P, y) =constant.

Datorita omogenitatii spray-ului S, informatiile referitoare la curbura pot fi obtinute si prin intermediul
endomorfismului Jacobi, care este o 1-forméa vector valuata definita prin:

®=vol[S h|=R: 0 ® da’.

J ay’L

Informatii importante despre spray pot fi obtinute cu ajutorul scalarului Ricci, p € C*°(To M), care este
dat de:

(n—1)p= R =Tr(®).

9



Definitia 1.5.3. Spunem ca spray-ul S este izotrop daca Ip € C®(ToM) si o 1-forma semi-bazica
a = aj(x,y)dxt € A(ToM) astfel incdat endomorfismul Jacobi are forma:

®=pJ-—a®C & R =pi —ajy, (1.5.1)
unde p € C®°(TyM) este scalarul Ricci, iar o o 1-forma din ToM.

Observatia 5. Tensorul de curbura si endomorfismul Jacobi sunt legati prin relatiile:

1

R
3

[J,®] i P =igR. (1.5.2)

Pornind de la relatia dintre endomorfismul Jacobi gi tensorul de curbura asociat conexiunii neliniare
(1.5.2) obtinem urmatoarea forma pentru tensorul de curbura asociat unei metrici Finsler de curbura
steag scalara:

1
R=—

— 3lﬂ_,d‘,(w?*) ANJ—dy (1dJ(KF3)> ®C. (1.5.3)

3F
Mai mult, daca functia cu care lucram este de curbura steag constanta, tensorul de curbura are o forma
mai simpla:

R=rFd;FAJ. (1.5.4)

Local, pentru spatii Finsler de curbura constanta avem:
Rl = £ (9s105 — 9s;61) v°. (1.5.5)

Observatia 6. FEste cunoscut faptul cd spray-urile 2-dimensionale sunt izotrope, deci endomorfismul
Jacobi asociat acestora este dat de formula (1.5.1), unde :

R} -—-R?

al = 72 = L

—5 o 2
1 2
Y

_ Rl -R;
Yy Yy '

2_y1

Definitia 1.5.4. Consideram F o functie Finsler si ® endomorfismul Jacobi al spray-ului sau geodezic:
F este de curburd steag contantd dacd 3k € R astfel incdt: ® = k(F?J — Fd;F @ C).

Inspirati de relatia dintre tensorul de curbura R si endomorfosmul Jacobi @, in [5] am introdus o
noua conditie pentru caracterizarea isotropiei unui spray utilizand tensorul de curbura asociat conexiunii
neliniare.

Lema 1.5.5. Un spray S este isotrop dacd si numai dacd existd o 1-formd semi-bazica & € A (ToM)
astfel incat tensorul de curburd R este exprimat

R=¢NT —djExC, (1.5.6)
unde .
£= 3 (a+djp). (1.5.7)

Un rezultat important in geometria Riemanniana este furnizat de Lema lui Schur. Exista a varianta
a acestui rezultat, valabil in context Finsler (se intareste ipoteza cerand independenta de “flagpole” a
curburii steag), [23].

Lema 1.5.6. (Lema lui Schur) Fie (M, F) o varietate Finsler isotropa de dimM > 3 si djx = 0, unde
k reprezintd curbura steag a varietatii. Atunci k este constantd.
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1.6 Spray-uri proiectiv echivalente. Problema a patra a lui Hilbert.

O reparametrizare a sistemului

R ) dzt
— +2G" — | =
T +2G <x, dt) 0,

t — t(t) care pastreaza orientarea ne conduce la existenta unui nou spray geodezic: S = S — 2PC.
Functia scalara P € C°°(M) este unu omogena si este legata de noul parametru prin:
d*t ( ; da:i> dt dt

— =P Ztiii
O e @

a2 0. (1.6.1)

Definitia 1.6.1. Un spray este proiectiv metrizabil daca este proiectiv echivalent cu spray-ul geodezic al
unet functii Finsler.

Echivalent, un spray este proiectiv metrizabil daca geodezicele sale conincid cu geodezicele unei functii
Finsler, pana la o reparametrizare ce pastreaza orientarea.

Definitia 1.6.2. Doua spray-uri sunt proiectiv echivalente dacad geodezicele lor coincid panda la o repa-
rametrizare ce pdstreazd orientarea. S se numeste deformarea proiectivd a spray-ului S. Ne referim la
aplicatia S — S =S — 2PC ca la defomarea proiectiva a spray-ului S.

Cazul regulat al problemei a patra a lui Hilbert consta in caracterizarea tuturor metricilor Finsler de
pe o submultime deschisa din R™ a caror geodezice (neparametrizate) sunt linii drepte. Aceste metrici se
numesc metrici Finsler proiectiv plate. Potrivit lui G. Hammel, o metrica Finsler F' = F(x,y) pe {2 este
proiectiv plata daca si numai daca satisface:

Fyryiyf® = Fa. (1.6.2)

Una dintre problemele importante in geometria Finsler este sa gasim solutiile aferente ecuatiei (1.6.2).
Conform teoremei lui Beltrami daca o metrica Riemanniana F' = /g;;(z)y’y?, satisface (1.6.2) atunci
aceasta are curbura sectionala constanta. Reciproc, orice metrica Riemannina a carei curbura sectionala
P+u(|z?y? —<z,y>?)

1+ulz[? :
Acum consideram deformarea spray-ului plat S = Sy — 2PC, unde Sy = 7 azi' Spray-ul S este Finsler
metrizabil daca exista o functie F' care satisface urmatorul sistem de ecuatii diferentiale:

d,F? =0
LoF? —2F?% =0,

este u este local izometrica cu metrica: o = vy

unde h = hg — PJ — d;P ® C. O functie 1-omogena care satisface ecuatia Euler Lagrange dgL =
djLsL — 2d, L = 0 se numeste functie Hamel pentru spray-ul dat.
Un spray S este Finsler metrizabil daci satisface ecuatia Euler Lagrange dgF? = 0, ecuatie ce poate fi
rescrisa sub forma, [9]: Prin urmare, o metrica Finsler este proiectiv plata daca si numai daca satisface
ecuatia

ds,F" =0, (1.6.3)

unde Sy este spray-ul plat.

Tensori proiectiv invarianti

Aga cum am mentionat anterior, in geometria Finsler exista o parte importanta care se ocupa cu studiul
deformarilor proiective. Aceasta parte este reprezentata de doi tensori importanti tensorul Weyl, [25, 31]
si tensorul Douglas [16, 17]. Acesti tensori contin informatii referitoare la proprietatile metricilor Finsler
care sunt supuse unor deformari proiective.
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Weyl curvature tensor

In [42], Weyl a introdus un invariant proiectiv pentru metrici Riemann. Tensorul proiectiv Weyl in cazul
Riemannian se exprima astfel:

i i 1 L g

unde Ric;; = Rﬁ-lj este tesnorul Ricci. In [16] Douglas a extrins tensorul proiectiv Weyl din contexul

Riemannian la cel Finslerian. Tensorul Weyl clasic din geometria Finsler este o cantitate importanta care
caracterizeaza metricile Finsler de curbura steag scalara. Mai mult, acest tensor este proiectiv invariant
si este definit prin
W?:Ri._LRl(;i._Li Rm_LRl(sm g (1.6.5)
J I on=1" pg1aym U7 o p—1 - e
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Capitolul 2

Metrizabilitate Finsler si integrabilitate
Frobenius

Ne propunem sa oferim o solutie constructiva in cazul problemei metrizabilitatii Finsler din cazul neplat
2-dimensional. Pentru un spray 2-dimensional neplat asociem doua structuri geometrice care contin
infomatii despre metrizabilitatea spray-ului. In cazul in care acesta este metrizabil putem obtine metrica
Finsler. Una dintre aceste structuri este o distributie regulata 3-dimensionala, numita distributia Berwald,
a carei integrabilitate ne ofera un posibil canditat pentru functia Finsler ciutata. A doua structura este
o 2-forma, al carei rang ne ofera informatii despre regularitatea metricii Finsler. Obiectul pe care se
bazeaza rezultatele obtinute este reperul Berwald asociat unui spray dat. Deci vom reformula problema
metrizabilitatii Finsler cu ajutorul unei serii de proprietati asociate reperului Berwald.

Pentru spray-ul geodezic al unei functii Finsler putem construi mereu o distributie integrabila, transversa
campului vectorial Liouville care sa fie tangenta la indicatoarea functiei Finsler. Ne vom centra atentia
acum asupra spray-urilor neplate. Aceastd presupunere implica faptul ca endomorfismul Jacobi nu se
anuleaza, ceea ce este echivalent cu faptul ca a # 0, deci p # 0.

Pentru un spray S, faptul ca acesta este neplat implica regularitatea distributiei 3-dimensionale D =
Im{h} ® Im{®}. Vom numi aceasta distributie distributia Berwald.

Pentru un spray izotrop a caruit endomorfism Jacobi este dat de formula (1.5.1), consideram urméatoarea

2-forma:
Q:d(ﬁ+ﬁmaAq
p PP

In cazul metrizabilititii, rangul 2-formei  ne ofer informatii despre regularitatea metricii.

2.1 Reperul Berwald. Distributia Berwald

Intr-una din lucririle sale din anul 1941 Berwald construiegste un reper canonic pe ToM asociat unui
spatiu Finsler 2-dimensional. El a utilizat acest reper pentru a caracteriza spatiile Finsler 2-dimensionale
plate si pentru a realiza o clasificare a acestora. In cele ce urmeaz vom ariita c& un astfel de reper, pe
care 1l vom numi reper Berwald, poate fi asociat oricarui spray 2-dimensional neplat. Am demonstrat ca
spray-ul este metrizabil daca si numai daca reperul Berwald este integrabil si 2-forma {2 satisface niste
conditii de regularitate.

Prezentam acum modalitatea prin care am construit reperul Berwald:

Consideram H € X(TpM) un camp vectorial care satisface urmatoarele conditii:

C,H] = H, h(H) = H, a(H)=0. (2.1.1)

Primele doua conditii ne evidentiaza faptul cd H este un camp orizontal 2-omogen. Ultima conditie din
seria precedenta este echivalenta cu ¢(H) = pJH si insemna ca H este un vector propriu corespunzator
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valorii proprii nevide p.

Conditiile (2.1.1) nu determina in mod unic campul vectorial H. Pot exista mai multe astfel de cAmpuri
vectoriale, Insa sunt legate printr-o functie 0-omogena. Putem fixa un astfel de vector daca cerem ca
{S,H} sa fie compatibila cu o orientare fixata a lui M. Deoarece a(S) = p # 0, obtinem ca H si S
sunt doua campuri vectoriale liniar independente care genereaza distributia orizontala. De aici rezulta ca
V :=JH si C := JS sunt doua campuri vectoriale liniar independente care genereaza distributia verticala.
In consecinta {H,S,V,C} este un reper pe ToM numit reperul Berwald. In lucrarea ”Introducere in
geometria Riemann-Finsler” de Bao, Chern acestia au demonstrat ca doar primele trei campuri vectoriale
sunt necesare pentru a construi un reper pentru fibratul proiectiv, chiar dacd reperul este construit
utilizand o metrica Finsler 2-dimensionala.

Lema 2.1.1. Consideram S un spray si {H,S,V,C} un reper Berwald fizat.

i) Reperul Berwald satisface urmatoarele formule:

[C,V]=0, [S,H|=VH+pV, [S,V]=-H+VV. (2.1.2)

ii) Rangul 2-formei 2, este dat prin:

4, daca o ([H,V]) # 0;

rank($2) :{ 2, daca a([H V]) =0. (2.1.3)

2.2 Reperul Berwald pentru o functie FInsler

Observatia 7. Consideram S spray-ul geodezic al unei functii (degenerate) Finsler F gi T' conexiunea
indusa de spray-ul S. 2-forma Hilbert asociatd functiei F' poate fi descrisd, in raport cu coneriunea I’
dupd cum urmeazd :

wpa = 2g;;dx’ A Sy’ (2.2.1)

Daca S este spray-ul geodezic al unei functii Finsler atunci utilizam metrica G definitd anterior pentru a
construi distributia care este ortogonala campului vectorial Liouville. Integrabilitatea acestei distributii a
fost ardtata in [3].

Consideram spray-ul geodezic al unei functii Finsler F'. Pentru acest spray vom considera reperul
Berwald determinat de conditiile precedente, la care vom adauga conditia suplimentara ca H si S sa aiba
aceeasi lungime, adica:

G(H,H) = G(S,8) = F2. (2.2.2)

Observatia 8. Dacd inlocuim H cu aH, o alta solutie pentru (4.4.6), unde a € C°(M) este o functie
0-omeogend nevidd, atunci afaH,aV] = a®a([H,V]), Prin urmare conditia de reqularitate o[H,V]) # 0
nu depinde de modul in care alegem reperul Berwald.

Prezentam in continuare ce se intampla in cazul spray-urilor regulate, respectiv degenerate.

Lema 2.2.1. Consideram S spray-ul geodezic al unei functii Finsler F gi {S, H,C,V'} reperul Berwald
asoctat.

i) Reperul Berwald satisface urmatoarele formule:

H(F?*)=0, V(F=0, VH=0, VV=0,
[S,H]=pV, [S,V]=—H, [HV]=S8+1IH+ S()V. (2.2.3)
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i1) Spray-ul geodezic este regulat.

Lema 2.2.2. Consideram S spray-ul geodezic al unei functii Finsler degenerate F gi {S, H,V,C} reperul
Berwald.

i) Reperul Berwald satisface formulele:

([S,H]) =0, a([S,V]) =dyF ([S,V]) =0, (2.2.4)
]

ii) Spray-ul geodezic este degenerat.

Cele trei formule de comutare prezentate mai sus au fost obtinute de cétre Berwald. Functia [
reprezinta scalarul principal al unei functii Finsler. In cazul metricilor Riemann, scalarul principal este
egal cu zero.

2.3 Integrabilitatea distributiei Berwald si metrizabilitate Finsler

Introducem acum rezultate princiale ale acestui capitol. Acestea constau intr-o caracterizare a metriza-
bilitatii Finsler pentru spray-uri impreuna cu un algoritm care poate fi utiliat pentru a construi efectiv
functia Finsler care metricizeaza spray-ul.

Teorema 2.3.1. Consideram S, un spray 2-dimensional neplat. Urmdtoarele conditii sunt echivalente:
i) S este Finsler metrizabil;
ii) Spray-ul S este requlat si distributia Berwald {D} este integrabild.
i11) Exista o 1-formd inchisd w € D* astfel incat.

rang (djw + 2w A ijw) = 4. (2.3.1)

Acelasi set de concluzii poate fi obtinut si in cazul spray-urilor degenerate.
Teorema 2.3.2. Consideram S, un spray 2-dimensional neplat. Urmdtoarele conditii sunt echivalente:
i) S este Finsler metrizabil;
i1) Spray-ul S este degenerat si distributia Berwald {D} este integrabild.
ii1) Ezista o 1-forma inchisa w € D* astfel incat.

rang (djw + 2w A ijw) = 2. (2.3.2)

2.3.1 Exemple
Spray metrizabil

Pe M = {(z%,2?) € R, 22 > 0} cosideram urméatorul sistem de ecuatii diferentiale ordinare :
d’xl 2 datda? d*x? 1 dz'\? da?\”
S § — ) = = = 0. 2.3.3
dt2  x2? dt dt Todt? +x2<<dt> <dt> ( )
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Coeficientii conexiunii neliniare sunt:

2 1 1 2
4

N} = ~ N}=-2, N:=2 NZ=-Z. (2.3.4)

Spray-ul S este izotrop, deci cele doua componente ale 1-formei semi-bazice « si scalarul Ricci sunt date
prin:
_RB_ Y Ry 1

ap = p=R+R;= —W{(yl)z‘F(yz)Q}'

=T 2= o5 = 5
n (22)? Y2 (22)2

Vom testa mai intai metrizabilitatea spray-ului utilizand a treia caracterizare din teorema. Toate informatiile
despre spray le putem regasi cu ajutorul 1-formei:

az o yldy' +yPdy? 1

J g T I 8T - 2
()2 + (12)? 20

w:iﬂrg = ﬂéyl—i—
p p

Avem ca:
-1

= e |

det A dyt + da? A dy2) ,
Din relatia precedentd observam ca rang(§2) = 4, deci S este spray regulat.
Mai mult, dw = 0 de unde rezulta, utilizand o lema de tip Poincare, ca w = df, pentru

Flry) = 30 () + 67)2) — Ina?).

In concluzie, functia Finsler care metricizeaza spray-ul S este:

(y')? + (y*)?

> : (2.3.5)

F(z,y) = exp(f(z,y)) =
Acum vom verifica metrizabilitatea spray-ului S utilizand a doua caracterizare din teorema enuntata.
Consideram H € X(ToM) un camp vectorial care satisface [C, H| = H, h(H) = H, a(H) = 0. Rezolvand
sistemul format din ecuatiile de mai sus obtinem mai multe solutii pentru campul vectorial H. Toate
aceste solutii pot fi legate intre ele utilizand o functie 0-omogena. Daca ne fixam o orientare putem alege
ca acest cAmp vectorial si fie H = —y?§/dx! + y'§/522. Prin urmare reperul Berwald {H, S, V = JH}
genereaza distributia Berwald D. Din urmatoarele paranteze Lie se poate observa direct ca distributia D
este integrabila, intrucat niciuna dintre parantezele de mai jos nu contine campul vectorial Liouville.

[H,V]=S, [S.V]=—H, I[S H =,V

Dorim acum sa gasim varietatea integrala IM la ditributia Berwald D = Im(h) & Im(®). Vom cauta
aceasta varietate utilizand faptul ca ea contine toate curbele orizontale gi curbele tangente campului
vectorial V. O curbi verticald c,(t) = (2%, y*(t)) este tangenta la cAmpul vectorial V daci si numai daca
satisface sistemul:

dy1 dy2
A L _yl‘

a Y
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1

Impunand coditiile initiale ¢,(0) = (z%,y’), obtinem ci curba c,(t) = (2!, 22, y' cost — y?sint, y' sint —

y? cost) apartine familiei de hipersuprafete:

')+ (v°)? = fa', %), (2.3.6)

pentru nigte functii f arbitrare de pe varietatea baza. Vom restrictiona familia de hipersuprafete (2.3.6)
cerand ca acestea si contini si curbe orizontale. O curba cj,(t) = (2%(t),y'(t)) este orizontald daci si
numai daca v(cp(t)) = 0, deci daca satisface urmatorul sistem de ecuatii diferentiale:

d2zt i dxd

Pentru conexiunea neliniara (2.3.4), sistemul (2.3.7) devine:

dy! (yrdal  ylda?\ o dy? | yldel ytda?
dt x2 dt a2 dt ) e

dt ' x2dt a2 dt
Vom inmulti prima ecuatie cu y! si a doua ecuatie cu y?, le vom aduna si obtinem:
dxz?

1d7?/1 pdy® 1

ay" L or1y2 2y2) 4T _
Ultima ecuatie poate fi scrisa sub forma:
d 2 daz?
(WP ) - S (WP + ) - =0 (2.3.8)

Curbele orizontale obtinute trebuie sa apartina familiei de hipersuprafete (2.3.6). Deci daca vom inlocui
ecuatiile (2.3.6) in (2.3.8) obtinem:

dz?

=0
dt ’

S (Fha?) = S f )
care implica f(z!, 22) = c(2?)?. Prin urmare varietatea integrala a distributiei Berwald D este data prin:
IM = {(a'.5) € TM. oy (01 + (6)°) = o}

care reprezinta indicatoarea metricii Poincaré (2.3.5).

Spray degenerat

Pe M = R? consideram urmatorul sistem de ecuatii:

d2 1 2 d 1d 2 d? 2
Ty T S 2 oo (2.3.9)
dt? 1+ (22)% dt dt dt
Coeficientii conexiunii neliniare sunt urmatorii:
2,2 2,1
N=_"Y _ Nl=_ Y N2_pNZ=o. (2.3.10)

2(1 + (2%)?)’ 2(1+ (22)?)’

Componentele endomorfismului Jacobi si scalarul Ricii sunt dati de:

2)2[(£2)2 _ 9
R = <Z[>(m[§)2>+1]2], RE=0, p=
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1 forma semi-bazica o/p = oy /pdx! + az/pdz? are componentele:

o _ Ry a2 Ry _ 1
p yp T p o Y y?

Informatiile despre metrizabilitatea spray-ului le putem obtine din 1-forma:
.o o o 1
w=1ifF— = —15y1 + —25,1;2 = —Qdyz.
P P p Y

Rezulta ca:
-1
(y°)?
de unde rang () = 2 si spray-ul S este degenerat. Observam c& dw = 0, unde f(z,y) = In|y?|, deci
functia F' care metricizeazi spray-ul este F(x,y) = exp(f(x,y)) = |y?|. Vom testa metriabilitatea spray-

ului (2.3.9) utilizand a doua caracterizare din teorema. Vom construi baza Berwald asociatd acestui
sistem. Daca aleagem H = —yQ&%, crogetele Lie ce vor alcatui distributia Berwald sunt urmatoarele:

Q= dz? A dy?,

2.2 2.2
yx yx
————V, [SSH=—"—-5-H+pV.
21+ @’ T e
Rezulta ca distributia Berwald este integrabila, deci S metrizabil de o functie Finsler degenerata. Daca
calculam varietatea integrala a distributii Berwald vom obtine:

[HV]=0, [S,V]=—H+

IM = {(z', 2% y',9*) € TM,y* = ¢},
care reprezints indicatoarea functiei F(z,y) = 2.

Spray nemetrizabil

Prezentam un exemplu de spray propus de Elgendi si Muzsnay in [18] a carui grad de metrizabilitate
este 0. Vom demonstra ca aces spray nu este Finsler metrizabil utilizand diferite tehnici prezentate in
Teorema 2.3.1. Pe M = {(z',2%) € R%, 22 > 0}, consideram spray-ul

9 9 y'y?) 9 (') 0
_ 19 20 1 9 _ 2 9
5=y ot TV o2 2(90,7; T >8y1 2<S0y 4 ) oy*

unde ¢ = (z2(y")? + (y%)?)"/2. Coeficientii conexiunii neliniare sunt:

1 1,2 1 2,.1,.2 2\2
Y y'y yt o xyly 2 (v%)
,Nzlzﬁ‘i‘T,Nf:—E‘f' o 7N2:()0+ o 5

Componentele locale corespunzatoare endomorfismului Jacobi si scalarul Ricci sunt:

224$22 1 1243;22 1 4I‘22 1
R%=—(y)£1((xz))z 1] R§:_<y>£l(;2)>2 1] p:_((y1)2+(y2)2)[(4(3:2;]_

2 27, 1\2
1Y 7 (y")

Spray-ul S este izotrop si 1-forma semi-bazici a/p = a1/pdx! + as/pdx? are componentele:

1 2
a1 Yy Qa2 Y

R R (D e N (T Y (T R

Avand componentele pentru a/p calculam 1-forma:

w = iF% = ﬂ&/l + %53/2.
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In formula precedenta inlocuim: 6y* = dy* + N ]’fdxj pentru a obtine

1 P T I 2 SR T O S S L (S Y
S d JJ _ d
(y1)? + (y?)? (y YAt g TV e @ * v
1\2 1\2,,2 2\3
+((y) —I-(y;y —|—y2<p+(y¢> >d$2>'

222

w =

Printr-un calcul direct se observa cid dw # 0 si din Teorema 2.3.1 putem concluziona ca spray-ul analizat
nu este metrizabil. Putem ajunge la aceeasi concluzie utilizand reperul Berwald. Pentru un spray dat
S, cautam un camp vectorial orizontal care sa satisfca conditiile mentionate pentru construirea reperului
Berwald.

Prezenta campului vectorial Liouville ne ofera informatia ca distributia D = span{H, S, V} nu este inte-
grabila si deci S nu este Finsler metrizabil.

2.4 Caracterizare pentru metricile de curbura constanta

In ultima parte a acestui capitol ne propunem sa oferim o demonstratie diferita pentru rezultatul gasit
in [5], privind metricile de curbura constanta, utilizand de aceasta data reperul Berwald. Ne vom axa pe
cazul 2-dimensional tinand cont de faptul ca in acest caz conditia de izotropie este automat satisfacuta.

1
Consideram reperul Berwald {S, H,V := JH,C}. Pentru & := g(d Jp+ ), avem urmatoarele componente

in raport cu reperul mai sus mentionat:

o £(5) = (0 +dsp)(S) = 5(a(S) + dsp(S)) = 5(p+Cp) = 1 (3p) =

o §(H) = S(0+ dyp) (H) = 5 (a(H) + dyp(H)) = 20+ dp(TH)) = 3V (o)

o V) = 1+ dip)(V) = 5 (a(V) +dsp(V)) = 50+ dp(IV)) =0

o £(C) = (a+dsp)(C) = 5(a(C) +dyp(C)) = 30+ dp(IC)) =0

Formulam astfel urmaéatorul rezultat de caracterizare a metricilor de curbura constanta de pe o varietate

2-dimensionala.

Teorema 2.4.1. [5] Consideram F o metrica Finsler pe o varietate 2-dimensionald si £, 1-forma semi-
bazica definita in (1.5.7). Atunci F' are curbura constantd daca si numai daca urmdtoarele conditii sunt
satifacute:

Cl) dh§ = 07
Cs) dj€ =0.
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Capitolul 3

Deformari proiective de spatii Finsler

In acest capitol vom prezenta o serie de caracterizari noi pentru metrici Finsler de curbura constanta.
Pentru obtinerea acestor caracterizari a fost necesara introducerea de noi cantitati. Asadar, in prima
instanta am introdus doi tensori noi, pe care i-am numit tensori de tip Weyl, [6, 5]. In geometria Finsler
exista deja un tensor de tip Weyl, doar ca aceasta caracterizeaza metricile Finlser de curbura scalara (nu
neaparat constanta).

3.1 Caracterizare a metrizabilitatii proiective

In aceasts sectiune oferim o caracterizare noua pentru problema metrizabilitatii Finsler descrisa in primul
capitol. Exista o serie de caracterizari pentru echivalnta a doud metrici Finsler/ spray-uri geodezice,[39,
§9.2.3]. In cele ce urmeazi vom prezenta o teorema de caracterizare a metricilor Finsler proiectiv echiva-
lente cu un spray dat.

Teorema 3.1.1. [6] Consideram S un spray geodezic si o functie Finsler F. Urmdtoarele relatii sunt
echivalente:

PM,) 6sF =0,
PM,) dyF = d;(PF),
Ms) 8gF?2 = 2Pd F?,
PM,) dpdyF? =dyP AdjF? gi SF = 2PF.

"

3.2 Noi tensori de tip Weyl pentru geometria Finsler

3.2.1 Tensorul de curbura de tip Weyl W,

Consideram S un spray si ¢ endomirfismul Jacobi asociat. Inspirati de rezultatele obtinute in [8] definim
urmatorul tensor de tip Weyl

1 1
Wop=&— —— (Trd)J +

— AL (3.2.1)

Tensorul introdus anterior a fost utilizat in [22, (1.20)] pentru a caracteriza spray-urile de curbura scalard
care nu depind de coordonata fibra. In coordonate locale, tensorul de curbura de tip Weyl, (3.2.1) se
exprima astfel:

Wo = W, 0 ® da?, (3.2.2)

oy’
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In relatia precedenta coeficientii lui ng sunt

Rt (3.2.3)

. . 1 .

Propozitia 3.2.1. Consideram Wy tensorul de tip Weyl definit anterior. Atunci acesta satisface:
1. Tr(Wp) =0,
2. Wu(S) =0.

Daca spray-ul S este afin, adica este spray-ul corespunzator unei metrici Riemann, tensorul de tip
Weyl poate fi rescris sub urmatoarea forma:

_ 9
Wn =W l k
unde W ;kl este chiar tensorul proiectiv Weyl din cazul Riemannian, (1.6.4). Putem sa formulam urmatorul

rezultat de caracterizre a metricilor Finsler de curbura steag constanta de pe o varietate de dimensiune
> 3.

Teorema 3.2.2. [6/ O metrica Finsler este de curburd constanta dacd si numai dacd tensorul de tip
Weyl (3.2.1) se anuleaza.

In cele ce urmeazi formuldm un rezultat care descrie legatura dintre tensorul de tip Weyl (3.2.1) si
tensorul Weyl clasic din geometria Finsler, (1.6.5) pe o varietate de dimensiune mai mare sau egala decat
trei.

Teorema 3.2.3. [6] Pentru o metrica Finsler urmdatoarele conditii sunt echivalente:
1. F are curbura steag constanta,
2. F este de curburd scalara si tensorii de tip Weyl (1.6.5) si (3.2.2) conincid.

Observatia 9. Pentru demonstratia teoremei enuntate anterior au fost folosite relatiile de definitie in-
troduse pentru tensorii implicati precum gi varianta Finsleriand a lemei lui Schur.

In cele ce urmeaza utilizam rezultatul din Teorema 3.2.2 pentru a recupera o caracterizare a curburii
metricilor Finsler care pot fi reduse la metrici Riemann Aceste metrici sunt caracterizate de anularea
tensorului proiectv Weyl (1.6.4).

Corolarul 3.2.4. [6] O metrica Riemann are curburd sectionald constanta dacd si numai dacd tensorul
de tip Weyl (3.2.4) se anuleaza.

Observatia 10. Pentru demonstrafie a fost folositda echivalenta dintre notiunea de curburd steag con-
stantd si curburd sectionald constanta pentru metricile Finsler care pot fi reduse la metrici Riemann.

3.2.2 Tensorul de curbura de tip Weyl W,

In aceast’ sectiune vom porni de la tensorul de tip Weyl introdus in sectiunea anterioara si vom defini
un nou tensor de tip Weyl inspirat de relatia dintre tensorul de curbura asociat conexiunii neliniare gi
endomorfismul Jacobi. Mai mult, vom oferi o teorema de caracterizare a metricilor Finsler de curbura
constanta aflate pe o varietate Finsler 2-dimensionala.

Consideram S un spray geodezic cu endomorfismul Jacobi asociat @ si tensorul de tip Weyl corecspunzator
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(3.2.1). Inspirati de (1.5.2) si de tehnicile utilizate in [39, §8.3] utilizam tensorul de tip Weyl (3.2.1) pentru
a introduce urmatorul tensor:

3

3W1 - [J, W{)] - 3R - m

dy (Tr®) A J.

Prin urmare, pentru un spray S cu endomorfismul @ si tensorul de curbura R definim al doilea tensor de
tip Weyl prin:
1

WMi=R=50 =

dy (Tr®) A J. (3.2.5)
Tinand cont de modalitatea de definire a noului tensor, putem formula urmatorul rezultat de caracterizare
a metricilor de curbura constanta.

Teorema 3.2.5. [14] O metrica Finsler pe o variatete de dimensiune mai mare sau egald decdt 3 are
curburd steag constantd dacd si numai daca tensorul de tip Weyl (3.2.5) se anuleaza.

In cazul 2-dimensional Lema lui Schur nu poate fi aplicatd, prin urmare suntem fortati si adiugim
o conditie suplimentara pentru a obtine o caracterizare pentru metricile de curbura constanta in acest
caz. Deoarece conditia de izotropie este automat satisfacuta in cazul 2-dimensional vom utiliza 1-forma
semi-bazicd care intervine in expresia endomorfismului Jacobi din cazul izotrop. Putem formula deci
unmatorul rezultat:

Teorema 3.2.6. [14] O metrica Finsler pe o varietate 2-dimensionald are curburd steag constanta dacd
st numai daca urmdtoarele conditii sunt satisfacute:

1. Tensorul de tip Weyl (3.2.5) se anuleazd.

2. dha =0.

3.2.3 Caracterizarea invariantei tensorilor W, si W,

Deoarece in aceasta lucrare suntem interesati de deformarile proiective ale spatiilor Finsler, in cele ce
urmeaza vom studia comportamentul celor doi tensori de tip Weyl introdusi anterior atunci cand deformam
proiectiv spray-ul initial. Vom studia mai intai ce se intampla cu tensorul Wy atunci cand este supus unei
deformari proiective. Putem formula urmatoarea lema:

Lema 3.2.7. [6] Consideram S si S =S —2PC doud spray-uri proiectiv echivalente. Atunci tensorii
corespunzatori de tip Weyl Wy satisfac

o 3
Wo =Wy — 553P ® C. (3.2.6)

Observatia 11. Din lema precedenta putem concluziona ca tensorul de tip Weyl Wy devine un tensor
mwvariant doar pentru acele deformari pentru care factorul proiectiv este o functie Hamel. Reamintim ca
o funtie pozitiv 1-omogena P pe ToM se numeste functie Hamel pentru spray-ul S, daca satisface ecuatia
6sP = 0.

In geometria Riemann, invarianta tensorului Wy este datorata liniaritatii factorului proiectiv asiciat
deformarii.

Corolarul 3.2.8. [6/ Daca g si g sunt doua metrici Riemann proiectiv echivalente, atunci tensorii Wy
corespunzdtori coincid.

In ceea ce priveste comportamentul tensorului Wi putem formula urmatorul rezultat
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Lema 3.2.9. [14] Consideram S si S doud spray-uri proiectiv echivalente. Atunci tensorii W1 cores-
punzdatori satisfac:

— 1
Wi =W+ 553P ANJ+dyd,P®C. (3.2.7)

Observatia 12. Din lema precedenta se observa ca Wi este proiectiv invariant dacd i numai dacd
factorul proiectiv este o functie Hamel. Putem formula astfel urmatorul rezultat care descrie conditiile in
care cei doi tensori de tip Weyl introdusi anterior sunt proiectiv invariangi.

Lema 3.2.10. Tensorul de tip Weyl Wy este proiectiv invariant daca si numai daca tensorul de tip Weyl
W1 este proiectiv invariant.

Observatia 13. Pentru demonstrafie este suficenta demonstrarea echivalentei dintre P = 0 si dpdj P =
0, pentru P o funclie 1-omogend in coordonata fibra. Implicatia directd este usor de obfinut deoarece
djosP = —2djd, P = 2dyd jP. Reciproc, vom presupune ca dpdyP = 0. Aplicam ig in relatia precedentd
st obtinem

igdpdyP = 0. (3.2.8)
Pentru a calcula cantitatea din membrul stang vom utiliza formula de comutare pentru ig si dj din [20,
Appendiz A]

isdpdyP = —dpigdyP + Lp.djP + i[h,S]dJP

= —dhC(P) + LgdjP + Z'[h“g]dJP (329)
= —dp P+ Vd;P = §sP.

In cele ce urmeazi vom fi interesati de modalitatea in care tensorul W leaga caracterisiticile curburilor
a doua metrici proiectiv echivalente. Tinand cont de aspectele mentionate anterior putem sa afirmam ca
prin deformarea proiectiva cu o functie Hamel a a unei metrici de curbura constants se obtine o metrica
de curbura constanta. Dorim sa ne asiguram ca rezultatul este valabil si in cazul 2-dimensional. Pentru
acest lucru trebuie sa analizam comportamentul conditiei suplimentare introduse in Teorema 3.2.6 folosind
ipoteza ca P este o functie Hamel.

Lema 3.2.11. [14] Consideram S si S doud spray-uri isotrope proiectiv echivalente cu proprietatea ca P
este o functie Hamel. Atunci derivatele in raport cu proiectorii orizontali din 1-formele semi-bazice o i
a satisfac:

dﬁ&:dha—dRP—PdJoz—ka/\dJP. (3.2.10)

Putem formula astfel urmatorul rezultat de caracterizare a curburilor pentru doua metrici Finsler
proiectiv echivalente obtinute printr-o deformare cu o functie Hamel:

Propozitia 3.2.12. [1}] Consideram F gi F doud metrici Finsler proiectiv echivalente. Daca metrica
F are curbura steag constanta si factorul proiectiv este o functie Hamel atunci si metrica F are curburd
steag constanta.

3.3 O noua varianta a versiunii Finsleriene e Lemei lui Schur care
include si cazul 2-dimensional

Se observa ca in sectiunile precedente am intdmpinat o serie de dificultati in formularea rezultatelor de
caracterizare a metricilor de curbura constanta de pe varietatile 2-dimensionale. Problemele aparute sunt
cauzate de faptul ca in cazul 2-dimensional varianta Finsleriana a lemei lui Schur nu mai poate fi folosita.
Prin urmare, in aceasta sectiune vom incerca sa formulam o noua varianta a versiunii Finsleriene a lemei
lui Schur care sa includa si cazul 2-dimensional. Instrumentul principal pe care il vom utiliza pentru
formularea rezultatului mentionat anterior este 1-forma semi-bazica &, introdusa in (1.5.6). In cele ce
urmeaza vom numi 1-forma semi-bazica £ 1-forma de curbura a spray-ului izotrop. In urmitoarea lem#
demonstram ca prima conditie a Teoremei 2.4.1 este mereu satisfacuta pentru dimM > 3.
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Lema 3.3.1. [5] [Identitatile diferentiabile Bianchi/ Pentru dimensiune n > 3, 1-forma de curburd &
asociatd unui spray isotrop satisface dp& = 0.

Observatia 14. Pentru demonstrarea lemei anterioare am utilizat identitatile diferentiabile Bianchi apli-
cate tensorului de curbura exprimat in (1.5.6).

Observatia 15. In [12] Crampin utilizeaza 2-forma dp€ pentru a obfine obstructia pentru ca un spray
izotrop sa fie R-plat. Cercetarea sa referitoare la spray-uri 2-dimensionale R-plate a fost continuatd in
[18], unde utilizeaza 1-forma de curbura pentru a demonstra cd un spray 2-dimensional este R-plat daca
st numat daca dpé = 0.

3.3.1 Conditii pentru spatii Finsler de curbura constanta si deformarile lor proiective

Inspirati de Teeorema 2.4.1, in acesta subsectiune vom introduce trei conditii necesare si suficiente
(conditiile-CFC: (3.3.2), (3.3.3), (3.3.4)) pentru a caracteriza metricile Finsler de curburd constanta,
vezi Teorema 3.3.2. Comportamentul conditiilor-C'F'C' la o deformare proiectiva a spray-ului initial ne
ofera o obstructie asupra factorului proiectiv. Aceasta obstructie reprezintd un element esential pentru
formularea versiunii Finsleriene a Teoremei lui Beltrami pentru dimensiune n > 2. Utilizand formulele
(1.5.4) si (1.5.7) pentru o metrica Finsler de curbura steag scalara, 1-forma de curbura se rescrie astfel:

g::éFdJ(nFﬂ. (3.3.1)

Teorema 3.3.2. [5] [Versiunea Finsleriana a lemei lui Schur pentru n > 2] Consideram S spray-ul
geodezic al unei metrici Finsler F'. Atunci F' are curburd steag constantd daca i numai dacd:

S este izotrop  (aceastd conditie este mereu adevdrata pentrun = 2); (3.3.2)
st 1-forma decurbura satisface:

ds& = 0; (3.3.3)

dné =0 (aceastd conditie este mereu adevaratd pentru n > 3). (3.3.4)

Observatia 16. Sa analizam cele trei conditii scrise anterior. Primele doud, (3.3.2) si (3.3.3), ne oferam
o caracterizare pentru metricile Finsler de curburd izotropa, [22]. Ambele conditii au fost utilizare in [6,
(4.1)] pentru a defini un nou tensor de tip Weyl care sa caracterizeze metricile Finsler de curburd steag
constanta in dimensiune n > 3.

In cele ce urmeaaza vom studia comportamentul conditiilor-C F'C' la o deformare proiectiva a spray-
ului initial S. Invarianta pentru prima si a treia conditie este automat satisfacuta. Referitor la invarianta
pentru a doua conditie, vom arata ca este satificuta doar pentru acele deforméri care satisfac ecuatia
Hamel:

dpdy P = 0. (3.3.5)

3.4 Versiunea Finsleriana a Teoremei lui Beltrami

In aceasta sectiune vom generaliza rezultatul obtinut in Propozitia 3.2.12 utilizand Versiunea Finsleriana a
Lemei lui Schur introdusa in sectiunea precedenta. Aceasta generalizare va fi numita Versiunea Finsleriana
a Teoremei lui Beltrami si afirma:
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Teorema 3.4.1. [6, 5[[Versiunea Finsleriana a Teoremei lui Beltrami pentru n > 2] Pentru doud metrici
Finsler proiectiv echivalente F' si F' peoprietatea de a avea curburda constantd este pastrata dacd si numai
daca factorul proiectiv asociat deformarii este o functie Hamel.

Utilizand Versiunea Finsleriana a Teoremei lui Beltrami putem formula o demonstratie mai simpla
pentru clasica Teorema a lui Beltrami, [26]:

Teorema 3.4.2. Consideram F si F' doud metrici Finsler proiectiv echivalente care pot fi reduse la doud
metrici Riemann. Atunci ' are curbura sectionald constantd daca si numai dacd F are curburd sectionald
constantd.

3.4.1 Exemple

In aceasta subsectiune vom testa obstructia impusa asupra factorului proiectiv in Teorema 3.4.1 pe o serie
de exemple particulare.

Exemplul 1. Consideram urmdatoarea metrica de tip Numata, [2, §3.9], pe bila Euclidiana B™(1).
F(z,y) =yl + (z,y) (3.4.1)

lyl’y" 0
lyl + (z,y) 0y*’
SoF 1y
2F 2yl +(z,y)

Metrica scrisa anterior este proiectiv plata pentru care spray-ul geodezic este S = Sy —

unde Sy este spray-ul plat. Factorul proiectiv asociat acestei deformari este P =

Prin calcul direct se obtine

2 Yi 2

— +x;
SRTESD S U 7 S v TS S S
" 2 i+ Gy 20 (yl+o)? | 72 (l+ (@)’ (3.4.2)

{0 oy - (o) Yot 0
=\ 278 g WY @y)7) pden 0.

Din (3.4.2) se observa ca P nu este o functie Hamel. Prin urmare, conform Teoremei 3.4.1 rezulta ca F
nu are curbura constanta. Putem calcula independent curbura metricii F astfel:

1 2 29 (1 2
P=,00+P2—50P=/€0F02+< ] >> Y ( || >

_ Jyl* Jyl* 3
Ayl + @ )?  2(yl+ (@) Ayl + (=y)°
Deoarece S este izotrop rezulti cd p = kF?, de unde
p_3 |y
K= —m=—-——"—. (3.4.4)
2 Ayl + ()’

Exemplul 2. Acest exemplu este bazat pe o metrica Finsler proiectiv plata al cdrui factor proiectiv este
o functie Hamel. Deci, potrivit Versiunii Finsleriene a Teoremet lui Beltrami vom obtine de acesta data
o metrica de curburd steag constantd. Consideram metrica Funk pe bila Euclidiana B™(1/2), [31, §2.3],

\/(1—4!af|2)|y|2+4<9MJ>2Jr2 {z,y)

F= .
1—4|z|? 1—4|z?

(3.4.5)
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Metrica scrisa anterior este o metrica proiectiv plata, prin urmare, proiectiv echivalentd cu metrica
Euclidiana. Factorul proiectiv asociat acestei deformaéri este:

_SelF) _ 150 <¢<1—4rx|2>|y|2+4<x,y>2+2 (.9) )

p= S
oF  2F” B 1— 4z 1— 4z

_ VO ARP)YP +4(y)? @y g
1 —4fz|? 1 —4]z|? '

(3.4.6)

Tinand cont de faptul ca F' este o metrica proiectiv plata rezulta ca s, P = djSoF — 2dp,,F' = 0 si deci P
este o functie Hamel pentru spray-ul plat Sy. Analog cu exemplul precedent putem calcula independent
curbura pentru metrica F' astfel:

p=kF?=py+ P?—SoP = koF§ + F> — So(F) = F* - 2F? = —F?2. (3.4.7)
Din rezultatul precedent obtinem ca F' este o metrica de curbura steag constanta —1.

Exemplul 3. In acest ultim exemplu vom analiza doud metrici proiectiv echivalente pentru care factorul
proiectiv este liniar in coordonata fibra. Este cunoscut faptul ca metrica Funk de pe bila unitate,

VIy? = (=Pl = (,9)%) | (z,y)
F= , y €T, B" 3.4.8
este o metrica proiectiv plata de curburd steag constanta k = —1/4 cu spray-ul geodesic:
- 0 -0
S=y'— — Fy'—. 3.4.9
4 ox* y oy’ ( )

Din [34] avem informatia ca

=~ VP = (=PlyP = @9)?) | (=) (a,y)
F= 1— |z Tz 2 1+ (a,2) (3.4.10)

cu a un vector constant, a € R", |a| < 1, este o metrica proiectiv plata pe B™(1). Metricile prezentate
anterior sunt proiectiv echivalente, factorul proiectiv fiind

_ g <¢|y|2 ~ PP~y | @), () )
= 22 — 22
’F I lal T aP T (0,2) o
_ 1 fay
21+ (a,z)’
¢ v 1 aidaji -1/2 . . . o
Se observa ca djP = ) = d (In(1 + (a,z))"'/?). Prin urmare obstructia din teoremi este
a,x

satisfa cuta si deci F' are curbura steag constanta. Pentru a gasi valoarea curburii calculam mai intai

p=p+P*—SP=kF*4+P?>—-SP

2 ~ 3.4.12
- _1 F+ M - _EFQ ( )
4 1+ (a,z) 4
Din (3.4.12) obtinem
PR
F2 4



Capitolul 4

Noi clase de metrici Finsler proiectiv
echivalente de curbura constanta

In acest capitol vom utiliza obstructia introdusa asupra factorului proiectiv in varianta Finsleriana a
Teoremei lui Beltrami pentru a construi noi clase de metrici Finsler proiectiv echivalente. Punctul central
al acestui capitol este strans legat de o clasa speciala de metrici Finsler, anume clasa metricilor Randers.
Aceste metrici sunt exprimate cu ajutorul unei metrici Riemann gi a unei 1-forme dupa cum urmeaza:

F(z,y) = a+ b, unde a(z,y) = \/gij(z)y'y’ este o metricd Riemann si b(x,y) = b;(x)y'.

4.1 Metrici Randers proiectiv plate

Pentru a restrange cautarea de noi perechi de metrici cu proprietatea scrisa anterior ne vom axa in cele
ce urmeaza pe clasa metricilor Randers proiectiv plate. Dupa cum am menttionat in primul capitol, o
metrica Finsler este proiectiv plata daca si numai daca satisface ecuatia Hamel (1.6.3). Folosind acesta
caracterizare putem formula urmatorul rezultat pentru metrici Randers proiectiv plate:

Propozitia 4.1.1. [14] O metrica Randers F' = a + b este proiectiv plata daca metrics Riemann a este
proiectiv platd si 1-forma b;dx® inchisd.

Propozitia precedenta indica faptul ca studiul metricilor Randers proiectiv plate ar trebui sa inceapa
cu un studiu intens al metricilor Riemann proiectiv plate. Utilizand ecuatiile Levi Civita, [27] putem
formula urmatorul rezultat de caracterizare a metricilor Riemann proiectiv plate.

Lema 4.1.2. [14] Fie F = \/gij(x)y'y? o metrica Finsler care poate fi redusd la o metrica Riemann.
Atunci F este proiectiv platd dacd si numai dacd urmdtoarea relatie este satifacuta:

9ij1 = 2019i5 + Vigj + Vjga, pentru o 1-forma wi(m)daci € Al(Z/I). (4.1.1)
In acest caz P(z,y) = Yi(x)y' este factorul proiectiv al metricii F.

Avem toate instrumentele necesare pentru a demonstra implicatia directd a enuntului Teoremei lui
Beltrami:

Teorema 4.1.3. Fie F = \/g;j(x)y'y? o metrica Finsler proiectiv platd care poate fi redusd la o metrica
Riemann. Atunci F' are curburd steag constantd.

4.2 Familia tuturor metricilor Finsler proiectiv plate care pot fi reduse
la metrici Riemann

Urmatorul scop este acela de a gasi familia tuturor metricilor Finsler proiectiv plate care pot fi reduse la
metrici Riemann. Pentru realizarea acestui scop vom avea nevoie mai intai de forma metricilor Finsler
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care detin aceasta proprietate. Amintim ca scalarul Ricci pentru o metrica proiectiv plata este dat de:
p=P?— SyP. (4.2.1)
Vom rescrie (4.2.1) utilizand faptul ca factorul proiectiv este liniar in coordonata fibra. Deci

()

P(z,y) = ¥(x)y’, unde v; este un gradient, de unde rezults v; = Ea (4.2.2)
x
Inlocuim (4.2.2) in (4.2.1) si obtinem
_ g B0 g 0% y W%f 0%
wgijy'y’ = 'y’ 0w 0z VY oriow 90T Ox' OxJ  Oxi0dxI (4.2:3)
Din (4.1.1) avem
Cosd(ovow U\ 10 (0600 5%
axl K2\ Ozt Oxd  Ox'OxI k Ozt \ Ox' Oxd  Ox'Oxd (4.2.4)
00 00 9P \ou 100 (0000 Py N 106 (06 on )
0x' dzi  0xi0xi ) Ozl | Kk Ozt \ 0w Bzt Owidal k OxJ \ Ox' OzF  Oxidxl )’
Prin integrarea succesiva a relatiei precedente se obtine
0?1 oy oY 0% B 03
0x'0xt Oz Ox' OxIdxt  Ox'OxI O (4.2.5)

_ G0V (00 0y O\ 0Oy Oy O\ 0 (0o O
- 02\ 02t 0xd Oxi0xd Oxt \ Ox7 Ozt OxI 0! 0z \ 0z’ 9zt Oxidxl )
Simplificand relatia precedenta avem:

8¢ Y O o 0% o 0% oy 0% 0% B
8361@87 2@ 0z 0xI 28xi Oxloxi 2@ 0ztox! + Oxidxidxl 0- (4.2.6)

Se observa ca din setul de relatii gasit anterior obtinem:

0 0?1 B 3¢ o 81[1 0?1 B (%b o _0 (4.2.7)
Oxt \ 0x'0xI 83:@ OzI 89:’ Ox'OxI 8xZ 0z ) o
Integrand de doua ori obtinem
e — —2(e,~jxi1‘j + ezt + e) = cijxixj +ert+ ¢ (4.2.8)
In concluzie functia cautata este
1 o ,
)= —5 In(cija's? + ¢;z' + ¢) unde ¢;j = ¢ji, ¢;, ¢ sunt constante pe U C R™. (4.2.9)
1
Facand o schimbare de coordonate putem presupune ca 1) = —5 In(ye|z|? + 1). Deci, dupa inlocuirea in
(4.2.3) obtinem familia de metrici Riemann proiectiv plate:
i -
gij(x) = g KT K= Q. (4.2.10)

Lt ple? (1 + plef?)?

In concluzie, familia tuturor metricilor Finsler proiectiv plate care pot fi reduse la metrica Riemann
(4.2.10) este data de:

’ 1+ pfa|?
Pentru a ne simplifica cautarea de noi metrici Finsler proiectiv echivalente de curbura constanta ne vom
centra atentia asupra unei clase speciale de metrici Randers proiectiv plate. Folosind familia de metrici
Riemann gasite anterior putem formula urmatorul rezultat:

, unde p reprezinta curbura. (4.2.11)
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Lema 4.2.1. [14] Familia metricilor Randers proiectiv plate de curburd constanta negativa pentru care
factorul proiectiv este proportional cu metrica este datda de:

2 _ 42 (12212 — 2
F =a+b unde a(z,y) = VIy] (;—(’i‘@’é‘y? .y)") sib(z,y) =

2¢(z, y)

m. (4.2-12)

In acest caz constant ¢ reprezintd coeficientul de proportionalitate dintre factorul proiectiv $i metrica
studiata.

Mai mult, putem determina curbura steag asociata familiei de metrici scrise anterior astfel:
kF? = P? — SoPy = *F? —26*F? = —*F? = k = —%. (4.2.13)

Toate constructiile din sectiunile urméatoare sunt bazate pe faimilia de metrici introdusa in Lema 4.2.1.
Prin urmare vom efectua o serie de deformari proiective asupra unei metrici Randers proiectiv plata
pentru care factorul proiectiv este proportional cu aceasta.

4.3 O noua clasa de metrici proiectiv echivalente cu aceeasi curbura
negativa

Vom incepe cu F' metrica Randers proiectiv plata din (4.2.12), cu S = Sy —2cFC spray-ul geodezic asociat.
Vom realiza o deformare Randers a acestei metrici

F—F=F+b, (4.3.1)

unde b este dat de b(x,y) = i(z)y’, [35]. Vom studia mai intai conditiile pe care trebuie si le satisfaci
metricile F' si F' definite anterior pentru a fi proiectiv echivalente. S& observam ca

9y

55ﬁ20<=>(5sg=0<:>bi=7‘.
oz*

(4.3.2)

Prin urmare, cele doua metrici vor fi proiectiv echivalente pentru orice deformare de tip Randers. Factorul
proiectiv asociat deformarii este dat de

p_SE+H _ 8B (4.3.3)
2(F+b) 2(F+Db)

Utilizand faptul ca spray-ul geodezic asociat este S = Sy — 2¢FC, (4.3.3) devine

p o Sob = 2clb (4.3.4)
2(F + b)

Pentru a putea obtine forma metricii F' vom presupune ca factorul proiectiv este proportional cu aplicatia
liniara b. Facand aceasta presupunere, ne vom afla in ipotezele Teoremei 3.4.1. Prin urmare, sa presupu-

nem ca ~
P=vb vekR. (4.3.5)
Din (4.3.4) si (4.3.5) obtinem N N N N
Sob — 2cFb = 2vFb + 2vb>. (4.3.6)
Relatia precedenta se rescrie: N N N
Sob — 2ub* = 2(c + v)Fb. (4.3.7)
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Observam faptul cd doar membrul stang al relatiei precedente este patratic in coordonata fibra. Acest
aspect obligd anularea membrului drept, prin urmare a cantitatii ¥ + ¢. Tinand cont de cele mai sus
mentionate obtinem:

Sob — 2ub? = 0. (4.3.8)
Integrand ecuatia precedenta rezulta solutia:

7 aw <€, y)

b(z,y) = yl% = m, (4.3.9)

unde e; si f sunt constante alese astfel incat F +b s fie pozitiva. Forma familiei de metrici obtinute
prin aceasta deformare este

N 2 _ 42 2112 _ 2 9
5 VP-4 (2Pl = (@,9)?)  2w(zy) e.y) (4.3.10)
1 — 4v2|z|? 1—4v2|z?2 402 ((e,z) + f)
Curbura steag asociata metricii precedente se regaseste astfel
RF? = kF2 4 P> — SP = —F? + V20? — vS(b) = —1*F2 + v*0? — 20°b(F +b) (4.3.11)

= VF=>r=-17
In concluzie, putem afirma faptul ca printr-o deformare Randers de tipul F=F +E, a unei metrici Randers
proiectiv plate al carui factor este proportional cu aceasta se obtine o metricd de curbura constanta

negativa daca b este dat de (4.3.9). Mai mult, daca fixam v = —3 si f =1 vom obtine ca F este chiar

metrica Funk (3.4.8) si F' este metrica Funk generalizati (3.4.10).

4.4 Noi metrici Finsler de curbura steag zero

4.4.1 O clasa noua de metrici Finsler proiectiv plate de curbura steag zero

Pornind de la metrica Finsler proiectiv plata (4.2.12) vom construi o familie de metrici Finsler de cur-
bura zero pornind de la definitia metricilor patratice, [33]. Pentru realizarea constructiei vom considera
urmatoarea deformare a metricii Finsler (4.2.12):

~ F?
unde f este o functie pozitiva pe M si a este dat de (4.2.12). Primul pas este reprezentat de stabilirea
conditiilor pentru proiectiva echivalentd a celor doud familii de metrici. Formulam astfel urmatorul
rezultat care descrie conditiile pentru ca F' si F' sa fie proiectiv echivalente.

~ F?
Lema 4.4.1. [1}] Fie F = a + b o metrica Randers proiectiv platd. Atunci F' = f(x)— este proiectiv
a

echivalenta cu F dacd si numai dacd urmdtoarea relafie este satisfacuta
F? <F2

—duf = S(f)ds ) + £S(a)dy <];22> = 0. (4.4.2)

a
Este dificil de gasit functia f direct din conditiile scrise in Lema 4.4.1, motiv pentru care vom face
serie de presupuneri. Mai intai vom analiza cantitatea S(a) deoarece apare in conditia impusa in Lema
anterioara pentru stabilirea echivalentei proiective a celor doua metrici. Reamintim faptul c& metrica F
este o metrica proiectiv plata al carui factor proiectiv este proportional cu metrica, vezi Lema 4.2.1.
Deci
SoF

55 = ¢F = SoF = 2cF2, (4.4.3)
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Tinand cont de modalitatea de definire a metricii F', din (4.4.3) obtinem:
So(a +b) = 2¢(a® + 2ab 4 b?) = Sp(a) = 2¢(a® + 2ab + b*) — Sp(b) — So(a) = 4cab.

Putem calcula factorul proiectiv asociat dupa cum urmeaza:

F?  fF%S(a) F?  fF?
p_ SF S(f)a a2 :S(f) 7_7'(50(1—26170,)
2F 2fF? 2fF? (4.4.4)
a a o
_S(f) Soa—2cFa Sf 4cab—2cFa  Sof
~ of 2%  2f 5a af 2bfel
Observam ca Sof Sof
0 0
55'P—55<2f 26b+cF>—5S<2f> (4.4.5)

Reamintim faptul cd scopul nostru este sa gasim f astfel incat dgP = 0. Pentru atingerea acestui scop
vom presupune ca

Sof = 4cfb.

Deoarece b este cunoscut din (4.2.12) putem gasi f direct astfel: Scriem local Syf = 4cfb si obtinem,

of 82 fx;
oxt 1 —dc|z|>

Integrand relatia precedenta avem:

1 "
3:0’ nf= (1 —462|x|2> / 1 —4c?|x|?’ g

Utilizand functia gasita anterior, se demonstreaza ca cele doua metrici sunt proiectiv echivalente, unde
noua metrica are forma

- 742 (2P — (2, 9)%) + 2 2
1—40 |z[?) \/|y| —4c |$! y[? = (z,9)?)

. 1
Se observa ca este o metrica proiectiv plata de curbura steag zero. In acest caz fixand ¢ = 3 sin =1 vom

recupera echivalenta proiectiva dintre metrica Funk (3.4.8) si metrica Berwald (2.1.1).

4.4.2 O noua clasa de metrici de curbura steag zero obtinute prin transformari con-
forme

In aceasta subsectiune vom utiliza transformarile conforme pentru a construi o noua clasa de metrici

proiectiv plate de curbura steag zero. Pentru aceasta constructie vom porni de la clasa de metrici gasita

in (4.4.6) pentru a obtine o noua familie de metrici de curbura zero.

Consideram urmatoarea transformare a metricii proiecti plate din (4.4.6):
F,

F=gF+ —

r (4.4.7)

unde g este o functie pe M si f(z,y) = fi(z)y’ este o functie pe TM cu f;dx’ o 1-forma astfel incat F
este pozitiva si F' este metrica din (4.2.12).

In primul rand vom fi interesati de conditiile in care cele doua metrici sunt proiectiv echivalente. Pentru
aceasta formulam urmatorul rezultat
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Lema 4.4.2. [1}] Consideram F gi F doud metrici proiectiv plate care sunt proiectiv echivalente i
F = gﬁ’ + L F o metricd obtinuta prin inmullirea metricii F cu funtia 0-omogend g + % Atunci F este

proiectiv platd daca st numai dacd satisface:

SofdJF+FS0fdJF SOFde FSoFd,F FSOFde

dehog — Sogdjﬁ —

F F?2 F F? 2 (4.4.8)
[SoFd;F  2fFSoFd;F
+ F2 o 3 -

In acest caz observam prezenta a doua necunoscute. Vom calcula mai intai factorul proiectiv asociat
metricii proiectiv plate

Sof = fSOF

S()F S(]g . ﬁ + gS(]ﬁ + 7F + f S()F
= SF — 7 (4.4.9)
2(gF 4+ =F
br37)
Reamintim c& SoF = 2¢F2 si SoF = 4cFF. Deci, (4.4.9) devine:
Sof =
Sog - F+ —F —2c fF
P = 7 + 2cF. (4.4.10)
2(gF + =F
(o7 + £7)
Tinand cont de proprietatile functiilor f si g putem face urméatoarele presupuneri
Sog = 2¢f si Sof =0. (4.4.11)
Obtinem asadar urmatoarea forma a factorului proiectiv
P = 2cF, (4.4.12)
care este o functie Hamel.
Din a doua relatie scrisa in (4.4.11) obtinem
f=(v,y). (4.4.13)

In concluzie conditia din Lema 4.4.2 este satisfacuta ceea ce implica faptul ca noua metrica este proiectiv
plata. Pentru a gasi forma noii metrici mai trebuie sa aflam functia g. Obtinem g = 2¢(a, z) + €.
Expresia noii metrici de curbura steag zero este.

7 1yl — 4 ([2Ply — (2.)°) + 2¢(x, y))’
(1 —4c[a]?)2 /Iy = 4c? (|2 Ply[? — (2, 9)?)

(a,y) (4.4.14)
a,y
2c{a, ) +e+
(a.) V0242 (|22 ly > (z,y)?) | 2c(ey)
1—4c2|z|? 1—4c2|z|?

Observam ca (4.4.14) este o metrica proiectiv plata care detine aceleasi proprietati ca metrica construita
anterior. Deci, factorul proiectiv este proportional cu (4.2.12) si curbura este zero.
Curbura sa poate fi regasita direct din echivalenta proiectiva cu metrica plata astfel:

RF? = P2 — SyP = 4*F% — 2cSyF = 4P F? —4*F? =0 =k = 0. (4.4.15)
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