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Abstract

Principalul obiect de studiu al acestei teze e tensorul de curbura Riemman, in particular
curbura sectional pozitiva. Curbura sectional pozitiva este un domeniu interesant, cu
multe probleme nerezolvate. Capitolele acestei teze au rezultat din incercari de rezolvare a
conjuncturii Hopf: varietatea 4-dimensionald S? x S? nu admite o metrica de curbura strict
sectional pozitiva. Desgi enuntul problemei e simplu, propietati ale curburii in dimensiune
n > 4 Ingreuneaza rezolvarea ei. In fiecare punct x al varietatii, tensorul Riemann poate
fi considerat un operator biliniar pe spatiul 2-formelor peste T'M,. Explicit, avem R :
A% x A2 5 R, unde A% e %—dimensional. O 2-forma 1 € A% e decompozabild daca si
numai daca exista vy, ve € T M, cu v1 Ave = W. Putem spune ca 2-formele decompozabile
sunt cele care “corespund” subspatiilor 2-dimensionale ale lui TM,. Din aceste concepte
reies doua notiuni principale de pozitivitate a curburii. Tensorul de curbura R este pozitiv
definit daci si numai daca Vi € A2, cu v # 0 avem R(v,1) > 0. El este sectional pozitiv
daca i numai daca R(v), 1) > 0 pentru toti ¢ decompozabili nenuli. Observam ca pozitiv-
definirea este o conditie mai tare decat pozitivitatea sectionala. n = 4 este cea mai mica
dimensiune in care exista 2-forme non-decompozabile (sunt de forma 1) = v1 A vy 4 v3 A vy,
unde {v;...v4} sunt liniar-independente). Hamilton a demonstrat ca toate varitetatile
de curbura pozitiv definita sunt spatii factor ale n-sferei pentru n = 3 (in [15]) si n = 4
(in [16]). Pentru n general a fost demonstrat in [5] de catre C. Bohm si B. Wilking.
Demonstratiile se bazeaza pe fluxul Ricci, introdus mai intai de Hamilton in [15]. Fluxul
Ricci pastreaza curbura pozitiv definita gi actioneaza asupra varietatii ca o ecuatie neliniara
de propagarii a caldurii. Din pacate, fluxul Ricci nu pastreaza curbura sectional pozitiva
[25].

Dat fiind succesul fluxului Ricci pentru curbura pozitiv-definita, consideram fluxurile
geometrice ca metoda buna de abordare a curburii sectional pozitive. Pozitiva definire
a unui operator de curbura R poate fi stabilitd din semnele coeficientilor polinomului
caracteristic (semnele trebuie sa fie alternante in functie de grad). Radacinile acestui
polinom ne dau valorile critice ale Iui R(1,), unde v € AZ,|¢)| = 1. Multimea de
zerouri a functiei determinant pe spatiul operatorilor de curbura include frontiera multimii
operatorilor pozitiv-definiti. De asemenea, funtia determinant este > 0 pentru toti R
semipozitiv definiti.

Principala contributie a acestei teze este in capitolul 5 unde, pentru n = 4, gasim
un obiect algebric care indeplinegte pentru curbura sectional-pozitiva acelasi rol ca si po-
linomul caracteristic pentru curbura pozitiv-definita (Teorema 5.1.1). Acesta este po-



linomul ¢(x) = discy(det(z + yK — R)), unde K este forma volum pentru n = 4.
Multimea radacinilor reale ale acestui polinom include multimea valorilor critice ale cur-
burii setionale. Pentru R cu disc(q) # 0, cele doud multimi coincid. Teorema lui
Sturm aplicata lui ¢ permite sa determinam daca R e sectional-pozitiv. Functia f(R) =
discy(det(yK — R)) este analoaga determinantului. Multimea ei de zerouri include fronti-
era operatorilor de curbura sectional pozitivi, iar functia este > 0 pentru toti R sectional
semipozitivi. In capitol sunt folosite metode de algebra liniara si geometrie algebrica. Prin
caracterizarea formelor decompozabile in dimensiune 4 ca fiind cele pentru care ¥ K = 0
(Lemele 5.2.3, 5.2.4), obtinem ca valorile curburii sectionale sunt date de ®¥Ri unde
Y € A%, cu YK = 0 si Iy = 1. Multiplicatorii Lagrange (Propozitia 5.3.1) ne duc
spre obiectul zI + yK — R, apoi calculam o relatie intre existenta unui ¢ ce produce o
valoare critica pentru curbura sectionala, si coeficientii dati de det(x] + yK — R) (Lema
5.3.2). In urmétoarea sectiune folosim metode algebrice pentru a recupera teoreme ale
lui Thorpe legate de curbura pozitiva. Potentiale aplicatii pentru constructia de fluxuri
geometrice sunt examinate in Teorema 5.6.3. Gasirea unor fluxuri mai simple ce pastreaza
pozitivitatea curburii sectionale constituie un punct de plecare pentru cercetari viitoare.

Primul capitol e introductiv, prezentand notiuni intr-o maniera secventiala. Intai sunt
introduse notiunea de harta, atlas gi varietate. Apoi urmeaza notiunile de fibrat, fibra-
tul tangent, si cAmpuri tensoriale. Definim apoi tensorul metric, varietati Riemanniene,
i conexiunile Koszul. Succedem prin conexiunea Levi-Civita si Lema Fundamentala a
geometriei Riemanniene. Prezentam si o a doua justificare a naturalitatii conexiunii Levi-
Civita: daca metrica g4, este indusa de o imersie a n-varietatii M in R™, spatiul ambient
are o conexiune euclidiana, calculata prin derivarea obignuta. Derivarea unui camp vec-
torial pe varietate in spatiul ambient va avea o componenta normala i una tangenta.
Conexiunea “naturald” asociata unei imersii in R va fi partea tangenta a conexiunii eu-
clidiene data de spatiul ambient. Aceasta se dovedeste a fi conexiunea Levi-Civita, care
poate fi calculata direct din metrica g,p, fara a face referinta la imersie. Obtinem tensorul
de curbura prin anticomutarea conexiunii, apoi aratam cum simetriile tensorului Riem-
mann reies din propietatiile conexiunii Levi-Civita. Rgpeq = —Rpaeq reiese din definitia
curburii ca anticomutator (identitatea Ricci), si e valabila pentru orice tip de conexiune.
Rapeda = —Rapae reiese din compatibilitatea conexiunii cu metrica. Prima si a doua iden-
titate Bianchi rezulta din lipsa de torsiune. Simetria de interschimbare Rupecq = Redab
rezulta din cele anterioare. Elaboram notiunea de curbura sectionala, si aratam ca o va-
rietate este plata (admite o hartd pentru care g,, = d4p) daca si numai daca tensorul de
curbura e nul.

Al doilea capitol este o dezvoltare si examinare a urmatorului concept: date douad me-
trici m si g, diferenta dintre conexiunile lor, mai exact, diferenta dintre simbolurile lor
Christoffel, poate fi scrisa sub forma I'% (m) —I'% (g) = %m‘m (Mgbse + Mgy — Mpe,e) unde
derivata covarianta (;) este data de conexiunea indusa de g. Diferenta dintre cele doua
conexiuni Levi-Civita este un pseudo-simbol Christoffel al primei metrici unde conexiunea
data de a doua metrica Inlocuieste derivata obisnuita. Formula standard a simbolului
Christoffel se poate regasi ficand cea de-a doua metrica euclidiana. Aceastd generalizare



ne permite sa scriem harti unde atat domeniul cit si codomeniul sunt inzestrate cu me-
trici Riemmanniene si conexiunile induse de acestea. Date doua metrici pe o varietate,
putem calcula propietatile geometrice ale uneia (de exemplu tensorul de curbura) folosind
conexiunea gi curbura indusa de cealalta. Obtinem generalizari ale expresiilor tensoriale
in coordonate si dam si o demonstratie a teoremei lui Beltrami folosind acest formalism.

Al treilea capitol este o aplicatie a ideilor din capitolul al doilea pentru notiunea de
imersii izometrice a n-varietatilor in R"t*. Fie gq, metrica varietitii. Alegand un n-plan
din R™"*, putem impérti spatiul ca R¥ @ R™. O imersie izometrica locald a n-varietiitii
in R"t* este luati ca fiind o sectiune a RF-fibratului peste R™. Astfel se obtin k campuri
scalare peste varietate, notate cu hr, 7 € {1..k}, astfel incat metrica plata a n-planului
este data de fop = gap — h7,qh7y. Folosim formulele din capitolul anterior pentru a scrie
curbura lui fop = gap — h7.ohmy (care este nuld), ca o expresie in functie de curbura lui
g, conexiunea lui g, si fu,. Rezultatul este o ecuatie tensoriala neliniara care leaga cele k
campuri scalare de curbura lui g (Teorema 3.2.3). Aratam ca o imersie izometrica locala in
R™tF g varietitii cu metrica g existd daca si numai daci putem gasi un k-tuplu de cAmpuri

scalare ce satisfac acea ecuatie. Pentru cazul £ = 1 avem un singur camp scalar h, iar
h;pjh;ik_h;pkh;ij _ R X

ecuatia neliniara din Teorema 3.2.3 devine =% =3 =R,
—g h‘;ah;b p

jk- Aratam ca existenta lui

Biab
(1=g®h;ahyp)t/2
Campul scalar h reprezinta functia de “inaltime” a imersiei n-varietatii in R"*!. Obtinem
o noua demonstratie a teoremei fundamentale a hipersuprafetelor (Teorema 3.3.3). In
urmatoarea sectiune, pentru un tensor Riemann pozitiv definit luat ca operator liniar peste
spatiul 2-formelor, dovedim ca exista un Il ce satisface ecuatia lui Gauss daca si numai
daca componenta Weyl a logaritmului lui R ca operator este nula. Rescriem ecuatiile
Gauss si Codazzi intr-o forma ce evidentiaza similaritatea cu teorema Weyl-Schouten
(pentru n > 4 o varietate e conform-plata daca gi numai daca tensorul Weyl e nul). In
sectiunea finala exploram conditiile algebrice ca un tensor de curbura sa satisfaca ecuatiile
lui Gauss. Obtinem ca un tensor de curburd pozitiv-definit (luat ca operator liniar pe
2-forme) ce satisface ecuatia Gauss daca si numai dacd duce 2-forme decompozabile in
2-forme decompozabile.

h este echivalenta cu satisfacerea ecuatiilor Gauss si Codazzi, unde Il,;, =

Al patrulea capitol nu este legat de curbura, dar constituie o aplicatie a tehnicilor
invatate In cautarea de obstrutii topologice pentru curbura. Cea mai simpla dintre aces-
tea este teorema Gauss-Bonnet (integrala curburii Gausiene pe o suprafata este egala cu
27 ori caracteristica Euler). Observam cum clasele caracteristice ale unui fibrat pot fi
obstructii la curbura. Capitolul este o aplicatie a teoriei obstrutiilor, prin care studiem
paralelizibilitatea fibratului tangent la varietéti 2 si 3 dimensionale. Teorema principala
afirma ca fibratul tangent al unei 2-varietati M este paralelizabil daca si numai daca M
este non-compacta sau de caracteristica Euler para. Avem doua demonstratii, una deduc-
tiva bazatd pe propietatile claselor Stiefel-Whitney si Wu gi una constructiva bazata pe
teoria obstructiilor si teorema de clasificare a suprafetelor compacte.

Capitolul final e rezultat al studierii formulelor algebrice folosite in capitolul cinci. For-
mulele algebrice (cum ar fi determinantul) sunt de obicei scrise in functie de coeficientii



individuali ai obiectelor carora le sunt aplicate. Pe de alta parte, ecuatiile tensoriale sunt
scrise ca sume de contractii de produse tensoriale, unde indicii urmeaza de obicei reguli
combinatorice. Desi calculul folosind ecuatii tensoriale e mai costisitor decat cel ce fo-
loseste formule directe, are avantajul de a fi formulat Intr-o maniera independenta de
coordonate, deci mai adecvat pentru rationamente geometrice. Obtinem ecuatii tensoriale
pentru formule algebrice, incluzand determinantul unei matrici, discriminantul polinomu-
lui caracteristic al unei matrici,si rezultantul polinoamelor caracteristice a doua matrici.
Ca exemplu, formula pentru determinant este data de det(M) = M, [‘le Mgz ... Mg:], unde
matricea M este luata ca un tensor tip (1,1) de dimensiune n. Aplicam aceste rezultate
pentru a rescrie obiectele algebrice ale capitolului anterior ca formule tensoriale.



Capitolul 1

Preliminarii

Un tensor metric este un tensor covariant de rang 2, simetric, si pozitiv-definit. De obicei
este notat prin g (eg. gqp). Simetria poate fi exprimata ca gqp = gpq, iar pozitiv definirea
ca vgquv? > 0,Vv¢ # 0. Dat un tensor metric covariant gqp, putem calcula si inversul
lui, tensorul metric contravariant ¢*°. Acesta este definit prin g ¢*° = 0g, unde 65 este
tensorul idenitate, dat de simbolul Kronecker. Tensorul metric (atat cel covariant cat si
cel contravariant), poate fi folosit pentru a ridica sau cobora indicii tensorilor, dandu-ne

o relatie de echivalentta intre tensorii covarianti i cei contravarianti.

Definitia 1.0.1. O varietate Riemaniannd este o varietate neteda M inzestratd cu un
tensor metric g pe fibratul sau tangent. Varietatea este notata ca (M, g).

Vom elabora conceptul de conexiuni pana la definirea conexiunii Levi-Civita, care este
conexiunea naturala asociata unei metrici Riemanniene si cea mai cunoscutd conexiune
din geometria Riemanniana.

Reamintim ca regulile de transformare a unui tensor in schimbarea de coordonate pot
fi calculate din definitia fibratului tangent: data o harta de schimbare de coordonate f¢,

un vector contravariant se va transforma prin v% o f = (vo f)b f%(;, iar un vector covariant

se va transforma prin (v, o f) %01 = (v o f)p,. Tensorii de ordin superior se transforma

aplicand regulile anterioare pentru fiecare indice in parte.

O operatie este independenta de coordonate daca comuta cu transforma rile date de
schimbarea de coordonate. Derivata partiala este independenta de coordonate doar cand
e aplicata la campuri scalare. Rezultatul pentru orice alt tip de tensor va depinde de
coordonate.

Acum vom descrie notiunea de conexiune Koszul: Dat un fibrat vectorial & — M
peste o varietate, o conexiune descrie un mod de a transporta vectorii fibratului de-a
lungul spatiului baza. Mai precis, o conexiune ne ofera un operator diferetial de-a lungul
fibratului tangent, pentru sectiunile din fibratul E.

Definitia 1.0.2. Fie X un camp vectorial peste o varietate M, si I'(E) spatiul sectiunilor
unui fibrat vectorial E — M. O coneziune Koszul este o operatie V : I'(E) — I'(E®T*M)
cu urmatoarele propietati:



VX(VQ + Ta) = VX(VQ) + Vx(Ta)

Vxiv Ve =VxVe 4+ VyV®

VixV%= fVxV«

Vx(fV®) = fVx (V) + (Xf)Ve.

Definitia 1.0.3. Dat un camp vectorial X pe M, definim Vx : I'(E) — T'(E) ca fiind
derivata covarianta de-a lungul lui X. Pentru scrierea in coordonate, folosim litere grecesti
pentru a indexa elemente din fibratul F i litere latine pentru pentru a indexa elemente din
fibratul tangent. Indicii superiori sunt folositi pentru tensori contravarianti si cei inferiori
pentru tensori covarianti.

Observatia 1.0.4. Data o harta locala pentru un fibrat £ — M, o conexiune Koszul
poate fi exprimata in coordonate ca:

Vx (V) =VeXe 4+ T4, VPxe
unde I este simbolul Christoffel.
Pornind de la notiunea de derivata covarianta, putem definit transportul paralel:

Definitia 1.0.5. Fie £ — M un fibrat vectorial peste M, V o conexiune Koszul peste
acel fibrat, si y : I — M o curba netedd parametrizata printr-un interval deschis I. O
setiune X al lui ' se numeste paralela peste y daca Vy X = 0. Dat un vector V' € Ey ),
transportul paralel al lui V' de-a lungul lui y este extensia lui V' la o sectiune paralela peste
y. Aceasta este unic-definita de-a lungul curbei si calculabila prin integrare.

Prin regula produs putem extinde derivata covarianta la tensori de ordin superior peste
fibrat.

1.1 Conexiuni afine, conexiunea Levi-Civita, si Lema Fun-
damentala a geometriei Riemanniene

Definitia 1.1.1. O conezxiune afind este o conexiune Koszul peste fibratul tangent.

Scriind
a1a2 Ay __ a1a2 - -ap c
VxTy by = beb;ubm;cX
putem considera o astfel de conexiune ca o operatie de la cAmpuri tensoriale de tip (k,1) la
campuri tensoriale de tip (k,l + 1). Aceasta este derivata covaranta indusa de conexiune.
Va fi indicata printr-un punct si virgula, (;), in mod analog cu scrierea derivatei partiale

prin virgula.
Definitia 1.1.2. O conexiune afina e lipsitd de torsiune daca si numai daca
VxV -VyX =[X,V]

unde [X, V] reprezinta Crogetul Lie.



Prin scrierea in coordonate obtinem
TLVPXC =V Ve~ Vy X — [X, V]

Acesta este tensorul de torsiune. Obtinem Ty, = I'f, —I'%.

O conexiune afina este lipsita de torsiune daca si numai daca Ty, e 0, altfel spus,
simbolul ei Christoffel e simetric. Astfel, o conexiune lipsitd de torsiune se mai numeste
si conexiune simetricd. In scrierea Ricci, o conexiune e simetrici daci si numai daci
f.ab — fiba = 0, pentru orice camp scalar f.

Definitia 1.1.3. Data o metricd g, o conexiune afina este compatibild cu metrica daca
satisface
Vx (VK gap) = (Vx V) K gap + VUV X K) gap.

In notatia Ricci, proprietatea poate fi scrisa ca gqp.. = 0. In notatie vectoriala, ecuatia
devine:

Vx(K,V)=(VxK,V)+ (K,VxV).

Teorema 1.1.4. (Lema Fundamentald a geometriei Riemanniene) Fie (M,g) o
varietate Riemmaniand. Atunci existd gi este unicd o conexiune compatibild cu metrica,
lipsitd de torsiune. Aceasta este conexiunea Levi-Civita asociata metricii.

Inainte de a trece la curburd, vom prezenta un mod alternativ de a arata “naturalita-
tea” conexiunii Levi-Civita asociatd unei varietiiti Riemanniene. Inceputurile geometriei
Riemanniene sunt date de “Teorema Egregium” al lui Gauss. Aceasta aratd curbura
sectionala a unei suprafete ca fiind determinata numai din propietatile intrinseci ale aces-
teia, gi nu din felul in care este imersata suprafata in spatiu. Vom folosi o abordare similara
pentru a deriva conexiunea Levi-Civita.

Fie h : M — R™ o imersie a unei m-varietati in R™. Aceasta asociaza varietitii un
m-tuplu de cAmpuri scalare A%, K € {1---m}, reprezentand coodonatele imersiei pentru
fiecare punct in spatiul ambient R™. Jacobianul imersiei, hf , ne da o transformare liniara
de la fibratul tangent la componenta tangenta a fibratului ambient. hfc( () : TyM — R™
poate fi considerat ca o forma liniara sau ca un morfism intre fibrari peste M:

WE (TM — M) — (R™ x M) — M)

Spatiul R™ are o metrica naturala data de produsul dat (metrica Euclideana). Cu ajutorul
Jacobianului hfg ii putem face un pullback prin imersie pentru a obtine o metrica naturala
lui M:

gap(x) : TpyM x T,M — R

Gab = hghfg

Spatiul ambient R™ are si o conexiune naturala asociata: tensorii din R sunt grupari de
campuri scalare, pentru care derivata covarianta e derivata obignuita.



Strategia noastrd pentru a defini derivata covariatd unui cAmp vectorial v* (luat ca
sectiune a fibratului TM — M) va fi sa folosim hﬁ pentru a-1 transforma intr-o sectiune
a fibratului euclidian, sa aplicam derivata obisnuita euclidiana pentru acea sectiune si sa
folosim h¥¢ si g® pentru a face pullbackul inapoi la o setiune a lui TM — M. Definim:

of, = hK’p(hifv“)’c.

In coordonate locale, obtinem v = hEP(hEv®) o = (gpbhfhﬁc)va + vk
Comparénd cu vk, = Thev® + vk, simbolul nostru Christoffel va fi T4, = gP*hh% . Dar

acesta este identic cu formula pe care o obtinem punand metrica indusa g, = h% hIg in

simbolul Christoffel dat de conexiunea Levi-Civita: I'h. = %gp""“(gmmC + 9mea — Gacm)-
Conexiunea “naturald” a unei varietati imersate Intr-un spatiu euclidian poate fi scrisa
direct din metrica indusa, fara a face referire la imersie in sine. Aceasta este conexiunea
Levi-Civita.

1.2 Curbura asociata unei conexiuni, tensorul Riemann si
curbura sectionala

Definitia 1.2.1. Fie E — M un fibrat vectorial, V o conexiune Koszul pentru acel fibrat,
Z o sectiune a lui E, si X, Y cAmpuri vectoriale pe M (sectiuni ale lui TM — M).
Tensorul de curburd al conexiunii e definit prin:

R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ—Vxy/Z
In notatia Ricci, aceasta devine:
RaﬁcdzﬁXch =VxVyZ* —=VyVxZ* -V xy)Z°

Este demonstrabil cd R%g.q e intr-adevar un tensor.

Tensorul R(X,Y)Z ne da diferenta infinitezimala in Z dupa transportul ei paralel
de-a lungul paralelogramului definit de X si Y. Curbura poate fi vazuta ca obstructia la
aplatizarea/trivializarea fibratului. Un fibrat vectorial peste un spatiu simplu-conex este
trivial daca si numai daca admite o conexiune al carei tensor de curbura este nul.

In coordonate locale, obtinem urmatoarea formula pentru tensorul de curbura al unei
conexiuni:

Ra/BCd = ng,c - F%c,d + Fgcr%d - ngrgc'

Definitia 1.2.2. Tensorul de curburd Riemann (sau tensorul Riemann) este tensorul de
curbura al conexiunii Levi-Civita asociata unei varietati Riemanniene (M, g).

Tensorul de curbura Riemann este unul dintre principalele obiecte de studiu ale ge-
ometriei Riemanniene. De obicei apare sub forma Rf , (tensorul Riemann (1,3)) sau



Roped = gam Ry (tensorul Riemann (0, 4)).in notatia Ricci, formula pentru curbura este
data de:
Ry Z°XY? = (Z8Y )4 X — (Z8X) Y — Z4[X, Y]

Prin lipsa de torsiune a conexiunii ([X,Y]* = Y,2X¢ — X1Y*), formula devine:
b
;(Zic - Z;%d = Rlcybch

Aceasta este identitatea Ricci.

1.2.1 Simetrii si identitati ale tensorului de curbura

Simetriile si indetitatile tensorului Riemann reies din propietatile conexiunii Levi-Civita.
Obserbvam din definitie ca Ralgchﬁ)XCYd = VxVyZ® = VyVxZ* — Vixy|Z% e

antisimetric in indicii [¢, d]. Relatia
R%gcq + R%ggqe = 0

este valabila pentru orice tensor de curbura, indiferent de conexiune. Antisimetria dintre
primul indice coborat si al doilea rezulta din compatibilitatea conexiunii cu metrica:

0= Gab;ed — Yabyde = gamRZZd + gmbRZéd = Rabcd + Rbacd
Prima si a doua identitate Bianchi rezulta din lipsa de torsiune a conexiunii:
Rpyeq + Reap + Ry =0

a a a —
Rpca.e + Rodec + Rpee.a = 0

Simetria de interschimbare Rgpcq = Redap apare ca o consecinta a simetriilor algebrice
anterioare.

Intr-o n-varietate imersatd in R", ale cirei coordonate sunt date de W%, K € {1..n},
tensorul de curbura poate fi scris ca Rgpeq = hgchfgd - h;lgdh;lgd. Tensorul hf;b actioneaza
ca forma a doua fundamentald, luand valori in fibratul normal. Scrierea tensorului de
curbura sub aceasta forma ne da o metoda alternativa de a-i demonstra simetriile. Este
demonstrabil ca toate simetriile tensorului de curbura si ale derivatelor sale covariante
de orice ordin pot fi deduse pornind de la identitatea Ricci gi simetriile fundamentale
demonstrate mai sus [1].

1.2.2 Curbura sectionala, teoreme de baza ale curburii

Definitia 1.2.3. Curbura sectionald e definita prin K : Gr(2,n) - R, K(w) = R(w, w),
unde Gr(2,n) este Grassmannianul 2-planelor peste R™. O altd forma cunoscuta pentru
curbura sectionala este data de:

R(u’ U’ u? U)

(u, u) (v, vy — (u, v)(u,v)

K(u,v) =
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Operatorul K asociaza fiecarui 2-plan un numar ce reprezinta curbura sectionala a
planului. Cubura setionala e definita din tensorul Riemann. Datorita identitatii Bianchi,
tensorul Riemann poate fi recuperat din curbura sectionala. Obtinem teoremele:

Teorema 1.2.4. Un tensor de curbura Riemann Rgp.q este 0 daca st numai dacd curbura
sectionala data de acesta este 0.

Teorema 1.2.5. Ezista un tensor de curbura unic de curburd secfionald constanta 1.
Acesta este operatorul identitate pe spatiul 2-formelor /\Z

Un tensor de curbura este sectional pozitiv daca K (w) > 0,Vw € Gr(2,n). Tensorul Ri-
emann poate fi considerat ca operator simetric pe /\i, spatiul 2-formelor peste R™. Un ope-
rator de curbura este pozitiv definit daca si numai daca R(w,w) > 0,Vw € /\i Observam
ca pozitiva-definire implica pozitivitatea sectionala. Reciproca este adevarata numai pen-
tru n < 3, deoarece pentru n > 3 exista 2-forme care nu fac parte din Grassmannian
(sunt 2-forme non-decompozabile, eg. v1 A vy + v3 A vg). Fluxul Ricci pastreaza pozitiva-
definire globala a operatorului de curbura, dar nu pastreaza pozitivitatea sectionala. Clasa
varietatilor cu operator de curbura pozitiv-definit este bine-inteleasa, dar existda multe pro-
bleme nerezolvate legate de clasa varietatilor sectional-pozitive. In capitolul 6 vom studia
conditiile algebrice pentru pozitivitatea sectionala a operatorului de curbura, predominant
pentru cazul n = 4, care este cea mai mica dimensiune pentru care pozitivitatea sectionala
si pozitiva-definire a curburii nu coincid.

Exista si criterii intermediare de pozitivitate, mai slabe decat pozitiva-definire dar mai
tari decat pozitivitatea sectionala. Putem considera atat multimea R. operatorilor de
curbura si multimea K a 4-formelor ca subspatii a multimii S a operatorilor simetrici
peste 2-forme. Identitatea algebrica Bianchi arata ortogonalitatea subspatiilor R, si K,
cuS=R.d K cuR. 1L K. Multimea K este compusa din exact acei operatori simetrici
pe 2-forme a caror curbura sectionald este 0. Prin urmare, sumarea unui operator de
curbura cu o 4-forma nu 1i schimba curbura sectionala. Aceasta ne duce la o noud forma
de pozitivitate.

Definitia 1.2.6. Un operator de curbural R e puternic pozitiv (strongly positive) daca
exista o 4-forma w astfel incat R + w este pozitiv-definit. [4].

Toti operatorii sectional pozitivi sunt puternic pozitivi cand n = 4, dar nu si pentru
n >5[29]. In capitolul 6 al lucriirii determiniim conditii algebrice pentru curbura sectional
pozitiva in dimensiune 4 si utilizam metode algebrice pentru a recupera rezultate ale lui
Thorpe despre curbura puternic-pozitiva [29].

Lema 1.2.7. Fie N o varietate Riemannianda simplu-conexd cu tensor de curburd nul.
Atunci transportul paralel dintre doud puncte nu depinde de calea luata intre ele.

Teorema 1.2.8. Fie (M,g) o n-varietate Riemaniand cu tensor de curburd nul. Atunci
existd un set de coordonate sub care M este local izomorfa cu R™ (coordonate in care
tensorul metric ia forma dqp).

Propietatile si formulele din capitolul acesta vor fi utilizate in capitolele urmatoare.



Capitolul 2

Exprimarea curburii si conexiunii unei metrici in functie de
alta metrica

Introducere

Data o metrica g pe o varietate, o a doua metrica m poate fi gandita ca un caAmp de tensori
simetrici pozitiv-definiti de rang 2. Aici calculam expresii pentru conexiunea gi curbura
lui m scrise In functie de curbura lui g si anumite combinatii de derivate covariante ale
lui m (luate fata de conexiunea Levi-Civita indusa de g). Acestea sunt generalizari ale
expresiilor in coordonate, care pot fi recuperate punand g ca metrica euclidiana indusa de
o harta. Astfel, derivata covarianta a lui g devine derivata obignuita, curbura lui g dispare
si formulele rezultate coincid cu expresiile in coordonate ale conexiunii si curburii lui m.

2.1 Conventii de notatie

Deoarece vom folosi derivatele covariante de la mai multe metrici, avem nevoie de o notatie
ce le deosebeste. Toate formulele vor avea un prim parametru ce specifica metrica a carei
conexiune este folosita. Pot exista parametri aditionali ce fac referinta la variabilele folo-
site in formula. Ridicarea si coborarea indicilor va fi explicita, pentru a evita confuzia cu
privire la metrica folosita. Ca exemplu, avem: F(gqp,v¢) = U;de.
Aceasta formula specifici derivata covarianti a unui vector v? (al doilea parametru), in
functie de conexiunea Levi-Civita indusa de primul parametru. Cand nu trebuie sa speci-
ficim toate variabilele, putem prescurta ca v (gap) sau v%(g).

Definim metrica locala euclidiana indusa de o harta ca fiind acea metrica care, in coor-
donatele induse de harta, ia forma g.(p', p?,...p") = dap. O vom nota ca §q. Vom avea

v;de(é) = v’de, unde 6 e indusa de coordonatele alese.

2.2 Recuperarea conexiunii unei metrici

Date doua metrici m si g, dorim sa obtindem scrierea conexiunii Levi-Civita a lui m, in
. ~ IV, a
functie de g. Pentru un camp vectorial v?, stim cd vj(m) — vj(g) este un tensor (nu

11
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depinde de coordonate). Scriind termenii explicit, stim ca ia forma K$v®, unde K§ e
diferenta dintre simbolurile Christoffel in coordonatele alese. Vom gési o expresie pentru
K7 in functie de conexiunea lui g.

Definim I'} (g, m) = %ma”(mnb;c + Mpesp — Miein)-

Putem recupera simbolul Christoffel al unei metrici g intr-o harta locala ca fiind I'?.(6, g).
Avem vi(m) — vi(g) = Kgve = (I'g,(6,m) — I'5, (9, g))v°

= K = g (6,m) —Tg(5,9)

Alegem coordonate exponentiale pentru metrica g intr-un punct p. In acel punct, I'% (9, g)
dispare, lasand K¢ = I'% (6, m). Aceasta este o expresie in functie de m si derivatele
partiale de ordinul 1 a lui m. Dar, in p, aceste derivate coincid cu derivata covarianta
indusi de g. In coordonatele date, K¢ in punctul p ia forma I'% (6, m) = I'% (g, m). Dar
expresia I'% (g, m) este independenta de coordonate.

Astfel, am obtinut o expresie independenta de coordonate a diferentei dintre doua cone-
xiuni, scrisa in functie de conexiunea indusa de g. Obtinem urmatoarea teorema:

Propozitia 2.2.1. Date doua metrici m st g, st un camp vectorial v®, vom avea:
vg(m) = vg(g) + g (g, m)ve.

Observam cum scrierea derivatei covariante induse de m in funtie de cea indusa de g
este aproape identicid cu expresia in coordonate a derivatei covariante (diferenta fiind
“modificarea” simbolului Christoffel). Recuperam expresiile in coordonate prin g =0 :

v (m) = v3(g) + I'g (g, m)ve devine

v (m) = v3(8) + I'g, (6, m)ve, rezultand

v, = v + Tges, unde I' e simbolul Christoffel al lui m.

Prin I'% (g,m) =T'%,(6,m) — I'% (9, g), obtinem urmatoarea afirmatie:

Propozitia 2.2.2. Date trei metrici m, g and h, avem:
e (m,g) +T%(g,h) +T%(h,m) = 0.

In general, simbolurile Christoffel sunt folosite pentru a recupera conexiunea si derivata
covarianta a unei metrici din expresia in coordonate. Dar relatiile obtinute permit aplicarea
la problema inversa: putem recupera expresia simbolurilor Christoffel a metricii g intr-o
harta data de coordonate, prin aplicarea derivatei covariante a lui g la metrica euclidiana
¢ indusa de harta:

L% (m. ) + I% (g, h) + T4 (h,m) = 0
ng(m’ m) =0,

ng(gv m) + ng(m7 g9) =0.

In particular: I'% (6, g) = —T'% (g, ).

Simbolul Christoffel al unei harti de coordonate poate fi recuperat prin aplicarea de-
rivatei covariante la metrica euclideana indusa de harta. Hartile de coordonate pot fi
studiate ca obiecte geometrice prin intermediul metricilor euclidiene pe care le induc.
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2.3 Recuperarea tensorului de curbura

: 1 _7l l l l
Definim Rijk(g, m) = Fik;j — Fij;k + FjSka — stffj ,
unde parametrii liberi (g, m) sunt considerati ca fiind “mogteniti” de fiecare instanta a lui
I (eg: Fék; ; € prescurtare pentru Fék; ;(g,m)). Tensorul de curbura indus de o metrica g
poate fi recuperat prin Réjk(é, g)-

Deoarece putem scrie conexiunea lui m in functie de g, putem folosi scrierea curburii
in funtie de conexiune: Vi jp(m) — Vigi(m) = VlRﬁjk(é, m) (identitatea Ricci). Expandand
formula si grupand termenii, obtinem:

Teorema 2.3.1. Date doua metrici m st g, vom avea urma toarea relatie:
[ ! !

Rijk(‘sa m) = Rijk(5ag) + Rijk(g7m)’

Date trei metrici m, g st h, vom avea urmda toarea relatie:

Réjk(m,g) + lek(g, h) + Rl.j,c(h, m) = 0.

1, 1,

Acesta este un proces analog cu cel al obtinerii expresiilor in coordonate pentru Rﬁjk
prin expandarea anticomutatorului. Diferenta consta in “restul” de curbura dat de g,
deoarece derivatele metricii de baza nu mai comuta. Formula standard in coordonate
poate fi regasita setand g = §. Restul de curbura dispare, deoarece metricile euclidiene
sunt caracterizate prin curbura nula.

Putem obtine astfel de equatii i pentru tensorul Ricci, prin contractionarea tensorului
Riemman cu (5{ . E de remarcat faptul ca tensorii care apar in tipul acesta de sume triun-
ghiulare sunt invarianti la rescalarea metricii printr-o constanta (este o conditie necesara
dar nu suficientd). Simbolurile Christoffel de tipul intai pot satisface astfel de relatii, spre
deosebire de simbolurile Christoffel de tipul 2.

De asemenea, putem caracteriza cand o metrica are curbura plata fara a apela la co-
ordonate locale sau la conexiunea metricii:

Teorema 2.3.2. Dandu-se doud metrici m si g, m este plata dacd si numai dacd

?

Formulele antecedente ultilizeaza pe m ca obiect, dar folosesc numai conexiunea si curbura
induse de g pentru a-i deriva propietatile geometrice.

2.4 Teorema lui Beltrami

Date doua metrici m si g proiectiv echivalente (care au acelasi set de geodezice), putem
aplica metodele de mai sus pentru a scrie curbura lui g in functie de curbura si conexiunea
lui m. Luénd cazul cind curbura lui m e constanta, obtinem o noud demonstratie a
teoremei lui Beltrami:



14

Teorema 2.4.1. Fie g, m doud metrici pe o varietate de dimensiune n > 1, astfel incat
curbura lui m este constantd. Daca m $i g sunt proiectiv echivalente (au acelagi set de
geodezice) atunci si curbura lui g este constantd.

2.5 Tensorul de curbura de tip (4,0)

Putem folosi Teorema 2.3.1 pentru a calcula tensorul Ry;jx(6,m). Spre deosebire de ten-
sorul de curbura de tip (3, 1), acesta nu este invariant la rescalarea metricii, dar tensorul
de curbura de tip (4,0) este des folosit In contextul geometriei Riemanniene.

Teorema 2.5.1. Date doud metrici m si g, avem urmdatorarea relatie:
Riiji(8,m) = (5 (muksij + mijae — Miitg — migiar) + mnp(CET7, — TET5)) (g, m)+
+5(mia R jj, + miz R%5) (6, g).

Aceasta exrpima tensorul de tip (4,0) de curbura Ry;j;, al lui m in funtie de metrica data de
m gi conexiunea si curbura date de g. Ca si in formulele anterioare, expresia in coordonate
a lui Ry, este recuperatd setand g = 6.

Teorema 2.5.2. Fie m, g doud metrici, $i p un punct pentru care ka(m,g) =0. In
punctul p vom avea Ry (0, m + g) = Ryiji (0, m) + Riii(9, g).

Observam cum simbolul Christoffel “relativ” al doua metrici (calculabil ca diferenta dintre
simbolurile lor Christoffel individuale intr-un set de coordonate date) poate fi vazut ca
obstructia la linearitatea tensorului (4,0) de curbura in functie de metrica.

Concluzie

Formulele de mai sus sunt generalizari ale hartilor de coordonate, pentru cazuri in care
metricile asociate codomeniilor hartii de coordonate sunt non-euclidiene. Pot avea multe
aplicatii, de exemplu studierea unor deformari prin care o metrica devine plata, sau studiul
unor harti de coordonate intre doua varietati Riemanniene.



Capitolul 3

Imersii izometrice ale varietatilor Riemanniene
in spatii euclidiene de codimensiune £

In capitolul acesta folosim metodele si formulele definite in capitolul anterior pentru a da
conditii ce caracterizeaza existenta unei imersii izometrice locale a unei n-varietati Rieman-
niene n-dimensionale in spatiul euclidiean R™**. Conditiile obtinute constau in existenta
locala a unui k-tuplu de campuri scalare ce satisfac o ecuatie non-liniara ce implica tensorul
de curbura Riemannian al lui g. Luand k = 1, folosim aceasta ecuatie pentru a recupera te-
orema fundamentala a hipersuprafetelor. In cazul varietatilor sectional-pozitive cu n > 3,
rescriem rezolvabilitatea ecuatiilor Gauss gi Codazzi ca anularea unei obstrutii construita
din logaritmul tensorului Riemann. Teorema rezultata este similara cu teorema Weyl-
Schouten, sugerand astfel un paralelism intre n-varietatile conform-plate si cele ce admit
o imersie izometrica in R"*1. Capitolul este bazat pe articolul [10] scris de author.

Problema imersiei varietatilor in spatiul euclidean a fost amanuntit studiata. Clasele
Stiefel-Whitney [18], teoremele de imersie Whitney si Nash [17] si teorema Cartan-Janet ne
ofera limite inferioare pentru numarul de dimensiuni necesar imersiei varietatii in spatiul
euclidean. Aici vom studia problema inversa: daca fixam numarul de dimensiuni m al
spatiului ambient euclidean, ce ne poate spune existenta (locald) a unei imersii izometrice
despre metrica varietatii. Aceasta actioneaza ca un soi de masura a complexitatii metricii,
cu cea mai smipla metrica necesitand cele mai putine dimensiuni pentru imersia izometrica:
o n-varietate admite o imersie izometrica locala in R™ daca si numai daca metrica ei este
plata.

In sectiunea 3.2 scriem imersia locald a n-varietitii (M, g) in R"** ca o sectiune a
fibratului R* peste o n-varietate platd (M, f). Astfel, existenta locali a imersiei de-
vine echivalentd cu existenta unui k-tuplu de campuri scalare hr, 7 € {1..k}, astfel incat
fab = gab — h7.qh7y este o metrica plata pozitiv-definita.

Platitudinea lui f este caracterizata de nulitatea tensorului de curbura. Aplicam for-
mule ce leaga curburile a doua metrici, din Teorema 2.3.2, pentru a scrie curbura lui f in
functie de conexiunea gi curbura lui g. Astfel rescriem existenta unei imersii izometrice
locale a n-varietitii in R™* ca existenta unui k-tuplu de scalari ce satisface o ecuatie
neliniara in curbura si conexiunea lui g:

(ho‘;pjhﬁ;ik‘ - ho‘;pkhﬁ;ij)((so‘ﬁ - ho‘;ahﬁ;bgab)il — Lpijk;
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unde f e pozitiv-definit (Teorema 3.2.3).
In sectiunea 3.3 studiem ecuatia anterioara pentru k=1, obtinand:
hopi ik — Piprlisij

1-— gabh;ah;b

= Ryijk,

unde pozitiva definire a lui f devine conditia g“bh;ah;b < 1. Astfel caracterizam existenta
locald a unei imersii isometrice a (M, ¢g) in R™*! ca fiind echivalents cu existenta unui cAmp
scalar h ce satisface conditiile de mai sus. Acest h joaca rolul unei coordonate asociate de
inaltime peste varietatea plata (M, f), pentru a defini imersia lui (M, g) in R**1. Aratam
echivalenta acestui criteriu cu ecuatiile Gauss si Codazzi, setand

Iy = ih;ab/(l - gabh;ah;b)1/2-

Ecuatia Codazzi devine conditie de integralitate pentru recuperarea lui h din Il,, =
th/(1 — g“bh;ah;b)l/ 2 ce satisface ecuatia lui Gauss, si conditii initiale intr-un punct.
Folosim aceste ecuatii pentru a da o noua demonstratie a teoremei fundamentale a hipersuprafeteleor
(Teorema 3.3.3).

In sectiunea 3.4 rescriem ecuatiile Gauss si Codazzi sub o noua forma pentru varietatile
de curburd pozitivii. Luand R.° ca operator pe spatiul 2-formelor, aratam ca exista [l
ce satisface

Macllpg — Magllye = Rabcd

daca si numai daca componenta Weyl a lui R}, , e nuld, unde R:de = In(Ray) (lo-
garitmul operatorului de curburd). Datorita curburii pozitive, II,, este unic definit ca
I, = +elar unde P’ e componenta Schouten a lui R:bc‘i. Intirim aceste rezultate si
rescriem teorema fundamentala a hipersuprafetelor intr-o forma analoaga teoremei Weyl-
Schouten, care caraterizeaza varietatile conform-plate. Rezultatul final e demonstrat in
sectiunea 3.5 ca Teorema 3.5.1:

Teorema 3.5.1. Pentru n > 3, o n-vartetate Riemmaniana M cu operator de curburd
pozitiv-definit admite o imersie izometricd locald in R"! dacd si numai dacd,

cand n = 3, avem eap[z,c] =0, gi

cand n > 3, avem C; , =0,
unde Cy . st P sunt tensoric Weyl si Schouten ai lui RZde = ln(RZde).

Observam asemanarea cu teorema Weyl-Schouten:

Teorema 3.5.2 (Weyl-Schouten). Pentrun > 3, o n-varietate este conform-platd daca i
numai dacd,

cand n = 3, avem Py, =0, gi

cand n > 3, avem Cypeq = 0,
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unde Capeq §1 Pap sunt tensoriic Weyl si Schouten ai lui Rapeq.

In sectiunea 3.6, studiem subvarietitile obtinute prin intersectia imersiei lui (M,g) in
R™*! cu un n-plane. Acestea pot fi definite ca regiunile in care h este constant, pentru
anumite alegeri ale lui A. Obtinem formula pentru curbura acestor subvarietati, fiind
egala cu restrictia la subvarietate a curburii varietatii ambiente, multiplicata cu un factor
de scalare dat de m (acesta este mai mare sau egal cu 1). Ca exemplu, intersectia
unei n-sfere cu un n-plan ne va da o n — 1-sfera de curbura pozitiva mai mare sau egala
cu cea a n-sferei. Intersectia imersiei in R™*! a unei n-varietéti plate cu un n-plat ne va
da o n — l-varietate plata.

In sectiunea 3.7, dat un tensor de curburd Rg;.q, studiem conditiile algebrice pentru
existenta unui I, ce satisface ecuatia lui Gauss. In Teorema 3.7.2 aratam ca, pentru
n > 3, un Ry sectional pozitiv poate satisface ecuatia lui Gauss daca si numai daca
duce 2-forme decompozabile in 2-forme decompozabile.
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Capitolul 4

Paralelizibilitatea fibratului tangent pentru varietati 2 si 3-
dimensionale

In acest capitol utilizam teoria obstructiilor pentru a gasi conditii necesare si suficiente
paralelizibilitatii fibratelor tangente pentru varietatile 2 si 3-dimensionale.

Prima teorema principala (Teorema 4.3.5) afirma ca, pentru o varietate 2-dimensionala
M, fibratul ei tangent TM (luat ca varietate 4-dimensionala) e paralelizabil daca si numai
daca spatiul baza M e non-compact sau de caracteristica Euler para. Altfel spus, pentru o
2-varietate M, T'M e paralelizabil daca si numai daca cea de-a doua clasa Stiefel-Whitney
al lui M e zero.

Prezentam doua demonstratii ale acestui rezultat. Prima este un argument direct ce
se foloseste de propietatile claselor caracteristice Stiefel-Whitney si Wu. Cea de-a doua
utilizeaza teorema de clasificare a suprafetelor pentru a construi in mod explicit obstructia.

Cea de-a doua teorema principald (Teorema 4.5.2) afirma ca, data o 3-varietate M,
fibratul ei tangent TM e paralelizabil daca si numai daca wq (M) — wy(M) = 0, unde
w1 (M) e prima clasd Stiefel-Whitney al lui M si ~— e produsul-cupa (“cup product”, [6],
Chapter VI, Definition 4.1). Demonstratia se folosegte atat de clasele Stiefel-Whitney cat
si de teoria generala a obstructiilor pentru a obtine rezultatul.

Capitolul e structurat in felul urmator: Teorema 4.2.1 e folosita ca punct de ple-
care pentru ambele demonstratii. Aceasta afirmi cad, datd o varietate M, TM e para-
lelizabil daca si numai daca fibratul dat de suma Whitney TM & TM — M e trivial.
Demonstratia ei se bazeaza pe faptul ca M este o retractie al lui 7'M, iar pullbackul fi-
bratului TTM — TM prin morfismul de retractie e izomorf cu fibratul TM & TM — M.
Aceasta teorema e importantd pentru simplificarea problemei noastre: in loc sa calculam
obstructiile pentru TT M peste T M, le vom calcula pentru T'M & T M peste M.

Prima demonstratie a Teoremei 4.3.5 e o abordare directa bazata pe clasele Stiefel-
Whitney si Wu. Demonstratia e structurata ca o inlantuire de 3 echivalente. Fie M o
suprafata.

Teorema 4.3.1 afirméa ci un n-fibrat N — M peste o 2-varietate M cu n > 2 e trivial
daca gi numai daca primele doua clase Stiefel-Whitney ale lui N — M dispar.

Teorema 4.3.2 afirma ca TM & TM — M e trivial daca si numai daca cea de-a doua
clasa Stiefel-Whitney al lui TM &@TM — M e zero. Este obtinuta prin aplicarea Teoremei
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431 penttru N =TM &TM.

Teorema 4.3.4 afirma ca cea de-a doua clasa Stiefel-Whitney a lui TM @TM — M
e zero daca gi numai daca cea de-a doua clasa Stiefel-Whitney a lui TM — M (cea de-a
doua clasa Stiefel-Whitney a varietatii M) e zero.

Teorema 4.3.3 afirma ca a cea de-a doua clasa Stiefel-Whitney a lui M e zero daca si
numai daca M e noncompact sau de caracteristica Euler zero.

Combinand aceasta cu Teorema 4.2.1, obtinem rezultatul pentru cazul 2-dimensional,
Teorema 4.3.5.

In cea de-a doua demonstratie a teoremei 4.3.5, enuntdm o metoda de a calcula
obstructii la trivialitatea unui fibrat peste o suma conexa din obstructiile fibratelor peste
componente si morfismul de lipire pe frontiera comuna a sumei. Aceasta ne permite sa
calculam obstructia pentru T(N#M) & T(N#M) — (N#M) din obstructiile pentru
TM &TM — M i TN @ TN — N. Teorema de clasificare pentru suprafete com-
pacte afirma ca orice 2-varietate compacta este fie o sfera, fie o suma conexa de tori, fie
o suma conexa de plane proiective. Teoremele 4.4.1-4.4.4 calculeaza explicit obstructiile
pentru cazurile de baza ale sferei, torului si planului proiectiv. Folosind Teorema 4.3.5 si
metoda noastra pentru sume conexe, calculam explicit obstructia pentru trivialitatea lui
TM ®TM — M cand M e o suprafatd compacta. Aceasta e 0 cu excetia cazului cand
M e o suma a unui numar impar de plane proiective sau, analog, cand are caracteristica
Euler impard. Combinand cu o analiza separata a cazului non-compact cu Teorema 4.2.1,
obtinem din nou Teorema 4.3.5.

Teorema 4.4.6 studiaza paralelizibilitatea TM — M, fibratul tangent al unei 2-varietati
M, din care sectiunea nula a fost scoasa. Obtinem ca T'M — M e mereu paralelizabil,
spre deosebire de TM. In cazul orientabil paralelizibilitatea lui TM — M a fost folosit
de Berwald si construita explicit sub forma reperelor Berwald.

Ultima sectiune se preocupa de obtinerea unor rezultate analoage teoremelor 4.3.5 si
4.4.6 pentru cazul 3-dimensional. Sunt folosite atat teoria obsructiilor cat si propietati ale
claselor Stiefel-Whitney din demonstratiile anterioare.

Teorema 4.5.1 afirma ca un fibrat vectorial N — M peste o 3-varietate M e trivial daca
si numai daca restrictia lui N la 2-scheletul lui M e triviala. Pentru aceasta se bazeaza
pe teoria obstructiilor.

Teorema 4.5.2 afirma ca pentru o 3-varietate M, fibratul tangent T'M e paralelizabil
dacé gi numai daca wi(M) — wi(M) = 0, unde wy (M) e prima clasa Stiefel-Whitney al
lui M. Demonstratia combina teoremele 4.2.1, 4.5.1, si 4.3.1.

Teorema 4.5.4 afirma ca in prezenta unui camp vectorial lipsit de zerouri pe M, para-
lelizibilitatea lui TM — M este echivalenta cu paralelizibilitatea lui 7'M (demonstratia se
bazeaza pe folosirea campului vectorial pentru a construi un difeomorfism intre T'M si o
submultime a lui TM — M). Aratand ca varietatile de dimensiune impara (in particular
3-varietatile) admit campuri vectoriale lipsite de zerouri, obtinem Teorema 4.5.5, care este
un analog al Teoremei 4.4.6. Aceasta afirma ca, pentru M varietate de dimensiune impara,
paralelizibilitatea lui T M este echivalenta cu paralelizibilitatea lui TM — M. Observam
diferenta Intre criterii fata de cazul bidimensional.



Capitolul 5

Conditii algebrice pentru pozitivitatea curburii sectionale

In acest capitol examindm conditiile algebrice pentru pozitivitatea sectionala a operato-
rului de curburda Riemann. Obtinem conditii suficiente pentru n = 4, si o caracterizare
completa pentru o submultime densa deschisa a operatorilor de curbura in dimensiune 4.
Studiem si posibile generalizari pentru dimensiuni mai mari.

Curbura sectional pozitiva este un domeniu de studiu interesant. Operatorii de cur-
bura pozitiv-definiti sunt usor de caracterizat algebric: valorile critice ale unui operator de
curbura sunt radéacinile polinomului sau caracteristic. Astfel, operatorul e pozitiv definit
daca gi numai daca coeficientii polinomului caracteristic au semne alternante. In acest
capitol aplicaim metodele geometriei algebrice pentru a obtine un obiect analog ”polino-
mului caracteristic”, pentru curbura sectionala. In dimensiune 4, pentru o multime densa
deschisa din setul operatorilor de curbura, radacinile reale ale polinomului nostru obinut
coincid cu valorile critice ale curburii sectionale. Formula rezulta din aplicarea discrimi-
nantului la un obiect algebric construit din operatorul de curbura. Rezultate similare au
fost obtinute recent in [3], Theorem C.

Discriminantul unui polinom p de grad d e o expresie algebrica in coeficientii polino-
mului p, specifica in functie de grad, care da zero daca si numai daca acesta are o radacina
(complexd) multipla. Discriminantul este egal cu determinantul matricei Sylvester a lui
p si p’. Cand aplicam discriminantul la un polinom de grad d al carui coeficientul domi-
nant 0, expresia devine 0. Aplicarea discriminatului de grad d unui polinom de coeficient
dominant 0 nu recupereaza expresia discriminantului de grad d — 1 in coeficientii ramasi.

Notam cu discy (p(x,y)) discriminantul expresiei algebrice p(z,y), luata ca un polinom
in y. Din moment ce lucram intr-un singur punct, nu scriem explicit indicii tensori-
lor. Metrica ne da o relatie de echivalenta intre indicii covarianti si contratravarianti,
permitandu-ne sa obtinem mereu cantitati geometrice.

Valorile critice ale curburii sectionale pot fi caracterizate printr-un Lagrangian. Me-
toda aceasta a fost aplicata de Thorpe [29], Singer si Thorpe, gi Plittmann. Construim
Lagrangianul pentru dimensiune 4 in Propozitia 5.3.1, si pentru dimensiune n > 4 in
Sectiunea 4. In cazul 4-dimensional, obtinem:

Lr(v,z,y) =vRv—z- (vIv—1) —y- (vKv)
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unde K este forma volum, gi I este operatorul identitate pe spatiul 2-formelor. Valo-
rile critice ale curburii sectionale sunt componentele z din punctele critice (v,z,y) ale
Lagrangianului.

Definim (x,y) ca fiind un punct critic al operatorului R daca exista v astfel incat
(v, z,y) sa fie punct critic al Lagrangianului (Definitia 5.3.4).

Prin Teorema 5.3.5, oferim o caracterizare a acestor puncte in funtie de coeficientii lui
p(z,y) = det(R — 2l — yK), eliminand astfel dependenta de v si facand trecerea de la o
perspectiva geometrica la una algebrica.

Definitia 5.3.4. Date fiind R un operator de curburd in dimensiune 4 si K forma volum,
numim un punct (z1,y1) € R? punct critic pentru R dacd si numai dacd coeficientii celui
mai mic polinom omogen nenul al lui p(z,y) = det((R — x11 — 1K) —xl — yK) nu au
toti acelasi semn st nici nu sunt de semne alternante. Putem spune in mod echivalent,
(z1,y1) este un punct critic al lui R daca exista un vector v astfel incat (v,x1,y1) e un
punct critic al Lagrangianului Lg.

Teorema 5.3.5. Un operator de curbura R in dimensiune 4 e sectional pozitiv daca
st numai dacd toate punctele critice (x1,y1) ale lui R vor avea xy pozitiv.

In Teorema 5.3.7 ardtim ci multimea radicinilor reale ale lui g(z) = discy (p(z,y))
include multimea valorilor critice a curburii sectionale. In Teorema 5.3.11 ardtdm ci in
conditia disc(q) # 0, cele doua multimi coincid. Astfel recuperam rezultatul principal al
capitolului, eununtat ca Teorema 5.1.1:

Teorema 5.1.1. (Rezultatul principal)

Fie R un tensor de curburd Riemann in dimensiune 4, considerat ca operator liniar pe A?,
spatiul 6-dimensional al 2-formelor in dimensiune 4. Notam cu I operatorul identitate pe
A2, si K 4-forma volum cu 2 indici contravarianti.

Fie p(x,y) = det(R — 2l — yK), si q(z) = discy(p(z,y)).

Mu,timea raddacinilor reale ale lui q include multimea valorilor critice ale curburii sectionale
data de R. Cdand avem disck(q(x)) # 0, cele doud multimi coincid.

Prin urmare, daca toate radacinile lui q sunt pozitive, atunci R e sectional pozitiv. Cand
avem discx(q(x)) # 0, si reciproca e adevarata: R e sectional pozitiv dacd i numai dacd
toate radacinile reale ale lut ¢ sunt pozitive.

In principiu este posibil, prin teorema Tarski-Seidenberg [2], sa generam o descriere
completa a conditiilor pentru curburad sectionald pozitiva. Din pacate, aceste descrieri
tind sa fie lungi, nestructurate, si dificile computational. Descrierea noastra renunta la
completitudinea rezultatului (necesitatea e indeplinita numai pe multimea densa deschisa
a operatorilor de curburad data de disc(q) # 0) pentru a obtine o descriere simpla.

Sectiunea 4 examineaza posibilitatea aplicarii metodelor algebrice pentru operatori de
curbura de dimensiune mai mare, si arata egecul unei generalizari naive a teoremei noastre.
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Ca generalizare a lui p(x,y) = det(R — I — yK), obtinem polinomul:
PRr: (R7A4) - Ra

pr(x, W) =det(R —Ix — W)

unde A? e spatiul 4-formelor. Desi cand n > 5 discriminatul lui pg fati de coeficientii lui W
e 0, banuim ca o generalizarea pentru dimensiuni mari a Teoremei 5.3.5 exista, si permite
caracterizarea curburii setionale a lui R din studiul coeficientilor pr. Studiul polinomului
pr deschide calea aplicarii metodelor algebrice pentru a determina propietatile geometrice
ale lui R.

Sectiunea 5 aplicd metode algebrice si rezultate din sectiunile anterioare pentru a
recupera rezultate din [29], legate de curbura puternic-pozitiva. Printre acestea aratam
ca, in dimensiune 4, toti operatorii de curbura sectional pozitivi pozitiv sunt puternic-
pozitivi. Mai precis, pentru R operator de curburad sectional pozitiv in dimensiune 4
exista o 4-froma w astfel incat R + w e pozitiv-definit.

In sectiunea 6 examinam proprietatile algebrice ale polinomului de curbura si posibile
aplicatii pentru constructia de fluxuri geometrice. Notam cu P C ‘R multimea operatorilor
de curbura sectional pozitivi sau sectional semipozitivi in dimensiune 4. Data o operatie
algebrica S, 1i vom nota cu Z(.S) multimea sa de zerouri. Mentionam din aceasta sectiune
urmatoarele teoreme:

Teorema 5.6.6. Functia qo(R) = discy(det(R — yK)) e cea mai simpld expresie alge-
brica nontriviala pe spatiul operatorilor de curburd a carei set de zerouri include frontiera
operatorilor de curburd sectional pozitivi. Orice altd expresie algebricd a carei set de ze-
rouri include OP e divizibila prin qo (aceasta reiese gi din faptul ca qo(R) e polinomul

minim de definire al lui f P, din [3], Theorem C)

Teorema 5.6.1. Fie A? spatiul 6 dimensional al 2-formelor peste R* si R = R?° spatiul
operatorilor de curburd in dimensiune 4, luati ca operatori liniari peste A>. Fie I opera-
torul identitate pe A% si K 4-forma volum cu 2 indici ridicati. Definim:

gr: R—R

¢(R) = discy(det(R — 7 — yK))

§t Rmin ca fiind curbura sectionala minima atinsa de R. Atunci vom avea q-(R) = 0
pentru toti R cu Rpyin = 7 $i q-(R) > 0 pentru toti R cu Ryin > 7. Dacd impunem
discx(qz(R)) # 0 $i Ryin > 7, vom avea q-(R) > 0 pentru toti R cu Ryyin > 7.

Teorema 5.6.3. Fie 7 o constanta si M o varietate 4-dimensionala de curbura sectionala
minima > 7. Consideram fluxul geometric conform dat prin formula % Jab = —qr(R)Yap-
Curbura sectionald minima al lui M va ramante mai mare sau egala cu 7 in toti ¢ > 0
pentru care fluxul exista.
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Capitolul 6

Ecuatii tensoriale pentru obiectele algebrice

Formulele pentru discriminatul i rezultantul polinoamelor sunt de obicei scrise ca expre-
sii ale coeficientilor argumentelor lor. Acelasi lucru poate fi zis si despre formula pentru
determinantul unei matrici. In geometria diferentiala, ecuatiile tensoriale sunt scrise fo-
losind numai produse, sume si contractii de tensori, unde indicii sunt aranjati de obicei
dupa niste reguli de permutare. Deoarece nu se fac referinte la componentele individuale
ale tensorilor, ecuatiile rezultante nu depind de coordonate si sisteme de referinta.

In capitolul anterior am folosit operatii algebrice, cum ar fi determinantul si discrimi-
nantul, pe care le-am aplicat la tensori. In acest capitol vom rescrie aceste operatii sub
forma de ecuatii tensoriale.

6.1 Introducere

Vom calcula formule pentru discriminantul si polinoamele de subdiscriminant asociate po-

linomului caracteristic al unei matrici M,?, scrise direct ca expresii tensoriale ale matricii

respective. Aceste formule sunt directe, sarind pasul intermediar de a calcula coeficientii

polinomului caracteristic. Pentru a construi aceste formule, ne baziam pe faptul ca radacinile
polinomului caracteristic P sunt valorile proprii ale matricii, si reconstruim structura for-

mulelor in functie de radacini a discriminantului gi polinoamelor subdiscriminant. Expre-

siile rezultate, desi sunt tensoriale, au structura analoaga cu formulele din care au fost

construite.

Definitia 6.1.1. Fie p(z) un polinom de forma
p(x) =alx—\)(z—X)...(x— A\p)

Discriminantul lui p e dat prin:

disc, (p(z)) = a®2 H (A — )‘j)Q

1<i<j<n

Definitia 6.1.2. Fie p1, ps polinoame astfel incat:
pr=alz—a1)(z—az)...(z — ap)
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p2="b(z — B1)(x — B2)...(x — Bm)
Rezultantul 1ui py si po este dat de:

resy (p1(2), pa(2)) = a™0" [ (i = 8))
1<i<n
1<j<m

Definitia 6.1.3. Fie M? : R — R™ un operator liniar pitratic de dimensiune n. Puterea
exterioara de rank k a lui M e un operator liniar pe spatiul k-formelor peste R™, definita
prin:
ARM : AF 5 AR
AFM = M2

[a1

b2 by,
Mg ... M

a]

Puterea exterioard de rang k al lui M poate fi obtinutd prin antisimetrizarea indicilor
domeniului puterii tensoriale de rang k a lui M (aceasta este produsul tensorial de k ori
al lui M cu sine insusi). Presupunéand ca M are vectori proprii V; cu valorii proprii A;,
unde i € {1...n}, atunci A*M va avea vectorii proprii V, A Vy, - -+ AV, , cu valori proprii
AaiAag - - Agy, unde 1 < ay <az--- <ap <n.

6.2 Determinantul unei matrici

Teorema 6.2.1. Fie Mfl’ o matrice n X n. Determinantul lui M poate fi scris ca

det(M) = M®™ M22 ... M2

[a1™"az ]
Notind NP = 2I? — M?, polinomul caracteristic al lui M este:

Py(z) = N N% . N

la1” a2 an]”

Coeficientul de grad l al polinomului caracteristic este:

—1 n—

@ = (=1)"" My Mgz M,
Demonstratie. Selectam o baza in care M e matrice diagonala pentru a ne simplifica
calculele (mulctimea matricilor nediagonalizabile are masura zero in spatiul matricilor,
validitatea relatiei pentru aceasta multime va rezulta din continuitate). Din forma diago-
nald lui M avem M pentru i # j si M ;= A pentru j = 4. Primul pas e scrierea explicita

a sumarii M M .. M.
[a1 a2 an]

1
det(M) = — E sgn(T)Mar D Mar® ... Mgr™
n: aq,...an€{l...n}
TESNH
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Termenii nuli se anuleaza, si rearanjam formula pana cand ajungem la:
det(M) = MA2... .\,

Aceasta este formula In functie de valori proprii ale determinantului, dovedind corectitu-
dinea. Formula pentru coeficientii polinomului caracteristic se demosntreaza intr-un mod
analog. Metoda de a gandi pe M in funtie de valorile proprii si a elimina termenii nuli
din formula extinsa poate fi folosita ca un mod general de a demonstra corectitudinea
formulelor tensoriale. ]

6.3 Rezultantul polinoamelor caracteristice

In scrierea vectoriala, vom nota cu ® produsul tensorial. De exemplu, pentru V € R” gi
PeR™avem V®P e (R"®R™)=R™". Daca N este un operator liniar pe R™ gi M
este un operator liniar pe R™, atunci N ® M e operator liniar pe R"” @ R™.

Teorema 6.3.1. Fie M un operator liniar patratic de dimensiune m, N un operator liniar
patratic de dimensiune n, st I operatorul identitate in dimensiune k. Vom avea

res(Py, Py) = det(M ® I, — I, ® N)
unde Py si Py sunt polinoamele caracteristice ale lui M st N.

Demonstratie.
Notdm Py (z) = [T;1, (z — o) si Py (@) = [T} (@ — B) -
Fie A= {oq,ozg . .am}, B = {51,52 N Bn}

Formula in functie de radacini a rezultantului Py; si Py este:

res(Pys, Py) = H (a—B)

a€EA, BEB

Acum vom obtine formula pentru res(Pys, Py) in functie de M si N.
Fie TP = MY 102 — 1D M?P2, a1,by € {1...m}, az,bs € {1...n},

a,b € {1...m-n}. Acesta actioneaza ca un operator liniar pe R™ ® R™. Perechile lui de

vector propriu-valoare proprie vor lua forma (V, ® Ky, o — ), unde (Vj, o), (K5, Bs)

sunt perechile vector propriu-valoare proprie ale lui M si N. Din formula in functie de

radacini ale rezultantului, determinantul lui T va fi egal cu res(Pas, Py). O

6.4 Discriminantul polinomului caracteristic

Teorema 6.4.1. Fie M o matrice m x m si Py polinomul sau caracteristic. Atunci

disc(Pyy) = T

ao Am(m—1)
oo T,

Am(m—1)]
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unde T'=M @ I — I ® M. De observat ca {a1,az ...y m—-1)} sunt indici peste o baza a
lui (R™ @ R™) = R™™ deci valorile lor merg de la 1 la m - m.

Demonstratie. Fie Py(x) = [[p_,(z — ag). Formula in functie de radacini pentru discri-
minantul lui Py este:
disc(Pyr) = H (ap — ag)
p,qe{1..m}, p#q
Demonstratia este analoaga cu cea a teoremei anterioare, calculdnd vectorii si valorile
proprii ale lui T¢ = M 102 — 11 Vb2 O

ai—az

6.5 Aplicatii: Formula pentru polinomul de curbura

Prin metodele descrise anterior putem obtine o formula tensoriala explicitd pentru poli-
nomul

p(x) = discy(det(R — xl — yK))

folosit in capitolul anterior. Reamintim ca R este un tensor de curbura algebric in di-
mensiune 4, I este operatorul identitate pe spatiul 2-formelor, iar K este forma volum in
dimensiune K. Scrierea lor explicita este data prin:

d _ d
Rgb = Rabmn gmcgn
mc nd

chllc)l = Kabmn g g
158 = g — oo

Necesitam o formula pentru discriminantul in y a determinantului operatorului
R — 1% — y K. Stiind & KGK® = —1¢ si det(K) = —1, vom obtine:

discy (det(R — I — yK)) = discy(det((x K — RK) —yI))

Rezulta ca p(z) e discriminantul polinomului caracteristic al lui K — RK. Prin teo-
remele 6.4.1 gi 6.2.1, acesta este coeficientul de grad 6 al polinomului caracteristic al lui

Q= (zK — RK) ® I — I ® (zK — RK)

5 Qyby Ay by mn a"b Aybucudy _ rpayby reudy Ay by ey dy 3 .
Notam Ty ™ = a K " — Ry K st Qe i = Ty g —Lap e, - Vom obtine:

1 a b c d a b c d a-(30)0+(30)Cr(30)d+(:
_ = T(1)97(1)Cr (1) %7 (1) 7(2)Y7(2)C7(2) 47 (2) 7(30)Y7(30) ¢ (30) ®7(30)
p(l’) ~ 30! E : Sgn(T) Qa1 b1 ¢ di Qag by ca do Qaso bso c30 dso

TES30

Rescriind termenul Q = (rK — RK) ® I — [ ® (zK — RK) ca
2(K®I-I®K)— (RK®I—-1® RK), observam ca rangul matricii (K ® I — I ® K)
asociata lui = este 18. Operatia aplicata lui @) pentru a obtine p(z) este o operatie de tip
determinant si are rangul 30. Prin urmare gradul lui p(x) este cel mult 18. Pentru un
operator generic de curbura, putem spune ca gradul lui p e 18.
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6.6 Polinoame subdiscriminant

In aceasta setiune vom aplica tehnicile folosite pentru obtinerea formulelor tensoriale la
obiecte algebrice mai complexe, anume polinoamele subdiscriminant. Vom calcula formule
tensoriale pentru polinoamele subdiscriminant al polinomului caracteristic al matricii M.
Pentru un polinom

pe)= ] @-a)

re{l--m}
observam complexitatea formulei pentru polinomul subdiscriminant de grad d:
sdiscq(r) = Z (H(ap — o) H(a: - Oét))
BC{l-m} pgE€B te{l--m}

|Bl=(m—d) P#4 t¢B

Sub forma extinsa, formula este scrisa ca:

1 (g — gy ) (Cdey = O,y qy) (@) = Oy gy)
Z (eky — @y ) 1 ok =@k g gy) (Qhy = ey, gy)
@k g1y~ k) ek o - T ki o)
B - (m—d—1) 1 (m—d—1) 2 (m—d—1) (m—d)
Jey kg <k " _
r<rpa<-Spg (@ gy ~ 1) (ke gy — h2) (O = O _g1y)

(k1 ki _ gy Poipr.-padd={1.--m}
v (@=ap)@=ap) . (z—ap,))
Pornind de la identificarea cu «y a valorilor proprii al lui M, vom construi ecuatia
tensoriala pentru subdiscriminantul polinomului sau caracteristic. Fie T92%2 — Mg2 1, 512 —

a1by
1My, HY =2l — M2, p=m—d.

Definim:
(a1 a1z ... aip  )(bi1  bar ... bp1 )
(@ +1)10p+ 124 (p+1)p) O1(p+1) b2(p+1) - Pp(p+1))
7911 b1 Te12b12 T7%13b13 Tal(Pfl)bl(pfl) T“lpblp
@21 "b1g azab13 az3b14 T ag(p—1)blp a2pl1(p+1)
a21b21 agg rbag az3b23 22(p—1)%2(p—1) a2pb2p
Tag1b22 Taga Tyg Tas3baa T‘13(p71)b2p TaSpb2(p+1)
a31b31 LEPLED) a33 ;b33 23(p—1)°3(p—1) a3p03p
= Tayivss Tatavas TagzThzy Y Ta’4(p—1)b3p Ta4p’>3(p+1)
" e=D1Pe-11  e-12P-12  p%e-13(e-13 [ Ce-DE-1 Pe-De-1) e-Dpe-p
ap  1b(p-1)2 ap  2b(p—1)3 "9 3b(p-1)4 P (=1 Pp-1)p ap Pbp—1)(p+1)
a b, a b a, b a —1)p(p— p b
7% 1%p1 7 29p2 7 3%p3 TP (p—1)"p(p—1) ap p rbpp
a(p+1)10p2 a(p+1)2bp3 (p+1)3bpa a(p+1)(p—1) PP 1P bp(pt1)
v ail a2 ... a1 . . . « ee . .
Notam cu C ?  tensorul obtinut din D (cu indicii notati ca mai sus)

b1(pt+1)b2(p+ 1)+ Op(p+1)
prin contractionarea lui by cu a1y, k € {1...p}-

Vom obtine:
sdiscq(z) = C192 % Hglleg; . ng

[a1az...ap ]
Am obtinut o formula tensoriald pentru polinomul subdiscriminant de grad d al poli-

nomului caracteristic al lui M, pornind de la formula in functie de radacini. Aceste tipuri
de formule pot fi rescrise in mai multe forme. Folosind formulele lui Sylvester de suma
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simpla sau dubla, se pot calcula si formule tensoriale pentru subrezultantul a doua poli-
noame caracteristice. Dar, din moment ce in formulele cu radéacini ale subrezultantului
apar rapoarte, acestea vor necesita folosirea de subformule pentru matrici adjugate.
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