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Notatii si cateva observatii

Toate grupurile cu care lucram sunt considerate finite. De aceea, uneori omitem cuvantul “finit”.
De asemenea, toate grupurile sunt inzestrate cu o lege de compozitie multiplicativa pe care alegem
s& nu o specificam efectiv pentru ugurinta scrierii. Atunci cand lucram cu p-grupuri, omitem adesea
sa mentionam ca p este un numar prim.

Cateva grupuri care apar pe parcursul lucrarii:

Z,, este grupul ciclic cu n elemente, unde n > 2;
Zy, este p-grupul abelian elementar cu p" elemente, unde n > 1;

Gpp = Z;‘fl X Zq este P-grupul neabelian finit de ordin p"lq, unde p si ¢ sunt numere prime
astfel incat p > 2 si g|p — 1 (a se vedea sectiunea 2.2 din [44]);

Do, = (2,9 | 2™ = y? = 1,yzy = 2" 1) este grupul diedral cu 2n elemente, unde n > 1;
intrucat Do = Zo §i Dy = Zs X Zo, de cele mai multe ori ne referim la cazul n > 3.

Qo = (z,y | 22" = yt=1, yry ! = x2"71_1> este grupul cuaternionic generalizat cu 2"
elemente, unde n > 3;

QDyn = (z,y | ¥ =92 =1, yay = 22" 1) este grupul cvasidiedral cu 2" elemente, unde
n > 4;

M©(") = (z,y | 22" =y? = 1,y oy = 2?" 1) este p-grupul modular cu p” elemente,
unde n > 4, daca p =2, si n > 3, daca p > 3;

ZM(m,n,r) = {a,b | a™ = b"* = 1, b=tab = a") este un ZM-grup cu mn elemente, unde
tripletul (m,n,r) € N? satisface conditiile (m,n) = (m,r —1) =1 5i v = 1 (mod m);

Dicy, = {a,y | a® = 1,742 = a",yay~! = a~!) este grupul diciclic cu 4n elemente, unde
n > 1;

Dicyn(G) = (G,y | v* = 1,792 € G\ {1},vgy™! = g7, V g € G) este un grup diciclic
generalizat cu 4n elemente, G fiind un grup abelian arbitrar cu 2n elemente, unde n > 1;

D(G) = (G,y | y*> = 1,ygy = g~ !, V g € G) este grupul diedral generalizat cu 2n elemente,
G fiind un grup abelian cu n elemente, unde n > 2;

Sy, este grupul permutarilor de grad n, unde n > 1;

A, este grupul altern de grad n, unde n > 1;



Capitolul 1

Introducere

Studiul grupurilor finite constituie un vast domeniu de cercetare al algebrei abstracte. Un interes
major a fost acordat introducerii unor noi instrumente cu ajutorul carora pot fi caracterizate una
sau mai multe dintre clasele uzuale de grupuri finite. In acest sens, evidentiem o bine cunoscuta
ingiruire de incluziuni stricte intre clasele de grupuri finite cu care se lucreaza frecvent:

ciclice C abeliene C nilpotente C superrezolubile C rezolubile.

Este cunoscut faptul ca teoria probabilitatilor are un rol semnificativ in stabilirea unor rezultate
aplicative corespunzatoare statisticii sau matematicii financiare. In ceea ce ne priveste, tinand cont
ca aceasta lucrare se canalizeaza pe teoria grupurilor finite, este suficient sa retinem doar definitia
clasica a probabilitatii data de numarul cazurilor favorabile raportat la numéarul cazurilor posibile.
Imbinand cele doud ramuri matematice mentionate mai sus, s-a format un nou domeniu de
cercetare numit teoria probabilistica a grupurilor finite, de unde deriva si tema acestei lucrari.
Intrebarea care st la baza acestei arii de cercetare poate fi formulata astfel: presupunand ca avem
un grup finit G pentru care suficient de multe elemente structurale au o anumita proprietate, ce s-ar
putea spune despre natura/structura lui G? Pentru a raspunde la aceastd intrebare, de-a lungul
timpului au fost introduse mai multe aspecte probabilistice asociate teoriei grupurilor finite.

1.1 Gradul de comutativitate al unui grup finit

Fie G un grup finit. Un aspect probabilistic studiat frecvent in ultimele decenii este gradul
de comutativitate al lui G. Acest concept, aga cum este cunoscut In prezent, a fost introdus de
Gustafson in [18], fiind definit prin

d(G) = @\{m) €Gx G | xy=yz}|

Mentiondm ca ideea de a numara perechile de elemente (x,y) € G X G ce satisfac proprietatea
xy = yz a fost sugeratd ceva mai devreme de Erdos si Turdn in [13]. Observam ci d(G) mésoara
probabilitatea ca alegand arbitrar doua elemente ale grupului G, ele comuta. Cu alte cuvinte, acest
aspect probabilistic masoara cat de “aproape” este grupul G de a fi abelian.



Pentru grupuri neabeliene, in [18], Gustafson a demonstrat cd d(G) < g. Urmand rationamentul
séu, ne putem da seama ca egalitatea d(G) = g are loc daca si numai daca % > 7o X Zy. Cateva
exemple de grupuri neabeliene al caror grad de comutativitate este g sunt grupul cuaternionilor Qg
si grupul diedral Dg. Rezumand ideile anterioare, putem enunta urmatoarea teorema care indica

un criteriu de determinare a grupurilor abeliene ce invoca gradul de comutativitate al unui grup finit.

Teorema 1.1. Fie G un grup finit. Dacd d(G) > 2, atunci G este abelian.

Alte criterii de tipul celui indicat de Teorema 1.1 au fost determinate de Lescot in [31, 32, 33],
si Barry, MacHale gi N{ Shé in [3]. Mai exact, s-au demonstrat citeva rezultate pe care le includem
in urmatoarea teorema.

Teorema 1.2. Fie G un grup finit.
i) Dacd d(G) > %, atunci G este nilpotent.
it) Dacd d(G) > 3, atunci G este superrezolubil.

11

i4i) Daca |G| este impar si d(G) > ==, atunci G este superrezolubil.

w) Dacd d(G) > 15, atunci G este rezolubil.

In ceea ce privegte valorile posibile ale gradului de comutativitate ale unui grup finit G, o
consecinti a rezultatului lui Gustafson pe care l-am punctat mai sus, este faptul c& d(G) € (2,1).
De aici a luat nastere o noua directie de cercetare. Mai exact, s-au determinat valorile posibile pe
care le poate lua d(G) de indata ce aceasta cantitate depidgeste o anumitd valoare. In [41], Rusin
a afirmat ca a determinat valorile lui d(G) incluse in intervalul (i},1]. Acestea sunt £ (1 + %),
pentru orice n € N*, %, 1—76, %, %, % si %. Totusi, in [11], Das gi Nath au punctat c& Rusin a omis
un caz pentru care se obtine valoarea %, care trebuie adaugatd in enumerarea de mai sus. In
aceeagi lucrare, cei doi au determinat toate valorile posibile ale lui d(G) atunci cand |G| este impar
sid(G) > 4.

Legatura dintre gradul de comutativitate al grupurilor finite si analiza matematica a fost si ea
investigata. In acest sens, s-au demonstrat mai multe rezultate privitoare la punctele de acumulare
ale multimii

A = {d(G) | G este un grup finit}.
De exemplu, in [12], Eberhard a demonstrat urméatoarea teorema.
Teorema 1.3. Toate punctele de acumulare ale mulfimii A sunt numere rationale.
In final, meritd si mentiondm c&, in [14], Erovenko si Sury au aratat cad numerele de forma n—lz,

unde n > 2 este un numar intreg, sunt puncte de acumulare ale multimii A. De asemenea, in [38],
s-a demonstrat ca si numerele de forma %, unde n > 2 este un numar intreg, au aceeagi proprietate.



1.2 Gradul de comutativitate al subgrupurilor unui grup fi-
nit

Notam laticea subgrupurilor unui grup finit G prin L(G). Fie H si K doud subgrupuri ale lui
G. Un rezultat elementar de teoria grupurilor afirma ca

HK este un subgrup al lui G < HK = KH.

Egalitatea din partea dreapta a echivalentei de mai sus este strans legata de notiunea de per-
mutabilitate a unui subgrup ce a fost introdusa de Ore in [39].

Definitia 1.4. Fie G un grup finit si H un subgrup al sau. Spunem ca H este un subgrup
permutabil al lui G dacda HK = KH, pentru orice K € L(G).

Se cunosc conditii necesare si suficiente care asigura permutabilitatea tuturor subgrupurilor unui
grup finit. Acestea se refera la o alta proprietate a unor subgrupuri, si anume modularitatea aces-
tora.

Definitia 1.5. Fie G un grup finit i H un subgrup al sdu. Spunem cd H este un subgrup
modular al lui G dacd pentru orice K, N € L(G) astfel incit H C N, avem

(HU(KNN))=(HUK)NN.
Daca grupul G are toate subgrupurile modulare, spunem ca G este un grup modular.

In [22], Iwasawa a caracterizat p-grupurile modulare finite formuland urmétoarea teorema.

Teorema 1.6. Fie G un p-grup finit. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
i) G este un grup modular;
it) G = Qg X Zon, unde n € N;

i11) G contine un subgrup normal abelian A astfel incat % este ciclic; mai mult, exista un element
b € G pentru care G = A(b) si un numdr natural pozitiv s astfel incit b~'ab = a'*?", Va € A,
cu s> 2 dacd p = 2.

In ceea ce priveste conditiile necesare gi suficiente ce asigura permutabilitatea tuturor subgru-
purilor, amintim urmaétorul rezultat preluat din monografia lui Schmidt [44] privitoare la latice de
subgrupuri.

Teorema 1.7. Fie G un grup finit. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
i) G are toate subgrupurile permutabile;
it) G este produsul direct al subgrupurilor sale Sylow si toate acestea sunt modulare;

i11) G este un grup modular nilpotent.



Avand in vedere contributia lui Iwasawa asupra modularitdtii pe care am mentionat-o mai sus,
numele sau a fost folosit pentru a desemna o clasa de grupuri.

Definitia 1.8. Un grup finit G se numeste Iwasawa daca satisface una dintre conditiile echi-
valente ale Teoremei 1.7.

Merita sa mentionam ca p-grupurile modulare

M(p") = (z,y | 2" =y =1Ly oy =" 1Y),
unde n > 4, daca p = 2, i n > 3, daca p > 3, constituie o clasa remarcabila de grupuri Iwasawa.
Tinand cont de Definitia 1.4, este clar ca intre comutativitatea elementelor unui grup finit G si
permutabilitatea subgrupurilor sale exista o analogie. Agadar este natural sa ne intrebam daca s-ar
putea defini un aspect probabilistic similar cu gradul de comutativitate al grupului G in ideea de
a cuantifica probabilitatea ca alegand arbitrar doua subgrupuri ale lui G, ele comuta. Un raspuns
afirmativ a fost oferit in articolul [47], in care Tarnduceanu introduce gradul de comutativitate al
subgrupurilor lui G definit ca

sd(G) = H,K)e L(G) x L(G) | HK = KHY}|.

%l{(
IL(G)]
Este evident ca 0 < sd(G) < 1, iar egalitatea sd(G) = 1 are loc dacd gi numai G este un grup
Iwasawa. Altfel spus, gradul de comutativitate al subgrupurilor unui grup finit G masoara cat de
“aproape” este grupul G de a fi Iwasawa.

Determinarea formulelor explicite de calcul ale gradelor de comutativitate ale subgrupurilor
pentru cateva clase remarcabile de grupuri a constituit un subiect de interes din doua motive. In
primul rand a fost vizat aspectul computational, iar, mai apoi, determinarea unor clase de grupuri
ale caror grade de comutativitate ale subgrupurilor tind la 0 atunci cand ordinele grupurilor devin
foarte mari. In acest sens, in [47, 51], Tarnduceanu a determinat formule explicite de calcul ale
gradului de comutativitate al subgrupurilor pentru P-grupurile neabeliene finite {G,, p}n>2p>2,
grupurile diedrale {Day, },>3, grupurile cuaternionice generalizate {Qan },>3 si grupurile cvasidie-
drale {QD2n }>4. Mai mult, trecand la limitd in expresiile obtinute, s-a aratat ca

lim Gy p = lim Dy = lim Q2 = lim QD2» = 0.
n—oo n—oo n—oo n—oo
Cateva rezultate de acest tip s-au dovedit a fi adevarate gi pentru clase de grupuri simple neabeliene.
In [2], Aivazidis a demonstrat un criteriu ce asiguri cd gradul de comutativitate al subgrupurilor
asociat unei clase de grupuri {Gy, },>1, unde n apare in scrierea explicitd a ordinului lui G,,, poate
fi ficut oricat de mic de indati ce n este suficient de mare. In aceeasi lucrare, autorul a aplicat cu
succes acest criteriu pentru a arata ca
lim Sz(2*"*!) =0,
n—oo
Sz(227*1) fiind grupul Suzuki construit peste un corp cu 22"+ elemente, unde n > 1. Acelasi autor

a demonstrat in [1] ca
lim PSL(2,2") =0,

n—oo

PSL(2,2™) fiind grupul liniar special proiectiv construit peste un corp cu 2" elemente, unde n > 3.



In final, mentionam ca o generalizare a gradului de comutativitate al subgrupurilor unui grup
finit a fost introdusd de Tarnduceanu in [48]. Pentru un grup finit G si un subgrup H al lui G,
cantitatea

sd(H,G) = ——— (. G) € LUH) x L(G) | HiGh = Gy}

|L(H)||L(G)

a fost numita gradul relativ de comutativitate al subgrupurilor lui H in G. Este evident ca sd(G, G) =
sd(G) sica 0 < sd(H,G) < 1, egalitatea sd(H,G) = 1 avand loc dac8 si numai daci toate subgru-
purile lui H sunt permutabile in G. In [48] au fost demonstrate mai multe proprietiti ale gradului
relativ de comutativititate al subgrupurilor. Ne limitam la a aminti doar urmatoarea proprietate.

Propozitia 1.9. Doud subgrupuri conjugate ale unui grup finit au acelasi grad relativ de comu-
tativitate al subgrupurilor. In particular, functia sd(—, Q) : L(G) — [0, 1] este constantd pe clasele
de conjugare ale subgrupurilor.

1.3 Numarul de factorizari ale unui grup finit

Fie G un grup finit. Agsa cum am mentionat in sectiunea anterioara, pentru doua subgrupuri H
si K ale lui G, avem HK = K H daca si numai daca H K este un subgrup al lui G. In particular,
este posibil ca prin compunerea elementelor din H si K sa obtinem intreg grupul G. In acest caz,
se obtine o factorizare a grupului G.

Definitia 1.10. Fie G un grup finit. O pereche de subgrupuri (H,K) € L(G)? se numeste
factorizare a grupului G daca G = HK.

Numarul total de perechi de subgrupuri cu proprietatea indicatd in definitia anterioara se
numeste numdrul de factorizari ale lui G gi se noteaza cu Fy(G).

In trecut a existat un interes major pentru factorizarile grupurilor finite simple, mai ales datorita
progresului privitor la clasificarea acestor grupuri. In acest sens, cititorul poate consulta [5, 17, 35].
Mai recent, numarul de factorizari ale unui grup finit G a revenit in prim plan dupa aparitia gradului
de comutativitate al subgrupurilor lui G, intrucat cele doui concepte sunt legate prin urmatoarea
egalitate

1
UG = e 2

Fy(H).
HeL(G)

Practic, cunoscand numerele de factorizari ale subgrupurilor lui GG, se poate determina gradul de
comutativitate al subgrupurilor lui G. In [43], aceasti technici a fost folositi cu succes de Saeedi i
Farrokhi care au determinat gradul de comutativitate al subgrupurilor grupurilor finite simple de
tipul PSL(2,p"), unde p este un numar prim, n > 1 este un numar intreg si p™ & {2,3}. Pe de alta
parte, daci se cunosc cantitatile sd(H), pentru orice H € L(G), aplicind formula de inversiune a
lui Mé&bius in egalitatea de mai sus, putem reobtine numarul de factorizari ale lui G.

Definitia 1.11. Fie (X, <) o multime partial ordonatd. Aplicatia p: X x X — Z se numeste
functie Mébius daca satisface urmatoarele proprietati:

i) u(a,b) =0, Va,be X cua £0b;



i) wla,a) =1, Vae X;
iii) > wla,b)=0,Ya,ceX cua<ec.

a<b<lc

Daca X are un cel mai mic element, notat cu 0, scriem u(a) in loc de p(0,a).

Formula de inversiune a lui Mobius afirma ca data o functie f : X — Z, unde (X, <) este o
multime partial ordonata, daca definim g : X — Z astfel incat

g(@) =3 f(2),

z<x

atunci

@) = 3 g(2)u(za).

z<x

Aplicand aceasta formula in cazul nostru, deducem ca

F(G)= Y sd(H)|L(H)[’u(H,G).
HeL(G)

In [19] (a se vedea si [20]), Hall a demonstrat urméatorul rezultat referitor la valorile pe care le
ia functia Mo6bius in cazul p-grupurilor finite.

Teorema 1.12. Fie G un p-grup de ordin p™, unde n € N. Atunci u(G) = 0 ori de cdte ori G
nu este abelian elementar, caz in care u(G) = (—1)"p012t. Prin conventie C3 = C? = 0.

Dacé grupul G este abelian, atunci sd(H) = 1, pentru orice H € L(G). Mai mult, laticea
subgrupurilor L(G) este autoduald. Drept urmare
G
L=

Pentru un p-grup ciclic G de ordin p™, unde n > 1, este ugor de vazut cd F»(G) = 2n + 1.
Utilizand Teorema 1.22 gi formula de mai sus, in [50, 52], Tarnduceanu a determinat numarul de
factorizari pentru p-grupuri abeliene elementare si pentru p-grupuri abeliene de rang 2 si 3. Pentru
toate celelalte p-grupuri abeliene finite, numarul de factorizari se poate calcula cu ajutorul formulei
explicite dedusd de Farrokhi in [15].

In final, mentiondm cd, in [42], Saeedi si Farrokhi au determinat numérul de factoriziri pen-
tru grupuri diedrale, grupuri cvasidiedrale, p-grupuri modulare, grupuri diciclice si grupuri de tip
PSL(2,p™), unde p este un numér prim, n > 1 este un numar intreg si p" ¢ {2, 3}.

F(@) = Y |LH)Pu(H.G)= Y

HeL(G) HeL(G)

p(H).




Capitolul 2

Contributii personale

2.1 Doua noi aspecte probabilistice asociate grupurilor finite

2.1.1 Gradul de comutativitate al subgrupurilor ciclice ale unui grup
finit

Plecand cu un grup finit G si avand in vedere legatura dintre gradul de comutativitate al
subgrupurilor lui G si numarul de factorizari ale lui G, ne propunem sa introducem si s& studiem
alte doud aspecte probabilistice asociate lui G: gradul de comutativitate al subgrupurilor ciclice
ale lui G si numdarul de factorizari ciclice ale lui G. In acest sens, ne restrictionam la a lucra cu
multimea partial ordonaté a subgrupurilor ciclice ale grupului G, pe care o notdm cu Ly (G).

Inlocuind L(G) cu Ly (G) in definitia lui sd(G), obtinem o nou cantitate semnificativi, si anume

esd(G) = — L _[{(H,K) € L1(G) x L1(G) | HK = KH}|.
IL1(G)[?
Aceasta cantitate este numita gradul de comutativitate al subgrupurilor ciclice ale grupului finit G
si masoara probabilitatea ca alegand arbitrar doua subgrupuri ciclice ale lui G, ele comuta.
Este evident ca gradul de comutativitate al subgrupurilor ciclice csd(G) satisface urméatoarea
relatie
0 < ¢esd(G) < 1.

Mai mult, datoritd Consecintei (9) de pe pagina 202 a referintei [44], permutabilitatea unui subgrup
H € L(G) cu toate subgrupurile ciclice ale lui G este echivalentd cu permutabilitatea lui H cu toate
subgrupurile lui G. Aceasta conduce la

csd(G) =1 <= sd(G) = 1.

Deci, conform Teoremei 1.13, grupurile finite G ce satisfac ¢sd(G) = 1 sunt de fapt grupurile
Iwasawa.
Ca gi proprietati generale ale gradului de comutativitate ale subgrupurilor ciclice, enumeram:

s @A L@
W=



e 2L(O)
4@ 2 H

- csd(G) > (||IL111(( ))||> csd(M), ¥ M € L(G);

— G =Gy = csd(Gy) = csd(Go);

k
— esd( X G;) = [I esd(G;), unde (G;),_17 o familie de grupuri finite avand ordinele relativ
i=1 i— ’
prime;
In continuare punctam formule explicite de calcul ale gradului de comutativitate al subgrupuri-
lor ciclice pentru cateva clase cunoscute de grupuri finite. Mentionam ca pentru a deduce rezultate
de acest tip, este necesar sa descriem structura multimii L;(G), aceastd problema fiind, in general,

una dificild. Totusi, atat numéarul subgrupurilor ciclice cat si structura acestora sunt cunoscute
pentru cateva clase remarcabile de grupuri finite.

Teorema 2.1.

i) Gradul de comutativitate al subgrupurilor ciclice ale P-grupului Gy, , este dat de urmdtoarea
egalitate

(24+p+p°+.. 40" 2) (24p+p*+.. 4" ) +p" ! B+p+p* +. A" 2)
(2+p+p2t...4pn—1)? '

csd(Gr p)=

it) Gradul de comutativitate al subgrupurilor ciclice ale grupului diedral Doy, este dat de urmdtoarea
egalitate

PO acin = 1 (mod 2)
csd(Day,) =
SR =0 (o )

In particular,
n?+ (n+1)2"

csd(Dan) = CETI=E

i11) Gradul de comutativitate al subgrupurilor ciclice ale grupului cuaternionic generalizat Qan
este

2 1 2n—1
esd(Qur) = "I

i) Gradul de comutativitate al subgrupurilor ciclice ale grupului cvasidiedral QDan este

n?+3n-2""245.2773
(n+3-2n—3)2

¢sd(QDan) =

10



In ceea ce priveste comportarea asimptotica a cantitatilor descrise mai sus, urmatorul rezultat
evidentiaza trei clase de grupuri ale caror grade de comutativitate ale subgrupurilor ciclice tind la
0 atunci cand ordinele grupurilor devin foarte mari.

Corolarul 2.2.
A 2p—1
i) lim csd(Grp) = .

n—oo p2

i) nhﬁn;() csd(Dan) = 0.

iii) lim csd(Qan) = 0.
n— oo

i) lim csd(QDan) = 0.

n— oo

Asa cum am amintit in sectiunea 1.1, un rezultat remarcabil privind gradul de comutativitate al

unui grup finit G este ca dacd d(G) > 3 atunci G este abelian, iar cgalitatea d(G) = 2 are loc daci

gi numai daca % >~ 75 x Zs. In aceasti subsectiune studiem o problema similara pentru gradul
de comutativitate al subgrupurilor ciclice, si anume: Existd o constantd c € (0,1) astfel incdt dacd
csd(G) > ¢, atunci G este Twasawa? Urmitorul rezultat oferd un raspuns acestei intrebari.

Teorema 2.3. Gradul de comutativitate al subgrupurilor ciclice ale grupului non-Iwasawa
Zon X Qg, unde n > 2, tinde la 1 cand n tinde la infinit.

Folosind rezultatul indicat de teorema precedenta, deducem ca oricum am alege o constanta
c € (0,1), existd un numar intreg n. suficient de mare, si implicit un grup non-Iwasawa, gi anume
Zone X Qg, astlel incat csd(Zane X Qg) > c. Prin urmare, enuntdm urméatorul corolar.

Corolarul 2.4. Nu existd o constantd ¢ € (0,1) astfel incit daca csd(G) > ¢, atunci G este un
grup Iwasawa.

Totusi, daca inlocuim conditia csd(G) > ¢ cu ipoteza mai puternica csd*(G) > ¢, unde
csd*(G) = min{esd(S) | S este o sectiune a lui G},

putem oferi un raspuns pozitiv pentru problema pusa la inceputul acestei subsectiuni. Ideea de a
folosi cantitatea csd*(G) a fost sugerata de faptul cd un p-grup este modular daci gi numai daca
orice sectiune a sa de ordin p? este modulara. Mai mult, dacd un p-grup nu este modular, atunci
contine o sectiune izomorfa cu Dg daca p = 2, sau o sectiune izomorfa cu grupul neabelian de ordin
p? si exponent p

E@p’) = (z,y | ¥ =y = [z,9]" = 1,[z,9] € Z(E(P?))),

daca p > 2 (a se vedea Lema 2.3.3 din referinta [44]).
In continuare, evidentiem un criteriu de modularitate pentru p-grupuri finite si un criteriu de
nilpotentd pentru grupuri finite.

Propozitia 2.5. Fie G un p-grup finit astfel incat csd*(G) > %. Atunci G este modular. In
consecintd, G este un grup lwasawa.
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Propozitia 2.6. Fie G un grup finit astfel incdt csd*(G) > %. Atunci G este nilpotent.

Utilizand propozitiile anterioare, se demonstreaza urmatorul criteriu valabil pentru orice grup
finit.

Teorema 2.7. Fie G un grup finit astfel incat csd*(G) > . Atunci G este un grup Iwasawa.
Mai mult, avem csd*(G) = daca st numai daca G =2 X XY, unde X este un 2-grup cu csd*(X) =
§z Y este un grup Iwasawa de ordin impar.

2.1.2 Numarul de factorizari ciclice ale unui grup finit

Aga cum am remarcat in sectiunea 1.3, pentru un grup finit G existd o legatura stransa intre
gradul de comutativitate al subgrupurilor lui G' si numéarul de factorizari ale lui G. Asadar, este
natural s& ne gandim sa introducem o noud cantitate care corespunde lui csd(G) asa cum F>(G)
corespunde lui sd(G). In continuare vom nota prin CFy(G) numérul perechilor (H, K) € Li(G)2
ce satisfac G = HK. Aceasta cantitate va fi numita numdrul de factorizari ciclice ale lui G, iar
scopul acestei subsectiuni este studiul acestui concept.

Cateva proprietati generale ale numarului de factorizari ciclice sunt urmatoarele:

CF5(G) < F5(G); egalitatea are loc daca gi numai dacd G este ciclic;
— G1 = GQ ot CFQ(Gl) = CFQ(GQ);

k

k
- CFy( X G;) = [[ CFx(G;), unde (G;),_77 o familie de grupuri finite avand ordinele relativ
i=1 i=1 ’

prime;

— Pentru un p-grup finit G, cu p > 3, este cunoscut faptul ca G poate fi scris ca produsul a
doud subgrupuri ciclice dacé si numai daca G este metaciclic (a se vedea [21], I); reformuland
G este metaciclic daca gi numai dacd numaérul sidu de factorizari ciclice este nenul.

S& observam cé legaturile intre ¢sd(G) si CF>(G) sunt similare celor existente intre sd(G) si
F5(G). Mai exact, avem

d Fy(
csd(G) = \L1 HZ CFy(
eL(G)
si

CF(G)= Y esd(H)|Li(H)|*u(H,G).
HeL(G)

Urmatorul rezultat ofera formule de calcul explicite ale numerelor de factorizari ciclice asociate
unor clase de grupuri finite.
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Teorema 2.8.

k
i) Numdarul de factorizari ciclice ale p-grupului abelian G = >< Zpd,i yeul <dgp <dg < ... < dg,
i=1
este dat de urmatoarea egalitate
2d; +1 , daca k=1
CFQ(G) = p2d171[(2d2 — 2d1 + 1)p — 2d2 + 2d1 + 1] 5 daca k=2 .
0 , daca k>3

it) Numdrul de factorizari ciclice ale grupului diedral Ds,,, unde n > 3, este

CFQ(DQH) = 2n.
i11) Numdarul de factorizari ciclice ale grupului cuaternionic generalizat Qan este dat de

6 , dacan =3

on-1 dacin >4

CFy(Q2n) = {

i) Numarul de factorizari ciclice ale grupului cvasidiedral QQDaon este

CFy(QDgn) =3-2""2,

v) Numarul de factorizari ciclice ale p-grupului modular M (p") este dat de
CF(M(®p")) =p(p —1)(2n - 3) + 2p.
Pentru mai multe detalii referitoare la rezultatele indicate in aceasta sectiune, cititorul poate
consulta articolele:

[23] Lazorec, M.S., Tarnduceanu, M., Cyclic subgroup commutativity degrees of finite groups, Rend.
Semin. Mat. Univ. Padova 139 (2018), 225-240.

[26] Lazorec, M.S., Tarnduceanu, M., Cyclic factorization numbers of finite groups, Ars Combin.
145 (2019), 95-110.

2.2 Aspecte probabilistice ale unor clase de grupuri finite

2.2.1 Aspecte probabilistice ale ZM-grupurilor

Conform [21], un ZM-grup este un grup finit cu toate subgrupurile Sylow ciclice ce are urméatoarea
structura
ZM(m,n,r) = {a,b| a™ =b" =1, b"lab = a"),
unde parametrii (m,n,r) € N? satisfac conditiile (m,n) = (m,r —1) = 1 gi v = 1 (mod m).
Ordinul lui ZM (m,n,r) este mn si proprietétile tripletului (m,n,r) determina faptul cad m este
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un numar natural impar. In [10], subgrupurile unui ZM-grup au fost descrise complet aratand ca
exista o bijectie Intre multimea

. r"—1
L= {(ml,nl,s) e N3 | mi|m, niln, 0 < s < my, m1|srn1_1}

si L(ZM (m,n,r)). Mai mult, pentru fiecare triplet (mi,n;,s) € L, subgrupul corespunzitor al lui
ZM(m,n,r) este

H(my,ny,s) = a(ng, s)(a™) = (a™*, a(n, s)),

C

—

1=

unde «o(z,y) = b*a¥, pentru z € {0,1,2,...,n—1},y € {0,1,2,...,m — 1}. Intrucat (mﬂl, n%) =1,
deducem ca ordinul subgrupului H(m1,n1,s) € L(ZM(m,n,r)) este J"-. De asemenea, conform
[49], existd o bijectie intre multimea

L, = {(ml,nl,s) eL| ﬁ|7"”1 — 1}
mi

si multimea partial ordonata a subgrupurilor ciclice Ly (ZM (m, n,r)). Asadar, subgrupurile (ciclice)
ale unui ZM-grup sunt descrise complet.

Clasele de conjugare ale subgrupurilor unui ZM-grup joaca un rol important in studiul nostru.
De aceea, revizuim cateva proprietati ale multimii formate din clasele de conjugare ale subgrupu-
rilor unui grup arbitrar. Mentionam ca cititorul poate gasi demonstratii detaliate ale rezultatelor
ce urmeazd a fi expuse in sectiunea IIL.3 a referintei [46] si in [8]. Notdm multimea claselor de
conjugare ale subgrupurilor unui grup G si clasa de conjugare a unui subgrup H € L(G), prin
¢ (G), respectiv [H]. Dacd G este finit, atunci (¢(G), <) este o multime partial ordonatd, relatia
de ordine partiald fiind definitd astfel: pentru [Hi],[Hz] € €(G), avem [H;] < [Hs] dacd si numai
dacdl existd g € G astfel incat H; C HY. Doud rezultate importante care leagd ZM-grupurile de
multimea partial ordonata a claselor de conjugare ale subgrupurilor sale sunt urmatoarele.

Propozitia 2.9. Fie G un ZM-grup. Atunci doua subgrupuri ale lui G sunt conjugate dacd gi
numai daca au acelasi ordin.

Teorema 2.10. Fie G un grup finit. Atunci urmatoarele conditii sunt echivalente:
i) G este un ZM-grup.

it) €(G) este izomorfa cu laticea divizorilor lui |G].

iit) €(G) este o latice distributivd.
Ordinul clasei de conjugare [H(m;,n;,0)] € €(ZM(m,n,r)) este dat de

r—1
o 7y i70 = iy ;
(s, 00 = (s, =)

asa cum a fost demonstrat in [10].
Trecem la determinarea unor formule care s ne ajute si calculam explicit cantitdtile Fa(G) si
CF5(G), unde G este un ZM-grup. Obtinem doud expresii explicite in care apar ordinele claselor
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de conjugare ale unor subgrupuri ale ZM-grupului. Asadar, calculul acestor numere de factorizari
este redus la sumarea unor produse dintre cei mai mari divizori comuni a doud numere naturale.

Teorema 2.11.

i) Numdrul de factorizari ale lui ZM (m,n,r) este

Fy(ZM(m,n,r)) = Z m i m i
2 y 1y - 277,”271 377””371 .

mao,mz|m
ng,nsln
(mz7m3):1
(n2,n3):1

it) Numdrul de factorizari ciclice ale lui ZM (m,n,r) este

n_1 n_1
CFy(ZM(m,n,r)) = Z (mg, :m — 1) (mg, ! )

ris — 1
ma,mz|m
TLQ,?’L?,‘TL
(mz,mg):1
(n2,n3)=1
m|pny ] m|pm3
mo ‘mg

Asa cum am mentionat in sectiunea 1.3, gradul de comutativitate al subgrupurilor unui grup

finit poate fi calculat explicit daca stim numerele de factorizari ale subgrupurilor sale. Mai exact,
avem

sd(G):m > By(H).

HEL(G)

Pentru un ZM-grup, numarul total de subgrupuri a fost determinat in [10] si este dat de

IL(ZM(m,n,r)| = > > <m1,::1_11)-

mi|mni|n

Deci, pentru a obtine gradul de comutativitate al subgrupurilor lui ZM (m,n,r), trebuie si giasim
o forma explicita a sumei Fy(H(my,n1,s)). Doud subgrupuri conjugate au
H(mi,n1,s)€EL(ZM(m,n,r))

acelagi numar de factorizari pentru ca sunt izomorfe. Asadar, putem scrie aceeasi suma ca

> |[H (my, n1, 0)][F2(H (m1,n41,0)).
[H(m1,n1,0)]€€(ZM (m,n,r))

Not&m prin fp,, n, cantitatea Fy(H(my,n1,0)). Urmétorul pas este sd determindm o formula de
calcul al acestui parametru. Notdm prin (¢1), (¢2), (c3) conditiile:

m2,m3|m m2,m3|m mg,mg\m
na, N3N na, N3N ng, n3ln
(mga, m3) = my (ma,m3) = my (ma,m3) = my
(e1) (n2,n3) =ny (c2) (n2,n3) = ny (ca) (n2,n3) = n1
|[H (m2,n2,0)]| =1 [[H (m2,n2,0)]| # 1 |[H(mz,n2,0)]| # 1
|[H (m3,n3,0)]| =1, |[H (m3,n3,0)]] =1, |[H (m3,n3,0)]| # 1.
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Lema 2.12. Fie ZM(m,n,r) un ZM-grup si fie H(mi,n1,0) un subgrup al sau. Atunci
r’—1

n_l b g 1 ) n
fmhm:Z(mg,:an)( )—FQZ mo r(2 T(:ni )T3 1)

(Cl) my, 1 —1

iy (ma, 5574 (M3, 2=t)

n_ 2
(c3) (ml’ T'T"1 11)

Utilizand Lema 2.12, cantitatile f,,, », pot fi calculate pentru orice divizori m; si n; ai lui m,
respectiv n. Drept consecinta, gradul de comutativitate al subgrupurilor unui ZM-grup este dat de
urmatorul rezultat.

Teorema 2.13. Gradul de comutativitate al subgrupurilor lui ZM(m,n,r) este

Z Z (mla %)fmhm

mi|lmni|n

S5 (e 1)}2

mi|mmni|n

sd(ZM(m,n,r)) =

Numarul de subgrupuri ciclice ale unui ZM-grup a fost determinat in [49] si valoarea sa este

ILi(ZM(m,nm)l = Y ) <m17f_—11>

milm  niln
el
1

Legatura dintre gradul de comutativitate al subgrupurilor ciclice ale lui ZM (m,n,r) si numerele
de factorizari ciclice ale subgrupurilor sale este data de

1
[Li(ZM (m,n, 7)) [?

csd(ZM(m,n,r)) = |[H (m1,n1,0)]|CFy(H(m1,n1,0)).

[H(m1,n1,0)]€€(ZM (m,n,r))

Notand C'Fy(H (mq,n1,0)) prin ¢fm, », si repetand rationamentul utilizat pentru a demonstra Lema
2.12, obtinem doud rezultate ce ne permit sa calculam explicit cantitatea csd(ZM (m,n,r)).

Lema 2.14. Fie ZM(m,n,r) un ZM-grup si fie H(mi,n1,0) un subgrup al sau. Atunci

- "ol m7:::1 mvrT"_,l
e T ()t e 3 e

m
(e1) (c2) Ly pnr=1
n _m_ n
;;LQ\T 21 |72 —1
nL3 ‘Tndil 7:?3 ‘Tndil

Ly G )
5 .
m ‘(Ciz 1 (ml’ T 711)
T

_m_|,.n3 _
ms3 ‘T 1
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Teorema 2.15. Gradul de comutativitate al subgrupurilor ciclice ale lui ZM (m,n,r) este

Z Z (m17 %)Cfmlffh

mi|lmni|n

csd(ZM(m,n,r)) = 5 -
T (mEs)

s|n

ce a fost utilizatd in [47] pentru a exprima gradul de comutativitate al subgrupurilor grupului
diedral Ds,,, unde m > 3 este un numar intreg. Aceasta functie este multiplicativa si pentru orice
numar prim p si o € N*, avem

g(pa) _ (2a + 1)pa+2 - (2a + 3)pa+1 +p+1
(p—1)? '

De asemenea, pentru un numar intreg pozitiv n, notdm prin 7(n) si o(n) numarul divizorilor lui n
si, respectiv, suma acestora. In cele ce urmeaza, indicam o forma explicita a rezultatelor date de
Teoremele 2.13 si 2.15 pentru o clasa particulara de ZM-grupuri.

Propozitia 2.16. Fie ZM(m,n,r) un ZM-grup astfel incdt n este un numdr prim. Atunci

y T (m 2 T a(m m
i) sd(ZM(m,n,r)) = ( )(':(Qm()ﬁ)a(fn);:—g( ).

ii) csd(ZM(m,n,r)) = T bm bz t]),

Este interesant ca pentru un numar prim n, formulele explicite de calcul ale gradelor de comu-
tativitate ale subgrupurilor (ciclice) ale ZM-grupurilor depind doar de parametrul m. Deci, daca
consideram un alt numar prim n; si o valoare corespunzatoare r; satisfacand

(m,n1) = (m,r1 —1) =1sir* =1 (mod m),

atunci au loc sd(ZM (m,n,r)) = sd(ZM(m,ny, 1)) si csd(ZM(m,n,r)) = esd(ZM(m,ny,71)). In
consecinta, exista o infinitate de ZM-grupuri avand acelasi grad de comutativitate al subgrupurilor
(ciclice).

In final, indicAm o noua clasa de grupuri ale ciaror grade de comutativitate ale subgrupurilor
(ciclice) tind la 0 odatd ce ordinele grupurilor tind la infinit.

Corolarul 2.17. Fien si p > 3 doua numere prime $i fie a« un numdar intreg pozitiv. Atunci

lim sd(ZM(p®,n,r)) =0 ¢i lim esd(ZM(p*,n,r)) =0.
a—00

a—00
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2.2.2 Aspecte probabilistice ale grupurilor diciclice (generalizate)

O altil clasii remarcabild de grupuri finite este cea a grupurilor diciclice. In [42], autorii au
determinat o formula explicita de calcul a numarului de factorizari ale acestor grupuri, un rezultat
pe care il vom aminti pe parcurs. Completam studiul aspectelor probabilistice ale grupurilor diclicle
determinand gradul de comutativitate al subgrupurilor (ciclice) precum si numarul de factorizari
ciclice ale acestora. Apoi, ne Indreptam atentia asupra acelorasi trei aspecte probabilistice asociate
unei clase de grupuri diciclice generalizate.

Un prim obiectiv al acestei subsectiuni este sa determinam o formula explicita de calcul a
gradului de comutativitate al subgrupurilor (ciclice ale) grupului diciclic

Dicyy = {a,v | a®" =1,9* = a",yay" ' = a™'), unde n > 1.

Intrucat, prin definitie Dicy = Z4, ne intereseaza in special cazul n > 2.

Teorema 2.18. Fien =2"m’ > 2, unde m € N gi m’ > 1 este un numar intreg impar.
i) Gradul de comutativitate al subgrupurilor grupului diciclic Dicy,, este

(m +2)°7(m')? 4 2(m + 2)7(m)o(n) + [(m — 12" + 9g(m’)

sd(Dicyy,) = [(m +2)7(m) + o(n)]?

it) Gradul de comutativitate al subgrupurilor ciclice ale grupului diciclic Dicy, este dat de

AU dacin = 1 (mod 2)

csd(Dicyn) =

7(2”)(7(2(:_12;”7;);;7;(27(2“)+2) . dacan = 0 (mod 2)

Intrucat Dics = Qs, rezultd cu usurintd ci Fy(Dicg) = 14. Numérul de factoriziri ale grupului
diciclic Dic4p, unde n > 3, a fost studiat in [42]. Pentru a determina o formula explicita de
calcul a cantitatii F»(Dicy,), In urma descompunerii lui n intr-un produs de factori primi, i.e.
n=pltps?...pp*, autorii au introdus parametrii

k ;41 a;+1
pit =1 . pi —1
Oon = <Oéi + > —n st Py(n) = <21 - 1),
};[1 pi—1 () ZI;II pi—1

si au demonstrat urmatorul rezultat.

Teorema 2.19. Numarul de factorizari ale grupului diciclic Dicyy,, unde n > 3, este

D, (n) + 40, + 6n , dacan =1 (mod 2)

Fy(Dicyy,) = .
2(Dicay) {q)x(n)+2<l>$(g)+25n+2n , dacd n =0 (mod 2)

Pentru a completa studiul asupra aspectelor probabilistice ale grupurilor diciclice, in cele ce ur-
meaza, indicdm o formula explicita de calcul a numarului de factorizari ciclice ale acestor grupuri.
Pentru n = 2, avem CF5(Dicg) = CF(Qs) = 6.
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Teorema 2.20. Numdrul de factorizari ciclice ale grupului diciclic Dicy,, unde n > 3, este

dn , dacan =1 (mod 2)

CFy(Dicyy) = .
2(Dican) {Qn , dacd n =0 (mod 2)

Pentru un grup abelian arbitrar G de ordin 2n, unde n > 1, un grup diciclic generalizat asociat,
notat prin Dicy, (G), are urmétoarea structura

Dican(G) = (G, v |7 =1, € G\ {1},yg7v ' =g ', Vg €G).

Se observa cu usurinta cd Dicay(Zay) = Dicay. In ceea ce priveste studiul aspectelor probabilistice
asociate acestor grupuri diciclice generalizate, un rol important il joaca numarul de elemente g € G
cu proprietatea ord(g) = 2. Fiecare astfel de element, poate fi ales ca fiind 42. Tocmai de aceea,
ne limitam la a lucra cu G = Zs X Z,,, unde n > 2 este un numar intreg par, caz in care avem doar
3 alegeri posibile pentru 2.

Fie asadar a si b generatorii grupurilor ciclice Z,, si respectiv Zs. Cum 72 € A\ {1} gi v* = 1,
deducem ca v2 € {a?,b,a?b}. Notam ci fiecare alegere a lui v? determins un grup diciclic gene-
ralizat, deci avem 3 grupuri distincte. Pentru a gasi formulele explicite de calcul ale cantitatilor
sd(Dicyn (@) si csd(Dicyn(G)), avem nevoie de doud rezultate preliminare pentru a analiza cazul
caracterizat de n = 2™, unde m > 2 este un numdr intreg, si 7> = a2. Notdm cantitatea ¥ = 2m~!
prin n’.

Lema 2.21 Numarul de subgrupuri ale produsului direct Zo X Doy, este
|L(Zz X D2n1)| = 5U(TL/) + 37(71/) — 277,/ —1.
Corolarul 2.22. Numarul de subgrupuri ale grupului Zo X Q4y este

|L(Zg X Qan')| = 50 (n’) + 37(n’) — 2n' + 2.

Avem toate instrumentele necesare pentru a determina gradele de comutativitate ale subgrupu-
rilor (ciclice ale) grupurilor diciclice generalizate Dicay,(Zo X Zy,).

Teorema 2.23. Fie G = 7y X Z,, un grup abelian, unde n = 2™m’' > 2, m € N* gim’ > 1 este
un numdar intreg impar.

i) Daca m > 1,m' #1 si v € {a?,b,a?b}, sau, dacd m > 2,m’ =1 si v> € {b,a*b}, gradul
de comutativitate al subgrupurilor grupului diciclic generalizat Dicyy,(G) este

IL(G)]” +2|L(G)|o(n) + [(m — 1)2*3 + 9]g(m)

sd(Dican(G)) = (IL(G)] + o (n))? ’

in timp ce gradul sau de comutativitate al subgrupurilor ciclice este

_ L@I(L(G) + 1) + (L1 (G)] +2)
(IL1(G)] +n)?

csd(Dican(G))
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n
2

i) Dacam >2,m' =1 siv? = a?, grupul diciclic generalizat Dicy,(G) este izomorf cu produsul
direct Zo X Qom+1, gradul de comutativitate al subgrupurilor sale este
2m+2(24m — 37) + 9m? — 18m + 185
[2m+2 4+ 3(m — 1))? ’
in timp ce gradul de comutativitate al subgrupurilor sale ciclice este
2™(4m + 8) + (2m + 2)?
(2™ +2m + 2)2

Sd(Zg X Q2m+1> =

CSd(ZQ X QQm+1) =

i) Dacd m =m' =1 si v € {a%,b,a%b}, grupul diciclic generalizat Dicy,(G) este izomorf cu
grupul abelian Zo X Z4 st
Sd(ZQ X Z4) = CSd(ZQ X Z4) =1.

Ca o consecinta a Teoremei 2.23, evidentiem un alt exemplu de clasa de grupuri ale caror grade
de comutativitate ale subgrupurilor (ciclice) tind la 0 odata ce ordinele grupurilor tind la infinit.

Corolarul 2.24. lim sd(Z2 X Qam+1) =0 gi lim csd(Za X Qgm+1) = 0.
m—r 00 m— 00

Ultimul aspect probabilistic asociat grupurilor diciclice generalizate pe care il studiem este
numérul de factorizari ciclice. Din nou, alegem sa lucr8m doar cu grupurile Dicy,(G), unde
G = Zo X Zp, si n > 2 este un numar intreg par. Notam cu a si b generatorii grupurilor ci-
clice Z,, si, respectiv, Zs.

Teorema 2.25. Fie G = 7y X Z,, un grup abelian, unde n = 2™m’ > 2, m € N* gim’ > 1 este
un numar intreg impar.

i) Daci m =1,m' #1 si v € {a?,b,a?b}, sau, dacd m > 2,m' > 1 si~y? € {b,a? b}, numdrul
de factorizari ciclice ale grupului diedral generalizat Dicy,(G) este
CFQ(DZC4n(G)) = 4n.
i) Dacim >2,m' # 1 siy? = a%, numdrul de factoriziri ciclice ale grupului diedral generalizat

Dicyn(G) este
CFQ(DiC4n(G)) =0.

i) Dacdm > 2,m' =1 siv? = a*, grupul diciclic generalizat Dicy,(G) este izomorf cu produsul
direct Zio X Qom+1 $i numarul sau de factorizari ciclice este

CFQ(ZQ X szJrl) =0.
iv) Dacd m =m' =1 siy? € {a%,b,a2b}, grupul diciclic generalizat Dicy,,(G) este izomorf cu
grupul abelian Zo X Zy4 st numarul sau de factorizari ciclice este

CFQ(ZQ X Z4) = 10.

Pentru mai multe detalii referitoare la rezultatele indicate in aceasta sectiune, cititorul poate
consulta articolele:

[24] Lazorec, M.S.; Probabilistic aspects of ZM-groups, Comm. Algebra 47 (2019), no. 2, 541-552.

[28] Lazorec, M.S., Tarnduceanu, M., On some probabilistic aspects of (generalized) dicyclic groups,
acceptat spre publicare in Quaest. Math., arXiv:1612.01967.
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2.3 Generalizari ale gradelor de comutativitate ale subgru-
purilor unui grup finit

2.3.1 Grupuri finite cu doua grade relative de comutativitate ale sub-
grupurilor

Fie G un grup finit. Consideram functia
f: L(G) — [0,1] data prin f(H) = sd(H,G).

Propozitia 1.9 afirma ca o proprietate relevanta a functiei f este faptul ca este constanta pe fiecare
clasa de conjugare a subgrupurilor lui G. Este usor de vizut ca |[Im f| = 1 dacd si numai daca G
este un grup Iwasawa. Avand in vedere aceste rezultate, scopul nostru este si studiem urmaétoarea
clasa de grupuri

% = {G este un grup finit | [Im f| = 2}.

Notam prin v(G) si [H] numarul de clase de conjugare ale subgrupurilor non-normale ale lui G,
respectiv clasa de conjugare a unui subgrup H al lui G. Este evident ca sd({1},G) = 1 si c& orice
subgrup normal al lui G este permutabil, deci comuta cu toate subgrupurile lui G. De asemenea,
este de agteptat ca, In general, odati ce v(G) creste, probabilitatea ca G s& aibd mai mult de doud
grade relative de comutativitate ale subgrupurilor cregte de asemenea. Asadar, este natural si ne
gandim ca un grup G ar putea sa fie continut in ¢ dacd v(G) = 1 sau v(G) = 2. Aceasta ipoteza
suplimentara ne ajuta in studiul nostru deoarece toate grupurile finite avand una sau doua clase de
conjugare ale subgrupurilor non-normale au fost clasificate in [7] si, respectiv, in [37]. Mai exact au
fost demonstrate urméatoarele doua teoreme.

Teorema 2.26. Fie G un grup finit. Atunci v(G) = 1 daca si numai daca G este izomorf cu
unul dintre urmatoarele grupuri:

(1) Zp X Zgn, unde [Zp, ®(Zgn)] = 1, p,q sunt numere prime astfel incdt g|p — 1 si n este un
numar intreq pozitiv;

(2) M(p") = (z,y | o = yP =1,y oy = x1+p"72>, unde p este un numar prim st n > 3,
daca p > 3, saun > 4, daca p = 2.

Teorema 2.27. Fie G un grup finit. Atunci v(G) = 2 dacd si numai dacd G este izomorf cu
unul dintre urmadtoarele grupuri:

(1) As;

(2) (x,y| 29 =y?" =1,y ‘ay = 2F), unde p, q sunt numere prime astfel incit p*|lq—1, n > 1 si
kP =1 (mod q) cu k #1;

(3) (z,y,z | 2" = y*" = 29 = [1,2] = [y,2] = 1,y ‘ay = z*), unde p,q,r sunt numere prime
astfel incat p # q,q #r,plr — 1 si kP =1 (mod r) cu k # 1;

(4) (z,y | 27 = yP" =1,y 'ay = 2*), unde p, q sunt numere prime astfel incit plq — 1 si are loc
kP =1 (mod ¢*) cu k #1;
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(5) M(p"™) x Zq, unde p,q sunt numere prime astfel incat p # q sin >3, dacd p > 3, saun > 4,
daca p = 2;

(6) Zy % ZLy;

(7) QlG;’

(8) (w,y | a* =" = Lo tyz = y"*2"), unde n > 3;
(9) Ds.

Scopul nostru este sa parcurgem cele doua liste de grupuri si sa le gasim pe cele continute in .
Rezultate in acest sens sunt oferite de urmatoarele doud teoreme.

Teorema 2.28. Fie G un grup finit astfel incat v(G) = 1. Atunci G € € daca si numai dacd
G = Ss.

Teorema 2.29. Fie G un grup finit cu v(G) = 2. Atunci G € € dacd si numai dacd
G = S3 X Zq, unde ¢ > 5 este un numar prim.

Mentionam ci chiar dacd v(G) = n, unde n > 3 este un numar intreg, gasim intotdeauna un
grup G ce apartine lui €. Un exemplu ar fi G = S5 X Zsn—1. De asemenea, remarcam ca teorema
precedenta poate fi generalizata prin inlocuirea lui Z,, unde ¢ > 5 este un numar prim, cu un grup
Iwasawa G astfel incit 6 gi |G| sunt relativ prime.

Corolarul 2.30. Fie G un grup Iwasawa finit astfel incdt (6,|G|) = 1. Atunci S3 x G este
continut in €.

Pana acum, am folosit numarul de clase de conjugare ale subgrupurilor non-normale ale unui
grup finit G pentru a stabili ca € contine o infinitate de grupuri. Urmatorul nostru scop este sa
gasim o conditie care sa garanteze ca un grup finit G nu face parte din €.

Propozitia 2.31. Fie G un grup finit. Daca sd(G) < % 4 NG+

W, atunci |Im f| > 2.

T . ars 1o IN(@)+1
Remarcam ca marginea superioara B} + 2[L(G)]

avem sd(G) = % + %, dar [Im f| = 2 asa cum am vizut deja. De asemenea, rezultatul ante-
rior afirma, in mare, ca un grup G ar putea fi continut in ¥ daca gradul sdu de comutativitate al
subgrupurilor este “mare”. In consecinta, este de agteptat ca clasele de grupuri, pentru care gradele
de comutatitivitate ale subgrupurilor tind la 0 atunci cand ordinele grupurilor tind la infinit, sa nu
fie incluse In ¥. Asa cum spuneam in sectiunea 1.2, cateva exemple cunoscute de astfel de clase de
grupuri au fost indicate in [47]. Acestea sunt {Dan }n>3, {Q2n }n>3 si {QDan }p>4.

este cea mai buna posibila intrucat, daca G = Ss,

Corolarul 2.32. Multimile {Dan }n>3, {Q2n }n>3 $i {QDan }n>4 nu sunt incluse in €.

In ceea ce priveste grupurile diedrale, rezultatul dat de Corolarul 2.32 poate fi imbunatatit, fapt
indicat de urmatoarea teorema.
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Teorema 2.33. S3 & Dg este unicul grup diedral finit confinut in €.

In final, s considerdm urméitoarele dous multimi:
A = {sd(G) | G este un grup finit} si B = {sd(H,G) | G este un grup finit, H € L(G)}.

Fie a € [0,1]. O problem interesanta se referd la existenta unui gir de grupuri (G, )nen, astfel incat

lim sd(G,) = a. Cu alte cuvinte, se ridicd intrebarea: Este multimea A densd in [0,1]? Aceasta
n—oo

problema raméne deschisa, dar urmaéatorul rezultat afirma cd un raspuns pozitiv poate fi dat daca
lucram cu multimea B.

Teorema 2.34 Multimea B este densd in [0, 1].

2.3.2 Gradul relativ de comutativitate al subgrupurilor ciclice ale unui
grup finit

Punctul de plecare al acestei subsectiuni il constituie Problema 3.6 indicata in finalul lucrarii
[48]. Pentru un grup finit G, autorul sugereaza studiul “restrictiei” functiei

sd: L(G) x L(G) — [0,1]

la L1 (G) x L1(G). Scopul nostru este sa oferim cateva rispunsuri pentru aceasta problema deschisa.
Asgadar, pentru un grup finit G si un subgrup H al lui G, definim gradul relativ de comutativitate
al subgrupurilor ciclice ale lui H in G ca fiind cantitatea

1
d(H =——|{(H Li(H)x L H =G H}|.
csd(H, G) \L1(H)||L1(G)|‘{( 1,G1) € Li(H) x Li(G) | H1Gy = G1H4 |
Fie G un grup finit. Este evident ca
csd(G,G) = ¢sd(Q) §i 0 < esd(H,G) <1, V H € L(G).

De asemenea, pentru un subgrup H al lui G avem csd(H,G) = 1 daci si numai daci toate sub-
grupurile ciclice ale lui H comuta cu toate subgrupurile ciclice ale lui G. Dar permutabilitatea
subgrupurilor ciclice ale lui H cu toate subgrupurile ciclice ale lui G este echivalenta cu permuta-
bilitatea tuturor subgrupurilor lui H cu toate subgrupurile lui G (a se vedea Consecinta (9) de pe
pagina 202 a referintei [44]). Asadar,

csd(H,G) =1 <= sd(H,G) = 1.
Alte proprietati ale gradului relativ de comutativitate al subgrupurilor ciclice sunt:

IN(G)NL1 (G)] .
- CSd(H, G) > \Lli(Glﬂ’ V H e L(C;’)7

~ csd(H,G) > {2 Blesd(H), ¥ H € L(G), H # G;

|
(9}
/Céa:
X
=
X
2
I

csd(H;, G;), unde (G;),_17 este o familie de grupuri finite cu ordi-

nele relativ prime;
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— Functia csd(—, G) : L(G) — [0, 1] este constantd pe clasele de conjugare ale subgrupurilor
lui G.

In continuare ne concentrim pe numarul de grade relative de comutativitate ale subgrupurilor
ciclice ale unui grup finit G, ce este egal cu [Im f1|, unde

f1: L(G) — [0,1] este datd de fi1(H) = c¢sd(H,G), ¥V H € L(G).

Pentru un grup finit G, se observa cu usurintd ca |[Im fi| = 1 daca si numai dacd toate
subgrupurile ciclice ale lui G sunt permutabile. Deci,

[Im f1] =1 <= ¢sd(G) =1 <= G este un grup Iwasawa,

cea de-a doua echivalenta fiind indicata in subsectiunea 2.1.1. Urmatorul rezultat este un criteriu
care evidentiaza o conditie suficientd ca un grup finit G sa aiba cel putin 3 grade relative de comu-
tativitate ale subgrupurilor ciclice.

Propozitia 2.35. Fie G un grup finit astfel incat are loc inegalitatea csd(G) < %—&-W
Atunci |[Im fi| > 2.

Ca o aplicatie a criteriului oferit de Propozitia 2.35, demonstram ca nu exista 2-grupuri die-
drale, 2-grupuri cuaternionice generalizate si 2-grupuri cvasidiedrale finite cu doua grade relative
de comutativitate ale subgrupurilor ciclice.

Corolarul 2.36. Fie G un grup finit izomorf cu un grup con{inut in oricare dintre familiile
{D2n}n>3, {Q2n tnz3, {QDan fn>a. Atunci [Im fi] # 2.

Posibilele valori ale lui [Im f1]| ce au fost obtinute in demonstratia corolarului precedent, in
cazul 2-grupurilor cuaternionice generalizate, ne indicad urmatorul rezultat.

Teorema 2.37. Fie G un grup finit izomorf cu Qan, unde n > 3. Atunci

1 |, daca n=3
|Im fl‘: o .
n, ,dacd n >4

O consecinta directd a Teoremei 2.37 este legata de existenta unui grup finit G cu un numar
prescris de grade relative de comutativitate ale subgrupurilor ciclice.

Corolarul 2.38. Fie n un numdr intreg pozitiv astfel incat n # 2. Atunci existd un grup finit
G avand n grade relative de comutativitate ale subgrupurilor ciclice.

Ne mutam atentia asupra indicarii unor clase de grupuri finite cu putine grade relative de co-
mutativitate ale subgrupurilor ciclice. Considerand un grup finit G, intrucat dorim sa obtinem o
valoare mica pentru |[Im f1], din nou este natural s& alegem sa lucram cu grupurile G pentru care
v(G) = 1 sau v(G) = 2. Reamintim c& principalul avantaj al alegerii acestor grupuri este faptul
ca ele au fost clasificate complet, aga cum indica Teoremele 2.26 gi 2.27. Pentru usurinta scrierii,
notdm prin G; grupul finit de tip (¢) din fiecare dintre cele doud clasificari. Urmétoarele doua
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rezultate indicd valoarea lui |[Im f1| pentru fiecare grup G;.

Teorema 2.39. Fie G un grup finit cu v(G) = 1. Atunci

3 ,daca G=G
[Im fi| = o v
1 , daca G =Gy

Teorema 2.40. Fie G un grup finit cu v(G) = 2. Atunci

daca G este izomorf cu wunul dintre grupurile Gi,Go

Im ful daca G este izomorf cu unul dintre grupurile Gs,Gg, Gy
m =
! , daca G este izomorf cu unul dintre grupurile Gg4,G7

= o

, daca G este izomorf cu unul dintre grupurile Gs,Gg

Reamintim ca un grup Frobenius este un grup finit G care contine un subgrup propriu H astfel
incat H N HY = {1}, pentru orice ¢ € G \ H. Egalitatea precedentd arata cd exista o legdtura
intre aceastd clasd de grupuri finite si cantitatea v(G). Mai exact, este evident ca v(G) > 1 pentru
orice grup Frobenius G. Prin urmare, ar fi interesant sa se caracterizeze modul in care numarul
de grade relative de comutativitate ale subgrupurilor ciclice se raporteaza la astfel de grupuri. O
familie cunoscuta de grupuri Frobenius este formata de grupurile diedrale

Doy = (z,y | 2" =y* = 1,yzy = 2" )

)

unde n > 3 este un numar intreg impar. Urmatorul rezultat afirma ca nu exista niciun grup diedral
avand doua grade relative de comutativitate ale subgrupurilor ciclice. In particular, afirmatia este
valabila pentru clasa de grupuri Frobenius amintita mai sus.

Teorema 2.41. Fie G = Ds,, unde n > 3. Atunci [Im fi| # 2.

Cateva dintre rezultatele din aceasta subsectiune indica ca nu exista grupuri finite cu doua grade
relative de comutativitate ale subgrupurilor ciclice. Argumentele sunt c& functia f; : L(G) — [0, 1]
ia n valori pentru orice n € N* \ {2}, i, faptul ca [Im f1]| # 2 pentru toate grupurile cu v(G) =1
sau v(G) = 2. Totusi, daca studiem cardinalul multimii Im g1, unde

g1 : L(G) — [0,1] este datd de ¢1(H) =esd(H), ¥V H € L(Q),

putem demonstra ca exista un grup finit G cu n grade de comutativitate ale subgrupurilor ciclice
pentru orice numar intreg pozitiv n. Remarcam ca g; este constanta pe clasele de conjugare ale sub-
grupurilor unui grup finit G, o proprietate ce era satisfacuta si de f;. Afirmatia noastra anterioara
privind existenta unui grup finit cu un numar prescris de grade de comutativitate ale subgrupurilor
ciclice este o consecinta a urmatorului rezultat.

Teorema 2.42. Fie G un grup finit izomorf cu Qgn+2, unde n > 1. Atunci |[Im g1 = n.

In final, punctam un rezultat de densitate privitor la multimea ce contine toate gradele relative
de comutativitate ale subgrupurilor ciclice ale grupurilor finite. Fie agsadar multimea

R = {csd(H,G) | G este un grup finit, H € L(G)}.
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Teorema 2.43. Multimea R este densd in [0, 1].

Pentru mai multe detalii referitoare la rezultatele indicate in aceasta sectiune, cititorul poate
consulta articolele:

[25] Lazorec, M.S., Tarnduceanu, M., Finite groups with two relative subgroup commutativity de-
grees, Publ. Math. Debrecen. 94 (2019), no. 1-2, 157-169.

[27] Lazorec, M.S., Relative cyclic subgroup commutativity degrees of finite groups, acceptat spre
publicare in Filomat, arXiv:1803.01149.

2.4 Asupra numarului de subgrupuri (ciclice) ale unui grup
finit

2.4.1 O legatura intre numarul subgrupurilor si ordinul unui grup finit

Una dintre caracteristicile principale ale unui grup finit G este laticea subgrupurilor sale L(G).
Legaturile dintre G gi L(G) constituie un subiect de cercetare fructuos. In aceasti privinta, cateva
probleme interesante, ce au fost studiate In ultimele decenii, sunt mentionate in Prefata monogra-
fiei [44], care este una dintre cele mai cunoscute referinte asupra acestui subiect. De asemenea,
determinarea cantitatii |L(G)|, unde G face parte dintr-o clasa remarcabila de grupuri, este o pro-
blemd care inci este frecvent studiatd. In aceastd subsectiune, ne concentram gi noi atentia asupra
cantitatii |L(G)|, pe care o legam de |G|. Asadar, pentru un grup finit G, introducem si studiem
cantitatea

IL(G)
B(G) = ~
G|
Ca gi proprietati generale ale raportului 5, enumeram:

it hcpemi

- %| <B(G) < B e/ E— unde .Lnoo kg =05

|
|G
- 5(G) € (0,00);
- G1 =Gy = B(G1) = B(Ga);

k
k
- B( X Gi) = [I B(Gi), unde (G;),_17 o familie de grupuri finite avand ordinele relativ prime;
i=1 ’

i=1

- B(G) < |é| = @ este abelian.

Notam prin & clasa p-grupurilor de ordin p”, unde n > 3. Fie G € &. Atunci

k=0
6<G) - pn ’
unde s (@) este numirul de subgrupuri de ordin p* ale lui G, cu k € {0,1,...,n}. Cum G are cel
putin un subgrup de ordin p¥, unde k € {1,2,...,n — 1}, valoarea minima a lui 3, pe clasa 2, este
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atinsd dacd gi numai dacd s;(G) = 1, pentru orice k € {1,2,...,n — 1}, i.e., dacd i numai daci
G = Zyn. Folosind Teorema 5.17 din [4], deducem ca f isi atinge valoarea maxima pe & dacd si
numai dacd G = Zy. Prin urmare, pentru orice grup G' € &, avem

B(Zpr) < B(G) < B(Zy).

O legatura intre G € & si anumite grupuri factor corespunzatoare lui G, poate fi scrisa drept
consecinta a Teoremei 1.3 din [40]. Mai exact, fie G € & i fie H un subgrup normal al lui G astfel
incat |H| = p. Atunci,

56) <5 % 2 )

In acelagi articol (a se vedea Teorema 1.4), autorul demonstreaza cd, dacd G nu este un p-grup
abelian elementar de ordin p”, unde p este impar si n > 3 este un numar intreg, atunci

sk(G) < si(Mp(1,1,1) x Zp7%), Vk € {1,2,...,n — 1},
grupul M,(1,1,1) avand structura
Mp(lvlal) = (a,b,c | a? =’ =cP = 1,[@,5)} =¢ [Cva] = [C’b] = 1>

Autorul presupune ca rezultatul ar fi adevarat gi pentru p = 2, iar o demonstratie a acestui fapt
este data in [53]. Aceasta Inseamni cid a doua valoare maximi a lui 3, pe &2, este atinsa cind
lucram cu grupul M,(1,1,1) x ZZ’?’.

Ce putem spune despre a doua valoare minima? Urmatoarea teorema ofera un raspuns la aceasta
intrebare.

Teorema 2.44. Fie G € & astfel incat G % Zyn.
i) Daca p este impar, atunci B(G) > B(Zy X Lyn-1) = (M (p™)).

B(G) > B(Qs) , dacan =3
i) Dacd p = 2, atunci § B(G) > B(Za x Zg) = S(Q1e) = B(M(16)) , dacan =4 .
B(G) = B(Z2 x Lyn—1) = B(M(2")) , dacin >4

Egalitatea are loc daca si numai daca G este izomorf cu unul dintre punctele de minim indicate
corespunzatoare fiecarui caz.

In continuare, notim prin .% clasa tuturor grupurilor finite. Fie & o subclasé a lui .% ce include
toate grupurile abeliene finite. Urmatorul nostru obiectiv este sa oferim informatii asupra densitatii,
in intervalul [0, 1], a multimilor

{8(G) | Ge}si{p(G) | GeF}

Un pas esential in vederea atingerii obiectivului enuntat mai sus este datorat urmatorului re-
zultat.
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Propozitia 2.45. Multimea
B( XZ;{) | I C N\ {0} |I| < oo sip; este al i-ulea numdr prim , Vi € I}
iel

este densd in [1,00).

In plus, intrucat se poate arita ci orice element din intervalul [0,1) este de asemenea un punct
aderent al multimii {3(G) | G € &}, deducem ca aceastd multime este densa in [0, 1], fapt ce este
valabil i pentru multimea {3(G) | G € Z}.

Teorema 2.46.
i) Multimea {8(G) | G € &/} este densd in [0, 00).
i) Multimea {B(G) | G € F} este densd in [0, 00).

Pana acum, am studiat cateva proprietati i probleme privitoare la 8 vazuta ca o cantitate aso-
ciatd unor clase remarcabile de grupuri finite. Alternativ, dat un grup finit G, putem sa consideram
functia

B: L(G) — (0,00) datd prin H — B(H), V H € L(G),

si sa studiem cateva dintre proprietatile sale.
De exemplu, in cele ce urmeaza oferim o solutie pentru urmaéatoarea problema: Sd se clasifice
toate p-grupurile abeliene finite G ce satisfac proprietatea S(H) <1, V H € L(G).

Teorema 2.47. Fie G un p-grup abelian finit. Atunci B(H) <1, V H € L(G), dacd si numai
daca G este ciclic, G este de rang 2 si p > 3, sau G este de rang 3 gi p > 5.

2.4.2 Numarul de subgrupuri ciclice raportat la ordinul unui grup finit

Fie G un grup finit si L;(G) multimea partial ordonati a subgrupurilor sale ciclice. In [16],
cantitatea
1L1(G)|

G|

a fost introdusa si studiata, autorii indicand si demonstrand mai multe rezultate relevante legate
de acest raport. Dintre acestea, le amintim pe urmatoarele:

a(G) =

~ a(G) > 1 = d(G) > 20(G) — 1)%;

>< Gi) = ]I a(G;), unde (G;),_7% este o familie de grupuri finite avand ordinele relativ
i=1 ’
prlme
— a(G@) = 1 <= @ este un 2-grup abelian elementar.

~ Dacd N este un subgrup normal al lui G, atunci a(G) < () si, daca egalitatea are loc,
atunci NV este un 2-grup abelian elementar;
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- a(G) =a(G xZy), VneN;

— Grupurile finite G avand a(G) > 2 au fost clasificate (a se vedea Teorema 5 din [16]);
remarcam ca singurele grupuri abeliene finite ce satisfac aceasta proprietate sunt 2-grupurile
abeliene elementare;

— 2 este cel mai mare punct de acumulare netrivial al multimii {«(G) | G este un grup finit}.

Luand in considerare in special ultimele doua proprietati, este natural s ne intrebam daca

este posibil sa clasificim grupurile finite G pentru care «(G) = %. Un punct de plecare, in ceea ce
priveste un raspuns la aceasta intrebare, este dat in aceasta subsectiune in care studiem urmatoarea
clasa de grupuri:
. . 3
9 = {G este un grup nilpotent finit | o(G) = 4}.
Primul pas care trebuie facut pentru a descrie caracteristicile grupurilor ce fac parte din ¢ este
sa gasim grupurile abeliene continute in ¢. Pentru a indeplini acest prim obiectiv, demonstram
doua rezultate preliminare.

Lema 2.48. Fie n un numar intreg pozitiv $i fie G un p-grup finit de ordin p™. Atunci
a(G) < a(Zy).

Lema 2.49. Fie n un numdr intreg pozitiv, p un numar prim impar si G un p-grup de ordin
p". Atunci o(G) < 3.

Fie G un grup abelian finit. Este de remarcat faptul ca, in acest caz, functia « : L(G) — [0, 1]
este descrescitoare. Intr-adevir, fie H si K doua subgrupuri ale lui G astfel incat H C K. Cum
G este abelian, existd un subgrup L al lui K astfel incat H = £ Atunci o(H) = o(¥) > o(K).
Avem toate ingredientele necesare pentru a determina grupurile abeliene finite ce sunt continute in

9.
Teorema 2.50. Singurele grupuri abeliene finite ce fac parte din ¢ sunt Z% X Z4, unde n € N.
Rezultatul principal al acestei subsectiuni descrie caracteristicile grupurilor ce fac parte din 4.

Teorema 2.51. Fie G € 4. Atunci G este un 2-grup cu G' = ®(G) sau exista n € N astfel
incat g > 78 x Zy i G' este abelian elementar.

Mentionam ca ultimul nostru rezultat poate fi imbunatatit daca grupurile cu proprietatile indi-
cate de Teorema 2.51 ar fi clasificate. Aceasta ar conduce la o descriere completa a clasei ¥.

Urmatorul nostru obiectiv este sa studiem daca exista tipuri de grupuri finite cunoscute ce
apartin clasei 4. Remarcam cad ne putem limita la studiul 2-grupurilor finite intrucat aceasta era
una dintre caracteristicile grupurilor continute in ¢. Deci, ne vom concentra asupra urmatoarelor
clase de grupuri finite: 2-grupuri (aproape) extraspeciale, 2-grupuri diciclice generalizate, 2-grupuri
diedrale generalizate si 2-grupuri ce poseda un subgrup maximal ciclic.

Pentru un grup finit G, notdm prin I(G) numarul involutiilor lui G, i.e. numarul de elemente
de ordin 2 ale lui G. Urmatorul nostru rezultat arata ca, in anumite conditii, exista o legatura intre
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clasa ¢ si I(G).

Propozitia 2.52. Fie n > 2 un numdr intreg si fie G un 2-grup de ordin 2" cu exp(G) = 4.
Atunci G € 4 dacd si numai dacd I(G) = 2"~ — 1.

Propozitia 2.52 indica faptul ca 2-grupurile de exponent 4 care apartin lui ¢ sunt exact 2-
grupurile de exponent 4 descrise in [36]. De asemenea, acest rezultat caracterizeaza apartenenta la ¢
a tuturor claselor de 2-grupuri finite de exponent 4. Doué astfel de clase sunt formate de 2-grupurile
extraspeciale, si respectiv, 2-grupurile aproape extraspeciale. Inainte de a studia conexiunea dintre
¥ si clasele de grupuri mentionate anterior, reamintim cateva aspecte teoretice legate de produsele
centrale de grupuri, urméand sectiunea 3 a referintei [34].

Fie G un grup finit si fie H1, H> doua subgrupuri ale sale. Atunci G este produsul central intern
al subgrupurilor H; si He dacd G = HyH> si [Hy, Ho] = {1}. Notdm acest lucru prin G = Hj % Hs.
Produsul central extern a doua grupuri finite Gy si G2 se obtine cu ajutorul produsului direct extern
uzual al grupurilor G; si G, fapt indicat de Teorema 3.4 din [34]. Mai exact, presupunand ca A
este un grup abelian astfel Incat existd morfismele injective p; : A — Z(G;), unde ¢ € {1,2}, se
construieste multimea Z = {(yu1(a), p2(a™')) | a € A}, iar grupul factor “1X62 este produsul central
extern al grupurilor G; si G3. Urmand aceeasi referinta, observam ca Gy x Gy = %, deci cele
doua tipuri de produse centrale sunt izomorfe. Mai mentionam ca Exemplul 3.5, din aceeasi lucrare,
evidentiaza modul In care pot fi obtinute structura subgrupului Z si produsul central Dg * Zg4. In
continuare, pentru un numar intreg pozitiv r, notam prin G*” produsul central a r copii ale unui
grup finit G.

Reamintim ca un 2-grup G este numit

— extraspecial dacd G’ = ®(G) = Z(G) = Zs;
— aproape extraspecial dacd G' = ®(GQ) 2 Zy si Z(G) = Zy.
Mai mult, conform Teoremei 2.3 din [6],

— daca G este un 2-grup extraspecial, atunci existd un numar intreg pozitiv r astfel incat
|G| = 22"+ §i G = D§" sau G = Qs * Dg(r_l);

— dacd G este un 2-grup aproape extraspecial, atunci exista un numar intreg pozitiv r astfel
incat |G| = 2272 i G = D" * Z,4.

Conexiunea dintre ¢ gi clasa 2-grupurilor (aproape) extraspeciale finite este datd de urméatorul
rezultat.

Teorema 2.53.
i) Nu exista 2-grupuri extraspeciale finite continute in 4.
it) Orice 2-grup aproape extraspecial finit apartine lui 9.

In ceea ce privegte 2-grupurile diciclice generalizate ce sunt continute in ¢, un raspuns este dat
de urmatoarea teorema.
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Teorema 2.54 Singurele 2-grupuri diciclice generalizate con{inute in ¢ sunt izomorfe cu gru-
purile abeliene Z%§ x Z4, unde n € N.

In continuare, ne propunem sa stabilim care sunt 2-grupurile diedrale generalizate ce sunt
continute in ¢. Notam prin y generatorul lui Zs. Incepem prin a mentiona ca pentru un grup
abelian G, grupul diedral generalizat asociat lui G este D(G) = G %, Zs, unde ¢ : Zy — Aut(G)

este un morfism dat de:
{ p(1) =1g, 1g(g) =9, VgeG
o(y) =y, py(9) =g, Vged

O prezentare a grupului diedral generalizat D(G) este urmé&toarea
D(G)=(G,y|y*=1lygy=9g"', Vgeq).

Este cunoscut ca D(Z,) = Da, pentru orice numar intreg n > 2. Alte proprietdti ale grupurilor
diedrale generalizate i diedralizarea catorva grupuri abeliene finite sunt prezentate in [9]. Pentru a
gasi 2-grupurile diedrale generalizate continute in ¢, avem nevoie de urmatorul rezultat preliminar

ce oferd o clasificare a 2-grupurilor abeliene finite G avand o(G) = 1.

Lema 2.55. Fie G un 2-grup abelian finit. Atunci o(G) = % daca si numai daca exista n € N
astfel incat G = Z5 x Zsg.

Urmatorul nostru rezultat examineaza conexiunea dintre ¢ si clasa 2-grupurilor diedrale gene-
ralizate finite.

Teorema 2.56. Singurele 2-grupuri diedrale generalizate finite care apartin lui 9 sunt izomorfe
cu Z% x Dqg, unde n € N.

Ultima legatura pe care o studiem este cea dintre ¢ si clasa 2-grupurilor finite ce poseda un
subgrup maximal ciclic. Fie n > 3 un numar intreg. Clasa 2-grupurilor finite ce poseda un subgrup
maximal ciclic contine grupuri abeliene de tipul Zy X Zgn—1 care, conform Teoremei 2.50, apartin lui
% daca si numai daca n = 3. Prin urmare, este suficient sa studiem apartenenta la ¢ a 2-grupurilor
neabeliene ce posedd un subgrup maximal ciclic. Conform Teoremei 4.1 din [45], II, un astfel de
grup este izomorf cu unul ce face parte din una dintre urmatoarele familii infinite: {M(2")},,>4,

{Dan}r>3, {Q2n }n>s $1 {QD2an }r>4.

Teorema 2.57. Grupul diedral Dyg este singurul 2-grup neabelian finit ce poseda un subgrup
maximal ciclic i este continut in 4.

Pentru mai multe detalii referitoare la rezultatele indicate In aceasta sectiune, cititorul poate
consulta articolele:

[29] Lazorec, M.S., Tarnduceanu, M., A note on the number of cyclic subgroups of a finite group,
acceptat spre publicare in Bull. Math. Soc. Sci. Math. Roumanie, arXiv:1805.00301.

[30] Lazorec, M.S., A connection between the number of subgroups and the order of a finite group,
propus pentru publicare in Acta Math. Hung., arXiv:1901.06425.
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