Controlabilitate, stabilizare si
probleme inverse pentru sisteme parabolice

Elena-Alexandra Melnig

Aceasta teza este dedicata studiului controlabilitatii, stabilizarii gi estimarii
sursei in probleme parabolice. Atat in problemele de control abordate cat si
in problemele inverse intervin operatori de control gi de observare distribuiti
in subdomenii. In aceste situatii un instrument esential de analizi este
reprezentat de inegalitatile Carleman globale, iar studiul acestora ocupa un
loc important in teza.

O scurta prezentare a domeniului

Controlabilitatea ecuatiei caldurii cu controale frontiera sau distribuite
in subdomenii a fost stabilitd de D. Russell [90] in conexiune cu problema
controlabilitatii pentru ecuatia undelor; mai tarziu, G. Lebeau si L. Rob-
biano [66] au obtinut rezultate de controlabilitate pentru ecuatia caldurii
fara conditii geometrice. O. Yu. Imanuvilov a stabilit un rezultat de con-
trolabilitate cu controale distribuite in subdomenii pentru ecuatii parabolice
in forma generala folosind estiméari Carleman potrivite pentru solutiile pro-
blemei adjuncte (v. [57]). Controlabilitatea locala a ecuatiilor sau sistemelor
neliniare este In general o consecinta a controlabilitatii sistemului liniarizat.
Aceasta etapa a demonstratiei se bazeaza de obicei pe un argument de punct
fix pentru aplicatii multivoce (e.g. teorema de punct fix a lui Kakutani).
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Estimarile Carleman sunt fundamentale atat in studiul controlabilitatii
problemelor liniare obtinute prin mecanismul de liniarizare, cat gi in pasii
de verificare a anumitor ipoteze din teoremele de punct fix aplicate (v. e.g.
[11] sau [15]). Conditii de crestere la infinit pentru neliniaritate se impun
pentru a obtine rezultate de controlabilitate globala (v. [54, 49]).

Un argument bazat pe proprietatile de regularizare ale fluxului parabolic
furnizeazs estimari Carleman in cadrul L — L', iar acestea sunt utile pen-
tru a demonstra regularitatea pentru controalele obtinute in problemele de
controlabilitate (v. [16]). Acest tip de argument se regiseste in [39] unde
se stabilesc estimari L°° pentru control; acest rezultat este ulterior folosit
pentru a demonstra controlabilitatea intr-o vecinatate L> a unei traiectorii
particulare a sistemului neliniar considerat. Astfel de estiméari sunt folosite
si atunci cand restrictii de stare se impun, cum ar fi pozitivitatea in modelele
de reactie-difuzie [39, 40, 65].

Controlabilitatea sistemelor semiliniare cu un numar redus de controale
este o problema de interes si rezultate pozitive se obtin in conditii potrivite
asupra termenilor de cuplaj. Studiul sistemelor parabolice controlate cu un
numar de controale mai mic decat numarul de ecuatii necesita estimari Car-
leman adecvate, cu observatii partiale pentru adjunctul sistemului liniarizat.
Un exemplu in acest sens este cazul sistemelor cu cuplaje de tip “cascada”,
cu un singur control, studiat in [59].

In anumite situatii, cum ar fi cazul cuplajelor constante sau depinzand
numai de timp, exista conditii algebrice de tip Kalman, implicind operatorii
de cuplaj si respectiv cel de control, necesare pentru obtinerea inegalitatilor
de observabilitate (v. [4, 6]).

In cazul in care nu se verifici ipoteze de cuplaj adecvate astfel incat
sistemul liniarizat sa fie controlabil, o posibilitate de abordare a studiului
controlabilitatii este metoda intoarcerii a lui J.-M. Coron, metoda ce consta
in liniarizare in jurul unei solutii particulare, construite de maniera sa asigure
un cuplaj bun si, in consecintd, controlabilitatea sistemului liniarizat (v.

38, 39, 40]).



O lucrare recentd, E. Zuazua si P. Lissy [76], studiazd sisteme liniare
cuplate (nu numai parabolice) gi estimé&ri de observabilitate corespunzitoare;
sistemele studiate sunt cuplate cu coeficienti de cuplaj constanti, in partile
principale sau/si in termenii de ordin zero, si sunt obtinute rezultate pozitive
de observabilitate in conditii algebrice de tip Kalman.

Evaluari ale costului controlabilitatii aproximative se sprijina pe o analiza
fina a estimarilor Carleman si a constantelor ce intervin, in functie de lungimea
intervalului de observatie si a normelor coeficietilor operatorului parabolic
(v. [55]). Consecinte ale unor astfel de estimari vizeazd i proprietdti de
unicd continuare la momentul initial (v. [70, 8]).

Stabilizarea cu controale feedback pentru sistemele parabolice poate de
asemenea sa treacd printr-o procedura de liniarizare. Stabilizarea sistemu-
lui liniarizat cu controale feedback robuste face apel la ecuatii Riccati si
legile feedback care se obtin sunt adecvate, macar local, sistemului neliniar.
Mention&m in acest sens lucrarile V. Barbu si Wang [12, 28] pentru stabi-
lizarea sistemelor parabolice si lucrarile V. Barbu, I. Lasiecka, R. Triggiani
[27, 21, 22, 23] pentru stabilizarea ecuatiilor Navier-Stokes cu controale in-
terne sau frontiersi. In aceste articole autorii folosesc conditii Kalman pentru
proiectiile finit dimensionale ale ecuatiilor pe subspatiile invariante instabile
cu scopul de a construi legi feedback stabilizante pentru sistemul liniarizat,
ca punct de pornire pentru rezolvarea unei ecuatii algebrice Riccati adecvate.
Aceste conditii Kalman se obtin din proprietiti de unica continuare pentru
sisteme de autofunctii ale partii eliptice.

O alternativa la ecuatiile Riccati se bazeaza pe ecuatia Lyapunov. O
ecuatie Lyapunov asociatd unei probleme liniare furnizeaza norme echiva-
lente potrivite in spatii de functii adecvate, norme in raport cu care se poate
demonstra stabilizarea locali a problemei neliniare (v. [67, 68]). In aceastd
abordare se folosesc proprietati de unica continuare pentru sisteme de ecuatii
eliptice si parabolice, proprietati a caror demonstrare face apel de asemenea
la estimari de tip Carleman (v. [91]).



Estimarile costului controlabilitatii aproximative sunt utile in problemele
de stabilizare feedback a solutiilor nestationare ale sistemelor parabolice (v.

[26, 69)).

Mentionam monografia recentd V.Barbu [18] dedicaté controlului si sta-
bilizarii sistemelor parabolice sau de tip parabolic (modele de dinamica flu-
idelor, ecuatii Navier-Stokes).

Problemele inverse apar din practica si sunt asadar importante din punc-
tul de vedere al aplicatiilor. Acestea se refera la modele in care anumite
cantitati ce intervin (coeficienti, surse etc.) nu sunt cunoscute si se doreste
a se obtine informatii despre acestea prin masuratori suplimentare asupra
solutiei. Estimarile de stabilitate pentru cantitatile necunoscute sunt utile
in dezvoltarea unor algoritmi stabili de aproximare si simulare numerica.
Facem referinta la monografia M. Choulli [36] pentru o introducere in dome-
niu. In tezd ne ocupam de estimari de stabilitate in norme LP pentru surse,
in sisteme parabolice. Acest demers are ca punct de pornire lucrarea O. Yu.
Imanuvilov si M. Yamamoto [61].

Regularitatea solutiilor problemei
(0.1) y' + Ay = f,y(0)=0,t€(0,T)

unde A este realizarea LP a operatorului eliptic L cu date omogene la fron-
tiera si surse din diferite spatii de functii de tip Holder, Lebesgue sau Sobolev
este importanta in analiza problemelor de control si a problemelor inverse.
Referinta clasica pentru existenta si regularitate pentru solutiile problemelor
parabolice cu f € LP(Q) ~ LP(0,T; LP(2)) este monografia O. A. Ladyzen-
skja, V. A. Solonnikov, N. N. Uralceva [64], unde regularitatea maximald
este obtinuta in spatiile Sobolev anizotrope WpQ’l(Q).

Regularitatea solutiilor problemelor parabolice abstracte si estimari in
spatii de interpolare reald, au fost studiate de Gabriella Di Blasio [46]; in
aceasta lucrare, pentru f € L9(X) se obtine S * f € W%(X),0 € (0,1)
si Sxf e L1(Da(0,p)),0 € (0,1) (se noteazd D4(0,p) = (X,D(A))g, iar
W9%4(X) este spatiu Sobolev-Slobodeckii space de functii cu valori vecto-
riale).



Existenta si regularitatea maximala in probleme parabolice concrete, cu
X = LP(Q), a fost stabilitd de W. von Wahl [100], unde se stabilesc estiméri
pentru Sxf € LY(D(A)), Di(S*f) € LX) in functie de f € L4(0,T; LP(Q)),
cu q,p > 1; acestea se obtin aplicand rezultate de A. Benedek, A.P.Calderén,
R. Panzone [29] asupra convolutiei de operatori folosind idei din teoria in-
tegralelor singulare. Regularitatea maximala in spatii de tip L9(LP) pentru
probleme parabolice cu conditii la frontierd neomogene au fost obtinute de
P. Weidemaier [102, ]

Regularitate maximald in L?(X) pentru o problema parabolicd abstracta
este strans legata de geometria spatiului Banach X gi proprietati supli-
mentare ale operatorului A. Astfel, dacd X este spatiu Banach UMD (clasa
spatiilor Banach in care transformarea Hilbert vectoriala este marginita in
L(X)) si A este operator sectorial cu puteri imaginare marginite gi unghi
spectral < 7, i.e. A € BIP(X,0), atunci ecuatia (0.1) are proprietatea
de regularitate maximald y € Wh4(X) N LY(D(A)) daca f € LI(X) (v.
monografia C. Martinez Carracedo, M. Sanz Alix [79], Ch. 8 si referintele
respective). Un ingredient esential in abordarea unor astfel de probleme este
o teorema a lui G. Dore g1 A. Venni ce caracterizeaza inversabilitatea sumelor
de operatori din clasa de operatori BIP.

Clasa BIP este importanta In analiza pe care o facem asupra regularitatii
parabolice; aceasta permite caracterizarea domeniilor puterilor fractionare
de operatori care sunt realizari de operatori eliptici cu conditii omogene la
frontiera, ca spatii de interpolare complexa. In astfel de situatii, acestea sunt
subspatii inchise a unor spatii de potential Bessel, rezultat important datorat
lui R. T. Seeley [94]. Folosind argumente bazate pe studiul operatorilor
de prelungire la intreg spatiul, se pot stabili legaturi cu spatiile Sobolev-
Slobodeckii. Alt ingredient important pe care il folosim este reprezentat
de estimarile de convolutie, in L™ (D(A7)), folosind estimérile specifice unui
semigrup analitic in domeniile puterilor fractionare ale generatorului aces-
tuia.

Intrucat suntem interesati de realizarile LP ale operatorilor eliptici in
domenii marginite, mentionam cd marginirea puterilor pur imaginare ale
acestora a fost demonstratd de R. T. Seeley in [96] folosind reprezentari
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ale rezolventei gi teoria operatorilor pseudodiferentiali (v. [95], [93]). O altd
abordare, mai directd, se gdseste in J. Priiss gi H. Sohr [88] (v. si Th. 12.1.12
din [79]). Amintim aici lucrarea R. Denk, G. Dore, M. Hieber, J. Priiss, A.
Venni [41] pentru un studiu al operatorilor eliptici cu coeficienti Hélder in
partea principala, in conexiune cu calculul H* si proprietatea BIP.

In ce priveste inegaltatile clasice de tip Gagliardo-Nirenberg pentru spatii
Sobolev-Slobodeckii, in cadrul lor cel mai general, facem referire la lucrarile
H. Brezis, P. Mironescu [32], [33].

Rezultatele principale ale tezei

Partea intai

Stabilizarea sistemelor de ecuatii parabolice cuplate

Capitolul 1. Stabilizare cu un control simultan, in forma feed-
back, a unui sistem de ecuatii parabolice cuplate. Studiem stabi-
lizarea locald a unui sistem de ecuatii parabolice intr-un domeniu marginit
Q Cc RN, N € {2,3}, cu frontiera de clasa C?, asupra caruia actioneazi un
control distribuit in subdomeniul w CC €2, care controleaza simultan ambele
ecuatii. Prima etapa este liniarizarea sistemului in jurul starii stationare
pe care o stabilizam si stabilirea unui rezultat de aproximativa controlabil-
itate a sistemului liniar. Rezultatul de stabilizare feedback pentru sistemul
liniar, rescris in forma abstracta in spatiul Hilbert H = [L?(Q)]?, se bazeaza
pe o descompunere a spatiului H, corespunzatoare unei separari a spectru-
lui operatorului eliptic, in suma directa de doua subspatii inchise invariante
la semigrupul liniar. Dintre aceste doua subspatii, unul este instabil dar
finit dimensional, iar celalalt este infinit dimensional dar stabil in raport cu
semigrupul liniar. Sistemul liniar este apoi proiectat pe cele doua subspatii.
Rezultatul de aproximativa controlabilitate a sistemului liniar implica con-
trolabilitatea exactd a ecuatiei din subspatiul finit dimensional si prin ur-
mare aceasta este complet stabilizabila. Astfel putem construi un feedback
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care stabilizeaza aceasta ecuatie gi ulterior se arata ca acest feedback stabi-
lizeaza intreg sistemul liniar. Folosind o norma echivalenta data de solutia
unei ecuatii Lyapunov se arata ca acelagi feedback stabilizeaza gi ecuatia
neliniara.

Sistemul pe care il avem in vedere este

ye — 1Ay = f(y,z) + f1 + Yuu, n (0,7) x €,
(0 2) Zt — dgAZ = g(yv Z) + g1 + %JU, in (OaT) X Q7
’ y(t,I) =0, Z(tax) =0, pe (OﬂT) x 08,

y(0,2) = yo(z), 2(0,2) = z2(z), Q.

unde di,ds € R, sunt coeficientii de difuzie, f,g : R x R — R sunt
neliniaritatile C'>° care cupleaza sistemul in termeni de ordin zero, fi,g91 €
L>(Q), 1, € C*(Q), supp ¥, = @, ¥, > 0 In w. u(t,-) este controlul din
L?(w) iar 1,u noteaza extensia cu 0 a lui u la  iInmultita cu 1.

Fie (7,%) € (L*°(£))? starea stationard pe care vrem s o stabilizam.
Sistemul liniarizat este:

£ — diAE = a(x)€ + b(x)n + Yuu, (0,T) x Q,
ne — deAn = c(x)€ + d(z)n + Puu, (0,T) x €,
€=0, n=0, (0,T)x 0%,

£(0) =&, n(0) = no,

(0.3)

unde
a(x) := %@’ zZ), bx):= %(@z), c(x) == g—g(y,z), d(z) := @@, Z).

Consideram spatiul Hilbert H = L?(Q) x L?(Q) si operatorii

A:D(A) C H— H, D(A) = (H}(2) N H*(Q))?, A = (dloA de) ’

A()ZD(A()):H—)I‘L A0_<i Z),

7



B:L*(w)— H, Bu= (in) si A=A+ A

Notand cu

V(@) = la(x) + b(z) — c(z) — d(z)],

aa) = |(ea) ~ a(e)) = $2] = 060) ~ ato) - 21

si

Lrv = Av + d’y(x)d v, D(Ly) = HX Q) 0 H2(Q),
1 — U2

rezultatul de stabilizare pentru sistemul liniar este urmétorul:

THEOREM 1.1. Operatorul A = A + Ay are rezolventd compacta gi
genereaza un semigrup analitic in H. In situatia in care coeficientii de difuzie
sunt diferiti, dy # ds, si una dintre urmatoarele ipoteze are loc:

e « nu este identic constanta in w,
sau
e « este constanta in Q $i 0 & o (L)

atunci:

(i) Sistemul liniar (0.3) este aproximativ controlabil in orice timp T';

(ii) Pentru orice 6 > 0 exista C' = C(d) > 0, un subspatiu finit dimen-
sional U C L?*(w) si un operator continuu K € L(H,U) astfel incat
operatorul A + BK genereaza un semigrup analitic de tip negativ
pentru care are loc

(0.4) |efATBR) |y < Ce0, > 0.

Rezultatul principal asupra stabilizarii sistemului neliniar in jurul starii
stationare este:

TEOREMA 1.2. In ipotezele teoremei anterioare, existae > 0,9 > 0, C' >
0, 7 > 0 astfel incat daca ||yo — Y|l Lenmr (@) + 120 — ZllLenm1 () < € atunci
considerand in (0.2) controlul feedback construit in teorema anterioard,

(0.5) u=K(Y-Y),
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are loc stabilizarea locala cu descrestere exponentiala:

1Y (t) = Yl gy < Ce Yo = Yl mare(), t > 7,5 €[0,2],

(0.6) z R
1Y (t) = Yllinpe@) < Ce™ Yo = Ylgar=(a), t > 0.

Capitolul 2. Stabilizare feedback pentru sisteme parabolice
cuplate in termeni de ordin zero sau unu. Studiem stabilizarea locala
cu controale interne in forma feedback pentru sisteme de ecuatii parabolice in
dimensiune spatiala unu, i.e. Intr-un interval marginit 2 C R. Ecuatiile sunt
cuplate in termeni de ordin zero sau unu iar conditiile la frontiera sunt ge-
nerale, omogene, de tip Dirichlet, Neumann sau Robin. Stabilim un rezultat
de stabilizare feedback cu controale distribuite intr-un subdomeniu w C 2
atunci cand o conditie de tip Kalman asupra matricilor de cuplaj si respectiv
de control este indeplinita.

Strategia este similara celei din capitolul anterior. Consideram formu-
larea abstracta a problemei intr-un spatiu Hilbert. Pentru a obtine rezul-
tatul de aproximativa controlabilitate pentru sistemul liniarizat in jurul starii
stationare de stabilizat consideram trei situatii:

e sistem de doua ecuatii cuplate in termeni de ordin unu si zero, cu
coeficienti care pot fi neconstanti si un singur control actionand
intr-o ecuatie;

e sistem de n ecuatii cuplate in termeni de ordin zero cu coeficienti
constanti in care actioneaza m controale scalare;

e sistem de n ecuatii cuplate in termeni de ordin unu cu coeficienti
constanti in care actioneaza m controale scalare.

Pentru sisteme cu n > 3 ecuatii si cuplaje constante obtinem rezultatul de
aproximativa controlabilitate demonstrand o proprietate de unica continuare
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pentru sistemul adjunct in conditii Kalman pentru matricile de cuplaj si de
control.

Fie w CC Q o submultime nevida a lui 2. Consideram sistemul parabolic
controlat,
Dy — Ly + F(Dyy,y) = g+ Bxwu,  t>0,2€Q,
. FlDzy(t, 0) + ng(t, 0) = 0,

0.7 BC): t >0,
07 B raDay(t) + Tay(t.) =0,
y(O,JZ) = yo(z)v x € Q,
unde y = (Y1, ,yn) ', Ly = (Ly1, -+, Ly,) " iar L este un operator uni-

form eliptic de ordin doi,
Ly = D2y +m(x)Dyy +mo(x)y, 1m0 € L=(Q),m € WH(9).

Ecuatiile sunt cuplat in termeni de ordin zero sau unu prin functia C*°
F(¢y) = (AGY), - fa(Gy) T, F:R® x R® — R iar in membrul drept
termenul ¢ = (g1, ,9,)" este L>(Q). Controlul este dat prin Bx,u,
B € Mysm(R), u € L%((0,T); [L*(w)]™), unde ., u este extensia lui u cu 0
la intreg Q. Pentru o formulare generala a conditiilor la frontiera consideram
matricile diagonale I'1,I'g, '3, 'y € M« (R) cu proprietatile

I; = diag(y!);_17, Vi =1,4,j = Ln,

(0.8) rank[I'y, T's] = rank[['s, T'4] = n.

Consideram starea stationara ¥ a sistemului necontrolat, pe care dorim sa
o stabilizam. Sistemul liniar obtinut prin liniarizarea in jurul acestei stari
stationare este
(0.9)
Dyw — Lw + Ay (2)Dyw 4+ Ag(z)w = Bxwu, t>0,z€Q,
{ I'Dyw(t,0) + Taw(t,0) = T'sDyw(t, 1) + Taw(t,1) =0 ¢ >0,

unde Ag(x), A1(x) € Myxn(R),

o) = (0

)= (Ge0a)

i,j=1,n

J=1n
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Construim formularea abstractd a problemei ca o probleméa de evolutie
intr-un spatiu Hilbert H = [L?(Q)]":

A:D(A) C H— H, D(A) = {y € [H*(Q)]"|y satisface (BC) din (0.7)},
Ay = Ly,
A: D(A) = D(A), Ay = Ly — A1 (2) Doy — Ao(2)y,
B:L*w)™ — H, Bu= By,u.

In cazul unui sistem de doui ecuatii cuplate, cu coeficienti in operatorul L
constanti 79,71 € R si conditii Dirichlet omogene la frontiera, sistemul are
forma
(0.10)
Diywy(t,x) — Lwi(t,x) +a(z)Dywy + b(z)Dywe
+a(z)wy + B(x)was = xuu, t>0,2€Q,
Dyws(t,x) — Lwe(t,x) +c(x)Dywy + d(x)Dyws
+y(x)wy + §(x)we =0, t>0,z€Q,
w(t,0) = w(t,l) =0, t>0.

Notam cu

hz) = ————=,
(0.11) c(x)
k() == —h*(x) — B (2) + [m — d(@)|h(x) —no + 6(x) — d'(x),

pentru ¢(x) # 0 in w, si avem urmatorul rezultat privind controlabilitatea
aproximativa a sistemului liniar de mai sus:

TEOREMA 2.1. Pentru sistemul liniar (0.10), cu no,m € R, dacd c(x) #
0, x € w si una dintre urmatoarele ipoteze este verificata
(H1) coeficientii sistemului sunt constanti in intreg domeniul,
a)b7c7d’a76)776 E R;
(H2) coeficientii de cuplaj sunt continui in ), posibil neconstanti, si
functia k = k(x) nu este constanta in w;
atunci sistemul liniar (0.10) este aproximativ controlabil in timp T'.
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Pentru sistemul (0.9) avem urmaétorul rezultat privind controlabilitatea
aproximativa:

TEOREMA 2.2. Considerdm sistemul liniar (0.9) cu coeficienti constanti
Mo, M1 Si coeficienti de cuplaj de ordin zero constanti, iar A; = 0. Daca are
loc conditia Kalman,

(0.12) rank [Ag|B] = n,

atunci sistemul liniar (0.9) este aproximativ controlabil in timp T.
Pentru sistemul cu cuplaj constant de ordin unu avem:

TEOREMA 2.3. Considerdm sistemul liniar (0.9) cu coeficienti constanti
Mo, M1 §i coeficienti de cuplaj de ordin zero constanti A1 € Myxn(R), iar
Ap = 0. Daca urmaétoarele conditii algebrice asupra matricei de cuplaj si
matricilor care dau conditiile la frontiera sunt satisfacute,

(0.13) rank [A;|B] = n,

(0.14) ker BT Nker(T'y + Ty (A{ + 1)) Nker(Ty +T3(A] +mI)) = {0}

atunci sistemul liniar (0.9) este aproximativ controlabil in timp T.

Cand controlabilitatea aproximativa este verificata avem urmatorul rezul-
tat de stabilizare feedback pentru sistemul liniarizat:

TEOREMA 2.4. Consideram sistemul liniar (0.9), presupunand cd ipotezele
uneia din Teoremele 2.1, 2.2 sau 2.3 sunt verificate. Atunci pentru orice § > 0
exista C = C(d) > 0, un subspatiu finit dimensional U C L*(w) si un opera-
tor liniar K € L(H,U) astfel incat operatorul A+BK genereaza un semigrup
analitic de tip negativ care satisface

(0.15) |eAFBEN | < Ce™®, ¢ >0,
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Rezultatul de stabilizare feedback a sistemului neliniar este:

TEOREMA 2.5. Consideram sistemul neliniar (0.7) gi presupunem ca
ipotezele uneia dintre Teoremele 2.1, 2.2 sau 2.3 sunt verificate pentru sis-
temul liniarizat corespunzator.

Fie v € (%,1). Atunci exista € > 0, § > 0, C > 0, astfel incat daca
y° € H*(Q) verifica conditiile la frontiera (BC) in (0.7) si [|y° =7l g2 (o) < €
atunci, considerand in (0.7) feedbackul construit in Teorema 2.4,

(0.16) u=K(y—7)
are loc stabilizarea cu descrestere exponentiala:

0.17)  ly(t) = Yllzzv @) + 1y(t) = Gl @) < Ce |y = Yllai(ay, t > 0.

Partea a doua

Controlabilitatea sistemelor parabolice cuplate

Capitolul 3. Controlabilitate interna a unui sistem de ecuatii
cuplate in forma stea sau arbore. In acest capitol consideram sisteme
de ecuatii semiliniare cuplate in termeni de ordin zero. Ne intereseaza sa
controlam astfel de sisteme la stari stationare cu un singur control intern
care actioneaza doar intr-o ecuatie. Ipotezele esentiale care asigura controla-
bilitatea locala se refera la structura cuplajului, descrisa ca un graf stea sau
arbore si la conditii asupra functiilor de cuplaj sau a coeficientilor de cuplaj
in cazul liniar.

Strategia de demonstrare a rezultatului de controlabilitate are la baza
liniarizarea sistemului neliniar in jurul starii stationare. FEtapa principala
este de a obtine nula controlabilitate a sistemului liniar folosind o inegali-
tate de observabilitate pentru sistemul liniar adjunct. Aceasta inegalitate de
observabilitate este consecinta a unor estimari Carleman globale, adecvate.
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Acestea, la randul lor, sunt obtinute prin cuplarea unor inegalitati Carle-
man standard pentru fiecare ecuatie, insa folosind functii auxiliare si functii
pondere diferite, respectand o anumita ordine ce este posibila datorita struc-
turii particulare a cuplajului sistemului. Ideea de a folosi functii auxiliare
diferite ce intervin in estimarile Carleman se inspira din lucrarea G. Olive
[85] asupra controlabilitatii sistemelor parabolice cu controale actionand in
subdomenii diferite.

Pentru trecerea de la controlabilitatea sistemului liniarizat la controla-
bilitatea sistemului neliniar este nevoie de studiul controlabilitatii sistemului
liniar intr-un cadru L°°; acest lucru este necesar deoarece estimarile Car-
leman obtinute prin metoda indicatda sunt sensibile la perturbarile de or-
din zero ale sistemului. Regularitatea suplimentara pentru controalele din
problema liniarizat& se obtine ca in lucrarea V. Barbu [16] (v. de aseme-
nea [39]) folosind proprietatile de regularizare ale fluxului parabolic intr-un
mecanism de tip “bootstrap”. Aceasta permite studiul controlabilitatii sis-
temului neliniar printr-un argument de punct fix bazat pe teorema lui Kaku-
tani, tehnica folositd in J.-M. Coron, S. Guerrero si L. Rosier [39] sau [11].
In [39] tehnica este folositd in combinatie cu metoda intoarcerii, prin care
liniarizarea se face in jurul unei traiectorii particulare a sistemului neliniar,
astfel incat sistemul liniarizat este bine cuplat; aceasta este de asemenea
o situatie in care cadul L* pentru controlabilitate se impune din motive
asemanatoare.

In prima parte a capitolului se studiaza sisteme de ecuatii parabolice cu
cuplaje in forma stea, in care y; este controlata in ecuatia corespunzatoare
prin intermediul unei neliniaritati depinzand doar de 3°, y*:

Dty() - AyO = go(iﬂ) + fO(xayO) + Xwo Uy in (OvT) X Qa
T)

(0 18) DtyzfAyl :gl(x)+fz(x7y03yz)a (NS 1an, in (07 X Qa
. y():“':yn:()v pe (07T) Xan
y(oa ) = y07
cu g; € L*®(Q),i = 0,n. Cu privire la termenii de cuplaj considerim

urmatoarele ipoteze:
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(H1) f; : RN x R x R — R sunt funtii C! i existd w,..w, C £
submultimi deschise ale lui 2 astfel incat

(0.19) (wi N wo) \ U Wi 7& @, Vi € 1,771,
J#0,i

si pentru orice i € 1,n,
(0.20) fil@,yo,yi) = 0¥z € Q\ wi, yo,y; € R;

(H2) Urmaétoarea conditie de cuplaj are loc:

(0.21) supp 22 (2,70 (@), () 1 {(wi nw)\ U %} 40,

Yo A0,

Functia de control w : [0,7] X wg — R actioneazd in ecuatia lui yo si
controleaza celelalte componente ale solutiei, y1, ..., Yn, prin actiunea lui yq
in fiecare ecuatie in subdomeniul corespunzator w;,7 € 1, n.

Pentru inceput consideram un sistem liniar controlat care apare printr-o
procedura de liniarizare a sistemului neliniar in jurul unei stari stationare

Y= (?07 ﬂyn) € [LOO(Q)]n+1

(0.22)
Dyzo — Azg = co(t, )20 + Xwo U, in (0,7) x €,
Dyz; — Az; = ajo(t,x)z0 + ci(t, 1)z, 5 € 1,n, 1n (0,T) x Q,
20=..=2, =0, pe (0,7) x 09,

Fie M, 5 > 0 si subdomeniile deschise w; CC (wiNwo)\U, 4o w;- Se introduc
urmatoarele clase de coeficienti:
(0.23)

5M,5,{gi}7: =B = {aioﬂcj}ieﬁ,jeﬁ s a0, ¢ € L2(Q), llaillz~ < M,

lesllzm < Miaio = 00 Q\ Qu, si lawo] > 6 pe wa,j}.

Se demonstreaza ca astfel de sisteme liniare cu coeficienti in Ep 5 (.}, sunt
nul controlabile cu controale din L2NL> cu constante de marginire in raport
cu datele initiale uniform marginite, de forma C = C(M, 6, {w, }:)-
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Pentru a obtine un astfel de rezultat, se considera sistemul adjunct:
(0.24)
—Dypo — Apo = colt, 2)po + Y aiolt, x)pi, n (0,T) x Q,
—Dyp; — Ap; = ¢i(t, x)p;, 1 € 1, n, in (0,7) x Q,
p0:~~:pn:07 pe (O7T) XBQ7
si se demonstreaza o inegalitate de observabilitate, care apare ca o consecinta
a unei estimari Carleman adecvate sistemului considerat. Consideram sub-
multimile deschise
si notam Qg; = (0,7) x @;.
Estimarile Carleman necesita o alegere particulara a functiilor auxiliare
si a celor pondere. Fie
e,\E _ 61.5/@

t(T—t)

A _ 15N

(0.25) @) =art) = T

a(t) = a’(t) ==

(0.26) W = sup sup () + €, = inf inf o;(x) —e,

z€Q i=0,n - 2€Qi=0,n
unde familiile de functii auxiliare {t;} sunt definite similar cu cele din ine-
galitatile Carleman standard, fiecare concentrandu-si punctele critice in w;,
cu 0 < e < inf;,i € 0,n. O conditie tehnici suplimentard impusi este

supv; 8
w8 G

inf ), 7

Un rezultat important al capitolului se refera la estimarile Carleman adecvate
problemei studiate:

(0.27)

TEOREMA 3.1. Exista Ao, sg astfel incat pentru A > A\g exista o con-
stantd C' > 0 depinzand de (M, d,{w,}i, A), astfel incat pentru orice s > so,
urmatoarea inegalitate are loc

[ (Dl + D% + [Dpf? + |pf2)e 2

(0.28) <

< C'/ Ipo|2e*** dxdt
Q

«o0
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pentru oricep € H(0,T; L*(2))NL?(0,T; H?(S2)) solutie a problemei (0.24).

In plus, existd mg € N gi 61 > 0 astfel incat pentru sistemul adjunct
omogen (i.e. cu g =0), are loc urmatoarea estimare Carleman L™ — L?

(0.29) [pe*tmooe| 1 ) < Clipoe™ |l L2(quy)-

Rezultatul privind controlabilitatea sistemului liniar (0.22) este:

TEOREMA 3.2. Fie sistemul (0.22) cu coeficienti din €5y y,- Atunci
existai C = C(M,§,{w,}:) astfel incat pentru orice 2° € H existd u* €
L2(0,T; L?(wo)) N L>=(Q.,) pentru care starea corespunzitoare a sistemului
(0.22), z = 2% ajunge in 0 la momentul T, i.e. z(T) = 0. In plus, are loc
estimarea asupra controlului

(0.30) [w*e™ | L2 0.1:22 (o)) + 412 (@uy) < ClI2°ML2(0)-

In ceea ce priveste controlabilitatea locala a sistemului neliniar cu cuplaje
de tip stea, are loc urmatorul rezultat:

TEOREMA 3.3 Fie ¥y starea stationara a sistemului pentru care functiile
fj.J € 0,n satisfac ipotezele (H1), (H2). Atunci, pentru orice By > 0 exista
Co = Co(Bo) > 051 C = C(Po,{w; }i, ) astfel incat daca ||y*(0)=7|| L=(a) < o
existda un control u € L*°(Q,,) care satisface

[ell e (@ug) < Clly™(0) = Fll oo ()

si

y“(T,) =5, cully(t,-) = YllL=@) < Bo, t € (0,T).
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Descriem in continuare ceea ce se intelege aici prin sisteme cu cuplaje
de tip arbore. Fie sistemul parabolic

(0.31)
Dizg — Azg = co(t, )20 + XuwoUs in (0,T) x Q,
Dyzi — Az = ae(i) (t, ) 2k + cit, )z, i € Ln,  in (0,T) x Q,
20 =...= 2, =0, pe (0,T) x 09,
2(0,-) = 29, in

cu urmétoarele conditii asupra functiei k : {1,...,n} = {1,...,n}:

(0.32)

Vie{l,...,n},Im =m(i),1 <m <n-—1,(ko)"(i) =ko...ok(i) = 0.
Se noteaza
L =k'() = (i € T k(i) = j).
Se alege o familie de submultimi deschise w; C Q,47 € 1, n astfel incat

(0.33) D; :=w; N Wie(i) M-+ N W(goym (o) £ .

g7k (j)=k(i)

Se alege o familie de submultimi deschise {w j} cu proprietatile

j€o,n

(0.35) wyCCwo, w;CCD\ ] w
14,k (1)=k(i)

(0.36) w; CC Wiy CCwy, i € 1,m.

Pentru M, > 0 gi familia de submultimi deschise descrisd mai sus, {w;}i,
se introduce clasa de coeficienti:
(0.37)

Ensfw, )ik = E = {aix): ¢ tietm jeom * @ix(i), ¢ € L(Q), @i llL= < M,
llcjllLe < Mja@) =0 Q\ Qu,, §i|aikas) >0 onQy,,Vie 1,71}
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Rezultatul principal privind nula controlabilitate a sistemului liniar cuplat
in forméa arbore este:

existd o constantd C = C(M,d,{w,;};) astfel incat pentru orice z° € H
exista u* € L?(0,T; L?(wo)) N L>=(Q., ), pentru care starea corespunzitoare
a sistemului (0.31) z = 2% ajunge in 0 la momentul T, i.e. z(T) = 0, iar
controlul satisface estimarea

TEOREMA 3.5. Fie sistemul (0.31) cu coeficienti in gM,(;,{gi} . Atunci

(0.38) [ue™ || 20,22 (wo)) + 10* ]| L (@uy) < ClIZ°llL2(0)-

Controlabilitatea sistemelor neliniare cu cuplaje de tip arbore poate fi
studiata intr-un mod asemator cazului sistemelor cu cuplaje de tip stea.
Pentru aceasta se considera sisteme de forma

(0.39)
DtyO_AyO ZQO(x)+f0(xay0)+Xwouv n (OaT) X Q,
Dtyi - Ayl = gz(x) + fi(xvyk(i)7yi)v i€ 17”7 n (OaT) X Q?
Yo = ... = Yp =0, pe (0,T) x 09,
y(0,-) =", in €,

unde g; € L>*(Q), j € 0,n iar ¥ = (g, ....¥,) € [L()]" ! este o solutie
stationara corespunzatoare. Presupunem ca neliniaritatile verifici urmatoa-
rele ipoteze:

(H1) fo € CY{OQXR), f; € CLO X R xR),i € 1,n si existd wy, ...w, C Q
multimi nevide si deschise a lui Q care satisfac (0.33), (0.34) si

(0.40) (wiNwka)\  |J  w#0,Vieln,
J#4k(5)=k(i)

si pentru orice ¢ € 1,n,

(041) fi(xv’rvg):(), VSEGQ\UJZ', TageR;
(H2’) Se definesc, pentru i € 1, n, coeficientii
of;
ad iy (@) = =L (2, Gy (2), 7 (
zk(z)( ) 3yk(i)( Yk( )( ), ()
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Afo, ofi,  _ _

0 0

co(x) :i= =—(z,7y(x)), ¢j(x) := =— (&, Ui (@), 7; (2)).

§(0) = G, To(w)), eh(o) i= G Ty (). Ti(a)

Pentru o familie de subdomenii {w,}; care satisfac (0.35), (0.36),
presupunem ca exista My, dp > 0 pentru care are loc

(0'42) {a?k(i)vcg}ieﬁ,jeﬁ € gMo,tso,{ﬁi}z‘,k'

TEOREMA 3.6. Fie § o stare stationara sistemului necontrolat (0.39)
(i.e. w=0) si functiile f;,j € 0,n verifici ipotezele (H1’), (H2’). Pentru
orice By > 0 exista (o = (o(Bo) > 0 si C = C(Bo, {w,}i,Y) astfel incat daca
lly*(0) = FllL=(q) < Co atunci exista un control u € L>(Q.,) care satisface

[ull oo (@uy) < Clly™(0) = Yll=(a),
yu(Ta ) =y, cu ||y(t7 ) _yHLOC(Q) < ﬁ()v te (OvT)

Partea a treia

Probleme inverse de estimare a sursei in sisteme parabolice

Capitolul 4. Stabilitate in norme LY pentru probleme inverse
de estimare a sursei in sisteme parabolice liniare. Consideram sis-
teme liniare de ecuatii parabolice intr-un subdomeniu mirginit al lui RY,
cuplate in termeni de ordin zero i unu. Problema studiata este stabilitatea
Lipschitz in norme L9, 2 < ¢ < oo, pentru sursa, folosind norme cores-
punzatoare ale solutiei masurate intr-un subdomeniu. Rezultatul obtinut
este de aceeagi natura cu rezultatul din O. Yu. Imanuvilov si M. Yamamoto,
[61] de estimare a sursei unei ecuatii parabolice in norme L2. In acest capi-
tol adresam gi problema estimarilor sursei in functie de observatii partiale
asupra solutiei, adica observatii asupra unui numar redus de componente
ale solutiei. Instrumentul principal in abordare este o familie de estimari
Carleman globale.

Primul rezultat al acestui capitol este o familie de estimari Carleman
cu ponderi generale In L? pentru sisteme parabolice neomogene. Acestea
sunt obtinute printr-un procedeu de “bootstrap” care se bazeaza pe efectul
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regularizant al fluxului parabolic si pe o familie de inegalitati Carleman L2
cu ponderi generale.

Pentru a gasi estimari L9, ¢ € [2,+00), ale sursei se folosegte un ar-
gument prin reducere la absurd si familia de inegalitati Carleman L9. Es-
timérile L? obtinute gi o tehnic similard celei din [61] conduc la obtinerea
de estiméari L pentru sursa.

Fie N > 2, Q ¢ RY un domeniu mirginit cu frontiera 92 de clasi C?,
T>08Q:=(0,T) x . Se fixeaza § € (0,7) un moment intermediar de
observare.

Consideram un sistem liniar de n ecuatii parabolice cuplate in termeni
de ordin zero si unu:

(0.43) Dyyi+ Liyi+ Lly+ Ly =gi, (0.T)xQ, i=Tn
. ylz(), (O,T)Xaﬂ, Z:l7n
unde y := (y1,...,yn) " iar {Li};—15 este o familie de operatori uniform

eliptici de oridin doi in forméa de divergenta

N
(0.44) Liyi =~ Y Dj(al*Dry;) i=Tn.
j,k=1

Coeficientii agk apartin spatiului W1°°(0,T; W1>°(Q)) si satisfac conditia
de elipticitate

(0.45)
N

Z a{k(t,x)«fjék > plé)?, VEeRN, (t,z) € Q, pentru p > 0 fixat.
k=1

Operatorii de cuplaj sunt de forma
Liy= > W'D, Lly=> dy, i=TIn,

k=1,N I=1,n
I=1,n

cu coeficienti b{’k, ck € Whee(0,T; L>=(R)).
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Pentru ¢ >2,¢> 0,0 > 05 g€ [L7(Q)]",§#0 (¢ = %) consideram
multimea de surse pentru sistemul (0.43):

1,1 T'Lan: _~>" .
(0.46) G, .5 = gaE(fW) (0, T) [LYD]") : Jo 99 = 0llgllza(q). .
e ‘% < clg(0, )], a.e. (t,x) € (0,T) x
Pentru sistemul (0.43) consideram surse g = (gi)izﬁ din conul gq75,5,§‘ Se

doreste a se obtine estimari in norme LY pentru aceste surse in functie de
solutia y = (yi);_15 masuratd in Q, = (0,7) X w, unde w CC € este
subdomeniu de observare.

Primul rezultat al capitolului este o familie de estimari Carleman cu
ponderi generale, in L9, pentru sisteme parabolice neomogene.

Consideram functia ¢ € C?(Q) astfel incat

<vsy den=g {re0:|Ve@)|=0}cCw

Q|

1
3
De asemenea, consideram functiile pondere

eM(z) . - eMb(z) _ el'5>‘”w”6‘(ﬁ)
iy be)= HT —t)

(0.47) o(t,x) ==

TEOREMA 4.1. (estimari Carleman L?) Fie g € (LY(Q))", cu ¢ < o0
si ko € R. Atunci exista \g = )\()(q,k(]), So = 80((]7]{()), C = C(q, ko) si
m = m(q) astfel Incat, pentru orice A > Ao, s > so si y solutie a (0.43),
urmatoarea inegalitate are loc:

(0.48)
"2 ye || Lag) + 1(sA) 1" T2 2 Dye™ | Lo

+[[(sXN) 72 T Dy Lagg) + (s0) ™ T T D ye | Laq)
m 1e% 771,—§ S
< C (N 6Mye 2y + (53> Hgh o ge™ gy |
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Daca N +1 < q < oo, are loc pentru y estimarea in spatiul Holder C" cu
T=1-(N+1)/g:

R 72m Lyt oy gy <

(049) m sa m41 sa
< C (X 2|pR 2y 2 gy + (NP R g6 | aggy |

Scopul principal al problemei inverse de estimare a sursei este de a obtine
estimari in spatii Lebesgue sau in spatii Holder pentru g = (g1,...,g,) " in
functie de norme ale solutiei masurate intr-un subdomeniu w C 2. Un prim
astfel de rezultat se refera la estimari ale sursei in norme L9,q > 2:

TEOREMA 4.2. Fie q > 2, ¢ > 0 si 5 > 0. Presupunem ca sursele
satisfac g € G, ;5 = Atunci existd o constantd C' = C(q,¢,0,g) > 0 astfel
Incat daca y € LY (0, T; (Wyl N W2’q(Q))"> este solutie a problemei (0.43)

corespunzatoare sursei g, are loc estimarea sursei:

(0.50) 190200y < € (Illzac@u) + 13 (6, hwzey) -

In ce priveste estimarile sursei in norma L impunem o ipoteza supli-
mentara de regularitate gi anume presupunem ca sursele sunt Holder con-
tinue: g € C7(Q) pentru un v € (0,1).

TEOREMA 4.3. Presupunem c4 operatorii L;, L}, LY au coeficienti netezi
in Q. Fiey € (0,1). Presupunem ca sursele in (0.43) sunt Hélder continue
g € (CN(Q))" N Goe55 Cuq= % Atunci existid C = C(v,¢,0,3) > 0,
astfel Incat

(0.51) ||g||Loo(Q) <C (HyHL‘I(QW) + 1y (6, ')||c2+v(g)) :
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Capitolul 5: Stabilitate in probleme inverse de estimare a sur-
sei pentru sisteme neliniare de reactie-difuzie. In acest capitol se con-
sidera sisteme de ecuatii parabolice semiliniare, cuplate in termeni de ordin
zero, pentru care se studiaza estimari ale surselor in norme L9 gi L°° in
functie de norme ale solutiei masurate intr-un subdomeniu.

Sistemele pe care le avem in vedere pot modela fenomene de reactie-
difuzie, propagarea caldurii, dinamica populatiei, etc. In aceste cazuri sursele
sunt considerate cu componente pozitive, iar solutiile raman de asemenea in
conul functiilor pozitive atunci cand anumite ipoteze asupra neliniaritatilor
de cuplaj sunt asigurate.

Rezultatele din acest capitol au ca punct de plecare lucrarea O. Yu.
Imanuvilov i M. Yamamoto [61], unde s-au stabilit estiméari L? pentru
sursele unei ecuatii liniare parabolice. Vom trata pentru inceput cazul mai
general al estimarilor L7 gi L°° pentru un model liniar, pentru ca mai apoi
sa obtinem rezultate de aceeasi natura pentru sistemele neliniare de reactie-
difuzie. Reusim sa otinem estimari care nu mai depind de observatii ale
derivatei in raport cu timpul a solutiei (agsa cum apareau in cazul L?) iar
strategia folosegte o familie de inegalitati Carleman L? cu ponderi generale
si un argument prin reducere la absurd utilizand principiul de maxim sau
rezultate de invarianta pentru sisteme parabolice cuplate.

Estimarile Carleman L? sunt folosite ca punct de plecare intr-un pro-
cedeu de “bootstrap” care conduce la obtinerea unei familii de inegalitati
Carleman in LY, g > 2 , cu ponderi generale si parametri independenti, pen-
tru sisteme parabolice neomogene cu conditii la frontierda mixte, omogene.
Argumentul de “bootstrap” se bazeaza pe efectul regularizant al fluxului
parabolic in spatii LP (v. monografia O. A. Ladyzenskaja, V. A. Solonikov,
N. N. Ural’ceva, [64]).

Fie Q@ ¢ RY un domeniu mirginit cu frontiera neteda, w CC Q o
submultime deschisd a lui 2, T > 01 Q = (0,T) x .
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Se noteaza cu (L;),_1 o familie de n operatori uniform eliptici de ordin

i=1,n

doi in forma de divergenta
N .
(0.52) Liw=— Z D, (a?* Dyw)
Jk=1
cu coeficietii agk € Whe0,T;wWht>(Q)), i = 1,n,j,k = 1,N. A; =
K3

loc conditia de uniforma elipticitate

(0.53)

N
Ju >0 a.i. Z agk(t,x)fjfk > plé?, VEeRY, (t,z)eQ,i=1,n.
k=1

ik . . . . v . L.
(al®) k=T sunt matricile coeficientilor partilor principale, pentru care are

De asemenea se considera operatorii de ordin unu (aici w este o functie
scalara),

N
(0.54) Liw =Y bfDww,icTn,
k=1

unde b¥ € W1>°(0,T; L>(Q)).

Consideram sisteme de tip reactie-difuzie de forma

0.55 Dyyi + Liyi + Llyi + fi(y1, oy yn) = 95, (0,T) x £,
(0.55) By(w) 724 + i ()i = O, (0,7) x 9,

unde g; > 0,7 = 1,n sunt surse interne actionand in fiecare ecuatie a sis-
temului. In cele ce urmeaza, cand se va face referire la o functie vectoriala
g= (gz-);'—eﬁ, spunem ca g > 0 atunci cand pozitivitatea se verifici pe com-
ponente g; > 0,7 = 1,n.

noteazd derivata conormala, agi =
k3

In conditiile la frontiera, %

(A;Vy,n), A; = (ajk)j’k. Se impune ca §;,1; € C?(09) astfel incat daca

1
Y. C 09 este o componenta conexa a frontierei

(0.56) Bi >0peX sau Bi=0sin =1peX.
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Cuplajul este asigurat prin neliniaritatile f; : R®» — R de clasa C!, cu
fi(0) =0, i = 1,n si care verificd urmétoarele ipoteze:

(H1) (cvasimonotonie) pentru &g > 0, g—;;(yl, s Un) <0,y €V, (0) =

{y>0,|lyll <eo}j#iri,j=1,...,m;
(HQ) fl(y177y1—170ay1+177yn) < OaZZ 1,?’L,’y20

Pentru a descrie cadrul in care studiem problema inversa introducem
urmatoarele multimi de surse, respectiv multimi de solutii:

Fie G o submultime compactd a [LQI(Q)]”, q¢' = Ay astfel incat 0 ¢ G.

- q
Pentru ¢ > 2,¢ > 0, 6 > 0 se considerda multimile de surse:

g € WHH(0,T); [LU(Q)]") : g =0
(0.57) G,56= N - R

si3g € G a.i. ng - gdzdt > 6|9l La()
si

g € WHH((0,T); [LUQ)]") = g >0,

(058) G, .56 ’7‘ <dg0,2), ae. (tz)e(0,T)xQ

$i3g € G ai ng - gdxdt > 5||g||Lq(Q)

De asemenea, se considerd multimea de functii (multime céreia presupunem
a priori ¢ 1i apartin solutiile sistemului parabolic studiat):
(059)  Fou ={y € W Q) NLZ(Q)]" :y 20, [ly] (@) < M}

Principalele rezultate privind stabilitatea sistemului neliniar sunt enuntate
in urmatoarele doua teoreme:

TEOREMA 5.1 (estimari de stabilitate in L?) Fie 2 < ¢ < oo, 5 >
0,M>0siGC Lq'(Q) o multime compacti cu 0 ¢ G. Se presupune c&
sursele sistemului (0.55) apartin multimii G 15.6 8 solutiile corespunzatoare
satisfac y € Fq m-
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Daca una dintre urmatoarele conditii privind neliniaritatea f are loc:
(A) f satisface ipoteza (H1) in Intreg conul y > 0,

sau

(B) ¢ > YF2 i f satisface ipotezele (H1), (H?2),

atunci are loc o estimate L1: existi C = C(6, M,G) > 0 astfel incat

(0.60) 191l ooy < CllYllLa(q.)-

TEOREMA 5.2 (estimari de stabilitate in L*°) Fie o € (0,1), ¢ = %
gi 0 € (0,T) un moment intermediar de observare. Fie 6>0, M >0 si
G C LY (Q) o multime compacti, 0 & G astfel incat sursele din (0.55) apartin
multimii G, ; 5 & N C?(Q) iar solutiile asociate y € Fq pr. Se presupune de
asemenea cd una dintre conditiile (A) sau (B) are loc.

Atunci exista C' = C(p, é, s, M) > 0 astfel incat:

(0.61) 191l 2@y < CUllyllzacauy + 14(0; cz+e))-

Metoda de a obtine estimari ale sursei sistemului neliniar este de a com-
bina estimari apriori pentru solutie cu estimari ale sursei pentru sisteme
liniare asociate gi care, intr-un anumit sens, aproximeaza modelul neliniar.
Rezultatele din cazul liniar dau informatii asupra sursei in problema neliniara
in ipoteze de marginire in L°° pentru familia de solutii.

Asadar, pentru inceput studiem o problema parabolici liniara, cu aceeasi
parte principald cu a sistemului neliniar (0.55), in care componentele sistemu-
lui satisfac una din conditiile omogene la frontiera Dirichlet, Neumann sau
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Robin:

(0.62)

Dy + Liyi + Lly; + LYy = g;, (0,T) xQ, 1
Bil@) 52 + n(w)y: = 0, (0,7) x o0, * = H"

anAi

unde g; > 0,7 = 1, n sunt sursele interne iar 3;,7; sunt date ca in (0.56).

Operatorii de ordin inferior sunt dati de (w ieste o functie scalar, y este
o functie vectoriald):

(0.63) Liw= Y bDyw, Lly= Y dy, i=Tn,
k=1,N I=1,n

cu coeficienti b¥, ¢t € W1>°(0, T; L>°(Q)), iar cuplajul este doar in termenii

177
de ordin zero.

Scopul este de a obtine estimari in norme LY gi L°° pentru sursa g =
(gl);ﬁ € G, 5. in functie de observatii asupra solutiei masurate in Q..
Rezultatul in cazul liniar este urmatorul:

TEOREMA 5.3. Fie 2 < ¢ < 00,0 > 0,é > 0 si G € L7 (Q) o multime
compactd cu 0 € G. Pentru surse g din G 0.5.G St solutii corespunzatoare y
ale sistemului (0.62), y € [W2'(Q)]", exista C' = C(6,q) > 0, astfel incat

(0.64) HgHLq(Q) < Cllyllpa(qu)-

In plus, pentru 6 € (0,T), 0 € (0,1) si surse g din G5z &NC?(Q) cu solutiile
corespunzétoare y ale sistemului (0.62) y € [W2'(Q)]", exista C' = C(6,q) >
0, astfel Incat

(0.65) 191l (@) < CUlyllzac@u) + 11y(6; )llcz+ee))-

Demonstratia teoremei anterioare se bazeaza pe estimari Carleman in
norme L7 pentru sisteme parabolice cu conditii omogene la frontierd (de tip
Dirichlet, Neumann sau Robin) gi un argument bazat pe principiul de maxim
pentru sisteme de ecuatii parabolice.
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Fie un sistem liniar parabolic slab cuplat de forma (0.62) pentru care
operatorul de frontiera este dat prin

By = (Biyi) -t Biyi = Bi()

y;
8’11A,

7

+ ni(2)yi, i = 1L, n.

In ipoteza suplimentard ca termenii din afara diagonalei principale a
matricii coeficientilor lui L° sunt negativi,
(0.66) d<0,i#1,4,1eT,n,
rezultele din [87], [3] asigura ca daca y;(0,-) > 0 in © atunci y; > 0 in intreg

domeniul (0,7) x . In plus, dacd solutia se anuleaza intr-un punct interior
(to, o) € (0,T) x Q atunci y = 0 in subcilindrul {(¢,z)|t < to,x € Q}.

Rezultatul principal privind estimarile Carleman in norme L9 pentru
sisteme de ecuatii liniare (0.62) utilizeaza cateva functii auxiliare. Dat w CC
) se considers functia 1 € C?(Q) astfel incat

5SUSg Vo= (0T VY@ =0} cCw

3
Se introduc de asemenea functiile pondere
e (@) e (@) _ LMY llom)
0.67 t,x) = ——— t,x) =
067 plha) = o alt) e

Rezultatul privind estimérile Carleman L9 pentru sistemul liniar (0.62) este
urmatorul:

PROPOZITIE 5.1. (estiméari Carleman in L) Fie g € (L9(Q))", cu 2 <
q < oo. Existd sg = s0(q), Mo = Xo(q), astfel incat dacd A > Ao, s',s > so,
%’ > T > 1, atunci exista C' = C(q,I")astfel incat solutiile y € W2''(Q) ale
(0.62), satisfac estimarea:
(0.68)

lye® | Lacq) + 1(Dy)e® |l aq) + 1(D*y)e” “llLa) + (Dey)e® || La(q)
< C llge**llLaq) + llye**llz2qu)] -
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Partea a patra

Regularitate si estimari Carleman in spatii L¢(LP) pentru prob-
leme parabolice

Capitolul 6. Asupra regularitatii parabolice, scufundarilor de
tip Sobolev si estimarilor Carleman globale in spatii LI(LP). In acest
capitol sunt expuse o serie de rezultate din teoria spatiilor de functii, din
teoria spatiilor de interpolare gi regularitatea parabolica, subiecte carora le
este dedicata o literatura stiintifica foarte vasta. Rezultatele de regularitate
parabolica prezentate pot fi probabil deduse din literatura existenta asupra
subiectului, insd am ales sa facem o prezentare intr-o forma concentrata,
avand in vedere aplicatiile la problemele studiate in teza. Rezultatele de
regularitate parabolicd obtinute sunt mai apoi folosite pentru a obtine un
rezultat de scufundare de tip Sobolev pentru spatii anizotrope si neomogene
W21 (Q). De asemenea, se discutd inegalitati de tip Gagliardo-Nirenberg
pentru spatii anizotrope iar argumentele de “bootstrap” si de regularitate
sunt folosite pentru a stabili estimari Carleman in spatii LY(LP), ¢,p > 2
pentru ecuatii parabolice neomogene.

Fie 2 € R™, n > 2 un domeniu marginit cu frontiera 0 neteda si
Q = (0,T) x . Se considera probleme parabolice de forma

Dyy(t,z) + Ly(t,xz) = f(t,x) te€(0,T),z€Q,

(0.69) y(t,z) =0 te(0,T),z € 09,
y(0,2) = yo(x) x €8,
unde L este un operator uniform eliptic de forma
(0.70) Ly=—Y" Dj(ajxDy) + > brDyy + cy.
5k=1 k=1

Coeficientii satisfac ipotezele de regularitate aj, € Wh*°(Q), b*, c € L>=(1Q)
iar coeficientii partii principale satisfac, pentru p > 0, conditia de elipticitate
n

(0.71) D a(@)gé > pléf, VEER", 2 Q.
7,k=1
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Pentru p, ¢ € [1,00) se considerd spatiile (v. [102, D:
Wi (@) = LIW2P(Q)) N WHI(LP(Q)).
Unul dintre rezultatele principale ale acestui capitol se refera la scufundari

de tip Sobolev pentru spatii Wg”ql (@), iar metoda de abordare se bazeaza pe
regularitatea fluxului generat de un operator eliptic.

Pentru operatorul diferential L cu conditii omogene la frontierad se con-
sidera realizarea sa in spatii LP, care ia in considerare rezultatele de regu-
laritate in spatii LP pentru ecuatii eliptice (v. [58]); definitia este data de
A=A, : D(A) = W2P(Q) N W, P(Q) cu Au= Lu, u € D(A).

Fara a restrange generalitatea se poate presupune ca operatorul L este
pozitiv. In plus, —A genereazéd un semigrup analitic in LP. Principiul de
maxim aplicat operatorului L asigurd faptul ci (A + A)~! pastreazi pozi-
tivitatea si astfel A = A, are puteri imaginare marginite.

TEOREMA 6.5. Operatorul A = A, cup € (1,00), realizarea in L? a
operatorului eliptic L cu conditii omogene pe frontiera 0f), are proprietatea
ca pentru vy € (0,1) are loc

D(AY) = [LP(Q), W?P(Q) n Wy (Q)]
( [X,Y], reprezintd spatiul de interpolare complexd intre spatiile Banach X

siY.)

Relatiile intre domeniile puterilor fractionare ale operatorului A si spatiile
Sobolev-Slobodeckii sunt redate in propozitia urmatoare:

ProprozITIA 6.1. Fie v € (0,1). Atunci, pentru p > 2, au loc scu-
fundarile continue

D(AY) C H*"P(Q) C W2P(Q),
jar pentru 1 <p < 2 gi v < 7,
D(AY) Cc H>?(Q) c W2'2(Q).
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Fie X = LP(9) si problema parabolicd cu data initiald nula:
(072) y/ + Ay = fvy(o) =0,t€ (O,T),

cu A realizarea In LP a operatorului L cu conditii Dirichlet omogene. Se
cunoaste ci D(A) = W2P N W, P(Q). Solutia mild e dati de formula

(0.73) y(t) = /0 e~1=4 §(5)ds.

Scopul in continuare este de a obtine regularitate pentru solutie in L™ (D(AY))
iar apoi, folosind relatiile dintre D(A"), spatiile de potential Bessel si spatiile
Sobolev-Slobodeckii, in spatii de tip L"(H®P(Q)) si L"(W*P(R)), pentru
s> 0,7 > 1 potriviti.

PROPOZITIA 6.2. Fie q,p € (1,00) si f € LI(LP(QY)). Pentrur € (g, 0]
§i0=2+2— %, solutia mild y a (0.72), data prin (0.73), satisface estimarea
de regularitate:

(0.74) 1Yl o)) < ClfllLaer @),
unde C = C(p,q,r).

In plus, pentru r, € (q,00) dacd q > 2 si pentru ry € (q7 ;qu} daca

q € (1,2), alegand =1+ % - %, derivatele spatiale de ordinul intai ale
solutiei mild y satisfac estimarea de regularitate:

(0~75) ||Dy||Lr1(H§,p(Q)) < C~’”f”LQ(LP(Q))-
unde C' = C(p,q,71).

COROLARUL 6.1. Pentrur € (q,00) si =2+ 2 — % au loc estimarile:

e dacd Op < n, alegand p < n’i’ép dacd Op < n si alegand p € [p, 00)
daca Op = n,

Illr Loy < Co, 7 D)1 fllLacrr));
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e dacd Op > n, atunci y € L"(C*+*(Q)) cu a € (0,1],k € {0,1}, k +
a=0—-2gi
p

1Yl L (crragay < CWs a7 D) fllLar))-
( ()

Mai mult, pentru rl € (g,00) daci g > 2 si 71 € (q, = 5 } daca q € (1,2),

notand cu 6 = 1 + E — % are loc estimarea pentru gradlentul solutiei:

e daci Op < n, atunci alegand p; < nﬁ%p cand Op < n si py € [p, 00)

cand 0~p =n,
1Dyl L1 (L1 )y < C0s g1, P1) 1 f | La (e ()3

e dacid fp > n, atunciy € L™ (C**(Q)) cu oy € (0,1), oy =0 — o s

1Dyl (cor o))y < O ¢, 71, D) fllazr @)
In ce priveste scufundirile de tip Sobolev pentru spatiul W21H(Q), are loc:

: 2,1
TEOREMA 6.8. Fie u € Wy, (Q), p,q € (1,00).

Atunci uw € Z, unde

LM (LP(Q)), 7 € [4,00),5 < —gib—ry, dacd (2+2 - 2)p <,
4 ) LLP(Q), 7 € [g,00],5 € [p, %), daci (2+2 - 2)p=n,
P L(C@), € 0,1,k {01}, k+ta=2+2-2-12,

si existd C = C(p,q,r,D), respectiv C = C(p,q,r) in cazul al treilea, astfel
incat

lullz, < Cllully21 -
Mai mult, Du € Z5 unde

L (LPH(Q)), 71 € [g,00],p1 < %a dacd (1+ 2 — 2)p <n,
Zy =< L™ (LP*(Q)), 11 € [g,00],p1 € [p,0), daca (1 —|— 2 7)p =n,
L (C*(2)), a (0,1],a:1+%—§—7daca( +E_%)p>”



si existd C = C(p,q,7m1,p1), respectiv C = C(p,q,r1) in cazul al treilea,
astfel incat

|Dullz, < Cllullyza o)

TEOREMA 6.9. Pentru p,q € (1,00), fie v € (0, %1) cu2y—2 >0

neintreg. Atunci spatiul W2} (Q) este continuu scufundat in C’%l_'y(C”HO‘ (),
unde k € {0,1}, v € (0,1), k+a =2y — .

Se poate folosi cu usurinta Teorema 6.8 pentru a obtine inegalitati de
interpolare de tip Gagliardo-Nirenberg intre spatii Wi’ql (Q) si L7(L7(2)),
cu p,q,0,7 € (1,00). Daca W2, (Q) C L"(LP)(2) cu incluziune continud si
u € Wi’ql(Q) N Lo (L7(2)), atunci u € [L"(LP(Q)), L° (L7 ()]s, 0 € (0,1) si

oo (10 ()) < C(6,p,q, 10 8 e (L ()
lull Lo (7o (@)) < C(8,p,q 0J)\|U||W;;;(Q)HU||L (L7 ()
1L _ 6, 1=6: 1 _6_ 1-0
unde;}—;—‘rTlarE—;—l—ﬁ.
Fie w CC Q. Se poate construi (v. [57]) o functie auxiliarda ¢ cu
proprietatile:

Yo € C%(Q), 0 <o in Q, Yolaa =0, {2€Q:|Vihp(z)] =0} CCw.
Se noteaza cu
(0.76) b = o + K,
unde K > 0 este o constanti pozitiva fixata astfel incat ifl?:/f’ < 4 suficient de
mic de mic (v. [55]). De asemenea, se introduc functiile auxiliare pondere:
pentru s, A > 0,

(@) , (@) _ 15N Yo,
gy Y= HT — 1)

(0.77) o(t,x) ==

TEOREMA 6.10. Fie f € LY(L*(Q2)),p,q € [2,00) si ko € R. Atunci ex-
ista m = m(qvp) € N7 )‘0 = )\O(paq7k0)780 = SO(pvqu ko) §1 C= C(pv q, kO) >
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0 astfel incat pentru orice A > Ao, s > sg are loc inegalitatea:
(0.78)
s _1A_1 ko—ZTn—lD sa
llo ye || ar()) + 8 [l ye* || La(Lr ()
SC[SQm)\2m||90k0+1y€sa”L2(Qw) + SQm—%)\Zm—2H(pko—%fesa”Lq(Lp(Q))]

m m S« m*é m— -1 S
<C[$PmN2™ | Rt ye || Lo Lo )y + 82 2 AT T2][0R0 T2 £ | Lo o))

ko—?m
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nonlinear reaction-diffusion systems, submitted for publication in
Nonlinear Differential Equations and Applications;
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