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Această teză este dedicată studiului controlabilităţii, stabilizării şi estimării
sursei ı̂n probleme parabolice. Atât ı̂n problemele de control abordate cât şi
ı̂n problemele inverse intervin operatori de control şi de observare distribuiţi
ı̂n subdomenii. În aceste situaţii un instrument esenţial de analiză este
reprezentat de inegalităţile Carleman globale, iar studiul acestora ocupă un
loc important ı̂n teză.

O scurtă prezentare a domeniului

Controlabilitatea ecuaţiei căldurii cu controale frontieră sau distribuite
ı̂n subdomenii a fost stabilită de D. Russell [90] ı̂n conexiune cu problema
controlabilităţii pentru ecuaţia undelor; mai tarziu, G. Lebeau şi L. Rob-
biano [66] au obţinut rezultate de controlabilitate pentru ecuaţia căldurii
fără condiţii geometrice. O. Yu. Imanuvilov a stabilit un rezultat de con-
trolabilitate cu controale distribuite ı̂n subdomenii pentru ecuaţii parabolice
ı̂n formă generală folosind estimări Carleman potrivite pentru soluţiile pro-
blemei adjuncte (v. [57]). Controlabilitatea locală a ecuaţiilor sau sistemelor
neliniare este ı̂n general o consecinţă a controlabilităţii sistemului liniarizat.
Această etapă a demonstraţiei se bazează de obicei pe un argument de punct
fix pentru aplicaţii multivoce (e.g. teorema de punct fix a lui Kakutani).
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Estimările Carleman sunt fundamentale atât ı̂n studiul controlabilităţii
problemelor liniare obţinute prin mecanismul de liniarizare, cât şi ı̂n paşii
de verificare a anumitor ipoteze din teoremele de punct fix aplicate (v. e.g.
[11] sau [15]). Condiţii de creştere la infinit pentru neliniaritate se impun
pentru a obţine rezultate de controlabilitate globală (v. [54, 49]).

Un argument bazat pe proprietăţile de regularizare ale fluxului parabolic
furnizează estimări Carleman ı̂n cadrul L∞ −L1, iar acestea sunt utile pen-
tru a demonstra regularitatea pentru controalele obţinute ı̂n problemele de
controlabilitate (v. [16]). Acest tip de argument se regăseşte ı̂n [39] unde
se stabilesc estimări L∞ pentru control; acest rezultat este ulterior folosit
pentru a demonstra controlabilitatea ı̂ntr-o vecinătate L∞ a unei traiectorii
particulare a sistemului neliniar considerat. Astfel de estimări sunt folosite
şi atunci când restricţii de stare se impun, cum ar fi pozitivitatea ı̂n modelele
de reacţie-difuzie [39, 40, 65].

Controlabilitatea sistemelor semiliniare cu un număr redus de controale
este o problemă de interes şi rezultate pozitive se obţin ı̂n condiţii potrivite
asupra termenilor de cuplaj. Studiul sistemelor parabolice controlate cu un
număr de controale mai mic decât numărul de ecuaţii necesită estimări Car-
leman adecvate, cu observaţii parţiale pentru adjunctul sistemului liniarizat.
Un exemplu ı̂n acest sens este cazul sistemelor cu cuplaje de tip “cascadă”,
cu un singur control, studiat ı̂n [59].

În anumite situaţii, cum ar fi cazul cuplajelor constante sau depinzând
numai de timp, există condiţii algebrice de tip Kalman, implicând operatorii
de cuplaj şi respectiv cel de control, necesare pentru obţinerea inegalităţilor
de observabilitate (v. [4, 6]).

În cazul ı̂n care nu se verifică ipoteze de cuplaj adecvate astfel ı̂ncât
sistemul liniarizat să fie controlabil, o posibilitate de abordare a studiului
controlabilităţii este metoda ı̂ntoarcerii a lui J.-M. Coron, metodă ce constă
ı̂n liniarizare ı̂n jurul unei soluţii particulare, construite de manieră să asigure
un cuplaj bun şi, ı̂n consecinţă, controlabilitatea sistemului liniarizat (v.
[38, 39, 40]).
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O lucrare recentă, E. Zuazua şi P. Lissy [76], studiază sisteme liniare
cuplate (nu numai parabolice) şi estimări de observabilitate corespunzătoare;
sistemele studiate sunt cuplate cu coeficienţi de cuplaj constanţi, ı̂n părţile
principale sau/şi ı̂n termenii de ordin zero, şi sunt obţinute rezultate pozitive
de observabilitate ı̂n condiţii algebrice de tip Kalman.

Evaluări ale costului controlabilităţii aproximative se sprijină pe o analiză
fină a estimărilor Carleman şi a constantelor ce intervin, ı̂n funcţie de lungimea
intervalului de observaţie şi a normelor coeficieţilor operatorului parabolic
(v. [55]). Consecinţe ale unor astfel de estimări vizează şi proprietăţi de
unică continuare la momentul iniţial (v. [70, 8]).

Stabilizarea cu controale feedback pentru sistemele parabolice poate de
asemenea să treacă printr-o procedură de liniarizare. Stabilizarea sistemu-
lui liniarizat cu controale feedback robuste face apel la ecuaţii Riccati şi
legile feedback care se obţin sunt adecvate, măcar local, sistemului neliniar.
Menţionăm ı̂n acest sens lucrările V. Barbu şi Wang [12, 28] pentru stabi-
lizarea sistemelor parabolice şi lucrările V. Barbu, I. Lasiecka, R. Triggiani
[27, 21, 22, 23] pentru stabilizarea ecuaţiilor Navier-Stokes cu controale in-

terne sau frontieră. În aceste articole autorii folosesc condiţii Kalman pentru
proiecţiile finit dimensionale ale ecuaţiilor pe subspaţiile invariante instabile
cu scopul de a construi legi feedback stabilizante pentru sistemul liniarizat,
ca punct de pornire pentru rezolvarea unei ecuaţii algebrice Riccati adecvate.
Aceste condiţii Kalman se obţin din proprietăţi de unică continuare pentru
sisteme de autofuncţii ale părţii eliptice.

O alternativă la ecuaţiile Riccati se bazează pe ecuaţia Lyapunov. O
ecuaţie Lyapunov asociată unei probleme liniare furnizează norme echiva-
lente potrivite ı̂n spaţii de funcţii adecvate, norme ı̂n raport cu care se poate
demonstra stabilizarea locală a problemei neliniare (v. [67, 68]). În această
abordare se folosesc proprietăţi de unică continuare pentru sisteme de ecuaţii
eliptice şi parabolice, proprietăţi a căror demonstrare face apel de asemenea
la estimări de tip Carleman (v. [91]).
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Estimările costului controlabilităţii aproximative sunt utile ı̂n problemele
de stabilizare feedback a soluţiilor nestaţionare ale sistemelor parabolice (v.
[26, 69]).

Menţionăm monografia recentă V.Barbu [18] dedicată controlului şi sta-
bilizării sistemelor parabolice sau de tip parabolic (modele de dinamica flu-
idelor, ecuaţii Navier-Stokes).

Problemele inverse apar din practică şi sunt aşadar importante din punc-
tul de vedere al aplicaţiilor. Acestea se referă la modele ı̂n care anumite
cantităţi ce intervin (coeficienţi, surse etc.) nu sunt cunoscute şi se doreşte
a se obţine informaţii despre acestea prin măsurători suplimentare asupra
soluţiei. Estimările de stabilitate pentru cantităţile necunoscute sunt utile
ı̂n dezvoltarea unor algoritmi stabili de aproximare şi simulare numerică.
Facem referinţă la monografia M. Choulli [36] pentru o introducere ı̂n dome-

niu. În teză ne ocupăm de estimări de stabilitate ı̂n norme Lp pentru surse,
ı̂n sisteme parabolice. Acest demers are ca punct de pornire lucrarea O. Yu.
Imanuvilov şi M. Yamamoto [61].

Regularitatea soluţiilor problemei

(0.1) y′ +Ay = f, y(0) = 0, t ∈ (0, T )

unde A este realizarea Lp a operatorului eliptic L cu date omogene la fron-
tieră şi surse din diferite spaţii de funcţii de tip Hölder, Lebesgue sau Sobolev
este importantă ı̂n analiza problemelor de control şi a problemelor inverse.
Referinţa clasică pentru existenţă şi regularitate pentru soluţiile problemelor
parabolice cu f ∈ Lp(Q) ' Lp(0, T ;Lp(Ω)) este monografia O. A. Ladyzen-
skja, V. A. Solonnikov, N. N. Uralceva [64], unde regularitatea maximală
este obţinută ı̂n spaţiile Sobolev anizotrope W 2,1

p (Q).

Regularitatea soluţiilor problemelor parabolice abstracte şi estimări ı̂n
spaţii de interpolare reală, au fost studiate de Gabriella Di Blasio [46]; ı̂n
această lucrare, pentru f ∈ Lq(X) se obţine S ∗ f ∈ W θ,q(X), θ ∈ (0, 1)
şi S ∗ f ∈ Lq(DA(θ, p)), θ ∈ (0, 1) (se notează DA(θ, p) = (X,D(A))θ,p iar
W θ,q(X) este spaţiu Sobolev-Slobodeckii space de funcţii cu valori vecto-
riale).
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Existenţa şi regularitatea maximală ı̂n probleme parabolice concrete, cu
X = Lp(Ω), a fost stabilită de W. von Wahl [100], unde se stabilesc estimări
pentru S∗f ∈ Lq(D(A)), Dt(S∗f) ∈ Lq(X) ı̂n funcţie de f ∈ Lq(0, T ;Lp(Ω)),
cu q, p > 1; acestea se obţin aplicând rezultate de A. Benedek, A.P.Calderón,
R. Panzone [29] asupra convoluţiei de operatori folosind idei din teoria in-
tegralelor singulare. Regularitatea maximală ı̂n spaţii de tip Lq(Lp) pentru
probleme parabolice cu condiţii la frontieră neomogene au fost obţinute de
P. Weidemaier [102, 103].

Regularitate maximală ı̂n Lq(X) pentru o problemă parabolică abstractă
este strâns legată de geometria spaţiului Banach X şi proprietăţi supli-
mentare ale operatorului A. Astfel, dacă X este spaţiu Banach UMD (clasa
spaţiilor Banach ı̂n care transformarea Hilbert vectorială este mărginită ı̂n
Lq(X)) şi A este operator sectorial cu puteri imaginare mărginite şi unghi
spectral θ < π

2 , i.e. A ∈ BIP (X, θ), atunci ecuaţia (0.1) are proprietatea

de regularitate maximală y ∈ W 1,q(X) ∩ Lq(D(A)) dacă f ∈ Lq(X) (v.
monografia C. Martinez Carracedo, M. Sanz Alix [79], Ch. 8 şi referinţele
respective). Un ingredient esenţial ı̂n abordarea unor astfel de probleme este
o teoremă a lui G. Dore şi A. Venni ce caracterizează inversabilitatea sumelor
de operatori din clasa de operatori BIP.

Clasa BIP este importantă ı̂n analiza pe care o facem asupra regularităţii
parabolice; aceasta permite caracterizarea domeniilor puterilor fracţionare
de operatori care sunt realizări de operatori eliptici cu condiţii omogene la
frontieră, ca spaţii de interpolare complexă. În astfel de situaţii, acestea sunt
subspaţii ı̂nchise a unor spaţii de potenţial Bessel, rezultat important datorat
lui R. T. Seeley [94]. Folosind argumente bazate pe studiul operatorilor
de prelungire la ı̂ntreg spaţiul, se pot stabili legături cu spaţiile Sobolev-
Slobodeckii. Alt ingredient important pe care ı̂l folosim este reprezentat
de estimările de convoluţie, ı̂n Lr(D(Aγ)), folosind estimările specifice unui
semigrup analitic ı̂n domeniile puterilor fracţionare ale generatorului aces-
tuia.

Întrucât suntem interesaţi de realizările Lp ale operatorilor eliptici ı̂n
domenii mărginite, menţionăm că mărginirea puterilor pur imaginare ale
acestora a fost demonstrată de R. T. Seeley ı̂n [96] folosind reprezentări
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ale rezolventei şi teoria operatorilor pseudodiferenţiali (v. [95], [93]). O altă
abordare, mai directă, se găseşte ı̂n J. Prüss şi H. Sohr [88] (v. şi Th. 12.1.12
din [79]). Amintim aici lucrarea R. Denk, G. Dore, M. Hieber, J. Prüss, A.
Venni [41] pentru un studiu al operatorilor eliptici cu coeficienţi Hölder ı̂n
partea principală, ı̂n conexiune cu calculul H∞ şi proprietatea BIP.

În ce priveşte inegaltăţile clasice de tip Gagliardo-Nirenberg pentru spaţii
Sobolev-Slobodeckii, ı̂n cadrul lor cel mai general, facem referire la lucrările
H. Brezis, P. Mironescu [32], [33].

Rezultatele principale ale tezei

Partea ı̂ntâi

Stabilizarea sistemelor de ecuaţii parabolice cuplate

Capitolul 1. Stabilizare cu un control simultan, ı̂n formă feed-
back, a unui sistem de ecuaţii parabolice cuplate. Studiem stabi-
lizarea locală a unui sistem de ecuaţii parabolice ı̂ntr-un domeniu mărginit
Ω ⊂ RN , N ∈ {2, 3}, cu frontieră de clasă C2, asupra căruia acţionează un
control distribuit ı̂n subdomeniul ω ⊂⊂ Ω, care controlează simultan ambele
ecuaţii. Prima etapă este liniarizarea sistemului ı̂n jurul stării staţionare
pe care o stabilizăm şi stabilirea unui rezultat de aproximativă controlabil-
itate a sistemului liniar. Rezultatul de stabilizare feedback pentru sistemul
liniar, rescris ı̂n formă abstractă ı̂n spaţiul Hilbert H = [L2(Ω)]2, se bazează
pe o descompunere a spaţiului H, corespunzătoare unei separări a spectru-
lui operatorului eliptic, ı̂n sumă directă de două subspaţii ı̂nchise invariante
la semigrupul liniar. Dintre aceste două subspaţii, unul este instabil dar
finit dimensional, iar celălalt este infinit dimensional dar stabil ı̂n raport cu
semigrupul liniar. Sistemul liniar este apoi proiectat pe cele două subspaţii.
Rezultatul de aproximativă controlabilitate a sistemului liniar implică con-
trolabilitatea exactă a ecuaţiei din subspaţiul finit dimensional şi prin ur-
mare aceasta este complet stabilizabilă. Astfel putem construi un feedback
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care stabilizează această ecuaţie şi ulterior se arată că acest feedback stabi-
lizează ı̂ntreg sistemul liniar. Folosind o normă echivalentă dată de soluţia
unei ecuaţii Lyapunov se arată că acelaşi feedback stabilizează şi ecuaţia
neliniară.

Sistemul pe care ı̂l avem ı̂n vedere este

(0.2)


yt − d1∆y = f(y, z) + f1 + ψωu, ı̂n (0, T )× Ω,
zt − d2∆z = g(y, z) + g1 + ψωu, ı̂n (0, T )× Ω,
y(t, x) = 0, z(t, x) = 0, pe (0, T )× ∂Ω,
y(0, x) = y0(x), z(0, x) = z0(x), ı̂n Ω.

unde d1, d2 ∈ R+ sunt coeficienţii de difuzie, f, g : R × R −→ R sunt
neliniarităţile C∞ care cuplează sistemul ı̂n termeni de ordin zero, f1, g1 ∈
L∞(Ω), ψω ∈ C∞(Ω), supp ψω = ω, ψω > 0 ı̂n ω. u(t, ·) este controlul din
L2(ω) iar ψωu notează extensia cu 0 a lui u la Ω ı̂nmulţită cu ψω.

Fie (y, z) ∈ (L∞(Ω))2 starea staţionară pe care vrem să o stabilizăm.
Sistemul liniarizat este:

(0.3)


ξt − d1∆ξ = a(x)ξ + b(x)η + ψωu, (0, T )× Ω,

ηt − d2∆η = c(x)ξ + d(x)η + ψωu, (0, T )× Ω,

ξ = 0, η = 0, (0, T )× ∂Ω,

ξ(0) = ξ0, η(0) = η0,

unde

a(x) :=
∂f

∂y
(y, z), b(x) :=

∂f

∂z
(y, z), c(x) :=

∂g

∂y
(y, z), d(x) :=

∂g

∂z
(y, z).

Considerăm spaţiul Hilbert H = L2(Ω)× L2(Ω) şi operatorii

A : D(A) ⊂ H −→ H, D(A) = (H1
0 (Ω) ∩H2(Ω))2, A =

(
d1∆ 0

0 d2∆

)
,

A0 : D(A0) = H −→ H, A0 =

(
a b
c d

)
,
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B : L2(ω) −→ H, Bu =

(
ψωu
ψωu

)
şi A := A+A0.

Notând cu

γ(x) = [a(x) + b(x)− c(x)− d(x)],

α(x) :=

[
(c(x)− a(x))− d1γ(x)

d2 − d1

]
=

[
(b(x)− d(x))− d2γ(x)

d2 − d1

]
şi

LT v := ∆v +
γ(x)

d1 − d2
v, D(LT ) = H1

0 (Ω) ∩H2(Ω),

rezultatul de stabilizare pentru sistemul liniar este următorul:

Theorem 1.1. Operatorul A = A + A0 are rezolventă compactă şi
generează un semigrup analitic ı̂n H. În situaţia ı̂n care coeficienţii de difuzie
sunt diferiţi, d1 6= d2, şi una dintre următoarele ipoteze are loc:

• α nu este identic constantă ı̂n ω,
sau

• α este constantă ı̂n Ω şi 0 6∈ σ(LT )
atunci:

(i) Sistemul liniar (0.3) este aproximativ controlabil ı̂n orice timp T ;
(ii) Pentru orice δ > 0 există C = C(δ) > 0, un subspaţiu finit dimen-

sional U ⊂ L2(ω) şi un operator continuu K ∈ L(H,U) astfel ı̂ncât
operatorul A+ BK generează un semigrup analitic de tip negativ
pentru care are loc

(0.4) ‖et(A+BK)‖H ≤ Ce−δt, t > 0.

Rezultatul principal asupra stabilizării sistemului neliniar ı̂n jurul stării
staţionare este:

Teorema 1.2. În ipotezele teoremei anterioare, există ε > 0, δ > 0, C >
0, τ > 0 astfel ı̂ncât dacă ‖y0 − y‖L∞∩H1(Ω) + ‖z0 − z‖L∞∩H1(Ω) ≤ ε atunci
considerând ı̂n (0.2) controlul feedback construit ı̂n teorema anterioară,

(0.5) u = K(Y − Y ),
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are loc stabilizarea locală cu descreştere exponenţială:

(0.6)
‖Y (t)− Y ‖Hs(Ω) ≤ Ce−δt‖Y0 − Y ‖H1∩L∞(Ω), t > τ, s ∈ [0, 2],

‖Y (t)− Y ‖H1∩L∞(Ω) ≤ Ce−δt‖Y0 − Y ‖H1∩L∞(Ω), t > 0.

Capitolul 2. Stabilizare feedback pentru sisteme parabolice
cuplate ı̂n termeni de ordin zero sau unu. Studiem stabilizarea locală
cu controale interne ı̂n formă feedback pentru sisteme de ecuaţii parabolice ı̂n
dimensiune spaţială unu, i.e. ı̂ntr-un interval mărginit Ω ⊂ R. Ecuaţiile sunt
cuplate ı̂n termeni de ordin zero sau unu iar condiţiile la frontieră sunt ge-
nerale, omogene, de tip Dirichlet, Neumann sau Robin. Stabilim un rezultat
de stabilizare feedback cu controale distribuite ı̂ntr-un subdomeniu ω ⊂ Ω
atunci când o condiţie de tip Kalman asupra matricilor de cuplaj şi respectiv
de control este ı̂ndeplinită.

Strategia este similară celei din capitolul anterior. Considerăm formu-
larea abstractă a problemei ı̂ntr-un spaţiu Hilbert. Pentru a obţine rezul-
tatul de aproximativă controlabilitate pentru sistemul liniarizat ı̂n jurul stării
staţionare de stabilizat considerăm trei situaţii:

• sistem de două ecuaţii cuplate ı̂n termeni de ordin unu şi zero, cu
coeficienţi care pot fi neconstanţi şi un singur control acţionând
ı̂ntr-o ecuaţie;
• sistem de n ecuaţii cuplate ı̂n termeni de ordin zero cu coeficienţi

constanţi ı̂n care acţionează m controale scalare;
• sistem de n ecuaţii cuplate ı̂n termeni de ordin unu cu coeficienţi

constanţi ı̂n care acţionează m controale scalare.

Pentru sisteme cu n ≥ 3 ecuaţii şi cuplaje constante obţinem rezultatul de
aproximativă controlabilitate demonstrând o proprietate de unică continuare
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pentru sistemul adjunct ı̂n condiţii Kalman pentru matricile de cuplaj si de
control.

Fie ω ⊂⊂ Ω o submulţime nevidă a lui Ω. Considerăm sistemul parabolic
controlat,

(0.7)


Dty − Ly + F (Dxy, y) = g +Bχωu, t > 0, x ∈ Ω,

(BC) :

{
Γ1Dxy(t, 0) + Γ2y(t, 0) = 0,

Γ3Dxy(t, l) + Γ4y(t, l) = 0,
t > 0,

y(0, x) = y0(x), x ∈ Ω,

unde y = (y1, · · · , yn)>, Ly = (Ly1, · · · , Lyn)> iar L este un operator uni-
form eliptic de ordin doi,

Ly = D2
xy + η1(x)Dxy + η0(x)y, η0 ∈ L∞(Ω), η1 ∈W 1,∞(Ω).

Ecuaţiile sunt cuplat ı̂n termeni de ordin zero sau unu prin funcţia C∞

F (ζ, y) = (f1(ζ, y), · · · , fn(ζ, y))>, F : Rn ×Rn −→ R iar ı̂n membrul drept
termenul g = (g1, · · · , gn)> este L∞(Ω). Controlul este dat prin Bχωu,
B ∈ Mn×m(R), u ∈ L2((0, T ); [L2(ω)]m), unde χωu este extensia lui u cu 0
la ı̂ntreg Ω. Pentru o formulare generală a condiţiilor la frontieră considerăm
matricile diagonale Γ1,Γ2,Γ3,Γ4 ∈Mn×n(R) cu proprietăţile

(0.8)
Γi = diag(γji )j=1,n, ∀i = 1, 4, j = 1, n,

rank[Γ1,Γ2] = rank[Γ3,Γ4] = n.

Considerăm starea staţionară y a sistemului necontrolat, pe care dorim să
o stabilizăm. Sistemul liniar obţinut prin liniarizarea ı̂n jurul acestei stări
staţionare este
(0.9){

Dtw − Lw +A1(x)Dxw +A0(x)w = Bχωu, t > 0, x ∈ Ω,
Γ1Dxw(t, 0) + Γ2w(t, 0) = Γ3Dxw(t, l) + Γ4w(t, l) = 0 t > 0,

unde A0(x), A1(x) ∈Mn×n(R),

A1(x) =

(
∂fi
∂ζj

(Dxy, y)

)
i,j=1,n

, A0(x) =

(
∂fi
∂yj

(Dxy, y)

)
i,j=1,n

.
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Construim formularea abstractă a problemei ca o problemă de evoluţie
ı̂ntr-un spaţiu Hilbert H = [L2(Ω)]n:

A : D(A) ⊂ H −→ H, D(A) = {y ∈ [H2(Ω)]n|y satisface (BC) din (0.7)},

Ay = Ly,

A : D(A) = D(A), Ay = Ly −A1(x)Dxy −A0(x)y,

B : L2(ω)m −→ H, Bu = Bχωu.

În cazul unui sistem de două ecuaţii cuplate, cu coeficienţi ı̂n operatorul L
constanţi η0, η1 ∈ R şi condiţii Dirichlet omogene la frontieră, sistemul are
forma
(0.10)

Dtw1(t, x)− Lw1(t, x) +a(x)Dxw1 + b(x)Dxw2

+α(x)w1 + β(x)w2 = χωu, t > 0, x ∈ Ω,
Dtw2(t, x)− Lw2(t, x) +c(x)Dxw1 + d(x)Dxw2

+γ(x)w1 + δ(x)w2 = 0, t > 0, x ∈ Ω,
w(t, 0) = w(t, l) = 0, t > 0.

Notăm cu

(0.11)
h(x) :=

γ(x)− c′(x)

c(x)
,

k(x) := −h2(x)− h′(x) + [η1 − d(x)]h(x)− η0 + δ(x)− d′(x),

pentru c(x) 6= 0 in ω, şi avem următorul rezultat privind controlabilitatea
aproximativă a sistemului liniar de mai sus:

Teorema 2.1. Pentru sistemul liniar (0.10), cu η0, η1 ∈ R, dacă c(x) 6=
0, x ∈ ω şi una dintre următoarele ipoteze este verificată

(H1) coeficienţii sistemului sunt constanţi ı̂n ı̂ntreg domeniul,

a, b, c, d, α, β, γ, δ ∈ R;

(H2) coeficienţii de cuplaj sunt continui ı̂n Ω, posibil neconstanţi, şi
funcţia k = k(x) nu este constantă ı̂n ω;

atunci sistemul liniar (0.10) este aproximativ controlabil ı̂n timp T .
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Pentru sistemul (0.9) avem următorul rezultat privind controlabilitatea
aproximativă:

Teorema 2.2. Considerăm sistemul liniar (0.9) cu coeficienţi constanţi
η0, η1 şi coeficienţi de cuplaj de ordin zero constanţi, iar A1 ≡ 0. Dacă are
loc condiţia Kalman,

(0.12) rank [A0|B] = n,

atunci sistemul liniar (0.9) este aproximativ controlabil ı̂n timp T .

Pentru sistemul cu cuplaj constant de ordin unu avem:

Teorema 2.3. Considerăm sistemul liniar (0.9) cu coeficienţi constanţi
η0, η1 şi coeficienţi de cuplaj de ordin zero constanţi A1 ∈ Mn×n(R), iar
A0 ≡ 0. Dacă următoarele condiţii algebrice asupra matricei de cuplaj şi
matricilor care dau condiţiile la frontieră sunt satisfăcute,

(0.13) rank [A1|B] = n,

(0.14) kerB> ∩ ker(Γ2 + Γ1(A>1 + η1I)) ∩ ker(Γ4 + Γ3(A>1 + η1I)) = {0}

atunci sistemul liniar (0.9) este aproximativ controlabil ı̂n timp T .

Când controlabilitatea aproximativă este verificată avem următorul rezul-
tat de stabilizare feedback pentru sistemul liniarizat:

Teorema 2.4. Considerăm sistemul liniar (0.9), presupunând că ipotezele
uneia din Teoremele 2.1, 2.2 sau 2.3 sunt verificate. Atunci pentru orice δ > 0
există C = C(δ) > 0, un subspaţiu finit dimensional U ⊂ L2(ω) şi un opera-
tor liniar K ∈ L(H,U) astfel ı̂ncât operatorul A+BK generează un semigrup
analitic de tip negativ care satisface

(0.15) ‖e(A+BK)t‖H ≤ Ce−δt, t > 0.
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Rezultatul de stabilizare feedback a sistemului neliniar este:

Teorema 2.5. Considerăm sistemul neliniar (0.7) şi presupunem că
ipotezele uneia dintre Teoremele 2.1, 2.2 sau 2.3 sunt verificate pentru sis-
temul liniarizat corespunzător.

Fie ν ∈ ( 3
4 , 1). Atunci există ε > 0, δ > 0, C > 0, astfel ı̂ncât dacă

y0 ∈ H2ν(Ω) verifică condiţiile la frontieră (BC) ı̂n (0.7) şi ‖y0−y‖H2ν(Ω) ≤ ε
atunci, considerând ı̂n (0.7) feedbackul construit ı̂n Teorema 2.4,

(0.16) u = K(y − y)

are loc stabilizarea cu descreştere exponenţială:

(0.17) ‖y(t)− y‖H2ν(Ω) + ‖y(t)− y‖L∞(Ω) ≤ Ce−δt‖y0 − y‖H1(Ω), t > 0.

Partea a doua

Controlabilitatea sistemelor parabolice cuplate

Capitolul 3. Controlabilitate internă a unui sistem de ecuaţii
cuplate ı̂n formă stea sau arbore. În acest capitol considerăm sisteme
de ecuaţii semiliniare cuplate ı̂n termeni de ordin zero. Ne interesează să
controlăm astfel de sisteme la stări staţionare cu un singur control intern
care acţionează doar ı̂ntr-o ecuaţie. Ipotezele esenţiale care asigură controla-
bilitatea locală se referă la structura cuplajului, descrisă ca un graf stea sau
arbore şi la condiţii asupra funcţiilor de cuplaj sau a coeficienţilor de cuplaj
ı̂n cazul liniar.

Strategia de demonstrare a rezultatului de controlabilitate are la bază
liniarizarea sistemului neliniar ı̂n jurul stării staţionare. Etapa principală
este de a obţine nula controlabilitate a sistemului liniar folosind o inegali-
tate de observabilitate pentru sistemul liniar adjunct. Această inegalitate de
observabilitate este consecinţă a unor estimări Carleman globale, adecvate.
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Acestea, la rândul lor, sunt obţinute prin cuplarea unor inegalităţi Carle-
man standard pentru fiecare ecuaţie, ı̂nsă folosind funcţii auxiliare şi funcţii
pondere diferite, respectând o anumită ordine ce este posibilă datorită struc-
turii particulare a cuplajului sistemului. Ideea de a folosi funcţii auxiliare
diferite ce intervin ı̂n estimările Carleman se inspiră din lucrarea G. Olive
[85] asupra controlabilităţii sistemelor parabolice cu controale acţionând ı̂n
subdomenii diferite.

Pentru trecerea de la controlabilitatea sistemului liniarizat la controla-
bilitatea sistemului neliniar este nevoie de studiul controlabilităţii sistemului
liniar ı̂ntr-un cadru L∞; acest lucru este necesar deoarece estimările Car-
leman obţinute prin metoda indicată sunt sensibile la perturbările de or-
din zero ale sistemului. Regularitatea suplimentară pentru controalele din
problema liniarizată se obţine ca ı̂n lucrarea V. Barbu [16] (v. de aseme-
nea [39]) folosind proprietăţile de regularizare ale fluxului parabolic ı̂ntr-un
mecanism de tip “bootstrap”. Aceasta permite studiul controlabilităţii sis-
temului neliniar printr-un argument de punct fix bazat pe teorema lui Kaku-
tani, tehnică folosită ı̂n J.-M. Coron, S. Guerrero şi L. Rosier [39] sau [11].

În [39] tehnica este folosită ı̂n combinaţie cu metoda ı̂ntoarcerii, prin care
liniarizarea se face ı̂n jurul unei traiectorii particulare a sistemului neliniar,
astfel ı̂ncât sistemul liniarizat este bine cuplat; aceasta este de asemenea
o situaţie ı̂n care cadul L∞ pentru controlabilitate se impune din motive
asemănătoare.

În prima parte a capitolului se studiază sisteme de ecuaţii parabolice cu
cuplaje ı̂n formă stea, ı̂n care yk este controlată ı̂n ecuaţia corespunzătoare
prin intermediul unei neliniarităţi depinzând doar de y0, yk:

(0.18)


Dty0 −∆y0 = g0(x) + f0(x, y0) + χω0

u, ı̂n (0, T )× Ω,
Dtyi −∆yi = gi(x) + fi(x, y0, yi), i ∈ 1, n, ı̂n (0, T )× Ω,
y0 = ... = yn = 0, pe (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0,

cu gi ∈ L∞(Ω), i = 0, n. Cu privire la termenii de cuplaj considerăm
următoarele ipoteze:
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(H1) fi : RN × R × R −→ R sunt funţii C1 şi există ω1, ...ωn ⊂ Ω
submulţimi deschise ale lui Ω astfel ı̂ncât

(0.19) (ωi ∩ ω0) \
⋃
j 6=0,i

ωj 6= ∅, ∀i ∈ 1, n,

şi pentru orice i ∈ 1, n,

(0.20) fi(x, y0, yi) = 0∀x ∈ Ω \ ωi, y0, yi ∈ R;

(H2) Următoarea condiţie de cuplaj are loc:

(0.21) supp
∂fi
∂y0

(x, y0(x), yi(x)) ∩
{

(ωi ∩ ω0) \
⋃
j 6=0,i

ωj

}
6= ∅.

Funcţia de control u : [0, T ] × ω0 −→ R acţionează ı̂n ecuaţia lui y0 şi
controlează celelalte componente ale soluţiei, y1, ..., yn, prin acţiunea lui y0

ı̂n fiecare ecuaţie ı̂n subdomeniul corespunzător ωi, i ∈ 1, n.

Pentru ı̂nceput considerăm un sistem liniar controlat care apare printr-o
procedură de liniarizare a sistemului neliniar ı̂n jurul unei stări staţionare
y = (y0, ..., yn) ∈ [L∞(Ω)]n+1:
(0.22) Dtz0 −∆z0 = c0(t, x)z0 + χω0

u, ı̂n (0, T )× Ω,
Dtzi −∆zi = ai0(t, x)z0 + ci(t, x)zi, i ∈ 1, n, ı̂n (0, T )× Ω,
z0 = ... = zn = 0, pe (0, T )× ∂Ω,

Fie M, δ > 0 şi subdomeniile deschise ωi ⊂⊂ (ωi∩ω0)\
⋃
j 6=0,i ωj . Se introduc

următoarele clase de coeficienţi:
(0.23)

EM,δ,{ωi}i =

{
E = {ai0, cj}i∈1,n,j∈0,n : ai0, cj ∈ L∞(Q), ‖ai0‖L∞ ≤M,

‖cj‖L∞ ≤M ; ai0 = 0 ı̂n Q \Qωi şi |ai0| ≥ δ pe Qωi ,∀i, j
}
.

Se demonstrează că astfel de sisteme liniare cu coeficienţi ı̂n EM,δ,{ωi}i sunt

nul controlabile cu controale din L2∩L∞ cu constante de mărginire ı̂n raport
cu datele iniţiale uniform mărginite, de forma C = C(M, δ, {ωi}i).
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Pentru a obţine un astfel de rezultat, se consideră sistemul adjunct:
(0.24) −Dtp0 −∆p0 = c0(t, x)p0 +

∑n
i=1 ai0(t, x)pi, ı̂n (0, T )× Ω,

−Dtpi −∆pi = ci(t, x)pi, i ∈ 1, n, ı̂n (0, T )× Ω,
p0 = ... = pn = 0, pe (0, T )× ∂Ω,

şi se demonstrează o inegalitate de observabilitate, care apare ca o consecinţă
a unei estimări Carleman adecvate sistemului considerat. Considerăm sub-
mulţimile deschise

ω̃j ⊂⊂ ωj
şi notăm Qω̃j = (0, T )× ω̃j .

Estimările Carleman necesită o alegere particulară a funcţiilor auxiliare
şi a celor pondere. Fie

(0.25) α(t) = αλ(t) :=
eλψ − e1.5λψ

t(T − t)
, α(t) = αλ(t) :=

eλψ − e1.5λψ

t(T − t)
,

(0.26) ψ = sup
x∈Ω

sup
i=0,n

ψi(x) + ε, ψ = inf
x∈Ω

inf
i=0,n

ψi(x)− ε,

unde familiile de funcţii auxiliare {ψi} sunt definite similar cu cele din ine-
galităţile Carleman standard, fiecare concentrându-şi punctele critice ı̂n ω̃i,
cu 0 < ε < inf ψi, i ∈ 0, n. O condiţie tehnică suplimentară impusă este

(0.27)
supψi
inf ψi

<
8

7
,∀i = 0, n.

Un rezultat important al capitolului se referă la estimările Carleman adecvate
problemei studiate:

Teorema 3.1. Există λ0, s0 astfel ı̂ncât pentru λ > λ0 există o con-
stantă C > 0 depinzând de (M, δ, {ωi}i, λ), astfel ı̂ncât pentru orice s ≥ s0,
următoarea inegalitate are loc

(0.28)

∫
Q

(|Dtp|2 + |D2p|2 + |Dp|2 + |p|2)e2sαdxdt

≤ C
∫
Qω0

|p0|2e2sαdxdt
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pentru orice p ∈ H1(0, T ;L2(Ω))∩L2(0, T ;H2(Ω)) soluţie a problemei (0.24).

În plus, există m0 ∈ N şi δ1 > 0 astfel ı̂ncât pentru sistemul adjunct
omogen (i.e. cu g ≡ 0), are loc următoarea estimare Carleman L∞ − L2

(0.29) ‖pe(s+m0δ1)α‖L∞(Q) ≤ C‖p0e
sα‖L2(Qω0

).

Rezultatul privind controlabilitatea sistemului liniar (0.22) este:

Teorema 3.2. Fie sistemul (0.22) cu coeficienţi din EM,δ,{ωi}i . Atunci

există C = C(M, δ, {ωi}i) astfel ı̂ncât pentru orice z0 ∈ H există u∗ ∈
L2(0, T ;L2(ω0))∩L∞(Qω0

) pentru care starea corespunzătoare a sistemului

(0.22), z = zu
∗

ajunge ı̂n 0 la momentul T , i.e. z(T ) = 0. În plus, are loc
estimarea asupra controlului

(0.30) ‖u∗e−sα‖L2(0,T ;L2(ω0)) + ‖u∗‖L∞(Qω0
) ≤ C‖z0‖L2(Ω).

În ceea ce priveşte controlabilitatea locală a sistemului neliniar cu cuplaje
de tip stea, are loc următorul rezultat:

Teorema 3.3 Fie y starea staţionară a sistemului pentru care funcţiile
fj , j ∈ 0, n satisfac ipotezele (H1), (H2). Atunci, pentru orice β0 > 0 există
ζ0 = ζ0(β0) > 0 şi C = C(β0, {ωi}i, y) astfel ı̂ncât dacă ‖yu(0)−y‖L∞(Ω) < ζ0
există un control u ∈ L∞(Qω0

) care satisface

‖u‖L∞(Qω0 ) ≤ C‖yu(0)− y‖L∞(Ω)

şi

yu(T, ·) = y, cu ‖y(t, ·)− y‖L∞(Ω) ≤ β0, t ∈ (0, T ).
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Descriem ı̂n continuare ceea ce se ı̂ntelege aici prin sisteme cu cuplaje
de tip arbore. Fie sistemul parabolic
(0.31)

Dtz0 −∆z0 = c0(t, x)z0 + χω0u, ı̂n (0, T )× Ω,
Dtzi −∆zi = aik(i)(t, x)zk(i) + ci(t, x)zi, i ∈ 1, n, ı̂n (0, T )× Ω,
z0 = ... = zn = 0, pe (0, T )× ∂Ω,
z(0, ·) = z0, ı̂n Ω

cu următoarele condiţii asupra funcţiei k : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}:
(0.32)
∀i ∈ {1, . . . , n},∃m = m(i), 1 ≤ m ≤ n− 1, (k◦)m(i) = k ◦ . . . ◦ k(i) = 0.

Se notează

Ij = k−1(j) = {i ∈ 1, n : k(i) = j}.

Se alege o familie de submulţimi deschise ωi ⊂ Ω, i ∈ 1, n astfel ı̂ncât

(0.33) Di := ωi ∩ ωk(i) ∩ · · · ∩ ω(k◦)m(i) 6= ∅.

(0.34) Di \
⋃

j 6=i,k(j)=k(i)

ωj 6= ∅.

Se alege o familie de submulţimi deschise {ωj}j∈0,n cu proprietăţile

ω0 ⊂⊂ ω0, ωi ⊂⊂ Di \
⋃

l 6=i,k(l)=k(i)

ωl(0.35)

ωi ⊂⊂ ωk(i) ⊂⊂ ω0, i ∈ 1, n.(0.36)

Pentru M, δ > 0 şi familia de submulţimi deschise descrisă mai sus, {ωi}i,
se introduce clasa de coeficienţi:
(0.37)

EM,δ,{ωi}i,k =

{
E = {aik(i), cj}i∈1,n,j∈0,n : aik(i), cj ∈ L∞(Q), ‖aik(i)‖L∞ ≤M,

‖cj‖L∞ ≤M ; aik(i) = 0 ı̂n Q \Qωi , şi |aik(i)| ≥ δ on Qωi ,∀i ∈ 1, n

}
.
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Rezultatul principal privind nula controlabilitate a sistemului liniar cuplat
ı̂n formă arbore este:

Teorema 3.5. Fie sistemul (0.31) cu coeficienţi ı̂n ẼM,δ,{ωi}i . Atunci

există o constantă C = C(M, δ, {ωi}i) astfel ı̂ncât pentru orice z0 ∈ H
există u∗ ∈ L2(0, T ;L2(ω0))∩L∞(Qω0

), pentru care starea corespunzătoare
a sistemului (0.31) z = zu

∗
ajunge ı̂n 0 la momentul T , i.e. z(T ) = 0, iar

controlul satisface estimarea

(0.38) ‖u∗e−sα‖L2(0,T ;L2(ω0)) + ‖u∗‖L∞(Qω0
) ≤ C‖z0‖L2(Ω).

Controlabilitatea sistemelor neliniare cu cuplaje de tip arbore poate fi
studiată ı̂ntr-un mod asemător cazului sistemelor cu cuplaje de tip stea.
Pentru aceasta se consideră sisteme de forma
(0.39)

Dty0 −∆y0 = g0(x) + f0(x, y0) + χω0u, ı̂n (0, T )× Ω,
Dtyi −∆yi = gi(x) + fi(x, yk(i), yi), i ∈ 1, n, ı̂n (0, T )× Ω,
y0 = ... = yn = 0, pe (0, T )× ∂Ω,
y(0, ·) = y0, ı̂n Ω,

unde gj ∈ L∞(Ω), j ∈ 0, n iar y = (y0, ..., yn) ∈ [L∞(Ω)]n+1 este o soluţie
staţionară corespunzătoare. Presupunem că neliniarităţile verifică următoa-
rele ipoteze:

(H1’) f0 ∈ C1(Ω×R), fi ∈ C1(Ω×R×R), i ∈ 1, n şi există ω1, ...ωn ⊂ Ω
mulţimi nevide şi deschise a lui Ω care satisfac (0.33), (0.34) şi

(0.40) (ωi ∩ ωk(i)) \
⋃

j 6=i,k(j)=k(i)

ωj 6= ∅, ∀i ∈ 1, n,

şi pentru orice i ∈ 1, n,

(0.41) fi(x, τ, ξ) = 0, ∀x ∈ Ω \ ωi, τ, ξ ∈ R;

(H2’) Se definesc, pentru i ∈ 1, n, coeficienţii

a0
ik(i)(x) :=

∂fi
∂yk(i)

(x, yk(i)(x), yi(x))
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c00(x) :=
∂f0

∂y0
(x, y0(x)), c0i (x) :=

∂fi
∂yi

(x, yk(i)(x), yi(x)).

Pentru o familie de subdomenii {ωi}i care satisfac (0.35), (0.36),
presupunem că există M0, δ0 > 0 pentru care are loc

(0.42) {a0
ik(i), c

0
j}i∈1,n,j∈0,n ∈ EM0,δ0,{ωi}i,k.

Teorema 3.6. Fie y o stare staţionară sistemului necontrolat (0.39)
(i.e. u = 0) şi funcţiile fj , j ∈ 0, n verifică ipotezele (H1’), (H2’). Pentru
orice β0 > 0 există ζ0 = ζ0(β0) > 0 şi C = C(β0, {ωi}i, y) astfel ı̂ncât dacă
‖yu(0)− y‖L∞(Ω) < ζ0 atunci există un control u ∈ L∞(Qω0) care satisface

‖u‖L∞(Qω0
) ≤ C‖yu(0)− y‖L∞(Ω),

yu(T, ·) = y, cu ‖y(t, ·)− y‖L∞(Ω) ≤ β0, t ∈ (0, T ).

Partea a treia

Probleme inverse de estimare a sursei ı̂n sisteme parabolice

Capitolul 4. Stabilitate ı̂n norme Lq pentru probleme inverse
de estimare a sursei ı̂n sisteme parabolice liniare. Considerăm sis-
teme liniare de ecuaţii parabolice ı̂ntr-un subdomeniu mărginit al lui RN ,
cuplate ı̂n termeni de ordin zero şi unu. Problema studiată este stabilitatea
Lipschitz ı̂n norme Lq, 2 ≤ q ≤ ∞, pentru sursă, folosind norme cores-
punzătoare ale soluţiei măsurate ı̂ntr-un subdomeniu. Rezultatul obţinut
este de aceeaşi natură cu rezultatul din O. Yu. Imanuvilov şi M. Yamamoto,
[61] de estimare a sursei unei ecuaţii parabolice ı̂n norme L2. În acest capi-
tol adresăm şi problema estimărilor sursei ı̂n funcţie de observaţii parţiale
asupra soluţiei, adică observaţii asupra unui număr redus de componente
ale soluţiei. Instrumentul principal ı̂n abordare este o familie de estimări
Carleman globale.

Primul rezultat al acestui capitol este o familie de estimări Carleman
cu ponderi generale ı̂n Lq pentru sisteme parabolice neomogene. Acestea
sunt obţinute printr-un procedeu de “bootstrap” care se bazează pe efectul
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regularizant al fluxului parabolic şi pe o familie de inegalităţi Carleman L2

cu ponderi generale.

Pentru a găsi estimări Lq, q ∈ [2,+∞), ale sursei se foloseşte un ar-
gument prin reducere la absurd şi familia de inegalităţi Carleman Lq. Es-
timările Lq obţinute şi o tehnică similară celei din [61] conduc la obţinerea
de estimări L∞ pentru sursă.

Fie N ≥ 2, Ω ⊂ RN un domeniu mărginit cu frontiera ∂Ω de clasă C2,
T > 0 şi Q := (0, T ) × Ω . Se fixează θ ∈ (0, T ) un moment intermediar de
observare.

Considerăm un sistem liniar de n ecuaţii parabolice cuplate ı̂n termeni
de ordin zero şi unu:

(0.43)

{
Dtyi + Liyi + L1

i y + L0
i y = gi, (0, T )× Ω, i = 1, n

yi = 0, (0, T )× ∂Ω, i = 1, n

unde y := (y1, ..., yn)> iar {Li}i=1,n este o familie de operatori uniform
eliptici de oridin doi ı̂n formă de divergenţă

(0.44) Liyi := −
N∑

j,k=1

Dj(a
jk
i Dkyi) i = 1, n.

Coeficienţii ajki aparţin spaţiului W 1,∞(0, T ;W 1,∞(Ω)) şi satisfac condiţia
de elipticitate
(0.45)

N∑
j,k=1

ajki (t, x)ξjξk ≥ µ|ξ|2, ∀ξ ∈ RN , (t, x) ∈ Q, pentru µ > 0 fixat.

Operatorii de cuplaj sunt de forma

L1
i y =

∑
k=1,N
l=1,n

bkli Dkyl, L0
i y =

∑
l=1,n

cliyl, i = 1, n,

cu coeficienţi bj,ki , cli ∈W 1,∞(0, T ;L∞(Ω)).
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Pentru q ≥ 2, c̃ > 0, δ̃ > 0 şi g̃ ∈ [Lq
′
(Q)]n, g̃ 6= 0 (q′ = q

q−1 ) considerăm

mulţimea de surse pentru sistemul (0.43):

(0.46) Gq,c̃,δ̃,g̃ =

{
g ∈W 1,1((0, T ); [Lq(Ω)]n) :

∫
Q
g · g̃ ≥ δ̃‖g‖Lq(Q),∣∣∣∂g(t,x)

∂t

∣∣∣ ≤ c̃|g(θ, x)|, a.e. (t, x) ∈ (0, T )× Ω

}
.

Pentru sistemul (0.43) considerăm surse g = (gi)i=1,n din conul Gq,c̃,δ̃,g̃. Se
doreşte a se obţine estimări ı̂n norme Lq pentru aceste surse ı̂n funcţie de
soluţia y = (yi)i=1,n măsurată ı̂n Qω := (0, T ) × ω, unde ω ⊂⊂ Ω este
subdomeniu de observare.

Primul rezultat al capitolului este o familie de estimări Carleman cu
ponderi generale, ı̂n Lq, pentru sisteme parabolice neomogene.

Considerăm funcţia ψ ∈ C2(Ω) astfel ı̂ncât

1

3
≤ ψ ≤ 4

3
, ψ|∂Ω =

1

3
, {x ∈ Ω : |∇ψ(x)| = 0} ⊂⊂ ω.

De asemenea, considerăm funcţiile pondere

(0.47) ϕ(t, x) :=
eλψ(x)

t(T − t)
, α(t, x) :=

eλψ(x) − e1.5λ‖ψ‖C(Ω)

t(T − t)
.

Teorema 4.1. (estimări Carleman Lq) Fie g ∈ (Lq(Q))n, cu q < ∞
şi k0 ∈ R. Atunci există λ0 = λ0(q, k0), s0 = s0(q, k0), C = C(q, k0) şi
m = m(q) astfel ı̂ncât, pentru orice λ ≥ λ0, s ≥ s0 şi y soluţie a (0.43),
următoarea inegalitate are loc:
(0.48)
‖ϕk0−2m−1yesα‖Lq(Q) + ‖(sλ)−1ϕk0−2m−2Dyesα‖Lq(Q)

+ ‖(sλ)−2ϕk0−2m−4Dtye
sα‖Lq(Q) + (sλ)−2‖ϕk0−2m−4D2yesα‖Lq(Q)

≤ C
[
(sλ)2m‖ϕk0yesα‖L2(Qω) + (sλ)2m− 3

2 ‖ϕk0+3gesα‖Lq(Q)

]
.
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Dacă N + 1 < q < ∞, are loc pentru y estimarea ı̂n spaţiul Hölder Cγ cu
γ = 1− (N + 1)/q:

(0.49)
‖ϕk0−2m−1yesα‖Cγ(Q) ≤

≤ C
[
(sλ)2m+2‖ϕk0+2yesα‖L2(Qω) + (sλ)2m+ 1

2 ‖ϕk0+5gesα‖Lq(Q)

]
.

Scopul principal al problemei inverse de estimare a sursei este de a obţine
estimări ı̂n spaţii Lebesgue sau ı̂n spaţii Hölder pentru g = (g1, ..., gn)> ı̂n
funcţie de norme ale soluţiei măsurate ı̂ntr-un subdomeniu ω ⊂ Ω. Un prim
astfel de rezultat se referă la estimări ale sursei ı̂n norme Lq, q ≥ 2:

Teorema 4.2. Fie q ≥ 2, c̃ > 0 şi δ̃ > 0. Presupunem că sursele
satisfac g ∈ Gq,c̃,δ̃,g̃. Atunci există o constantă C = C(q, c̃, δ̃, g̃) > 0 astfel

ı̂ncât dacă y ∈ Lq
(

0, T ; (W 1,q
0 ∩W 2,q(Ω))n

)
este soluţie a problemei (0.43)

corespunzătoare sursei g, are loc estimarea sursei:

(0.50) ‖g‖Lq(Q) ≤ C
(
‖y‖Lq(Qω) + ‖y (θ, ·)‖W 2,q(Ω)

)
.

În ce priveşte estimările sursei ı̂n normă L∞ impunem o ipoteză supli-
mentară de regularitate şi anume presupunem că sursele sunt Hölder con-
tinue: g ∈ Cγ(Q) pentru un γ ∈ (0, 1).

Teorema 4.3. Presupunem că operatorii Li, L
1
i , L

0
i au coeficienţi netezi

ı̂n Q. Fie γ ∈ (0, 1). Presupunem că sursele ı̂n (0.43) sunt Hölder continue

g ∈ (Cγ(Q))
n ∩ Gq,c̃,δ̃,g̃ cu q = N+1

1−γ . Atunci există C = C(γ, c̃, δ̃, g̃) > 0,

astfel ı̂ncât

(0.51) ‖g‖L∞(Q) ≤ C
(
‖y‖Lq(Qω) + ‖y (θ, ·)‖C2+γ(Ω)

)
.
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Capitolul 5: Stabilitate ı̂n probleme inverse de estimare a sur-
sei pentru sisteme neliniare de reacţie-difuzie. În acest capitol se con-
sideră sisteme de ecuaţii parabolice semiliniare, cuplate ı̂n termeni de ordin
zero, pentru care se studiază estimări ale surselor ı̂n norme Lq şi L∞ ı̂n
funcţie de norme ale soluţiei măsurate ı̂ntr-un subdomeniu.

Sistemele pe care le avem ı̂n vedere pot modela fenomene de reacţie-
difuzie, propagarea căldurii, dinamica populaţiei, etc. În aceste cazuri sursele
sunt considerate cu componente pozitive, iar soluţiile rămân de asemenea ı̂n
conul funcţiilor pozitive atunci când anumite ipoteze asupra neliniaritătilor
de cuplaj sunt asigurate.

Rezultatele din acest capitol au ca punct de plecare lucrarea O. Yu.
Imanuvilov şi M. Yamamoto [61], unde s-au stabilit estimări L2 pentru
sursele unei ecuaţii liniare parabolice. Vom trata pentru ı̂nceput cazul mai
general al estimărilor Lq şi L∞ pentru un model liniar, pentru ca mai apoi
să obţinem rezultate de aceeaşi natură pentru sistemele neliniare de reacţie-
difuzie. Reuşim să oţinem estimări care nu mai depind de observaţii ale
derivatei ı̂n raport cu timpul a soluţiei (aşa cum apăreau ı̂n cazul L2) iar
strategia foloseşte o familie de inegalităţi Carleman Lq cu ponderi generale
şi un argument prin reducere la absurd utilizând principiul de maxim sau
rezultate de invarianţă pentru sisteme parabolice cuplate.

Estimările Carleman L2 sunt folosite ca punct de plecare ı̂ntr-un pro-
cedeu de “bootstrap” care conduce la obţinerea unei familii de inegalităţi
Carleman ı̂n Lq, q ≥ 2 , cu ponderi generale şi parametri independenţi, pen-
tru sisteme parabolice neomogene cu condiţii la frontieră mixte, omogene.
Argumentul de “bootstrap” se bazează pe efectul regularizant al fluxului
parabolic ı̂n spaţii Lp (v. monografia O. A. Ladyzenskaja, V. A. Solonikov,
N. N. Ural’ceva, [64]).

Fie Ω ⊂ RN un domeniu mărginit cu frontiera netedă, ω ⊂⊂ Ω o
submulţime deschisă a lui Ω, T > 0 şi Q = (0, T )× Ω.
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Se notează cu (Li)i=1,n o familie de n operatori uniform eliptici de ordin
doi ı̂n formă de divergenţă

(0.52) Liw = −
N∑

j,k=1

Dj(a
jk
i Dkw)

cu coeficieţii ajki ∈ W 1,∞(0, T ;W 1,∞(Ω)), i = 1, n, j, k = 1, N . Ai =

(ajki )j,k=1,N sunt matricile coeficienţilor părţilor principale, pentru care are
loc condiţia de uniformă elipticitate
(0.53)

∃µ > 0 a.̂ı.

N∑
j,k=1

ajki (t, x)ξjξk ≥ µ|ξ|2, ∀ξ ∈ RN , (t, x) ∈ Q, i = 1, n.

De asemenea se consideră operatorii de ordin unu (aici w este o funcţie
scalară),

(0.54) L1
iw =

N∑
k=1

bkiDkw, i ∈ 1, n,

unde bki ∈W 1,∞(0, T ;L∞(Ω)).

Considerăm sisteme de tip reacţie-difuzie de forma

(0.55)

{
Dtyi + Liyi + L1

i yi + fi(y1, ..., yn) = gi, (0, T )× Ω,

βi(x) ∂yi
∂nAi

+ ηi(x)yi = 0, (0, T )× ∂Ω,

unde gi ≥ 0, i = 1, n sunt surse interne acţionând ı̂n fiecare ecuaţie a sis-
temului. În cele ce urmează, când se va face referire la o funcţie vectorială
g = (gi)

>
i∈1,n

, spunem că g ≥ 0 atunci când pozitivitatea se verifică pe com-

ponente gi ≥ 0, i = 1, n.

În condiţiile la frontieră, ∂
∂nAi

notează derivata conormală, ∂y
∂nAi

=

〈Ai∇y, n〉, Ai = (ajki )j,k. Se impune ca βi, ηi ∈ C2(∂Ω) astfel ı̂ncât dacă
Σ ⊂ ∂Ω este o componentă conexă a frontierei

(0.56) βi > 0 pe Σ sau βi ≡ 0 şi ηi ≡ 1 pe Σ.
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Cuplajul este asigurat prin neliniarităţile fi : Rn −→ R de clasă C1, cu
fi(0) = 0, i = 1, n şi care verifică următoarele ipoteze:

(H1) (cvasimonotonie) pentru ε0 > 0, ∂fi∂yj
(y1, . . . , yn) ≤ 0, y ∈ Vε0(0) :=

{y ≥ 0, ‖y‖ ≤ ε0}, j 6= i, i, j = 1, . . . , n;
(H2) fi(y1, . . . , yi−1, 0, yi+1, . . . , yn) ≤ 0, i = 1, n, y ≥ 0.

Pentru a descrie cadrul ı̂n care studiem problema inversă introducem
următoarele mulţimi de surse, respectiv mulţimi de soluţii:

Fie G̃ o submulţime compactă a [Lq
′
(Q)]n, q′ = q

q−1 astfel ı̂ncât 0 /∈ G̃.

Pentru q ≥ 2, c̃ > 0, δ̃ > 0 se consideră mulţimile de surse:

(0.57) Gq,δ̃,G̃ =

{
g ∈W 1,1((0, T ); [Lq(Ω)]n) : g ≥ 0

şi ∃g̃ ∈ G̃ a.̂ı.
∫
Q
g · g̃dxdt ≥ δ̃‖g‖Lq(Q)

}
şi

(0.58) Gq,c̃,δ̃,G̃ =


g ∈W 1,1((0, T ); [Lq(Ω)]n) : g ≥ 0,∣∣∣∂g(t,x)

∂t

∣∣∣ ≤ c̃|g(θ, x)|, a.e. (t, x) ∈ (0, T )× Ω

şi ∃g̃ ∈ G̃ a.̂ı.
∫
Q
g · g̃dxdt ≥ δ̃‖g‖Lq(Q)

 .

De asemenea, se consideră mulţimea de funcţii (mulţime căreia presupunem
a priori că ı̂i aparţin soluţiile sistemului parabolic studiat):

(0.59) Fq,M = {y ∈ [W 2,1
q (Q) ∩ L∞(Q)]n : y ≥ 0, ‖y‖L∞(Q) ≤M}.

Principalele rezultate privind stabilitatea sistemului neliniar sunt enunţate
ı̂n următoarele două teoreme:

Teorema 5.1 (estimări de stabilitate ı̂n Lq) Fie 2 ≤ q < ∞, δ̃ >

0,M > 0 şi G̃ ⊂ Lq
′
(Q) o mulţime compactă cu 0 6∈ G̃. Se presupune că

sursele sistemului (0.55) aparţin mulţimii Gq,δ̃,G̃ şi soluţiile corespunzătoare
satisfac y ∈ Fq,M .
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Dacă una dintre următoarele condiţii privind neliniaritatea f are loc:

(A) f satisface ipoteza (H1) ı̂n ı̂ntreg conul y ≥ 0,

sau

(B) q > N+2
2 şi f satisface ipotezele (H1), (H2),

atunci are loc o estimate Lq: există C = C(δ̃,M, G̃) > 0 astfel ı̂ncât

(0.60) ‖g‖Lq(Q) ≤ C‖y‖Lq(Qω).

Teorema 5.2 (estimări de stabilitate ı̂n L∞) Fie % ∈ (0, 1), q = N+1
1−%

şi θ ∈ (0, T ) un moment intermediar de observare. Fie δ̃ > 0, M > 0 şi

G̃ ⊂ Lq′(Q) o mulţime compactă, 0 6∈ G̃ astfel ı̂ncât sursele din (0.55) aparţin
mulţimii Gq,c̃,δ̃,G̃ ∩ C%(Q) iar soluţiile asociate y ∈ Fq,M . Se presupune de

asemenea că una dintre condiţiile (A) sau (B) are loc.

Atunci există C = C(%, c̃, δ̃,M) > 0 astfel ı̂ncât:

(0.61) ‖g‖L∞(Q) ≤ C(‖y‖Lq(Qω) + ‖y(θ, ·)‖C2+%(Ω)).

Metoda de a obţine estimări ale sursei sistemului neliniar este de a com-
bina estimări apriori pentru soluţie cu estimări ale sursei pentru sisteme
liniare asociate şi care, ı̂ntr-un anumit sens, aproximează modelul neliniar.
Rezultatele din cazul liniar dau informaţii asupra sursei ı̂n problema neliniară
ı̂n ipoteze de mărginire ı̂n L∞ pentru familia de soluţii.

Aşadar, pentru ı̂nceput studiem o problemă parabolică liniară, cu aceeaşi
parte principală cu a sistemului neliniar (0.55), ı̂n care componentele sistemu-
lui satisfac una din condiţiile omogene la frontieră Dirichlet, Neumann sau
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Robin:

(0.62)

{
Dtyi + Liyi + L1

i yi + L0
i y = gi, (0, T )× Ω,

βi(x) ∂yi
∂nAi

+ ηi(x)yi = 0, (0, T )× ∂Ω,
i = 1, n

unde gi ≥ 0, i = 1, n sunt sursele interne iar βi, ηi sunt date ca ı̂n (0.56).

Operatorii de ordin inferior sunt daţi de (w ieste o funcţie scalară, y este
o funcţie vectorială):

(0.63) L1
iw =

∑
k=1,N

bkiDkw, L0
i y =

∑
l=1,n

cliyl, i = 1, n,

cu coeficienţi bki , c
l
i ∈ W 1,∞(0, T ;L∞(Ω)), iar cuplajul este doar ı̂n termenii

de ordin zero.

Scopul este de a obţine estimări ı̂n norme Lq şi L∞ pentru sursa g =
(gi)
>
i=1,n

∈ Gq,δ̃,G̃ ı̂n funcţie de observaţii asupra soluţiei măsurate ı̂n Qω.

Rezultatul ı̂n cazul liniar este următorul:

Teorema 5.3. Fie 2 ≤ q < ∞, δ̃ > 0, c̃ > 0 şi G̃ ⊂ Lq
′
(Q) o mulţime

compactă cu 0 6∈ G̃. Pentru surse g din Gq,δ̃,G̃ şi soluţii corespunzătoare y

ale sistemului (0.62), y ∈ [W 2,1
q (Q)]n, există C = C(δ̃, q) > 0, astfel ı̂ncât

(0.64) ‖g‖Lq(Q) ≤ C‖y‖Lq(Qω).

În plus, pentru θ ∈ (0, T ), % ∈ (0, 1) şi surse g din Gq,δ̃,c̃,G̃∩C%(Q) cu soluţiile

corespunzătoare y ale sistemului (0.62) y ∈ [W 2,1
q (Q)]n, există C = C(δ̃, q) >

0, astfel ı̂ncât

(0.65) ‖g‖L∞(Q) ≤ C(‖y‖Lq(Qω) + ‖y(θ, ·)‖C2+%(Ω)).

Demonstraţia teoremei anterioare se bazează pe estimări Carleman ı̂n
norme Lq pentru sisteme parabolice cu condiţii omogene la frontieră (de tip
Dirichlet, Neumann sau Robin) şi un argument bazat pe principiul de maxim
pentru sisteme de ecuaţii parabolice.
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Fie un sistem liniar parabolic slab cuplat de forma (0.62) pentru care
operatorul de frontieră este dat prin

By = (Biyi)i=1,n,Biyi = βi(x)
∂yi
∂nAi

+ ηi(x)yi, i = 1, n.

În ipoteza suplimentară că termenii din afara diagonalei principale a
matricii coeficienţilor lui L0 sunt negativi,

(0.66) cli ≤ 0, i 6= l, i, l ∈ 1, n,

rezultele din [87], [3] asigură că dacă yi(0, ·) ≥ 0 ı̂n Ω atunci yi ≥ 0 ı̂n ı̂ntreg

domeniul (0, T )×Ω. În plus, dacă soluţia se anulează ı̂ntr-un punct interior
(t0, x0) ∈ (0, T )× Ω atunci y ≡ 0 ı̂n subcilindrul {(t, x)|t < t0, x ∈ Ω}.

Rezultatul principal privind estimările Carleman ı̂n norme Lq pentru
sisteme de ecuaţii liniare (0.62) utilizează câteva funcţii auxiliare. Dat ω ⊂⊂
Ω se consideră funcţia ψ ∈ C2(Ω) astfel ı̂ncât

1

3
≤ ψ ≤ 4

3
, ψ|∂Ω =

1

3
, {x ∈ Ω : |∇ψ(x)| = 0} ⊂⊂ ω.

Se introduc de asemenea funcţiile pondere

(0.67) ϕ(t, x) :=
eλψ(x)

t(T − t)
, α(t, x) :=

eλψ(x) − e1.5λ‖ψ‖C(Ω)

t(T − t)
.

Rezultatul privind estimările Carleman Lq pentru sistemul liniar (0.62) este
următorul:

Propozitie 5.1. (estimări Carleman ı̂n Lq) Fie g ∈ (Lq(Q))n, cu 2 ≤
q < ∞. Există s0 = s0(q), λ0 = λ0(q), astfel ı̂ncât dacă λ > λ0, s′, s > s0,
s′

s > Γ > 1, atunci există C = C(q,Γ)astfel ı̂ncât soluţiile y ∈ W 2,1
q (Q) ale

(0.62), satisfac estimarea:
(0.68)

‖yes
′α‖Lq(Q) + ‖(Dy)es

′α‖Lq(Q) + ‖(D2y)es
′α‖Lq(Q) + ‖(Dty)es

′α‖Lq(Q)

≤ C
[
‖gesα‖Lq(Q) + ‖yesα‖L2(Qω)

]
.
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Partea a patra

Regularitate şi estimări Carleman ı̂n spaţii Lq(Lp) pentru prob-
leme parabolice

Capitolul 6. Asupra regularităţii parabolice, scufundărilor de
tip Sobolev şi estimărilor Carleman globale ı̂n spaţii Lq(Lp). În acest
capitol sunt expuse o serie de rezultate din teoria spaţiilor de funcţii, din
teoria spaţiilor de interpolare şi regularitatea parabolică, subiecte cărora le
este dedicată o literatură ştiinţifică foarte vastă. Rezultatele de regularitate
parabolică prezentate pot fi probabil deduse din literatura existentă asupra
subiectului, ı̂nsă am ales să facem o prezentare ı̂ntr-o formă concentrată,
având ı̂n vedere aplicaţiile la problemele studiate ı̂n teză. Rezultatele de
regularitate parabolică obţinute sunt mai apoi folosite pentru a obţine un
rezultat de scufundare de tip Sobolev pentru spaţii anizotrope şi neomogene
W 2,1
p,q (Q). De asemenea, se discută inegalităţi de tip Gagliardo-Nirenberg

pentru spaţii anizotrope iar argumentele de “bootstrap” şi de regularitate
sunt folosite pentru a stabili estimări Carleman ı̂n spaţii Lq(Lp), q, p > 2
pentru ecuaţii parabolice neomogene.

Fie Ω ⊂ Rn, n ≥ 2 un domeniu mărginit cu frontieră ∂Ω netedă şi
Q = (0, T )× Ω. Se consideră probleme parabolice de forma

(0.69)

 Dty(t, x) + Ly(t, x) = f(t, x) t ∈ (0, T ), x ∈ Ω,
y(t, x) = 0 t ∈ (0, T ), x ∈ ∂Ω,
y(0, x) = y0(x) x ∈ Ω,

unde L este un operator uniform eliptic de forma

(0.70) Ly = −
n∑

j,k=1

Dj(ajkDky) +

n∑
k=1

bkDky + cy.

Coeficienţii satisfac ipotezele de regularitate ajk ∈ W 1,∞(Ω), bk, c ∈ L∞(Ω)
iar coeficienţii părţii principale satisfac, pentru µ > 0, condiţia de elipticitate

(0.71)

n∑
j,k=1

ajk(x)ξjξk ≥ µ|ξ|2, ∀ξ ∈ Rn, x ∈ Ω.
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Pentru p, q ∈ [1,∞) se consideră spaţiile (v. [102, 103]):

W 2,1
p,q (Q) = Lq(W 2,p(Ω)) ∩W 1,q(Lp(Ω)).

Unul dintre rezultatele principale ale acestui capitol se referă la scufundări
de tip Sobolev pentru spaţii W 2,1

p,q (Q), iar metoda de abordare se bazează pe
regularitatea fluxului generat de un operator eliptic.

Pentru operatorul diferenţial L cu condiţii omogene la frontieră se con-
sideră realizarea sa ı̂n spaţii Lp, care ia ı̂n considerare rezultatele de regu-
laritate ı̂n spaţii Lp pentru ecuaţii eliptice (v. [58]); definiţia este dată de

A = Ap : D(A) = W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω) cu Au = Lu, u ∈ D(A).

Fără a restrânge generalitatea se poate presupune ca operatorul L este
pozitiv. În plus, −A generează un semigrup analitic ı̂n Lp. Principiul de
maxim aplicat operatorului L asigură faptul că (λI + A)−1 păstrează pozi-
tivitatea şi astfel A = Ap are puteri imaginare mărginite.

Teorema 6.5. Operatorul A = Ap cu p ∈ (1,∞), realizarea ı̂n Lp a
operatorului eliptic L cu condiţii omogene pe frontiera ∂Ω, are proprietatea
că pentru γ ∈ (0, 1) are loc

D(Aγ) = [Lp(Ω),W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω)]γ .

( [X,Y ]γ reprezintă spaţiul de interpolare complexă ı̂ntre spaţiile Banach X
şi Y .)

Relaţiile ı̂ntre domeniile puterilor fracţionare ale operatoruluiA şi spaţiile
Sobolev-Slobodeckii sunt redate ı̂n propoziţia următoare:

Propoziţia 6.1. Fie γ ∈ (0, 1). Atunci, pentru p ≥ 2, au loc scu-
fundările continue

D(Aγ) ⊂ H2γ,p(Ω) ⊂W 2γ,p(Ω),

iar pentru 1 < p < 2 şi γ′ < γ,

D(Aγ) ⊂ H2γ,p(Ω) ⊂W 2γ′,p(Ω).
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Fie X = Lp(Ω) şi problema parabolică cu dată iniţială nulă:

(0.72) y′ +Ay = f, y(0) = 0, t ∈ (0, T ),

cu A realizarea ı̂n Lp a operatorului L cu condiţii Dirichlet omogene. Se
cunoaşte că D(A) = W 2,p ∩W 1,p

0 (Ω). Soluţia mild e dată de formula

(0.73) y(t) =

∫ t

0

e−(t−s)Af(s)ds.

Scopul ı̂n continuare este de a obţine regularitate pentru soluţie ı̂n Lr(D(Aγ))
iar apoi, folosind relaţiile dintre D(Aγ), spaţiile de potenţial Bessel şi spaţiile
Sobolev-Slobodeckii, ı̂n spaţii de tip Lr(Hs,p(Ω)) şi Lr(W s,p(Ω)), pentru
s > 0, r > 1 potriviţi.

Propoziţia 6.2. Fie q, p ∈ (1,∞) şi f ∈ Lq(Lp(Ω)). Pentru r ∈ (q,∞]
şi θ = 2 + 2

r −
2
q , soluţia mild y a (0.72), dată prin (0.73), satisface estimarea

de regularitate:

(0.74) ‖y‖Lr(Hθ,p(Ω))) ≤ C‖f‖Lq(Lp(Ω)),

unde C = C(p, q, r).

În plus, pentru r1 ∈ (q,∞) dacă q ≥ 2 şi pentru r1 ∈
(
q, 2q

2−q

]
dacă

q ∈ (1, 2), alegând θ̃ = 1 + 2
r1
− 2

q , derivatele spaţiale de ordinul ı̂ntâi ale

soluţiei mild y satisfac estimarea de regularitate:

(0.75) ‖Dy‖Lr1 (H θ̃,p(Ω)) ≤ C̃‖f‖Lq(Lp(Ω)).

unde C̃ = C̃(p, q, r1).

Corolarul 6.1. Pentru r ∈ (q,∞) şi θ = 2 + 2
r −

2
q au loc estimările:

• dacă θp ≤ n, alegând p̃ ≤ np
n−θp dacă θp < n şi alegând p̃ ∈ [p,∞)

dacă θp = n,

‖y‖Lr(Lp̃(Ω))) ≤ C(p, q, r, p̃)‖f‖Lq(Lp(Ω));
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• dacă θp > n, atunci y ∈ Lr(Ck+α(Ω)) cu α ∈ (0, 1], k ∈ {0, 1}, k +
α = θ − n

p şi

‖y‖Lr(Ck+α(Ω)) ≤ C(p, q, r, p̃)‖f‖Lq(Lp(Ω)).

Mai mult, pentru r1 ∈ (q,∞) dacă q ≥ 2 şi r1 ∈ (q, 2q
2−q ] dacă q ∈ (1, 2),

notând cu θ̃ = 1 + 2
r1
− 2

q are loc estimarea pentru gradientul soluţiei:

• dacă θ̃p ≤ n, atunci alegând p̃1 ≤ np

n−θ̃p când θ̃p < n şi p̃1 ∈ [p,∞)

când θ̃p = n,

‖Dy‖Lr1 (Lp̃1 (Ω))) ≤ C(p, q, r1, p̃1)‖f‖Lq(Lp(Ω));

• dacă θ̃p > n, atunci y ∈ Lr1(Cα1(Ω)) cu α1 ∈ (0, 1), α1 = θ̃ − n
p şi

‖Dy‖Lr1 (Cα1 (Ω))) ≤ C(p, q, r1, p̃)‖f‖Lq(Lp(Ω)).

În ce priveşte scufundările de tip Sobolev pentru spaţiul W 2,1
p,q (Q), are loc:

Teorema 6.8. Fie u ∈W 2,1
p,q (Q), p, q ∈ (1,∞).

Atunci u ∈ Z1, unde

Z1 =


Lr(Lp̃(Ω)), r ∈ [q,∞], p̃ ≤ np

n−(2+ 2
r−

2
q )p

, dacă (2 + 2
r −

2
q )p < n,

Lr(Lp̃(Ω)), r ∈ [q,∞], p̃ ∈ [p,∞), dacă (2 + 2
r −

2
q )p = n,

Lr(Ck+α(Ω)), α ∈ (0, 1], k ∈ {0, 1}, k + α = 2 + 2
r −

2
q −

n
p ,

dacă (2 + 2
r −

2
q )p > n

şi există C = C(p, q, r, p̃), respectiv C = C(p, q, r) ı̂n cazul al treilea, astfel
ı̂ncât

‖u‖Z1 ≤ C‖u‖W 2,1
p,q (Q).

Mai mult, Du ∈ Z2 unde

Z2 =


Lr1(Lp̃1(Ω)), r1 ∈ [q,∞], p̃1 ≤ np

n−(1+ 2
r1
− 2
q )p

, dacă (1 + 2
r1
− 2

q )p < n,

Lr1(Lp̃1(Ω)), r1 ∈ [q,∞], p̃1 ∈ [p,∞), dacă (1 + 2
r1
− 2

q )p = n,

Lr1(Cα(Ω)), α ∈ (0, 1], α = 1 + 2
r1
− 2

q −
n
p dacă (1 + 2

r1
− 2

q )p > n
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şi există C = C(p, q, r1, p̃1), respectiv C = C(p, q, r1) ı̂n cazul al treilea,
astfel ı̂ncât

‖Du‖Z2
≤ C‖u‖W 2,1

p,q (Q).

Teorema 6.9. Pentru p, q ∈ (1,∞), fie γ ∈ (0, q−1
q ) cu 2γ − n

p > 0

nêıntreg. Atunci spaţiulW 2,1
p,q (Q) este continuu scufundat ı̂n C

q−1
q −γ(Ck+α(Ω)),

unde k ∈ {0, 1}, α ∈ (0, 1), k + α = 2γ − n
p .

Se poate folosi cu uşurinţă Teorema 6.8 pentru a obţine inegalităţi de
interpolare de tip Gagliardo-Nirenberg ı̂ntre spaţii W 2,1

p,q (Q) şi Lσ(Lτ (Ω)),

cu p, q, σ, τ ∈ (1,∞). Dacă W 2,1
p,q (Q) ⊂ Lr(Lp̃)(Ω) cu incluziune continuă şi

u ∈W 2,1
p,q (Q) ∩ Lσ(Lτ (Ω)), atunci u ∈ [Lr(Lp̃(Ω)), Lσ(Lτ (Ω))]θ, θ ∈ (0, 1) şi

‖u‖Lσθ (Lτθ (Ω)) ≤ C(θ, p, q, σ, τ)‖u‖1−θ
W 2,1
p,q (Q)

‖u‖θLσ(Lτ (Ω)),

unde 1
σθ

= θ
σ + 1−θ

r iar 1
τθ

= θ
τ + 1−θ

p̃ .

Fie ω ⊂⊂ Ω. Se poate construi (v. [57]) o funcţie auxiliară ψ cu
proprietăţile:

ψ0 ∈ C2(Ω), 0 < ψ0 ı̂n Ω, ψ0|∂Ω = 0, {x ∈ Ω : |∇ψ0(x)| = 0} ⊂⊂ ω.

Se notează cu

(0.76) ψ := ψ0 +K,

unde K > 0 este o constantă pozitivă fixată astfel ı̂ncât supψ
inf ψ < δ suficient de

mic de mic (v. [55]). De asemenea, se introduc funcţiile auxiliare pondere:
pentru s, λ > 0,

(0.77) ϕ(t, x) :=
eλψ(x)

t(T − t)
, α(t, x) :=

eλψ(x) − e1.5λ‖ψ‖C(Ω)

t(T − t)
.

Teorema 6.10. Fie f ∈ Lq(Lp(Ω)), p, q ∈ [2,∞) şi k0 ∈ R. Atunci ex-
istă m = m(q, p) ∈ N, λ0 = λ0(p, q, k0), s0 = s0(p, q, k0) şi C = C(p, q, k0) >
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0 astfel ı̂ncât pentru orice λ ≥ λ0, s ≥ s0 are loc inegalitatea:
(0.78)
‖ϕk0−2myesα‖Lq(Lp(Ω)) + s−1λ−1‖ϕk0−2m−1Dyesα‖Lq(Lp(Ω))

≤C[s2mλ2m‖ϕk0+1yesα‖L2(Qω) + s2m− 3
2λ2m−2‖ϕk0− 1

2 fesα‖Lq(Lp(Ω))]

≤C[s2mλ2m‖ϕk0+1yesα‖Lq(Lp(ω)) + s2m− 3
2λ2m−2‖ϕk0− 1

2 fesα‖Lq(Lp(Ω))].
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[34] Ovidiu Cârjă, Mihai Necula, and Ioan I. Vrabie. Viability, invariance and appli-
cations, volume 207 of North-Holland Mathematics Studies. Elsevier Science B.V.,

Amsterdam, 2007.

[35] Thierry Cazenave and Alain Haraux. An introduction to semilinear evolution equa-
tions, volume 13 of Oxford Lecture Series in Mathematics and its Applications. The

Clarendon Press, Oxford University Press, New York, 1998. Translated from the

1990 French original by Yvan Martel and revised by the authors.
[36] Mourad Choulli. Une introduction aux problèmes inverses elliptiques et paraboliques,
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Paris, 1988. Perturbations.
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