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1 Preliminarii

Motivaţia acestei lucrări derivă atât din nevoia de a dezvolta modele dinamice

pentru studiul orbitelor ı̂n jurul corpurilor având forme neregulate, cât şi din utilita-

tea practică a acestor modele ı̂n proiectarea misiunilor spaţiale viitoare. Multe dintre

obiectele studiate nu posedă un mediu gravitaţional cunoscut a priori, ı̂n consecinţă,

simulările numerice şi abordările analitice devin instrumente indispensabile ı̂n evalu-

area riscurilor, stabilităţii şi fezabilităţii unor traiectorii orbitale sigure.

Lucrarea de faţă se ı̂nscrie astfel ı̂n efortul internaţional de a caracteriza din punct

de vedere dinamic spaţiul din jurul corpurilor mici ale Sistemului Solar, cu implicaţii

directe asupra siguranţei şi eficienţei explorării automate sau umane a acestor regiuni

spaţiale.

Tema de cercetare vizează două obiective esenţiale, şi anume: modelarea dinamicii

şi analiza stabilităţii.

Modelarea dinamicii este un proces matematic complex, prin intermediul căruia

are loc definirea unor modele utilizând ecuaţii diferenţiale care iau ı̂n considerare efec-

tele perturbatoare, precum nesfericitatea asteroidului, rotaţia sa, atracţia solară şi pre-

siunea radiaţiei solare. În prezenta lucrare, modelarea dinamicii are la bază mai multe

concepte cheie, şi anume: abordarea carteziană, formalismul hamiltonian, utilizarea

elementelor Milankovitch, dar şi implementarea unor propagatoare numerice, indica-

tori de haos, programe de calcul ce permit studiul modelelor (vezi Scheeres (2012);

Celletti (2010)).

Cel de-al doilea obiectiv menţionat mai sus, respectiv analiza stabilităţii, implică

concepte şi procedee de bază ı̂n mecanica cerească şi sistemele dinamice, precum de-

terminarea tipurilor de rezonanţe, locaţia acestora, efectele induse pe termen mediu

şi lung, reducerea modelelor generale la modele simplificate (de exemplu, la un pen-

dul matematic perturbat), care caracterizează cu o suficient de bună acurateţe evoluţia

elementelor orbitale. Procedee matematice la fel de importante folosite ı̂n această lu-

crare sunt determinarea punctelor de echilibru, a curbelor separatoare, caracterizarea

tipurilor de mişcări (oscilatorii, circulatorii sau haotice), dar şi studiul analitic (dublat

printr-un studiu numeric) a evoluţiei planelor orbitale.
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2 Modelarea dinamicii ı̂n jurul corpurilor nesferice

Este propus un model general care descrie mişcarea unei particule infinitezimale,

notată cu P , a cărei masă este neglijabilă ı̂n comparaţie cu masa oricărui alt obiect din

sistem, aflată pe o orbită ı̂n jurul unui corp nesferic (un asteroid sau o cometă). Se pre-

supune că obiectul nesferic, notat cu A, se mişcă ı̂n jurul Soarelui pe o orbită kepleriană

şi se roteşte uniform ı̂n jurul unei axe fixe, aliniată cu axa corpului (adică axa principală

cu cel mai mare moment de inerţie). Particula P este supusă atracţiei gravitaţionale a

corpului A, atracţiei gravitaţionale a Soarelui şi presiunii radiaţiei solare.

Axa de rotaţie a corpului A rămâne fixă ı̂n timpul mişcării orbitale. Aceasta inter-

sectează sfera cerească ı̂n două puncte, numite polul pozitiv şi, respectiv, polul negativ.

Notăm prin PA polul pozitiv. Atunci, ı̂n coordonate ecliptice, poziţia lui PA este dată

de (λ, β), considerate cunoscute ı̂n acest studiu, unde λ ∈ [0◦, 360◦) este longitudinea

ecliptică şi β ∈ [−90◦, 90◦] este latitudinea ecliptică (vezi Cunningham (1985)).

Conform ipotezelor de mai sus, λ şi β nu variază ı̂n timp, iar planul ecuatorial

al corpului nesferic A nu ı̂şi schimbă poziţia faţă de planul ecliptic. Din acest mo-

tiv, mişcarea corpului infinitezimal P este raportată la sistemul cvasi-inerţial Re
A =

{A; e1, e2, e3}, unde e3 este vectorul unitar al dreptei care uneşte centrul de masă al lui

A cu polul pozitiv al corpului nesferic A, e1 = e3×i3
|e3×i3| , iar e2 = e3 × e1.

În final, se introduce un sistem de referinţă sinodic Rf
A = {A; f1, f2, f3}, centrat ı̂n

centrul de masă al corpului nesferic A, unde f3 = e3, iar f1 şi f2 se rotesc cu aceeaşi viteză

unghiulară ca şi corpul A. Notăm cu θ unghiul de rotaţie, şi anume unghiul dintre e1

şi f1. Deoarece corpul A se roteşte uniform ı̂n jurul axei sale, unghiul θ variază liniar ı̂n

timp. Presupunem că θ̇ şi θ0, unde θ0 = θ(t0) la un moment dat t0, sunt cunoscute.

Fie r vectorul de poziţie al particulei infinitezimale P cu coordonatele (x, y, z) ı̂n

sistemul cvasi-inerţial Re
A şi (X, Y, Z) ı̂n sistemul sinodic Rf

A:

r = xe1 + ye2 + ze3 = Xf1 + Y f2 + Zf3 .

În sistemul de referinţă centrat ı̂n asteroid, Re
A, mişcarea particulei P este descrisă

de ecuaţia:

r̈ = −G
∫
VA

ρ(rM)
r− rM
|r− rM |3

dVA − GmS

( r− rS
|r− rS|3

+
rS
|rS|3

)
+ Cr

A
m
P⊙a

2
⊙

r− rS
|r− rS|3

, (1)

unde G reprezintă constanta gravitaţională, ρ(rM) este densitatea ı̂ntr-un punct M(rM)
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din volumul VA al asteroidului, mS este masa Soarelui, rS este vectorul de poziţie al

Soarelui faţă de centrul asteroidului A, rS = |rS|, Cr este coeficientul de reflexivi-

tate adimensional (fixat la 1 ı̂n această lucrare), depinzând de proprietăţile optice ale

suprafeţei particulei infinitezimale, P⊙ = 4.56 · 10−3 [ kg
kms2

] este presiunea radiaţiei pen-

tru un obiect situat la a⊙ = 1 [AU ] faţă de Soare şi A/m este raportul arie pe masă, unde

A este secţiunea transversală a particulei P şi m masa acesteia.

Relaţia (1) poate fi rescrisă sub forma:

r̈ = −R3(θ)∇FV (r) +GmS∇I

( 1

|r− rS|
− r · rS

|rS|3
)

− Cr
A
m
P⊙a

2
⊙ ∇I

( 1

|r− rS|

)
, (2)

unde notăm prin ∇F şi ∇I gradientul ı̂n reperele sinodic şi cvasi-inerţial, iar potenţialul

gravitaţional datorat corpului nesferic este dat sub forma:

V (r) = −G
∫
VA

ρ(rM)

|r− rM |
dVA. (3)

În prezenta lucrare, accentul se pune pe stabilitatea orbitală pe termen mediu (şi

lung) ı̂n jurul unui corp nesferic A, adică pe scări de timp mult mai mari decât perioada

de rotaţie a corpului A. În plus, se presupune că orbitele studiate sunt situate ı̂n afara

sferei Brillouin a corpului A. În acest context, abordarea folosind funcţii armonice

sferice oferă rezultate precise, cu condiţia ca dezvoltarea potenţialului gravitaţional V

să fie luată până la un grad şi un ordin suficient de mari.

Potenţialul gravitaţional V poate fi dezvoltat ı̂n serie de funcţii armonice sferice

după cum urmează (vezi Kaula (1961, 1966)):

V (r, ϕ, χ) = −GmA

r

∞∑
n=0

(RA

r

)n
n∑

m=0

Pnm(sinϕ)(Cnm cosmχ+ Snm sinmχ), (4)

unde mărimile Pnm sunt polinoamele Legendre asociate.

Deoarece potenţialul V este dezvoltat ı̂n serii de puteri ale raportului RA/r, mag-

nitudinea termenilor armonici scade odată cu creşterea gradului n şi a distanţei r faţă

de asteroid. În cadrul acestei lucrări, se presupun a fi cunoscuţi coeficienţii armonici

Cnm şi Snm, pentru 0 ≤ m ≤ n ≤ nmax cu nmax = 4.

Figura 1 prezintă o comparaţie ı̂ntre intensitatea diferitelor forţe care acţionează

asupra unei particule P care se roteşte ı̂n jurul asteroidului (4) Vesta (stânga) şi, res-

pectiv, (433) Eros (dreapta). Graficele ilustrează influenţa următoarelor perturbaţii:

4



Figura 1: Ordinul de magnitudine al diferitelor tipuri de perturbaţii ca funcţie de
distanţa faţă de centrul corpului nesferic A. În stânga este prezentat cazul asteroi-
dului Vesta, ı̂n timp ce ı̂n dreapta este inclus cazul asteroidului Eros. Curbele colorate
indică influenţa: termenului asociat acţiunii gravitaţionale a corpului nesferic (negru),
J2 (verde), J22 (roşu), J3 (albastru), J4 (roz), atracţia Soarelui (galben), a planetei Ju-
piter (portocaliu) şi presiunea radiaţiei solare (SRP) pentru A/m = 0.01 [m2/kg] (li-
nia orizontală punctată neagră). Liniile punctate verticale indică locaţia principalelor
rezonanţe teserale.

termenul monopolar al forţei gravitaţionale exercitate de corpul central (negru), nesfe-

ricitatea corpului central A, limitată la coeficienţii J2 (verde), J22 (roşu), J3 (albastru),

J4 (roz), atracţia Soarelui (galben), a planetei Jupiter (portocaliu) şi presiunea radiaţiei

solare (SRP) pentru A/m = 0.01 [m2/kg] (linia orizontală punctată neagră). Liniile

verticale punctate negre indică poziţia principalelor rezonanţe teserale, care vor fi dis-

cutate ı̂n secţiunile următoare.

Figura 2: Evoluţia elementelor orbitale ale unei orbite din jurul asteroidului Eros,
ţinând cont de efectele perturbatorii induse de Soare, de presiunea radiaţiei solare pen-
tru A/m = 0.001 [m2/kg] şi de termenii armonici până la ordinul şi gradul n = m = 4.
Condiţiile iniţiale sunt a = 65 km, e = 0.1, i = 20◦, M = 50◦ ω = 30◦, Ω = 40◦, iar epoca
iniţială este J2000.0.
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Evident, ı̂n vecinătatea corpului A, rolul cel mai important ı̂l joacă termenul aso-

ciat forţei gravitaţionale exercitate de corpul atractor. Apoi, până la o distanţă de câteva

raze RA faţă de sfera Brillouin a corpului A, o influenţă semnificativă este dată de nesfe-

ricitatea corpului A. Atracţia Soarelui devine importantă la distanţe din ce ı̂n ce mai

mari de corpul A. În ceea ce priveşte efectele lui Jupiter, cu excepţia cazurilor ı̂n care

corpul A ı̂ntâlneşte (sau se apropie de) Jupiter, atracţia planetei este neglijabilă şi este

ignorată ı̂n prezenta teză. Fiecare grafic din figura 1, chiar şi cel care compară forţele

care acţionează asupra unui corp alungit precum Eros, arată că, ı̂ncepând de la o anu-

mită distanţă de sfera Brillouin a corpului A, toate forţele sunt cu cel puţin un ordin

de mărime mai mici decât termenul monopolar al forţei gravitaţionale exercitate de

A. Aceasta ı̂nseamnă că, dacă distanţa minimă faţă de sfera Brillouin rămâne suficient

de mare ı̂n timpul mişcării particulei P ı̂n jurul lui A, atunci dinamica poate fi mode-

lată ca o problemă a celor două corpuri perturbată. Efectele nesfericităţii corpului A,

atracţia Soarelui şi presiunea radiaţiei solare pot fi tratate ca perturbaţii. Într-adevăr,

ı̂n cazul asteroidului Eros, nesfericitatea şi celelalte două perturbaţii induc pe termen

scurt, mediu şi lung variaţii ale elementelor orbitale, aşa cum relevă figura 2.

Trecerea de la formularea carteziană la cea hamiltoniană permite o abordare struc-

turată şi analitică a dinamicii orbitale, facilitând studiul comportamentului pe termen

lung prin identificarea termenilor seculari şi a condiţiilor de rezonanţă. Această for-

mulare este deosebit de eficientă pentru studiul dinamic al sistemelor perturbate. În

particular, metodele mecanicii Hamilton sunt ı̂n măsură să abordeze problema stabi-

lităţii orbitale atunci când perturbaţiile sunt datorate nesfericităţii corpului central şi

prezenţei unui al treilea corp.

Analiza dinamicii orbitale pe termen lung se poate realiza prin identificarea ter-

menilor seculari şi rezonanţi din dezvoltarea ı̂n serii a funcţiilor perturbatoare şi prin

cuantificarea efectelor pe termen mediu şi lung induse de aceşti termeni. Această abor-

dare facilitează identificarea regiunilor stabile, regiunilor de libraţie şi a regiunilor ha-

otice din spaţiul fazelor, precum şi a rezonanţelor critice care determină evoluţia siste-

mului (vezi Murray & Dermott (1999)). De asemenea, formalismul hamiltonian oferă o

eficienţă sporită din punct de vedere computaţional, fiind preferat ı̂n studiul sistemelor

complexe.

6



Potenţialul gravitaţional (4) poate fi rescris sub forma:

V = −GmA

r
− GmA

a

∞∑
n=2

n∑
m=0

(
RA

a

)n

Jnm

n∑
p=0

Fnmp(i)
∞∑

q=−∞

Gnpq(e)Snmpq(M,ω,Ω, θ) . (5)

În relaţia (5), funcţiile Fnmp, denumite funcţii de ı̂nclinaţie ale lui Kaula şi funcţiile

Gnpq, numite funcţii de excentricitate (vezi Kaula (1966)), joacă un rol esenţial. Aceste

funcţii descriu dependenţa potenţialului gravitaţional de ı̂nclinaţia şi excentricitatea

orbitei.

A treia funcţie care apare ı̂n (5) este definită astfel:

Snmpq =

Cnm cosΨnmpq + Snm sinΨnmpq = −Jnm cos Ψ̃nmpq, dacă n−m este par,

−Snm cosΨnmpq + Cnm sinΨnmpq = −Jnm sin Ψ̃nmpq, dacă n−m este impar,
(6)

unde

Ψnmpq = (n− 2p)ω + (n− 2p+ q)M +m(Ω− θ) = Ψ̃nmpq +mλnm (7)

este argumentul funcţiei trigonometrice.

Deoarece elementele orbitale Υ = (a, e, i,M, ω,Ω) nu sunt variabile canonice, este

convenabilă introducerea elementelor Delaunay (L,G,H,M, ω,Ω), unde acţiunile L, G,

H sunt definite prin:

L =
√
µAa , G = L

√
1− e2 , H = G cos i , (8)

unde µA = GmA.

Hamiltonianul corespunzător poate fi scris sub forma

H = − µ2
A

2L2
+HA(Υ, θ) +HSun(Υ,ΥS) +HSRP (Υ,ΥS) , (9)

unde ΥS = (a∗S, e
∗
S, i

∗
S,M

∗
S, ω

∗
S,Ω

∗
S) desemnează elementele orbitale ale Soarelui.

Funcţiile HA, HSun şi HSRP descriu perturbaţiile induse de nesfericitatea şi rotaţia

corpului A, atracţia solară şi presiunea radiaţiei solare.

Kaula (vezi Kaula (1961)) a dedus dezvoltarea geopotenţialului ı̂n funcţie de ele-

mentele orbitale. Deoarece scenariul prezentat este similar cu cel utilizat pentru ca-

racterizarea dinamicii sateliţilor Pământului, se utilizează aceeaşi dezvoltare. Prin ur-

mare, conform Kaula (1961) (vezi şi Kaula (1966)), funcţia hamiltoniană HA poate fi
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exprimată sub forma

HA = −µA

a

∞∑
n=2

n∑
m=0

(RA

a

)n
n∑

p=0

Fnmp(i)
∞∑

q=−∞

Gnpq(e) Snmpq(M,ω,Ω, θ) . (10)

Termenii expresiei (10) se numesc teserali când n ̸= m şi m ̸= 0, sunt denumiţi

sectoriali când n = m ̸= 0 şi se numesc zonali când n ̸= 0 şi m = 0.

Introducem următoarea funcţie definită pe mulţimea numerelor ı̂ntregi pozitive

şi cu valori reale:

µ
SSRP

(l) =

 −Cr
A
m
P⊙a

2
⊙ , dacă l = 1 ,

GmS − Cr
A
m
P⊙a

2
⊙ , dacă l ∈ N\{0, 1} .

(11)

Pentru a exprima funcţia perturbatoare datorată Soarelui şi presiunii radiaţiei so-

lare, se poate utiliza dezvoltarea lui Kaula (vezi Kaula (1962)) ı̂n elementele orbitale

Υ ale particulei infinitezimale şi ΥS ale Soarelui. Funcţia are o exprimare după cum

urmează:

HSun +HSRP = −
∞∑
l=1

l∑
m=0

l∑
p=0

l∑
h=0

∞∑
q=−∞

∞∑
j=−∞

µ
SSRP

(l)
al

(a∗S)
l+1

ϵm
(l −m)!

(l +m)!

× Flmph(i, i
∗
S)Hlpq(e)Glhj(e

∗
S) cos(φlmphqj) ,

(12)

unde

Flmph(i, i
∗
S) ≡ Flmp(i)Flmh(i

∗
S),

φlmphqj ≡ (l − 2p)ω + (l − 2p+ q)M − (l − 2h)ω∗
S − (l − 2h+ j)M∗

S +m(Ω− Ω∗
S),

(13)

iar ϵm este definit ca

ϵm =

1, dacă m = 0,

2, dacă m ∈ Z∗.

Funcţiile Hlpq(e) şi Glhj(e
∗
S) corespund coeficienţilor Hansen X l,l−2p

l−2p+q(e) şi, respec-

tiv, X−(l+1),l−2h
l−2h+j (e∗S) (vezi Giacaglia (1976)).

Pentru a studia comportamentul pe termen lung al orbitelor ı̂ndepărtate, vom uti-

liza un model dublu-mediat, ı̂n care funcţiile perturbatoare sunt mediate atât ı̂n raport

cu anomalia medie a satelitului, cât şi cu cea a Soarelui. În acest model, perturbaţiile
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semnificative sunt cele generate de termenul J2 şi de atracţia gravitaţională a Soare-

lui. Alegerea elementelor Milankovitch (vezi Milankovitch (1939)) este justificată de

faptul că această formulare permite obţinerea unor rezultate analitice relevante pentru

caracterizarea evoluţiei elementelor orbitale.

Construcţia modelului se bazează pe următoarele considerente. În primul rând,

observăm că, prin considerarea exclusivă a perturbaţiilor datorate termenului J2 şi

atracţiei Soarelui, ecuaţia mişcării (1) se simplifică la:

r̈+
µ0

r3
r = ∇IU , (14)

unde µ0 = Gm0, µS = GmS şi U este funcţia perturbatoare dată prin

U = −µ0R
2
0J2

r3

(3
2

z2

r2
− 1

2

)
+µS

( 1

|r− rS|
− r · rS

|rS|2
)
. (15)

Deoarece r ≪ rS , păstrăm doar termenii până la gradul l = 2 ı̂n următoarea dezvoltare

1

|r− rS|
=

1

|rS|

∞∑
l=0

(
|r|
|rS|

)l

Pl(cosΘ) ,

unde Θ este unghiul dintre r şi rS , iar Pl sunt polinoamele Legendre.

Ulterior, aplicând o mediere atât peste anomalia medie a satelitului, cât şi peste

anomalia medie a Soarelui, deducem că funcţia perturbatoare dublu-mediată are următoarea

formă (vezi Allan & Cook (1964)): U = na2U∗, cu

U∗ =
ω0

(1− e2)3/2

(
1

2
(R ·RA)

2 − 1

6

)
+ ω1

(
1

2
(1− e2)(R ·RS)

2 + e2
(
1− 5

2
(P ·RS)

2
))

,

(16)

unde n este viteza unghiulară medie a particulei şi ω0 =
3nJ2R2

0

2a2
, ω1 =

3µS

4na3S(1−e2S)
3/2 .

În ecuaţia (16), vectorii unitari R şi P sunt asociaţi orbitei particulei. Vectorul

R reprezintă normala pozitivă a planului orbital, iar P este un vector situat ı̂n planul

orbital, orientat spre pericentru. Vectorul unitar RA este aliniat cu axa de rotaţie a

asteroidului, adică RA = e3 = f3, iar vectorul unitar RS este perpendicular pe planul

orbital al Soarelui.

În cele din urmă, considerând elementele vectoriale e şi h definite de

e = eP, h = (1− e2)1/2R , (17)
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evoluţia elementelor orbitale este descrisă de ecuaţiile (vezi Allan & Cook (1964))

ḣ = h× ∂U∗

∂h
+ e× ∂U∗

∂e
, ė = e× ∂U∗

∂h
+ h× ∂U∗

∂e
. (18)

Funcţia perturbatoare U∗ poate fi exprimată ı̂n termeni ai elementelor vectoriale h şi e

sub forma

U∗ = ω0

(1
2
(1− e2)−5/2 (h ·RA)

2 − 1

6
(1− e2)−3/2

)
+ ω1

(
1

2
(h ·RS)

2 + e2 − 5

2
(e ·RS)

2

)
.

(19)

3 Efectele seculare şi lung periodice

Vom analiza dinamica seculară şi lung periodică indusă de armonicele sferice

J2, J3 şi J4. Deşi aceste aspecte sunt suficient de detaliate pentru sateliţii Pământului

(vezi Kozai (1959)), pentru caracterizarea mişcărilor ı̂n medii mult mai perturbate decât

spaţiul circumterestru, precum cele din jurul asteroizilor, este necesară cel puţin o ree-

valuare cantitativă a problemei, luând ı̂n considerare noile valori ale parametrilor.

Considerând dezvoltarea lui HA până la gradul n = 4 şi realizând o mediere după

unghiurile rapide M şi θ, deducem că părţile seculare (care depind doar de a, e şi i) şi

cele lung periodice (care depind şi de ω) sunt:

HA = HJ2 +HJ3 +HJ4 , (20)

unde (conform Roy (2005), Kaula (1966) şi Vallado (2007))

HJ2 =
µAR

2
AJ2

a3

(3
4
sin2 i− 1

2

)
(1− e2)−3/2 ,

HJ3 =
2µAR

3
AJ3

a4

(15
16

sin3 i− 3

4
sin i

)
e(1− e2)−5/2 sinω ,

HJ4 =
µAR

4
AJ4

a5

((
−35

32
sin4 i+

15

16
sin2 i

)3e2
2

(1− e2)−7/2 cos 2ω

+
(105
64

sin4 i− 15

8
sin2 i+

3

8

)(
1 +

3e2

2

)
(1− e2)−7/2

)
.

(21)

Ţinând cont de ecuaţiile planetare ale lui Lagrange (vezi Kaula (1966)), rezultă

că toate elementele orbitale, cu excepţia semiaxei mari, variază ı̂n timp sub influenţa

funcţiilor perturbatoare RJ2 ≡ −HJ2 , RJ3 ≡ −HJ3 şi RJ4 ≡ −HJ4 . Ecuaţiile care

descriu variaţia excentricităţii, ı̂nclinaţiei, anomaliei medii, argumentului periheliului
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şi longitudinii nodului ascendent au forma:

de

dt
= ėJ3 + ėJ4 ,

di

dt
= i̇J3 + i̇J4 ,

dM

dt
=

µ
1/2
A

a3/2
+ ṀJ2 + ṀJ3 + ṀJ4 ,

dω

dt
= ω̇J2 + ω̇J3 + ω̇J4 ,

dΩ

dt
= Ω̇J2 + Ω̇J3 + Ω̇J4 ,

(22)

unde

ṀJ2 =
3J2

√
µAR

2
A

(
3 cos(2i) + 1

)
8a7/2 (1− e2)3/2

,

ω̇J2 =
3J2

√
µAR

2
A

(
3 + 5 cos(2i)

)
8a7/2(1− e2)2

,

Ω̇J2 = −
3J2

√
µAR

2
A cos(i)

2a7/2(1− e2)2
,

ėJ3 = −
3J3

√
µAR

3
A

(
sin(i) + 5 sin(3i)

)
cos(ω)

32a9/2 (e2 − 1)2
,

i̇J3 = −
3eJ3

√
µAR

3
A cos(i)

(
5 cos(2i) + 3

)
cos(ω)

16a9/2 (e2 − 1)3
,

ṀJ3 =
3 (4e2 − 1) J3

√
µAR

3
A

(
sin(i) + 5 sin(3i)

)
sin(ω)

32a9/2e (1− e2)5/2
,

ω̇J3 =

3J3
√
µR3

A csc(i) sin(ω)

(
5
(
7e2 + 1

)
cos(4i)− 3e2 − 4 cos(2i)− 1

)
64a9/2e (e2 − 1)3

,

Ω̇J3 = −
3eJ3

√
µAR

3
A

(
15 cos(2i)− 7

)
cot(i) sin(ω)

16a9/2 (e2 − 1)3
.

(23)

În cazul mişcărilor orbitale ı̂n jurul corpurilor minore, se anticipează că HA in-

duce o dinamică seculară şi de lungă durată mult mai complexă. Dată fiind diversi-

tatea parametrilor implicaţi, o caracterizare globală a efectelor cumulative generate de

HJ2 , HJ3 şi HJ4 devine destul de complicată.

Să presupunem că ne interesează evoluţia orbitelor aproape circulare ı̂n jurul as-

teroidului (4) Vesta, situate la distanţe de câteva raze faţă de centrul său, să zicem

a ≈ 3RA ≈ 795 [km]. Figura 3 arată variaţiile |ėJ3|, |ėJ4| (graficul din stânga sus); |i̇J3|,
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Figura 3: Efecte seculare induse de J2, J3 şi J4 asupra orbitelor aproape circulare ı̂n
jurul asteroidului (4) Vesta. Variaţiile |ėJ3| (albastru), |ėJ4| (roz) (stânga sus); |i̇J3| (al-
bastru), |i̇J4| (roz) (dreapta sus); ω̇J2 (verde), |ω̇J3| (albastru), |ω̇J4| (roz) (stânga jos);
Ω̇J2 (verde), |Ω̇J3| (albastru), |Ω̇J4| (roz) (dreapta jos), ca funcţii de ı̂nclinaţie şi pentru
următoarele valori fixe ale semiaxei mari, excentricităţii şi argumentului periheliului:
a = 3RA = 795 km, unde RA = 265 km este raza de referinţă, e = 0.01, iar ω a fost ales
astfel ı̂ncât |ṡJk | să fie maxim, unde s este elementul orbital ı̂n discuţie şi k ∈ {3, 4}.

Figura 4: Evoluţia elementelor orbitale ale unei orbite ı̂n jurul asteroidului (4) Vesta,
propagată utilizând ecuaţiile carteziene ale mişcării (cu roşu), ecuaţiile mişcării ı̂n va-
riabilele nesingulare definite ı̂n Giacaglia (1977) (cu verde) şi hamiltonianul H obţinut
prin medierea lui H definit ı̂n (9), ı̂n raport cu unghiurile M şi θ (cu albastru). Fiecare
model ia ı̂n considerare efectele perturbatoare datorate nesfericităţii corpului A, ale
Soarelui şi ale presiunii radiaţiei solare pentru A/m = 0.01 [m2/kg]. Condiţiile iniţiale
sunt: a = 795 [km], e = 0.005, i = 35◦, M = 50◦, ω = 30◦, Ω = 40◦, iar epoca iniţială este
J2000.0.
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|i̇J4 | (graficul din dreapta sus); ω̇J2 , |ω̇J3 |, |ω̇J4| (stânga jos); Ω̇J2 , |Ω̇J3|, |Ω̇J4| (dreapta

jos), ı̂n funcţie de ı̂nclinaţia i şi pentru a = 795 [km], e = 0.01 şi ω ales astfel ı̂ncât

|ṡJk | să fie maxim, unde s este elementul orbital ı̂n discuţie şi k ∈ {3, 4}. Efectele in-

duse de HJ2 sunt seculare (adică ω̇J2 şi Ω̇J2 nu depind de ω), iar efectele induse de

HJ3 şi HJ4 sunt lung periodice. În figura 3, curbele albastre şi roz arată amplitudinea

variaţiei (calculată pentru o valoare fixă a lui ω), comparativ cu curbele verzi care co-

respund influenţei seculare a lui J2. La o asemenea distanţă faţă de centrul de masă al

asteroidului (4) Vesta, adică a = 3RA, efectele pe termen lung ale lui J4 sunt neglijabile.

Acelaşi comportament (neprezentat aici) se păstrează şi pentru a > 3RA şi a < 3RA. Cu

toate acestea, efectele pe termen lung ale lui J3 nu sunt neglijabile, aşa cum se observă

ı̂n figura 3. HJ3 este responsabil pentru variaţii semnificative ale elementelor orbitale,

ı̂n special pentru variaţia excentricităţii, ı̂nclinaţiei, anomaliei medii (neprezentată ı̂n

figura 3) şi a argumentului periheliului. Pentru orbite aproape circulare aflate din ce ı̂n

ce mai aproape de suprafaţa asteroidului, influenţa lui J3 devine şi mai relevantă.

Pentru a evidenţia influenţa cumulativă a termenilor HJ2 , HJ3 şi HJ4 asupra orbi-

telor aproape circulare, figura 4 prezintă evoluţia elementelor orbitale ale unei orbite ı̂n

jurul asteroidului (4) Vesta, obţinută prin propagarea ecuaţiilor carteziene ale mişcării

(cu roşu), a ecuaţiilor mişcării ı̂n elementele orbitale nesingulare definite ı̂n Giacaglia

(1977) (cu verde) şi a ecuaţiilor canonice asociate hamiltonianului H, obţinut prin me-

dierea lui H, definit ı̂n (9), ı̂n raport cu unghiurile rapide M şi θ (cu albastru). Cu roşu

şi verde este prezentată evoluţia elementelor orbitale osculatoare, iar cu albastru este

redată evoluţia elementelor orbitale medii. Micile diferenţe dintre curbele roşii şi cele

verzi se datorează modelelor diferite folosite; ecuaţiile carteziene iau ı̂n considerare

toţi termenii armonici până la ordinul şi gradul 4, ı̂n timp ce ecuaţiile ı̂n elemente ne-

singulare iau ı̂n calcul doar influenţa termenilor J2 şi J22 (inclusiv cei scurt periodici),

precum şi perturbaţiile induse de HJ3 şi HJ4 . Variaţiile pe termen lung ale excentri-

cităţii şi ı̂nclinaţiei, prezentate ı̂n graficele din mijloc-sus şi dreapta-sus ale figurii 4,

sunt cauzate de HJ3 (vezi şi graficele superioare din figura 3). Într-adevăr, din (22) şi

(23), pentru i = 35◦, rezultă că ėJ3 ≥ 0, i̇J3 ≤ 0 pentru ω ∈ [0◦, 90◦] ∪ [270◦, 360◦) şi

ėJ3 ≤ 0, i̇J3 ≥ 0 pentru ω ∈ [90◦, 270◦], aşadar oscilaţiile pe termen lung ale lui e şi i

sunt descrise de o funcţie trigonometrică de ω. În ceea ce priveşte evoluţia argumen-

tului periheliului şi a longitudinii nodului ascendent, figurile 3 şi 4 demonstrează că

HJ3 şi HJ4 au un efect neglijabil asupra variaţiei lui Ω, ı̂n timp ce variaţia lui ω este mai

complexă. În general, Ω variază liniar ı̂n timp pentru orice condiţii iniţiale, cu excepţia
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orbitelor polare. În schimb, ı̂n cazul argumentului periheliului, deoarece ω̇J3 este de

ordinul 1/e, pentru excentricităţi mici, influenţa combinată a lui HJ2 şi HJ3 conduce

la o variaţie neliniară a valorii medii a lui ω, după cum este ilustrat de curba albastră

din graficul central de jos din figura 4. Deoarece ω̇J3 are semne opuse pe intervalele

ω ∈ [0◦, 180◦] şi respectiv ω ∈ [180◦, 360◦], rezultă că ω̇J2 + ω̇J3 este mai mare pe un

interval (adică ω ∈ [180◦, 360◦], vezi graficul de jos mijloc din figura 4) decât pe celălalt.

Pentru valori moderate ale excentricităţii iniţiale, să spunem e ∈ [0.1, 0.4], rata

de variaţie a excentricităţii şi rata de variaţie a ı̂nclinaţiei nu se modifică semnificativ

comparativ cu cazul excentricităţilor mici. Totuşi, variaţia atât a lui ω, cât şi a lui Ω este

liniară, fiind guvernată de influenţa seculară a lui HJ2 .

Termenii din dezvoltările (10) şi (12) pot fi clasificaţi astfel: scurt periodici - dacă

Ψnmpq sau φlmphqj depind de M şi/sau θ, fără comensurabilitate ı̂ntre perioadele un-

ghiurilor rapide, rezonanţi - când Ψnmpq implică unghiuri rapide cu relaţii de comensu-

rabilitate ı̂ntre M şi θ, seculari sau lung periodici - dacă argumentele trigonometrice sunt

independente de M şi θ.

Evident, dezvoltările ı̂n serii ale părţilor hamiltoniene HA şi HSun+HSRP , definite

de relaţiile (10) şi (12) conţin un număr infinit de termeni scurt periodici, rezonanţi, se-

culari şi lung periodici. Nu toţi aceşti termeni sunt relevanţi, atunci când ne propunem

să analizăm evoluţia pe termen lung a elementelor orbitale. Astfel, conform princi-

piului medierii (vezi Murray & Dermott (1999), Morbidelli (2002)), putem presupune

că toţi termenii scurt periodici sunt neimportanţi, deoarece efectele lor se contraba-

lansează pe termen lung, dinamica fiind dominată de termenii rezonanţi, seculari şi

lung periodici. Astfel, spre exemplificare, ı̂n figura (5) este prezentată evoluţia elemen-

telor orbitale ale unei orbite ı̂n jurul lui Eros pentru o perioadă de 100 ani. Condiţiile

iniţiale sunt a = 100 km, e = 0.07, i = 20◦, M = 10◦, ω = 50◦, Ω = 100◦, iar parametrul

A/m = 10−4m2/kg. Cu roşu este reprezentată evoluţia elementelor orbitale osculatoare

obţinută prin propagarea ecuaţiilor carteziene (2), care iau ı̂n considerare termenii ar-

monici ai potenţialului V (definit de relaţia (4)) până la gradul şi ordinul n = m = 4,

precum şi atracţia Soarelui şi presiunea radiaţiei solare.

Cu albastru este reprezentată evoluţia elementelor medii obţinută prin integrarea

ecuaţiilor canonice ale hamiltonianului H care se obţine după medierea după unghiu-

rile rapide M şi θ ale hamiltonianului (9). Evident, HA nu include termeni scurt peri-

odici. Comparând cele două abordări, rezultă că este justificată neglijarea termenilor

scurt periodici.
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Figura 5: Evoluţia elementelor osculatoare (roşu) şi a elementelor medii (albastru) pen-
tru o orbită ı̂n jurul asteroidului Eros, având elementele orbitale iniţiale a = 100 km,
e = 0.07, i = 20◦, M = 10◦, ω = 50◦, Ω = 100◦. Elementele osculatoare au fost obţinute
prin propagarea ecuaţiilor carteziene care iau ı̂n considerare termenii armonici din
dezvoltarea potenţialului gravitaţional al asteroidului Eros până la gradul şi ordinul
n = m = 4, precum şi perturbaţiile induse de atracţia solară şi de presiunea radiaţiei
solare, unde parametrul arie pe masă este A/m = 10−4m2/kg. Elementele medii au
fost obţinute prin mediere ı̂n raport cu unghiurile rapide M şi θ a dezvoltării părţii
hamiltoniene HA până la gradul n = 4, şi medierea ı̂n raport cu M a dezvoltării ı̂n serii
a părţii HSun +HSRP până la ordinul n = 2.

În baza relaţiei (7) rezultă că termenii zonali (cei pentru m = 0) pot fi de trei tipuri

şi anume: termeni seculari (independeţi de M şi ω), termeni lung periodici (depind

doar de ω) şi termeni scurt periodici (depind de M ).

Pe baza aceleiaşi relaţii (7), termenii sectoriali şi termenii teserali (cei pentru m ̸=

0) pot fi doar de două tipuri şi anume: termeni rezonanţi (depind de M şi θ, ı̂nsă există o

comensurabilitate ı̂ntre aceste unghiuri) şi termeni scurt periodici (depind ı̂ntotdeauna

de θ şi, eventual, de M ). Important de remarcat faptul că nu există termeni sectoriali

şi termeni teserali care să fie seculari sau lung periodici. Cu alte cuvinte, termenii

sectoriali şi teserali sunt relevanţi doar ı̂n acele regiuni ale spaţiului fazelor unde se

produc rezonanţe teserale.

În virtutea relaţiei (13), HSun+HSRP poate conţine termeni seculari, termeni lung

periodici şi termeni scurt periodici. Deoarece φlmphqj (vezi relaţia(13)) nu depinde de

θ, suma HSun +HSRP nu conţine termeni rezonanţi (termeni care conduc la rezonanţe
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teserale).

Aşadar, pentru problema considerată se identifică două categorii de rezonanţe:

1. Rezonanţe sectorial-teserale (eng. ground-track resonances, cf. Delsate (2011); Feng

(2017); Boumchita & Feng (2024)), rezultând din comensurabilităţi ı̂ntre perioada

de rotaţie a corpului A şi perioada orbitală a particulei P , fiind generate de nesfe-

ricitatea şi rotaţia corpului A;

2. Rezonanţe datorate Soarelui şi presiunii radiaţiei solare, implică comensurabilităţi

ı̂ntre ratele de variaţie a unghiurilor lente Ω, ω şi M∗
S , astfel că ele sunt cauzate

de influenţa cuplată a celui de-al treilea corp şi/sau a perturbaţiilor induse de

presiunea radiaţiei solare, pe de o parte, şi a nesfericităţii corpului A, pe de altă

parte.

Pentru a introduce rezonanţele sectorial-teserale, reamintim că dezvoltarea ı̂n

serie a părţii hamiltoniene HA conţine termeni ai căror argumente trigonometrice au

forma (7). În consecinţă, o rezonanţă apare atunci când există n ∈ N ∖ {0, 1}, m ∈ N,

0 < m ≤ n, p ∈ N, 0 ≤ p ≤ n, q ∈ Z astfel ı̂ncât:

(n− 2p+ q)Ṁ −mθ̇ + (n− 2p)ω̇ +mΩ̇ = 0 .

Această relaţie implică ratele de variaţie ale unghiurilor M , θ, ω şi Ω. Deoarece M şi

θ sunt mult mai rapide decât ω şi Ω, o astfel de rezonanţă va fi numită rezonanţă de

ordin j : ℓ, unde j şi ℓ sunt definite prin relaţiile m = j d̃, n − 2p + q = ℓ d̃ şi d̃ este cel

mai mare divizor comun al numerelor m şi n− 2p+ q.

Pentru două numere naturale prime ı̂ntre ele j şi ℓ, introducem unghiul:

σjℓ = ℓM − jθ + ℓω + jΩ . (24)

De fapt, prin j : ℓ ı̂nţelegem o clasă de mai multe rezonanţe pe care o denumim

multiplet ca ı̂n definiţia:

Definiţia 3.1. Spunem că se produce o rezonanţă sectorial-teserală de ordin j : ℓ, cu

j, ℓ ∈ N∖ {0} când există d̃ ∈ N∖ {0} şi q ∈ Z astfel ı̂ncât:

d̃ σ̇jℓ − q ω̇ = 0 . (25)
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Prin multiplet de rezonanţe sectorial-teserale de ordin j : ℓ, cu j, ℓ ∈ N∖ {0} ı̂nţelegem

mulţimea tuturor rezonanţelor de forma (25).

Definiţia 3.2. Componenta q/d̃ ∈ Q a multipletului de rezonanţe sectorial-teserale de

ordin j : ℓ, cu j, ℓ ∈ N∖ {0} este rezonanţa pentru care are loc relaţia (25).

Rezonanţele seculare datorate Soarelui şi presiunii radiaţiei solare apar ca efect

combinat al nesfericităţii corpului A şi al perturbaţiilor induse de către Soare şi de pre-

siunea radiaţiei solare. Armonicele zonale provoacă variaţii ı̂n timp ale argumentului

periastrului ω şi ale longitudinii nodului ascendent Ω. Pe de altă parte, din (12) şi

(13), suma HSun+HSRP conţine termeni seculari şi lung periodici, ale căror argumente

trigonometrice sunt de forma k1ω + k2Ω + k3M
∗
S + const, unde k1, k2, k3 ∈ Z.

Definiţia 3.3. O rezonanţă solară sau datorată presiunii radiaţiei solare se produce

atunci când există k1, k2 şi k3 ∈ Z, nu toate nule, astfel ı̂ncât:

k1ω̇ + k2Ω̇ + k3Ṁ
∗
S = 0. (26)

Deoarece HSun + HSRP este o serie de puteri ı̂n a/a∗S , o primă comparaţie ı̂ntre

coeficienţii din (12) arată că termenii trigonometrici de ordin l = 2 sunt de cel puţin 108

ori mai mari decât cei de ordin l = 3. Din acest motiv, ı̂n continuare vom discuta doar

rezonanţele obţinute prin trunchierea seriei (12) până la ordinul al doilea ı̂n a/a∗S , deşi

ı̂n propagarea orbitală sunt implementaţi şi termeni de ordin superior.

Din (13) şi (26), deducem că sunt posibile următoarele tipuri de rezonanţe (consi-

derând dezvoltarea (12) până la l = 2):

(2−2p)ω̇+mΩ̇−(2−2h+j)Ṁ∗
S = 0 , p ∈ {0, 1, 2} , m ∈ {0, 1, 2} , h ∈ {0, 1, 2} , j ∈ Z

(27)

şi

(1−2p)ω̇+mΩ̇−(1−2h+j)Ṁ∗
S = 0 , p ∈ {0, 1} , m ∈ {0, 1} , h ∈ {0, 1} , j ∈ Z. (28)

Rezonanţele (27) sunt provocate atât de perturbaţiile solare, cât şi de cele asociate

presiunii radiaţiei solare, ı̂n timp ce rezonanţele (28) apar doar ca efect al presiunii

radiaţiei solare.

Pentru fiecare corp A, există ı̂n spaţiul elementelor orbitale o regiune unde un-

ghiurile ω şi Ω sunt mai rapide decât (sau comparabile cu) anomalia medie a Soarelui
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M∗
S , şi o regiune unde ω şi Ω sunt (mult) mai lente decât M∗

S . Toate tipurile de rezonanţe

definite de (27) şi (28) (până la un ı̂ntreg j, care trebuie determinat ı̂n aplicaţii) pot fi

relevante pentru prima regiune. Totuşi, deoarece ı̂n a doua regiune M∗
S este considerat

(mult) mai rapid decât ω şi Ω, doar rezonanţele care nu implică viteza Ṁ∗
S pot apărea.

Figura 6: Comparaţie ı̂ntre Ṁ∗
S (linie neagră), |ω̇| (curba roşie), |Ω̇| (curba verde), ı̂n

cazul următoarelor obiecte: (4) Vesta (stânga) şi (433) Eros (dreapta). Semiaxa mare
variază ı̂n intervalul a ∈ [RA, 15RA], pentru (4) Vesta, respectiv a ∈ [RA, 11RA] pentru
(433) Eros, unde RA este raza de referinţă a corpului A. Excentricitatea şi ı̂nclinaţia sunt
fixe, şi anume: e = 0.1, i = 30◦. Mărimea s reprezintă un unghi generic.

Figura 6 compară vitezele de variaţie ale unghiurilor ω, Ω şi M∗
S , pentru anumite

valori fixe ale lui i şi e. Din graficele incluse ı̂n figura 6 se poate deduce că orbitele

situate ı̂n imediata apropiere a lui A se află ı̂n prima regiune menţionată, ı̂n timp ce

orbitele situate la distanţe mari faţă de A se află fie la graniţa dintre cele două regiuni,

fie ı̂n a doua regiune.

Astfel, de la o anumită distanţă faţă de corpul A, doar rezonanţele de forma (2−

2p)ω̇ + mΩ̇ = 0, cu p ∈ {0, 1, 2} şi m ∈ {0, 1, 2} sunt cu adevărat relevante pentru

dinamică, deoarece ω şi Ω sunt mai lente decât M∗
S .

De regulă, vitezele de variaţie ale unghiurilor ω şi Ω, adică ω̇ şi Ω̇, sunt influenţate

cu precădere de termenul secular HJ2 . Astfel, ı̂n baza ecuaţiilor 2 şi 3 din relaţiile (23),

rezonanţa (2− 2p)ω̇ +mΩ̇ = 0 se produce atunci când

(2− 2p)(3 + 5 cos(2i))− 4m cos i = 0,

adică aceste rezonanţe depind doar de ı̂nclinaţie. Acestea se produc pentru orice va-

loare a semiaxei mari a şi pentru orice valoare a excentricităţii e la aceleaşi ı̂nclinaţii,
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după cum urmează:

ω̇ = 0 la ı̂nclinaţia 63◦.4 sau 116◦.4,

Ω̇ = 0 la ı̂nclinaţia 90◦,

ω̇ + Ω̇ = 0 la ı̂nclinaţia 46◦.4 sau 106◦.9,

−ω̇ + Ω̇ = 0 la ı̂nclinaţia 73◦.2 sau 133◦.6,

−2ω̇ + Ω̇ = 0 la ı̂nclinaţia 69◦ sau 123◦.9,

2ω̇ + Ω̇ = 0 la ı̂nclinaţia 56◦.1 sau 111◦.

La distanţe mici de corpul nesferic unghiurile ω, Ω pot fi mai rapide decât M∗
S sau

pot varia la fel de lent ca M∗
S (vezi figura (6)). Prin urmare, la distanţe mici de corpul

nesferic, se pot produce şi rezonanţe de tipul (27) care depind de Ṁ∗
S . Locaţia acestor

rezonanţe depinde de elementele orbitale a, e, i.

4 Analiza stabilităţii orbitale

Pornind de la rezultatele obţinute de Allan & Cook (1964), care au investigat di-

namica orbitelor circulare ı̂ndepărtate de Pământ, analizăm evoluţia pe termen lung

a ı̂nclinaţiei orbitelor ı̂n jurul asteroizilor. Adoptăm un cadru analitic pentru identi-

ficarea principalilor parametri care contribuie la apariţia unor variaţii semnificative

ale ı̂nclinaţiei orbitelor circulare. Rezultatele cuprinse ı̂n acest capitol fac obiectul

lucrărilor Nadabaică (2024, 2025).

Întrucât are loc ∂U∗/∂e = 0 atunci când excentricitatea e = 0 (vezi ecuaţia (19)),

a doua ecuaţie din (18) admite soluţia e(t) = 0 pentru condiţia iniţială e(0) = 0. Prin

urmare, orbitele iniţial circulare ı̂şi conservă circularitatea ı̂n timp. În consecinţă, siste-

mul de ecuaţii (18) se reduce la o problemă cu un singur grad de libertate (integrabilă),

descrisă de ecuaţia

Ṙ = −ω0(R ·RA)(RA ×R)− ω1(R ·RS)(RS ×R), (29)

unde semnificaţia constantelor ω0 şi ω1, precum şi a vectorilor R, RA şi RS, a fost

prezentată mai sus.

Pentru a caracteriza evoluţia vectorului R (sau, echivalent, a parametrilor săi

asociaţi: ı̂nclinaţia i şi longitudinea nodului ascendent Ω), este necesar, ı̂n primul rând,
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să determinăm punctele de echilibru ale problemei.

Determinarea acestor puncte pentru sistemul din relaţia (29) se reduce la o ana-

liză a valorilor şi vectorilor proprii, conform metodologiei descrise de Allan & Cook

(1964). O poziţie de echilibru a problemei (29), notată prin V, este un vector propriu al

tensorului ω0RARA + ω1RSRS , ceea ce implică relaţia

(ω0RARA + ω1RSRS)V = λV,

unde simbolul AB desemnează produsul tensorial al vectorilor A şi B, iar λ reprezintă

o valoare proprie, care poate fi determinată prin rezolvarea ecuaţiei caracteristice

det(ω0RARA + ω1RSRS − λI) = 0 ,

cu I desemnând tensorul unitate.

Adoptând convenţia λ3 > λ2 > λ1, valorile proprii pot fi scrise sub forma: λ1 = 0,

λ2,3 =
1
2

(
ω0+ω1∓

√
(ω0 + ω1)2 − 4ω0ω1 sin

2 ϵ
)

, unde ϵ = i∗S reprezintă oblicitatea, adică

unghiul dintre RA şi RS .

Vectorii proprii asociaţi valorilor proprii λ1, λ2 şi λ3 definesc orientarea axelor

principale, notate ı̂n continuare cu O1, O2 şi, respectiv, O3. Axa O3 aparţine planului

determinat de axa polară a asteroidului (RA) şi normala la planul orbital al Soarelui

(RS), formând un unghi de ı̂nclinaţie α faţă de RA. Acest unghi este determinat de

relaţia (conform Allan & Cook (1964)):

tan 2α =
ω1 sin 2ϵ

ω0 + ω1 cos 2ϵ
. (30)

Axa O1 este ortogonală planului definit de vectorii RA şi RS , ı̂n timp ce O2 aparţine

acestui plan şi este ortogonală pe O3.

Deoarece vectorul unitar R defineşte planul orbital al satelitului P (prin ı̂nclinaţia

i şi longitudinea nodului ascendent Ω), cunoaşterea mişcării vectorului R este echiva-

lentă cu predicţia evoluţiei elementelor orbitale i şi Ω. Într-adevăr, deoarece orbita

rămâne circulară şi semiaxa mare este constantă, se obţine caracterizarea seculară a

tuturor elementelor.

Figura (7) arată evoluţia unghiului α, cu alte cuvinte, evoluţia planului invariabil

(planului lui Laplace) pentru cazul asteroidului 4 Vesta (stânga), respectiv, 433 Eros

(dreapta). Comportamentul unghiului α ı̂n funcţie de distanţă evidenţiază o tranziţie
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Figura 7: Evoluţia ı̂nclinaţiei planului lui Laplace pentru asteroidul 4 Vesta (stânga) şi
433 Eros (dreapta).

progresivă ı̂ntre aceste stări de echilibru. La distanţe mici (< 10R0), unghiul α dintre

normala la planul ecuatorial şi axa principală O3 este un unghi mic, datorită influenţei

semnificative a nesfericităţii asteroidului. În această zonă, unghiul α rămâne sub 15◦.

Pe măsură ce distanţa creşte, ı̂ntre 10R0 şi 50R0, sistemul intră ı̂ntr-o zonă de tranziţie

unde unghiul α ı̂ncepe să crească semnificativ. Această evoluţie reflectă competiţia din-

tre influenţa asteroidului şi perturbaţiile externe. La distanţe mari (> 50R0), influenţa

Soarelui devine dominantă, iar unghiul α tinde către o valoare asimptotică.

De asemenea, ı̂n figura (7) este evidenţiat (cu negru) câte un punct pentru fiecare

situaţie. Înclinaţia planului invariabil, pentru distanţele considerate, adică 8000 km ı̂n

cazul asteroidului Vesta şi, respectiv, 247 km ı̂n cazul asteroidului Eros, este de α = 10◦

şi, respectiv, α = 45◦. În cele ce urmează, vom compara dinamica ı̂n jurul celor doi as-

teroizi, considerând, mai ı̂ntâi, pentru ambele situaţii câte o orbită situată ı̂n imediata

vecinătate a planului invariabil şi câte o orbită depărtată de planul invariabil. Sco-

pul acestei comparaţii este de a observa evoluţia elementelor orbitale pentru ambele

situaţii, pentru a evidenţia stabilitatea orbitei ce aparţine planului lui Laplace.

Evoluţia elementelor orbitale ı̂n cazul orbitelor situate ı̂n zona de libraţie din ve-

cinătatea punctului de echilibru asociat planului lui Laplace este redată ı̂n figurile (8)

(Vesta) şi (10) (Eros). Evoluţia prezentată ı̂n aceste figuri poate fi confirmată analizând

graficele din figura (12). Pentru asteroidul Vesta (figura (8)), propagând orbita asociată

punctului de echilibru stabil Ω = 0◦, i = α, putem observa faptul că ı̂nclinaţia şi longi-

tudinea nodului ascendent evoluează ı̂n intervalul permis de către insula de libraţie ce

conţine orbita (conform graficului superior din mijloc al figurii (12)). Acelaşi compor-

tament poate fi observat pentru orbita situată ı̂n zona de libraţie din vecinătatea punc-
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Figura 8: Evoluţia elementelor orbitale ale unei particule ce se află pe o orbită situată
ı̂n zona de libraţie din vecinătatea punctului de echilibru asociat planului lui Laplace,
mai exact, corespunde punctului evidenţiat din stânga figurii (7) (cazul asteroidului
Vesta).

Figura 9: Evoluţia elementelor orbitale ale unei particule ce se află pe orbită la o
distanţă apreciabilă de planul lui Laplace (cazul asteroidului Vesta).

tului de echilibru asociat planului lui Laplace din cazul asteroidului Eros (figura (10)),

pentru care ı̂nclinaţia şi longitudinea nodului ascendent evoluează corespunzător gra-

ficului inferior din mijloc al figurii (12), orbita propagată aparţinând insulei de libraţie

ce ı̂nconjoară punctul de echilibru stabil Ω = 0◦, i = α.
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Pentru orbitele aflate la o distanţă apreciabilă de planul lui Laplace (vezi figurile

(9) şi, respectiv, (11)), variaţiile ı̂nclinaţiei i şi a longitudinii nodului ascendent Ω sunt

apreciabile. În plus, dacă ı̂n cazul orbitei ı̂n jurul asteroidului Vesta excentricitatea e se

modifică lent ı̂n timp (vezi figura (9)), excentricitatea orbitei ı̂n jurul asteroidului Eros

creşte ı̂n timp datorită influenţei rezonanţelor solare seculare.

Figura 10: Evoluţia elementelor orbitale ale unei particule ce se află pe orbită situată
ı̂n zona de libraţie din vecinătatea punctului de echilibru asociat planului lui Laplace,
mai exact, corespunde punctului evidenţiat din dreapta figurii (7) (cazul asteroidului
Eros).

După cum s-a menţionat mai sus, determinarea poziţiilor de echilibru ale siste-

mului (29) se reduce la rezolvarea unei probleme de valori proprii. Sistemul admite trei

poziţii distincte de echilibru, corespunzând alinierii planului orbital cu fiecare dintre

axele principale.

Cele trei poziţii de echilibru prezintă caracteristici diferite de stabilitate. Două

dintre ele sunt stabile, asociate alinierii planului orbital fie cu planul ecuatorial al as-

teroidului (RA), fie cu planul orbital al Soarelui (RS). A treia poziţie de echilibru este

instabilă, reprezentând o configuraţie de tip punct şa.

Poziţiile punctelor de echilibru ı̂n planul (i,Ω) pot fi determinate prin analiza

suprafeţelor de nivel ale funcţiei lui Hamilton, aşa cum este ilustrat ı̂n figura 12. Stu-

diul comparativ evidenţiază două cazuri distincte: dinamica ı̂n jurul asteroidului Vesta

(graficele din partea superioară) şi dinamica ı̂n jurul asteroidului Eros (graficele din

partea inferioară).
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Figura 11: Evoluţia elementelor orbitale ale unei particule ce se află pe orbită la o
distanţă apreciabilă de planul lui Laplace, mai exact (cazul asteroidului Eros).

Figura 12: Suprafeţele de nivel pentru Vesta, prezentate ı̂n graficele superioare, cores-
pund distanţelor orbitale de a = 6000 km (stânga), a = 9000 km (centru) şi a = 15000
km (dreapta), ı̂n timp ce pentru Eros sunt afişate ı̂n graficele inferioare şi ilustrează
configuraţiile la a = 200 km (stânga), a = 250 km (centru) şi a = 280 km (dreapta).

Analiza suprafeţelor de nivel demonstrează că poziţiile de echilibru stabil se

manifestă prin curbe de nivel ı̂nchise, care delimitează regiuni cu mişcare orbitală

24



mărginită şi stabilitate dinamică. Punctele de echilibru instabil sunt asociate cu curbe

de nivel deschise sau suficient de distorsionate, evidenţiind o dependenţă critică de

condiţiile iniţiale. În aceste cazuri, mici perturbaţii ale stării iniţiale pot conduce la

variaţii exponenţiale ale traiectoriei, caracteristice regimurilor haotice.

Amplitudinea insulelor de libraţie este influenţată de diverşi parametri, inclusiv

elementele orbitale ale Soarelui, coeficientul gravitaţional armonic J2, precum şi masa

şi forma asteroidului. Dintre aceşti parametri, oblicitatea asteroidului se remarcă ca

factor determinant.

Oblicitatea, definită ca ı̂nclinarea planului ecuatorial al asteroidului ı̂n raport cu

planul său orbital, joacă un rol esenţial ı̂n modelarea dinamicii ı̂n jurul unui corp nesfe-

ric. Pentru a caracteriza această influenţă, am examinat două cazuri distincte: Vesta,

cu o oblicitate de 27◦, conform Tricarico & Sykes (2010), şi Eros, care prezintă o obli-

citate de 89◦, conform Souchay et al. (2003). În studiul nostru, evidenţiem faptul că

oblicitatea reprezintă un parametru fundamental ı̂n ı̂nţelegerea structurii şi evoluţiei

regiunilor de oscilaţii a ı̂nclinaţiei şi longitudinii nodului ascendent, influenţând atât

”dimensiunea” zonei din spaţiul fazelor pe care aceste regiuni o ocupă, cât şi stabilita-

tea acestora.

În planul (i,Ω), pot fi distinse două tipuri de mişcare, şi anume mişcarea oscila-

torie şi mişcarea circulatorie (sau rotaţională). Mişcarea oscilatorie apare atunci când

traiectoria sistemului rămâne mereu ı̂n jurul unui punct de echilibru, rezultând oscilaţii

ale elementelor orbitale ı̂ntr-o regiune delimitată a spaţiului fazelor (Ω nu ia toate va-

lorile din intervalul [0◦, 360◦)). Pe de altă parte, mişcarea circulatorie este caracterizată

de variaţia monotonă ı̂n ı̂ntreg intervalul [0◦, 360◦) a unghiului Ω, ı̂ntrucât traiectoria

ı̂nconjoară spaţiul fazelor fără a fi limitată.

Figura 12 prezintă suprafeţele de nivel pentru cazul asteroidului Vesta (la distanţele

a = 6000 km, a = 9000 km şi a = 15000 km, graficele din partea superioară) şi pentru

cazul asteroidului Eros (la a = 200 km, a = 250 km şi a = 280 km, graficele din partea

inferioară).

Pentru mişcările orbitale ı̂n jurul lui Vesta, suprafeţele de nivel corespunzătoare

cazului a = 6000 km prezintă curbe bine definite, indicând trei poziţii de echilibru:

(Ω, i) = (0◦, α ≈ 3◦), (0◦, 90◦), (90◦, 90◦).

Pe măsură ce valoarea semiaxei mari creşte, perturbaţiile gravitaţionale devin

mai pronunţate. Înclinarea α a planului Laplace tinde către valoarea maximă de 27◦

(egală cu valoarea oblicităţii), ı̂n timp ce amplitudinea insulelor de oscilaţii creşte.
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Pentru Eros, până la o anumită distanţă, α este un unghi mic (aşa cum se poate

observa ı̂n graficul din partea dreaptă figurii (7) şi graficul din partea stângă inferioară

a figurii (12)). Însă, ı̂ncepând cu o anumită valoare a semiaxei mari a, deoarece obli-

citatea este mare, unghiul α creşte brusc până la 89◦ (vezi graficul din mijloc, partea

inferioară a figurii (12)). Ca şi consecinţă, ı̂nclinaţia orbitală poate realiza excursii de

mari amplitudini.

Rezultatele teoretice prezentate anterior şi mecanismul propus sunt confirmate

prin simulările numerice ilustrate de figurile 13 şi 14. Aceste rezultate demonstrează

consistenţa modelului teoretic şi relevă caracteristicile esenţiale ale dinamicii orbitale

ı̂n jurul asteroizilor.

Pentru a valida studiul analitic anterior şi pentru a evidenţia influenţa variaţiilor

mari ale ı̂nclinaţiei asupra evoluţiei celorlalte elemente orbitale, ı̂n special comporta-

mentul excentricităţii, efectuăm simulări numerice pentru a propaga diverse orbite ale

unei particule infinitezimale ı̂n jurul asteroizilor Vesta şi Eros pe intervale lungi de

timp. De asemenea, evidenţiem efectele altor perturbaţii, şi anume efectele induse de

J3 şi rezonanţele seculare solare. Aceste simulări includ armonicele gravitaţionale ale

asteroizilor, precum şi perturbaţiile datorate Soarelui.

Pe de altă parte, perturbaţiile induse de al treilea corp sunt responsabile pen-

tru apariţia rezonanţelor seculare (vezi Hughes (1980)). Pentru orbitele aflate ı̂n ve-

cinătatea corpului central, rezonanţele seculare depind doar de ı̂nclinaţie şi (pentru

orbite prograde) sunt localizate la i ≈ 46◦, i ≈ 56◦, i ≈ 63.4◦, i ≈ 69◦, i ≈ 73◦ şi i ≈ 90◦

(vezi Celletti et al. (2016), Celletti et al. (2017), Galeş et al. (2025)). Principalul efect al

acestor rezonanţe este variaţia semnificativă a excentricităţii. Astfel, o orbită necircu-

lară (chiar dacă excentricitatea este foarte mică) poate fi situată ı̂n regiunea de oscilaţii

a unei asemenea rezonanţe şi poate experimenta variaţii mari ı̂n excentricitate.

Prin urmare, mecanismul care conduce la variaţii mari ale excentricităţii orbitelor

iniţial circulare este următorul: ca efect al lui J3, excentricitatea variază cu amplitu-

dini mici; efectul combinat al lui J2 şi al perturbaţiilor solare conduce la excursii mari

ı̂n ı̂nclinaţie. Odată ce ı̂nclinaţia atinge o valoare egală cu una dintre valorile critice

menţionate mai sus, orbita este influenţată de o rezonanţă seculară solară, iar excentri-

citatea ı̂ncepe să crească.

Rezultatele analitice prezentate ı̂n secţiunea anterioară şi mecanismul descris mai

sus sunt confirmate de figurile 13 şi 14.

Figura 13 prezintă evoluţia orbitală a unei particule infinitezimale ı̂n jurul aste-
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Figura 13: Evoluţia excentricităţii (graficele superioare) şi ı̂nclinaţiei (graficele inferi-
oare) unei particule care orbitează Vesta, situată la distanţele de 6000 km (stânga), 9000
km (centrale) şi 15000 km (dreapta), cu o excentricitate iniţială e = 10−4. Liniile groase
roz şi albastru deschis reprezintă orbite propagate folosind abordarea carteziană, iar
liniile subţiri sunt obţinute prin formalismul hamiltonian (considerând termenii armo-
nici J2, J3 şi J4).

roidului Vesta pentru trei configuraţii distincte, caracterizate prin valori ale semiaxei

mari de 6000 km, 9000 km şi, respectiv, 15000 km, toate având o excentricitate iniţială

de e = 10−4. Potenţialul gravitaţional utilizat ı̂n model a inclus termenii armonici J2, J3

şi J4, termeni ce redau influenţa formei complexe şi a distribuţiei neomogene a masei

asteroidului.

Toate cele trei grafice (stânga, centru şi dreapta) ilustrează evoluţia excentricităţii

(e) ı̂n funcţie de timp şi evoluţia planului orbital exprimată prin ı̂nclinaţia (i) şi lon-

gitudinea nodului ascendent (Ω). Simulările au fost realizate folosind atât abordarea

carteziană, cât şi formalismul hamiltonian, iar rezultatele coincid. Această concordanţă

ı̂ntre metode diferite confirmă fiabilitatea concluziilor obţinute şi validează metodele

teoretice aplicate.

Pentru situaţia a = 6000 km, sistemul prezintă o stabilitate remarcabilă. Excen-

tricitatea rămâne aproape constantă, iar dinamica ı̂n planul (i,Ω) se desfăşoară fără

perturbaţii majore, cu insule de oscilaţii bine definite şi uşor de identificat. Pentru

a = 9000 km, excentricitatea ı̂nregistrează variaţii semnificative, atingând ı̂n unele ca-

zuri valori apropiate de 1, ı̂n special atunci când ı̂nclinaţia atinge valori critice asociate

cu rezonanţe seculare solare. Cu toate acestea, comportamentul ı̂n planul (i,Ω) rămâne
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relativ regulat. Pentru a = 15000 km, dinamica este mult mai complexă fiind vizibile

comportamente haotice pentru ı̂nclinaţii ce depăşesc valoarea de 40◦. Se manifestă

oscilaţii mari ale excentricităţii, iar aceasta nu mai posedă un comportament predicti-

bil. Creşte posibilitatea apropierii periodice de valoarea 1, ceea ce indică riscul pierderii

stabilităţii orbitale. Înclinaţia prezintă, la rândul ei, variaţii neregulate, deşi unele zone

restrânse de stabilitate persistă ı̂n spaţiul fazelor.

Figura 14: Evoluţia elementelor orbitale pentru particule ı̂n jurul asteroidului Eros este
analizată la distanţele de 200 km (stânga), 250 km (centru) şi 280 km (dreapta), cu ex-
centricităţi iniţiale de e = 10−4 (primul caz) şi respectiv e = 10−6 (ultimele două cazuri).
Simulările utilizează două abordări: metoda carteziană (linii groase roz/albastru des-
chis, cu toţi termenii J2, J3, J4) şi formalismul hamiltonian (linii subţiri, considerând
toţi termenii pentru 200 km, dar doar J2 pentru 250 km şi 280 km), ambele metode
evidenţiind dinamica orbitală specifică fiecărei configuraţii.

Figura 14 ilustrează evoluţia elementelor kepleriene pentru o particulă test ı̂n

câmpul gravitaţional neregulat al asteroidului Eros, analizată la trei semiaxe mari dis-

tincte: 200 km, 250 km şi 280 km. Configuraţia iniţială diferă prin excentricităţi de

10−4 (pentru cazul a = 200 km), respectiv 10−6 (pentru celelalte două cazuri), valori

reprezentative pentru orbite aproape circulare (vezi Chanut et al. (2015)).

Pentru a = 200 km, orbitele considerate ı̂n figura (14) se găsesc ı̂n regiuni domi-

nate de rezonanţele seculare (adică ı̂nclinaţia acestor orbite este mai mare de 40◦). În

consecinţă, excentricitatea poate suferi variaţii complexe ı̂n timp, putând atinge valori

de până la 0.8 ı̂n 200 ani. Pe de altă parte, dacă ı̂nclinaţia este mică, orbitele nu sunt

influenţate de rezonanţele seculare şi, ı̂n consecinţă, excentricitatea suferă variaţii mai

mici ı̂n timp. În figura (15) este reprezentată evoluţia elementelor orbitale e, i, ω şi Ω
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pentru o orbită având elementele iniţiale a = 200 km, e = 10−4, i = 20◦. După cum se

poate observa, excentricitatea nu creşte mai mult de 0.4 ı̂n 200 de ani.

Figura 15: Evoluţia elementelor orbitale pentru o orbită ı̂n jurul asteroidului Eros. Ele-
mentele iniţiale sunt a = 200 km, e = 10−4, i = 20◦, ω = 20◦, Ω = 30◦.

Studiul celor trei configuraţii orbitale (la a = 200 km, a = 250 km şi a = 280

km) demonstrează o tranziţie sistematică către instabilitate pe măsură ce semiaxa mare

creşte. La distanţa de 200 km, variaţiile excentricităţii rămân relativ regulate (∆e ≈ 0.8),

dar devin progresiv haotice (e → 1) la distanţe mai mari.

Aşadar, Vesta ar putea poseda unii companioni (sateliţi sau particule infinitezi-

male), chiar şi la distanţe mari de la suprafaţa sa, ı̂n condiţiile ı̂n care ı̂nclinaţia este mai

mică de aproximativ 40◦. Motivul este că rezonanţele seculare solare (care depind doar

de ı̂nclinaţie) apar la ı̂nclinaţii mai mari de 45◦, iar ı̂nclinaţia nu creşte ı̂n timp (aşa cum

este descris ı̂n secţiunea anterioară).

Totuşi, ı̂n cazul lui Eros, existenţa companionilor este imposibilă la distanţe mari,

să spunem la distanţe mai mari de 250 km (vezi graficele de jos din figura 12), deoarece

ı̂nclinaţia fiecărei orbite va atinge la un moment dat ı̂nclinaţia unei rezonanţe seculare

solare.
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5 Studiu de caz

Dat fiind numărul infinit de termeni ai dezvoltărilor ı̂n serii ale perturbaţiilor HA

(vezi (10)) şi HSun +HSRP (vezi (12)), ı̂n practică vom proceda astfel. Dată o rezonanţă

sectorial-teserală de ordinul j : ℓ, pentru studiul acesteia vom construi următorul mo-

del hamiltonian:

• seria (10) a părţii HA este trunchiată până la gradul şi ordinul n = m = 4 şi până

la ordinul O(e2) (adică j ∈ {−2,−1, 0, 1, 2});

• seria (12) a sumei HSun +HSRP este trunchiată până la ordinul l = 2;

• sunt identificaţi termenii rezonanţi, adică acei termeni pentru care există d̃ ∈ N

astfel ı̂ncât m = jd̃ şi n− 2p+ q = ℓd̃;

• seriile trunchiate sunt mediate după unghiurile rapide M şi θ, păstrând termenii

rezonanţi identificaţi la punctul precedent.

Se obţine astfel un model hamiltonian care poate fi folosit doar ı̂n anumite regiuni

ale spaţiului fazelor, adică pentru acele semiaxe mari a aflate ı̂n vecinătatea rezonanţei.

Deoarece dezvoltările ı̂n serii sunt considerate până la ordinul O(e2) ı̂n excentricitate,

vom propaga orbite cu excentricităţi moderate, să zicem e < 0.3. Evident, pentru orbite

mai excentrice, modelul poate fi rafinat prin includerea termenilor de ordinul O(es)

unde s este suficient de mare. Preţul plătit pentru o acurateţe mai bună este timpul

mai mare de propagare a orbitei.

Figura 16: O orbită ı̂n jurul asteroidului Vesta, aflată ı̂n rezonanţa sectorial-teserală 1:1.
Cu roşu sunt rezultatele obţinute prin propagarea modelului cartezian, ı̂n timp ce cu
verde sunt reprezentate rezultatele găsite pe baza modelului hamiltonian descris mai
sus. Condiţiile iniţiale sunt a = 545 km, e = 0.079, i = 9.8◦, M = 0◦, ω = 0◦, Ω = 0◦, ı̂n
timp ce A/m = 0.001m2/kg.

Spre exemplu, ı̂n figura 16 este prezentată evoluţia elementelor orbitale a, e şi

i pentru o orbită ı̂n jurul asteroidului Vesta, aflată ı̂n zona de oscilaţie a rezonanţei
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sectorial-teserale 1 : 1. Este comparată evoluţia elementelor medii (cu verde), obţinute

prin propagarea modelului hamiltonian descris mai sus, cu elementele osculatoare (cu

roşu), calculate prin propagarea ecuaţiilor carteziene.

Programul de calcul, ı̂n care este implementat modelul hamiltonian, este su-

ficient de general pentru a include sau exclude termenii rezonanţi asociaţi tuturor

rezonanţelor sectorial-teserale de ordinul 1 : 1, 2 : 1, 3 : 1, 4 : 1, 3 : 2, 4 : 3, 1 : 2, 1 : 3

şi 2 : 3. În figura (1), liniile verticale, trasate punctat, redau locaţia rezonanţelor de

ordinul j : ℓ, cu j, ℓ ∈ {1, 2, 3}, calculată folosind legea a treia a lui Kepler. Se observă,

că ı̂n cazul asteroidului Vesta, toate rezonanţe se produc la o semiaxă a mai mare decât

raza asteroidului, ı̂n timp ce dinamica ı̂n jurul asteroidului Eros este influenţată doar

de rezonanţele exterioare 2 : 3 , 1 : 2 şi 1 : 3, toate celelalte rezonanţe se produc ı̂n

interiorul sferei Brillouin.

În cele ce urmează, va fi prezentat un studiu detaliat al rezonanţei 1 : 1 din jurul

asteroidului Vesta.

Termenii rezonanţi corespunzători rezonanţei de ordinul 1 : 1 se obţin prin rezol-

varea ecuaţiei n − 2p + q = m, unde m > 0. Ţinând cont că termenii din dezvoltarea

ı̂n serie (10) sunt de ordinul O(e|q|) ı̂n excentricitatea e, atunci reţinând doar termenii

până la ordinul al doilea ı̂n e, obţinem: (n,m, p, q) ∈ {(2, 1, 0,−1), (2, 1, 1, 1), (2, 2, 0, 0),

(2, 2, 1, 2), (3, 1, 0,−2), (3, 1, 1, 0), (3, 1, 2, 2), (3, 2, 0,−1), (3, 2, 1, 1), (3, 3, 0, 0), (3, 3, 1, 2),

(4, 1, 1,−1), (4, 1, 2, 1), (4, 2, 0,−2), (4, 2, 1, 0), (4, 2, 2, 2), (4, 3, 0,−1), (4, 3, 1, 1), (4, 4, 0, 0),

(4, 4, 1, 2)}.

Ţinând cont de forma funcţiilor de excentricitate şi ı̂nclinaţie, se obţine următoarea

formă a funcţiei HA:

HA = HA +Hres1:1
A . (31)

Pentru a analiza această rezonanţă, vom face mai ı̂ntâi un studiu cartografic al

spaţiului fazelor (mai precis al proiecţiei acestuia ı̂n planul (a, σ11), unde unghiul de

rezonanţă σ11 este dat de relaţia (24)). În acest sens vom utiliza indicatorul Lyapunov

rapid, denumit ı̂n continuare FLI (Fast Lyapunov Indicator), a cărei definiţie şi pro-

prietăţi sunt subiectul mai multor studii (vezi (Froeschlé et al., 1997), (Froeschlé and

Lega, 2000), (Guzzo and Lega, 2018) şi lucrările citate de aceste studii).

În figurile 17, 18 şi 19 este cartografiat spaţiul fazelor ı̂n vecinătatea rezonanţei

1 : 1, pentru diverse valori ale ı̂nclinaţiei i din intervalul [0◦, 90◦] şi valori mici şi medii

ale excentricităţii e, adică e ∈ [0, 0.2].
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Figura 17: Indicatorul FLI calculat pentru 200×100 puncte din planul (σ11, a), ı̂nclinaţia
i = 1◦ (graficele de pe prima linie), i = 10◦ (graficele de pe a doua linie) şi respectiv i =
20◦ (graficele de pe ultima linie), excentricitatea e = 0.05 (graficele de pe coloana din
stânga), e = 0.1 (graficele de pe coloana din mijloc) şi e = 0.2 (graficele de pe coloana
din dreapta). Celelalte condiţii iniţiale sunt ω = 0◦, Ω = 0◦, ı̂n timp ce parametrul
A/m are o valoare mică de ordinul 10−4 m2/kg. Momentul iniţial este 1/1/2000, ora
TU = 12h.

Aceste rezultate arată că spaţiul fazelor este similar unui pendul matematic per-

turbat. Astfel, ı̂n fiecare grafic, cu excepţia celor obţinute pentru valori mari ale ex-

centricităţii şi ı̂nclinaţiei, se disting cel puţin două regiuni, şi anume o regiune unde a

şi σ11 au comportamente oscilatorii, unghiul de rezonanţă neluând toate valorile din

intervalul [0◦, 180◦). Această regiune, care este colorată cu albastru ı̂nchis, numită şi

zona de oscilaţie (sau de libraţie), cuprinde două componente (două ”insule”) pentru

σ11 ∈ [0◦, 360◦). Aceasta deoarece, termenul dominant din dezvoltarea ı̂n serie Hres1:1
A ,

este (2, 2, 0, 0), adică

T2200 =
µAR

2
AJ22
a3

{3

4
(1 + cos i)2(1− 5

2
e2) cos[2(M − θ + ω + Ω− λ22)]

}
, (32)
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Figura 18: Indicatorul FLI calculat pentru 200×100 puncte din planul (σ11, a), ı̂nclinaţia
i = 30◦ (graficele din partea de sus), i = 40◦ (graficele de pe linia a doua) şi respectiv
i = 50◦ (graficele de pe ultima linie), excentricitatea e = 0.05 (graficele din stânga),
e = 0.1 (graficele de pe coloana din mijloc) şi e = 0.2 (graficele de pe ultima coloană).
Celelalte condiţii iniţiale sunt ω = 0◦, Ω = 0◦ ı̂n timp ce parametrul A/m are o valoare
mică de ordinul 10−4 m2/kg. Momentul iniţial este 1/1/2000, ora TU = 12h.

iar argumentul funcţiei trigonometrice a acestui termen are forma 2(σ11 − λ22). În

consecinţă, centrele celor două ”insule” de libraţie sunt σ(1)
11 = λ22 = 98◦.286 şi σ(2)

11 =

λ22+180◦ = 278◦.286. Evident, punctele hiperbolice (instabile) sunt poziţionate (pe axa

orizontală) ı̂n poziţiile σ
(3)
11 = λ22−90◦ = 8◦.286 şi, respectiv, σ(3)

11 = λ22+90◦ = 188◦.286.

Cea de-a doua regiune, marcată cu albastru-verde, corespunde zonelor de circulaţie

unde σ11 ia toate valorile din intervalul [0◦, 360◦), iar a fie este constant, fie variază cu

amplitudini mult mai mici decât ı̂n regiunea de oscilaţie. Cele două tipuri de mişcări

sunt separate de curbe invariante, trasate cu culori intense (verde spre galben şi roşu).

Pe lângă regiunile de libraţie şi de circulaţie, ı̂n unele grafice, ce precădere cele

obţinute pentru e = 0.2 sau pentru i ≥ 70◦, se disting fie ı̂n jurul punctelor de echilibru
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Figura 19: Indicatorul FLI calculat pentru 200×100 puncte din planul (σ11, a), ı̂nclinaţia
i = 60◦ (graficele de pe prima linie), i = 70◦ (graficele de pe linia a doua), i = 80◦

(graficele de pe linia a treia) şi i = 90◦ de pe ultima linie, excentricitatea e = 0.05
(graficele de pe coloana din stânga), e = 0.1 (graficele de pe a doua coloană) şi e = 0.2
(graficele de pe coloana din dreapta). Celelalte condiţii iniţiale sunt ω = 0◦, Ω = 0◦ ı̂n
timp ce parametrul A/m are o valoare mică de ordinul 10−4 m2/kg. Momentul iniţial
este 1/1/2000, ora TU = 12h.

instabil, fie ı̂n jurul curbelor separatoare sau chiar intersectează zona de libraţie, zone

galben-roşii ce marchează apariţia comportamentelor haotice (impredictibile). Aceste

zone se datorează suprapunerii rezonanţelor care formează multipletul de rezonanţe

de ordinul 1 : 1. Pentru excentricităţi din ce ı̂n ce mai mari şi ı̂nclinaţii din ce ı̂n ce mai
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mari termenul T2200 dat de (32) scade ı̂n magnitudine (adică mărimea coeficientului

funcţiei trigonometrice cos scade dacă e sau i cresc. Pe de altă parte, magnitudinea

majorităţii termenilor din dezvoltarea Hres1:1
A creşte dacă e sau i cresc. Prin urmare,

pentru valori mari ale excentricităţii şi ı̂nclinaţiei dinamica nu mai este dominată doar

de un singur termen, suprapunerea rezonanţelor dând naştere unor comportamente

complexe (haotice).

Figura 20: Amplitudinea rezonanţei 1:1 ı̂n km, calculată prin reducerea modelului ge-
neral la un model simplificat (similar unui pendul matematic), care ia ı̂n considerare
doar termenul T2200 din dezvoltarea ı̂n serie a părţii rezonante Hres1:1

A .

Descreşterea magnituninii termenului T2200 cu creşterea ı̂nclinaţiei şi excentri-

cităţii este motivul pentru care amplitudinea zonelor de libraţie scade odată cu creşterea

ı̂nclinaţiei şi excentricităţii. Comparând graficele obţinute pentru i = 1◦ cu cele obţinute

pentru i = 60◦ şi, respectiv, i = 90◦ este evident că amplitudinea maximă cu care

variază semiaxa mare a ı̂n zonele de libraţie devine din ce ı̂n ce mai mică. De fapt,

amplitudinea maximă se poate calcula reducând modelul general la un model simpli-

ficat ı̂n care considerăm doar termenul dominat T2200 din dezvoltarea ı̂n serie a funcţiei

Hres1:1
A . În acest caz, se obţine un model similar unui pendul matematic a cărui ha-

miltonian are forma H(q, p) = αp2

2
− β cos(q), unde α şi β sunt doi parametri nenuli.

Amplitudinea variaţiei acţiunii p se poate calcula folosind formula ∆p = 4
√

β
α

. După ce

hamiltonianul simplificat este redus la un pendul matematic, putem calcula amplitudi-

nea rezonanţei 1 : 1 folosind aceste rezultate referitoare la pendulul matematic. Astfel,

ı̂n figura 20 este reprezentată amplitudinea rezonanţei 1 : 1 ı̂n funcţie de ı̂nclinaţia i şi

excentricitatea e.

Comparând datele din figura 20, obţinute analitic, cu dimensiunile insulelor de

rezonanţă, determinate prin calculul indicatorului FLI (vezi figurile 17, 18 şi 19), se
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obţin valori similare pentru amplitudinea rezonanţelor. Aşadar, rezultatele numerice

sunt complet argumentate de raţionamente şi rezultate analitice.

Putem proceda similar cu fiecare termen rezonant din Hres1:1
A şi evalua amplitu-

dinea (ı̂n km) a ”insulei” rezonante pe care ar produce-o. Evaluăm astfel care dintre

termenii rezonanţi sunt cu adevărat relevanţi din punct de vedere dinamic.

Pentru rezonanţa de ordinul 1 : 1, spaţiul fazelor este similar unui pendul ma-

tematic deoarece termenul T2200 este dominant, având magnitudinea mare comparativ

cu magnitudinea tuturor celorlalţi termeni rezonanţi. Lucrul acesta nu se ı̂ntâmplă ı̂n

cazul rezonanţelor de un alt ordin, spre exemplu rezonanţele de ordinul 2 : 1 şi 3 : 2.

Studiul altor rezonanţe va reprezenta tema unor cercetări ulterioare.

În plus faţă de regiunile de libraţie şi circulaţie, ı̂n unele diagrame din figurile 17,

(18) şi 19 se disting zone galben-roşii fie ı̂n vecinătatea punctelor de echilibru instabil

şi a curbelor separatoare, aşa cum este cazul graficelor obţinute pentru excentricitatea

iniţială e = 0.2, fie ı̂n interiorul insulelor de libraţie obţinute pentru ı̂nclinaţii mari

(vezi, de exemplu, diagramele de pe al doilea rând al figurii 19). Regiunile galben-

roşii evidenţiate ı̂n jurul curbelor separatoare indică o mişcare complexă (haotică); de

obicei, tipul de evoluţie al semiaxei mari şi al unghiului rezonant, de la libraţie la rotaţie

(sau invers), se schimbă ı̂ntr-un mod impredictibil. În schimb, regiunile galben-roşii

reprezentate ı̂n interiorul insulelor de libraţie, obţinute pentru i = 70◦ şi i = 90◦ (e = 0.1

şi e = 0.2), sunt neobişnuite pentru un pendul perturbat, deoarece valori mai mici ale

indicatorului FLI sunt aşteptate ı̂n apropierea centrului insulelor. Mai mult, aceste

diagrame sunt asimetrice; pentru e = 0.05 şi e = 0.1, doar insula corespunzătoare

intervalului σ11 ∈ [0◦, 180◦) include astfel de regiuni. Pentru a analiza dinamica din

aceste regiuni, identificăm mai ı̂ntâi efectele perturbatoare responsabile pentru apariţia

acestora.

Astfel, ı̂n figura 21, obţinută pentru i = 69◦ şi e = 0.01, calculăm indicatorul FLI

pentru câteva modele simplificate, ı̂ncepând de la hamiltonianul compus din partea

kepleriană şi termenii rezonanţi de grad şi ordin n = m = 2, anume T2200 (vezi relaţia

(32)) şi T2212, definit prin:

T2212 =
µAR

2
AJ22
a3

{27

8
(sin i)2e2 cos[2(σ11 − ω − λ22)]

}
. (33)

Rezultatele sunt prezentate ı̂n graficul din stânga sus a figurii 21. Adăugăm treptat mai

multe perturbaţii celor deja considerate, şi anume HJ2 ı̂n graficul din dreapta sus al
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Figura 21: Indicatorul FLI calculat pentru i = 69◦, e = 0.01, ω = 0◦ şi Ω = 0◦, luând ı̂n
considerare perturbaţii precum: J2 (stânga sus); J2 şi J22 (dreapta sus); J2, J3, J4, J22,
J31 şi Soarele (stânga jos); toţi termenii seculari şi rezonanţi până la gradul şi ordinul
n = m = 3, dar şi J4 şi Soarele (dreapta jos). Orbitele marcate cu puncte negre conţinute
ı̂n graficul din dreapta sus, propagate pentru a = 540 km, σ11 = 98o şi, respectiv,
a = 565 km, σ11 = 98o sunt analizate ı̂n figura 22 şi, respectiv, figura 23.

aceleiaşi figuri 21, apoi HJ3 , HJ4 , atracţia Soarelui şi termenii rezonanţi J31 ı̂n graficul

din stânga jos, iar ı̂n final termenii rezonanţi J32 şi J33 ı̂n graficul din dreapta jos al

aceleiaşi figuri 21.

Graficele din partea de sus a figurii 21 arată că regiunile galben-roşii incluse ı̂n in-

teriorul insulelor de libraţie sunt rezultatul unor interacţiuni complexe ı̂ntre termenul

secular J2 şi termenii rezonanţi T2200 şi T2212. Mai precis, aceste structuri galben-roşii

se datorează suprapunerii componentelor d̃ = 2, q = 0 şi d̃ = 2, q = 2 ale multipletu-

lui de rezonanţă 1 : 1. Frecvenţa unghiului rezonant σ11 corespunzător componentei

d̃ = 2, q = 0 a multipletului interacţionează cu frecvenţa lui ω, având ca efect principal

variaţii semnificative ale excentricităţii.

Pentru a ilustra acest fapt, figura 22 prezintă evoluţia lui a, e, i, σ11, ω şi σ11 − ω

pentru punctul marcat cu negru şi situat ı̂n regiunea galben-roşie din graficul din
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Figura 22: Evoluţia orbitei cu datele iniţiale a = 540 km, e = 0.01, i = 69◦, σ11 = 98◦,
ω = 0◦, Ω = 0◦ (vezi graficul din dreapta sus a figurii 21), considerând următoarele
perturbaţii: cu albastru sunt marcate efectele perturbatoare ale lui J2 (vezi (21), T2200

(vezi (32))) şi T2212 (vezi (33)), iar cu roşu sunt reprezentate efectele perturbatoare ale
termenilor J2 şi T2200. De la stânga la dreapta şi de sus ı̂n jos, ı̂n această ordine, este
reprezentată evoluţia următoarelor: a, e, i, σ11, ω şi σ11 − ω.

Figura 23: Evoluţia orbitei cu datele iniţiale a = 565 km, e = 0.01, i = 69◦, σ11 = 98◦,
ω = 0◦, Ω = 0◦ (vezi graficul din dreapta sus a figurii 21), considerând următoarele
perturbaţii: J2 (vezi (21), T2200 (vezi (32))) şi T2212 (vezi (33)). De la stânga la dreapta şi
de sus ı̂n jos, ı̂n această ordine, este reprezentată evoluţia următoarelor: a, e, i, σ11, ω şi
σ11 − ω.

dreapta sus al figurii 21. Cu roşu (figura 22) sunt prezentate rezultatele obţinute luând

ı̂n considerare doar efectele lui J2 şi T2200, ı̂n timp ce cu albastru este reprezentată

evoluţia elementelor atunci când sunt luate ı̂n considerare toate cele trei efecte: J2,
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Figura 24: Evoluţia orbitei cu datele iniţiale a = 540 km, e = 0.05, i = 70◦, σ11 =
270◦, ω = 0◦, Ω = 0◦ (vezi graficul din stânga din a doua linie a figurii 19), luând ı̂n
considerare toate efectele perturbatoare.

T2200 şi T2212. Ca efect al termenului T2200, unghiul rezonant σ11 oscilează cu o ampli-

tudine de 18◦ (vezi curba roşie din graficul dreapta jos al figurii 22). Unghiul ω scade

uşor sub influenţa lui J2 (vezi relaţia (23) şi linia roşie din graficul de jos, mijloc, al

aceleiaşi figuri).

Totuşi, atunci când sunt luaţi ı̂n calcul toţi cei trei termeni, curba albastră din

graficul din dreapta jos a figurii 22 evidenţiază mişcarea oscilatorie lung periodică a

unghiului σ11 − ω. Deoarece argumentul funcţiei trigonometrice din T2212 este unghiul

”foarte” lent σ11 − ω, care implică argumentul pericentrului ω, unul dintre principalele

efecte ale rezonanţei este variaţia semnificativă a excentricităţii (vezi graficul superior

din mijloc al figurii 22). Deşi perigeul acestei orbite pătrunde, la un moment dat, ı̂n

interiorul asteroidului Vesta, am continuat propagarea acestei orbite pentru un interval

de timp suficient de lung, pentru a evidenţia efectele acestei rezonanţe. În mod clar,

rezonanţa afectează şi ı̂nclinaţia, ı̂nsă nu modifică ı̂n mod esenţial comportamentul

semiaxei mari.

Figura 23 prezintă evoluţia celeilalte orbite marcate cu un punct negru ı̂n graficul

din dreapta sus a figurii 21. Deoarece unghiul σ11 − ω nu este rezonant (vezi graficul

din dreapta jos a figurii 23), excentricitatea rămâne mică (vezi graficul superior din

mijloc al aceleiaşi figuri).

Revenind la figura 21, observăm că apar caracteristici noi atunci când sunt luate

ı̂n considerare perturbaţii suplimentare, ı̂n special prin includerea termenilor rezonanţi
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J31 ı̂n graficul din stânga jos. În schimb, regiunea galben-roşie vizibilă ı̂n interiorul re-

giunii de libraţie corespunzătoare intervalului σ11 ∈ [180◦, 360◦) (ı̂n graficul din stânga

jos) dispare atunci când termenii rezonanţi J32 şi J33 sunt adăugaţi modelului existent

(vezi graficul din dreapta jos). Acest fapt indică faptul că perturbaţiile suplimentare

pot distruge rezonanţa care implică unghiurile σ11 şi ω.

Pentru a analiza acest fenomen mai detaliat, figura 24 prezintă evoluţia orbitei

marcate cu un punct negru ı̂n graficul aflat pe al doilea rând ı̂n partea stângă a figu-

rii 19. Luând ı̂n considerare toate efectele perturbatoare, se observă că unghiul σ11 − ω

evoluează (ı̂n mod neliniar), iar excentricitatea evoluează ı̂n funcţie de variaţia acestui

unghi; mai precis, atunci când unghiul creşte rapid (ı̂ntre ziua 0 şi ziua 25, respectiv

ı̂ntre ziua 75 şi ziua 120), amplitudinea variaţiei excentricităţii este mică, iar atunci

când unghiul tinde să oscileze (ı̂n celelalte intervale de timp), amplitudinea variaţiei

excentricităţii este mai mare. Totuşi, excentricitatea maximă rămâne sub valoarea 0.16,

considerabil mai mică decât cea din figura 22.

Deoarece pentru orbite din ce ı̂n ce mai ı̂nclinate şi excentrice, efectele pertur-

batoare ale termenului T2200 scad ı̂n magnitudine, ı̂n timp ce magnitudinea tuturor

celorlalţi termeni rezonanţi creşte, dinamica devine şi mai complexă (vezi graficul din

dreapta jos al figurii 19). Multipletele rezonanţei 1 : 1 se suprapun, generând mişcări

haotice, inclusiv o creştere rapidă a excentricităţii.

Analiza prezentată ı̂n acest capitol arată că, deşi T2200 este termenul cel mai re-

levant pentru dinamica pe termen foarte scurt (câteva zile), pe intervale de timp mai

lungi, de ordinul zecilor de zile, fenomenul de suprapunere a rezonanţelor poate mo-

difica dramatic evoluţia elementelor orbitale.

6 Concluzii şi perspective

• exprimarea potenţialului gravitaţional trebuie adaptată atât ı̂n funcţie de distanţa

particulei faţă de suprafaţa corpului atractor, cât şi de orizontul temporal al si-

mulării;

• alegerea formalismului matematic trebuie să fie adecvată ı̂n funcţie de obiectivele

urmărite;

• termenul armonic zonal J2 determină variaţii seculare ale argumentului perihe-

liului, ω, şi ale longitudinii nodului ascendent, Ω, iar termenii armonici zonali J3
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şi J4 induc efecte lung periodice, care se traduc prin oscilaţii ale excentricităţii, e,

şi ı̂nclinaţiei, i;

• oblicitatea corpului central se evidenţiază ca un parametru esenţial ı̂n determina-

rea comportamentului dinamic al orbitelor din vecinătatea acestuia;

• condiţiile pentru existenţa unor regimuri orbitale stabile sunt ı̂ndeplinite ı̂n ju-

rul asteroidului Vesta pentru anumite distanţe şi ı̂nclinaţii iniţiale, ceea ce indică

posibilitatea teoretică de a susţine sateliţi;

• ı̂n cazul asteroidului Eros, combinaţia dintre oblicitatea extrem de ridicată şi

forma sa alungită reduce semnificativ şansele de menţinere a unei orbite stabile,

deci probabilitatea ca acest asteroid să posede companioni este practic nulă;

• rezonanţele care apar ı̂n vecinătatea corpurilor nesferice pot fi clasificate ı̂n două

mari categorii: sectorial-teserale şi seculare;

• este prezentat un studiu cartografic al rezonanţei 1:1 ı̂n jurul asteroidului Vesta;

• este evidenţiat rolul fenomenului de suprapunere a rezonanţelor ı̂n generarea

unor variaţii de amplitudine mare ale excentricităţii pe intervale scurte de timp;

• analiza realizată ı̂n prezenta teză poate fi extinsă ı̂n numeroase direcţii, precum

studiul altor rezonanţe teserale, studiul rezonanţelor seculare, studiul efectelor

induse de presiunea radiaţiei solare asupra particulelor cu parametrul A/m mare,

dinamica globală ı̂n jurul a diverse obiecte nesferice, inclusiv planete, asteroizi şi

comete;

• un avantaj important al aparatului matematic construit ı̂n prezenta lucrare este că

este dezvoltat şi implementat astfel ı̂ncât singurele date care sunt necesare pentru

a utiliza programele se rezumă la cunoaşterea:

– rotaţiei corpului nesferic (perioada şi ı̂nclinaţia axei de rotaţie, date prin co-

ordonatele ecliptice λ şi β ale polului pozitiv);

– coeficienţilor armonici Cnm şi Snm ai corpului nesferic;

– elementelor orbitale ale corpului nesferic.

• programele implementate ı̂n acest studiu sunt generice şi pot fi adaptate oricărei

situaţii, dacă sunt cunoscute datele enumerate mai sus.
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