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1 Preliminarii

Motivatia acestei lucrari deriva atat din nevoia de a dezvolta modele dinamice
pentru studiul orbitelor in jurul corpurilor avand forme neregulate, cat si din utilita-
tea practicd a acestor modele in proiectarea misiunilor spatiale viitoare. Multe dintre
obiectele studiate nu poseda un mediu gravitational cunoscut a priori, in consecinta,
simuldrile numerice si aborddrile analitice devin instrumente indispensabile in evalu-
area riscurilor, stabilitatii si fezabilitatii unor traiectorii orbitale sigure.

Lucrarea de fatd se inscrie astfel in efortul international de a caracteriza din punct
de vedere dinamic spatiul din jurul corpurilor mici ale Sistemului Solar, cu implicatii
directe asupra sigurantei si eficientei explordrii automate sau umane a acestor regiuni
spatiale.

Tema de cercetare vizeaza doud obiective esentiale, si anume: modelarea dinamicii
si analiza stabilitatii.

Modelarea dinamicii este un proces matematic complex, prin intermediul cdruia
are loc definirea unor modele utilizadnd ecuatii diferentiale care iau in considerare efec-
tele perturbatoare, precum nesfericitatea asteroidului, rotatia sa, atractia solara si pre-
siunea radiatiei solare. In prezenta lucrare, modelarea dinamicii are la bazi mai multe
concepte cheie, si anume: abordarea carteziand, formalismul hamiltonian, utilizarea
elementelor Milankovitch, dar si implementarea unor propagatoare numerice, indica-
tori de haos, programe de calcul ce permit studiul modelelor (vezi Scheeres (2012);
Celletti| (2010)).

Cel de-al doilea obiectiv mentionat mai sus, respectiv analiza stabilitatii, implica
concepte si procedee de bazd In mecanica cereasca si sistemele dinamice, precum de-
terminarea tipurilor de rezonante, locatia acestora, efectele induse pe termen mediu
si lung, reducerea modelelor generale la modele simplificate (de exemplu, la un pen-
dul matematic perturbat), care caracterizeaza cu o suficient de bund acuratete evolutia
elementelor orbitale. Procedee matematice la fel de importante folosite in aceasta lu-
crare sunt determinarea punctelor de echilibru, a curbelor separatoare, caracterizarea
tipurilor de miscari (oscilatorii, circulatorii sau haotice), dar si studiul analitic (dublat

printr-un studiu numeric) a evolutiei planelor orbitale.



2 Modelarea dinamicii in jurul corpurilor nesferice

Este propus un model general care descrie miscarea unei particule infinitezimale,
notatd cu P, a cdrei masa este neglijabild in comparatie cu masa oricdrui alt obiect din
sistem, aflatd pe o orbitd in jurul unui corp nesferic (un asteroid sau o cometa). Se pre-
supune ca obiectul nesferic, notat cu A, se miscd in jurul Soarelui pe o orbita kepleriana
si se roteste uniform in jurul unei axe fixe, aliniatd cu axa corpului (adicd axa principala
cu cel mai mare moment de inertie). Particula P este supusd atractiei gravitationale a
corpului A4, atractiei gravitationale a Soarelui si presiunii radiatiei solare.

Axa de rotatie a corpului A ramane fixd in timpul miscarii orbitale. Aceasta inter-
secteaza sfera cereasca in doua puncte, numite polul pozitiv si, respectiv, polul negativ.
Notam prin P4 polul pozitiv. Atunci, in coordonate ecliptice, pozitia lui P, este data
de (), 5), considerate cunoscute in acest studiu, unde A € [0°,360°) este longitudinea
eclipticd si 8 € [—90°, 90°] este latitudinea eclipticd (vezi/Cunningham! (1985)).

Conform ipotezelor de mai sus, A si § nu variaza in timp, iar planul ecuatorial
al corpului nesferic A nu isi schimba pozitia fatd de planul ecliptic. Din acest mo-
tiv, miscarea corpului infinitezimal P este raportatd la sistemul cvasi-inertial R =

{A4; ey, ey, €3}, unde e; este vectorul unitar al dreptei care uneste centrul de masa al lui

iti i ic A, e = 2235 jar ey = e3 X eq.
A cu polul pozitiv al corpului nesferic A €303 jar 3 X

= TJesxis|”
In final, se introduce un sistem de referinta sinodic RJ; = {A;f), f,, f3}, centrat in
centrul de masa al corpului nesferic A, unde f; = e, iar f; si f; se rotesc cu aceeasi viteza
unghiulara ca si corpul A. Notdm cu ¢ unghiul de rotatie, si anume unghiul dintre e,
si f;. Deoarece corpul A se roteste uniform in jurul axei sale, unghiul ¢ variaza liniar in
timp. Presupunem ca 0 si 0y, unde 6y = 0(ty) la un moment dat ¢(, sunt cunoscute.

Fie r vectorul de pozitie al particulei infinitezimale P cu coordonatele (z,y, z) in

sistemul cvasi-inertial RS, si (X, Y, Z) in sistemul sinodic RY,:
r =xe; +yes + zes = Xf) + Y, + Zf; .

In sistemul de referintd centrat in asteroid, R, miscarea particulei P este descrisa
de ecuatia:
r—Ty r—r~rg rs r—r~rg

A
rM]3dVA B gmg(]r —rgl? + \r5|3> + CTEPQCL@ v —rgl®’ @)

g
T

unde § reprezintd constanta gravitationald, p(r,,) este densitatea intr-un punct M (ry,)
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din volumul V}, al asteroidului, mg este masa Soarelui, rg este vectorul de pozitie al
Soarelui fatd de centrul asteroidului A, rg = |rg|, C, este coeficientul de reflexivi-

tate adimensional (fixat la 1 in aceasta lucrare), depinzand de proprietdtile optice ale

suprafetei particulei infinitezimale, P, = 4.56 - 1073 [2%;] este presiunea radiatiei pen-
tru un obiect situat la a;, = 1 [AU] fatd de Soare si .A/m este raportul arie pe masd, unde
A este sectiunea transversald a particulei P si m masa acesteia.

Relatia (1) poate fi rescrisd sub forma:

1 r-rg> —CTA

r—rg] |rsl? m

P Vi), @

Ir — rg|

= —Ry(0)VeV(r) + Gmsvf(

unde notam prin V si V; gradientul in reperele sinodic si cvasi-inertial, iar potentialul

gravitational datorat corpului nesferic este dat sub forma:

V(r)=-G MdVA. 3)
va It =T

In prezenta lucrare, accentul se pune pe stabilitatea orbitala pe termen mediu (si
lung) in jurul unui corp nesferic A, adica pe scdri de timp mult mai mari decat perioada
de rotatie a corpului A. In plus, se presupune c4 orbitele studiate sunt situate in afara
sferei Brillouin a corpului A. In acest context, abordarea folosind functii armonice
sferice oferd rezultate precise, cu conditia ca dezvoltarea potentialului gravitational V'

sd fie luata pand la un grad si un ordin suficient de mari.
Potentialul gravitational V' poate fi dezvoltat in serie de functii armonice sferice

dupa cum urmeazad (vezi Kaula (1961, 1966)):

Vi(r,o,x) =— grma > (%) ' > Po(sin ¢)(Com cos my + Sy sinmy),  (4)
m=0

r n=0

unde mdrimile P,,, sunt polinoamele Legendre asociate.

Deoarece potentialul V' este dezvoltat in serii de puteri ale raportului R4/, mag-
nitudinea termenilor armonici scade odata cu cresterea gradului n si a distantei r fatad
de asteroid. In cadrul acestei lucrari, se presupun a fi cunoscuti coeficientii armonici
Chrm $1 Spm, pentru 0 < m < n < nypag CU Ny = 4.

Figura (1| prezinta o comparatie intre intensitatea diferitelor forte care actioneaza
asupra unei particule P care se roteste in jurul asteroidului (4) Vesta (stanga) si, res-

pectiv, (433) Eros (dreapta). Graficele ilustreazd influenta urmatoarelor perturbatii:
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Figura 1: Ordinul de magnitudine al diferitelor tipuri de perturbatii ca functie de
distanta fatid de centrul corpului nesferic A. In stanga este prezentat cazul asteroi-
dului Vesta, in timp ce in dreapta este inclus cazul asteroidului Eros. Curbele colorate
indicd influenta: termenului asociat actiunii gravitationale a corpului nesferic (negru),
Jo (verde), Joy (rosu), J; (albastru), Jy (roz), atractia Soarelui (galben), a planetei Ju-
piter (portocaliu) si presiunea radiatiei solare (SRP) pentru A/m = 0.01 [m?/kg] (li-
nia orizontald punctatd neagra). Liniile punctate verticale indicd locatia principalelor
rezonante teserale.

termenul monopolar al fortei gravitationale exercitate de corpul central (negru), nesfe-
ricitatea corpului central A, limitata la coeficientii J, (verde), Jo, (rosu), Js (albastru),
Jy (roz), atractia Soarelui (galben), a planetei Jupiter (portocaliu) si presiunea radiatiei
solare (SRP) pentru A/m = 0.01 [m?/kg| (linia orizontald punctatd neagrd). Liniile
verticale punctate negre indica pozitia principalelor rezonante teserale, care vor fi dis-

cutate in sectiunile urmatoare.

EROS: Orbital elements evolution: a (top left), e (top middle), i (top right), M (bottom left), ® (bottom middle), Q (bottom right)
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Figura 2: Evolutia elementelor orbitale ale unei orbite din jurul asteroidului Eros,
tinadnd cont de efectele perturbatorii induse de Soare, de presiunea radiatiei solare pen-
tru A/m = 0.001 [m?/kg] si de termenii armonici pand la ordinul si gradul n = m = 4.
Conditiile initiale sunt a = 65 km, e = 0.1, 7 = 20°, M = 50° w = 30°, {2 = 40°, iar epoca
initiala este J2000.0.



Evident, in vecindtatea corpului A, rolul cel mai important il joacd termenul aso-
ciat fortei gravitationale exercitate de corpul atractor. Apoi, pana la o distantd de cateva
raze R 4 fatad de sfera Brillouin a corpului 4, o influentd semnificativa este data de nesfe-
ricitatea corpului A. Atractia Soarelui devine importantd la distante din ce in ce mai
mari de corpul A. In ceea ce priveste efectele lui Jupiter, cu exceptia cazurilor in care
corpul A intalneste (sau se apropie de) Jupiter, atractia planetei este neglijabila si este
ignorata in prezenta teza. Fiecare grafic din figura |1} chiar si cel care compara fortele
care actioneaza asupra unui corp alungit precum Eros, aratd cd, incepand de la o anu-
mitd distantd de sfera Brillouin a corpului A4, toate fortele sunt cu cel putin un ordin
de méarime mai mici decat termenul monopolar al fortei gravitationale exercitate de
A. Aceasta inseamna cd, daca distanta minima fata de sfera Brillouin ramane suficient
de mare in timpul miscarii particulei P in jurul lui A, atunci dinamica poate fi mode-
latd ca o problema a celor doud corpuri perturbata. Efectele nesfericitatii corpului A,
atractia Soarelui si presiunea radiatiei solare pot fi tratate ca perturbatii. Intr-adevir,
in cazul asteroidului Eros, nesfericitatea si celelalte doud perturbatii induc pe termen
scurt, mediu si lung variatii ale elementelor orbitale, asa cum releva figura

Trecerea de la formularea carteziand la cea hamiltoniana permite o abordare struc-
turata si analiticd a dinamicii orbitale, facilitind studiul comportamentului pe termen
lung prin identificarea termenilor seculari si a conditiilor de rezonantd. Aceasta for-
mulare este deosebit de eficientd pentru studiul dinamic al sistemelor perturbate. In
particular, metodele mecanicii Hamilton sunt in médsura sd abordeze problema stabi-
litatii orbitale atunci cand perturbatiile sunt datorate nesfericitdtii corpului central si
prezentei unui al treilea corp.

Analiza dinamicii orbitale pe termen lung se poate realiza prin identificarea ter-
menilor seculari si rezonanti din dezvoltarea in serii a functiilor perturbatoare si prin
cuantificarea efectelor pe termen mediu si lung induse de acesti termeni. Aceasta abor-
dare faciliteaza identificarea regiunilor stabile, regiunilor de libratie si a regiunilor ha-
otice din spatiul fazelor, precum si a rezonantelor critice care determind evolutia siste-
mului (vezi Murray & Dermott|(1999)). De asemenea, formalismul hamiltonian ofera o
eficientd sporitd din punct de vedere computational, fiind preferat in studiul sistemelor

complexe.



Potentialul gravitational () poate fi rescris sub forma:

00 n R n n e
V= _gTA a gi’:A Z Z <TA> Jananp(i) Z Glpg(€) Smpg (M, w, 2, 0) . (5)
p=0

n=2 m=0 g=—00

In relatia (5), functiile F,,,,,, denumite functii de inclinatie ale lui Kaula si functiile
G'npe, numite functii de excentricitate (vezi Kaula (1966)), joacd un rol esential. Aceste
functii descriu dependenta potentialului gravitational de inclinatia si excentricitatea
orbitei.

A treia functie care apare in (5) este definita astfel:

S Crm €08 Wompg + Spm SIN Wy = —Jpm COS \I’nmpq, dacd n — m este par,
nmpq — -
—Snm €08 Vppg + Crm SIN Wong = —Jpm sin Wy,  dacd n — m este impar,
(6)
unde
Umpg = (0 —2p)w + (n —2p + ¢)M +m(2 —0) = ‘ifnmpq + MMy (7)

este argumentul functiei trigonometrice.
Deoarece elementele orbitale Y = (a, ¢, i, M, w, 2) nu sunt variabile canonice, este
convenabild introducerea elementelor Delaunay (L, G, H, M, w, ), unde actiunile L, G,

H sunt definite prin:
L =\/paa, G=LV1-—e2, H = Gcos1, (8)

unde pg = Gma.

Hamiltonianul corespunzator poate fi scris sub forma

2
H — _% +Ha(Y,0) + Houn (T, Ts) + Herp(T, Ts), )

unde Tg = (af, ef, 15, M, w§, Q%) desemneazd elementele orbitale ale Soarelui.
Functiile H 4, Hsun $i Hsrp descriu perturbatiile induse de nesfericitatea si rotatia
corpului A4, atractia solara si presiunea radiatiei solare.
Kaula (veziKaula (1961)) a dedus dezvoltarea geopotentialului in functie de ele-
mentele orbitale. Deoarece scenariul prezentat este similar cu cel utilizat pentru ca-
racterizarea dinamicii satelitilor Pamantului, se utilizeaza aceeasi dezvoltare. Prin ur-

mare, conform Kaula| (1961) (vezi si Kaula| (1966)), functia hamiltoniand # 4 poate fi



exprimatd sub forma

[ 00 n RA n . e
Ha= L2 NS (Z2) D B Y Cora©) Sue(M,0,2,6). (10)
n=2 m=0 p=0 q=—00
Termenii expresiei se numesc teserali caind n # m si m # 0, sunt denumiti
sectoriali cdnd n = m # 0 si se numesc zonali cand n # 0 si m = 0.
Introducem urmatoarea functie definita pe multimea numerelor intregi pozitive

si cu valori reale:

—C,APya?, dacil =1,

(11)
Gms — C,2Pya% ., dacdle N\{0,1}.

Hssrp (l) =

Pentru a exprima functia perturbatoare datorata Soarelui si presiunii radiatiei so-

lare, se poate utiliza dezvoltarea lui Kaula (vezi Kaula (1962)) in elementele orbitale
T ale particulei infinitezimale si Tg ale Soarelui. Functia are o exprimare dupd cum

urmeaza:

HSun + HSRP = - Z Z Z Z Z Z :ussRP(l) *al+1 €m (l — m):
£ (ak) (I +m)!

(12)

unde

‘Emph(ia Z*S) = F}mp(i)ﬂmh(ig)a
Oimphg; = (L —2p)w + (I = 2p + ¢)M — (I — 2h)wg — (I — 2h + j) Mg + m(Q2 — QF),
(13)

iar e, este definit ca

1, dacam =0,
2, dacam € Z*.

Functiile H,,,(e) si Gip;(el) corespund coeficientilor Hansen X {;’gjﬁ ,(€) i, respec-

tiv, X, G 7 (e5) (vezi Giacaglia (1976)).
Pentru a studia comportamentul pe termen lung al orbitelor indepartate, vom uti-
liza un model dublu-mediat, in care functiile perturbatoare sunt mediate atat in raport

cu anomalia medie a satelitului, cat si cu cea a Soarelui. In acest model, perturbatiile



semnificative sunt cele generate de termenul J, si de atractia gravitationald a Soare-
lui. Alegerea elementelor Milankovitch (vezi Milankovitch| (1939)) este justificatd de
faptul ca aceasta formulare permite obtinerea unor rezultate analitice relevante pentru
caracterizarea evolutiei elementelor orbitale.

Constructia modelului se bazeaza pe urmaitoarele considerente. In primul rand,
observam cd, prin considerarea exclusiva a perturbatiilor datorate termenului J; si
atractiei Soarelui, ecuatia miscarii (1) se simplificd la:

i+ ';ﬂr —V,U, (14)

unde pp = Gmy, 1 = Gmg si U este functia perturbatoare data prin

,LL()ROJQ 322 1) ( 1 r- rs>
_ 32 1 _ . 1
u (372 —3) s r—rs|  JrsP (15

Deoarece r < rg, pastrdm doar termenii pand la gradul [ = 2 In urmadtoarea dezvoltare

Pcos@
|r—rs| |rs|z(|rs|)l )

unde O este unghiul dintre r si rg, iar P, sunt polinoamele Legendre.

Ulterior, aplicdnd o mediere atat peste anomalia medie a satelitului, cat si peste
anomalia medie a Soarelui, deducem ca functia perturbatoare dublu-mediatd are urmatoarea

forma (vezi/Allan & Cook|(1964)): U = na?U*, cu

% Wo 1 o 1 1 2 2 2( ) 2)
U= ———— [ =(R-Ry)" — = —(1— R R 1-=(P-R
(16)
unde n este viteza unghiulard medie a particulei si wy = %, wp = 43(31‘%'
naS —eS

In ecuatia (T6), vectorii unitari R si P sunt asociati orbitei particulei. Vectorul
R reprezinta normala pozitiva a planului orbital, iar P este un vector situat in planul
orbital, orientat spre pericentru. Vectorul unitar R, este aliniat cu axa de rotatie a
asteroidului, adica R4 = e; = fj, iar vectorul unitar R este perpendicular pe planul
orbital al Soarelui.

In cele din urmai, considerand elementele vectoriale e si h definite de

e=¢eP, h=(1-e)"’R, (17)

O



evolutia elementelor orbitale este descrisa de ecuatiile (vezi|Allan & Cook|(1964))

oUu* oUu* . ouU* oUu*
+ex é=-exX +h x

h=hx-r Je oh e

(18)

Functia perturbatoare U* poate fi exprimata in termeni ai elementelor vectoriale h si e

sub forma

U — w0(§(1 — €272 (h-Ry)? — é(l _ €2>73/2> + (%(h ‘Rg)? + e — g<e _ RS>2>
(19)

3 Efectele seculare si lung periodice

Vom analiza dinamica seculara si lung periodica indusa de armonicele sferice
Jo, J3 i Jy. Desi aceste aspecte sunt suficient de detaliate pentru satelitii PdAmantului
(veziKozai|(1959)), pentru caracterizarea miscdrilor in medii mult mai perturbate decat
spatiul circumterestru, precum cele din jurul asteroizilor, este necesara cel putin o ree-
valuare cantitativa a problemei, luand in considerare noile valori ale parametrilor.

Considerand dezvoltarea lui H 4 pand la gradul n = 4 si realizdnd o mediere dupa
unghiurile rapide M si 6, deducem cd pdrtile seculare (care depind doar de q, e si @) si

cele lung periodice (care depind si de w) sunt:
Ha=Hy, +Hys +Hy,, (20)

unde (conform Roy (2005), Kaula (1966) si Vallado|(2007))

— R%Jy /3 1
Hy, = pala 2(—811122'— 5)(1 — 2732

a3 4
2uAR3 T3 115 3
I = %(1_6 sin® i — Zsini)e(l — e sinw,

a
_ RYJy (35 15, 32 @D
Hy, = MA@;‘ 1 ((—5 sin® i + 1—68in21>%(1 — €2)772 cos 2w

105 15 3 3e?

+ <6_4 sin?i — gsin%' + g) <1 + %)(1 — 62)7/2> .

Tindnd cont de ecuatiile planetare ale lui Lagrange (vezi Kaula (1966)), rezulta
cd toate elementele orbitale, cu exceptia semiaxei mari, variaza in timp sub influenta
functiilor perturbatoare R;, = —Hj,, Ry, = —Hy, si Ry, = —Hj,. EBcuatiile care

descriu variatia excentricitdtii, inclinatiei, anomaliei medii, argumentului periheliului

10



si longitudinii nodului ascendent au forma:

unde

de .

% =ej T ey,

di . .

% =t tiy,

IM M1/2

% - 3/2 + MJ2 + MJ3 + MJ4 ) (22)
dw . . .

E =Wy, T Wiy T Wy,

— = Q Q

dt Jo 805 + 30,

3o/ A R <3 cos(21) + 1>

‘ 3o/ A R4 (3 +5 cos(2i))
Wl = 8a™/2(1 — e2)? ’
o 3Jo\/1taR% cos(i)

Jo — T )

: 2a7/2(1 — e2)?

3J3MRA (sm( )+5 8111(32)) cos(w)

& = 32a%/2 (¢2 — 1)° ’
. 3eJsy/1ia R cos(i )(5 cos(2i) + 3> cos(w) (23)
S 16072 (2 — 1)° ’
B (4€® — 1) Jy\ /AR, (sin(z') + 5Sin(3i)> sin(w)

e 32a9/%¢ (1 — ¢2)* ’

3J3/1tR3, csc(i) sin(w) (5 (762 + 1) cos(41) — 3e? — 4 cos(2i) — 1)

s 64a%/%e (2 — 1) 7
. 3€J3\/,LL_AR3 (15 cos(2i) — 7) cot(7) sin(w)
e = 16097 (¢ — 1)° |

In cazul migcérilor orbitale in jurul corpurilor minore, se anticipeaza c& H , in-

duce o dinamica seculard si de lunga durata mult mai complexa. Data fiind diversi-

tatea parametrilor implicati, o caracterizare globald a efectelor cumulative generate de

Hs,, H s, si Hj, devine destul de complicata.

Sd presupunem cd ne intereseaza evolutia orbitelor aproape circulare in jurul as-

teroidului (4) Vesta, situate la distante de cateva raze fata de centrul sdu, sa zicem

a~ 3R, ~ 795 [kml]. Figuraaraté variatiile |¢ ], |¢7,] (graficul din stAnga sus); |i ],
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Figura 3: Efecte seculare induse de J,, J; si Jy asupra orbitelor aproape circulare in
jurul asteroidului (4) Vesta. Variatiile |¢,| (albastru), |¢;,| (roz) (stanga sus); |i,| (al-
bastru), |1, (roz) (dreapta sus); w;, (verde), |w,,| (albastru), |wy,| (roz) (stdnga jos);
Qy, (verde), |Q,| (albastru), [©2,| (roz) (dreapta jos), ca functii de inclinatie si pentru
urmadtoarele valori fixe ale semiaxei mari, excentricitatii si argumentului periheliului:
a =3R4 = 795km, unde R4 = 265 km este raza de referintd, e = 0.01, iar w a fost ales
astfel incat |$, | sa fie maxim, unde s este elementul orbital in discutie si k € {3,4}.

VESTA: Orbital elements evolution: a (top left), e (top middle), i (top right), M (bettom left), ® (bottom middle), € (bottom right)
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Figura 4: Evolutia elementelor orbitale ale unei orbite in jurul asteroidului (4) Vesta,
propagata utilizand ecuatiile carteziene ale miscarii (cu rosu), ecuatiile miscarii in va-
riabilele nesingulare definite in Giacaglia| (1977) (cu verde) si hamiltonianul H obtinut
prin medierea lui H definit in (9), In raport cu unghiurile M si 6 (cu albastru). Fiecare
model ia in considerare efectele perturbatoare datorate nesfericitdtii corpului A, ale
Soarelui si ale presiunii radiatiei solare pentru A/m = 0.01 [m?/kg]. Conditiile initiale
sunt: a = 795 [km], e = 0.005, ¢ = 35°, M = 50°, w = 30°, {2 = 40°, iar epoca initiald este
J2000.0.
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|is,| (graficul din dreapta sus); wy,, |w,], [w,| (stanga jos); Q,, |, [Q,] (dreapta
jos), in functie de inclinatia 7 si pentru @ = 795 [km], e = 0.01 si w ales astfel incat
|57,| sd fie maxim, unde s este elementul orbital in discutie si k¥ € {3,4}. Efectele in-
duse de H, sunt seculare (adica wj, si Q 7, hu depind de w), iar efectele induse de
4, si H ;, sunt lung periodice. In figura 3, curbele albastre si roz aratd amplitudinea
variatiei (calculata pentru o valoare fixd a lui w), comparativ cu curbele verzi care co-
respund influentei seculare a lui .J,. La 0 asemenea distanta fatd de centrul de masa al
asteroidului (4) Vesta, adicd a = 3R 4, efectele pe termen lung ale lui J, sunt neglijabile.
Acelasi comportament (neprezentat aici) se pastreaza si pentrua > 3R sia < 3R4. Cu
toate acestea, efectele pe termen lung ale lui J; nu sunt neglijabile, asa cum se observa
in figura 3| 7, este responsabil pentru variatii semnificative ale elementelor orbitale,
in special pentru variatia excentricitatii, inclinatiei, anomaliei medii (neprezentatd in
tigura|3) si a argumentului periheliului. Pentru orbite aproape circulare aflate din ce in
ce mai aproape de suprafata asteroidului, influenta lui J; devine si mai relevanta.
Pentru a evidentia influenta cumulativé a termenilor H ;,, H s, si H, asupra orbi-
telor aproape circulare, figura[d|prezinta evolutia elementelor orbitale ale unei orbite in
jurul asteroidului (4) Vesta, obtinutd prin propagarea ecuatiilor carteziene ale miscarii
(cu rosu), a ecuatiilor miscarii in elementele orbitale nesingulare definite in Giacaglia
(1977) (cu verde) si a ecuatiilor canonice asociate hamiltonianului H, obtinut prin me-
dierea lui #, definit in (9), in raport cu unghiurile rapide M si 6 (cu albastru). Cu rogu
si verde este prezentatd evolutia elementelor orbitale osculatoare, iar cu albastru este
redata evolutia elementelor orbitale medii. Micile diferente dintre curbele rosii si cele
verzi se datoreazd modelelor diferite folosite; ecuatiile carteziene iau in considerare
toti termenii armonici pand la ordinul si gradul 4, in timp ce ecuatiile in elemente ne-
singulare iau in calcul doar influenta termenilor J; si J5, (inclusiv cei scurt periodici),
precum si perturbatiile induse de H j, si Hj,. Variatiile pe termen lung ale excentri-
citatii si inclinatiei, prezentate in graficele din mijloc-sus si dreapta-sus ale figurii
sunt cauzate de H , (vezi si graficele superioare din figura . Intr-adevir, din si
[@3), pentru i = 35°, rezultd cd é;, > 0, 15 < 0 pentru w € [0°,90°] U [270°,360°) si
s, <0,iz > 0pentruw € [90°,270°], asadar oscilatiile pe termen lung ale lui e si i
sunt descrise de o functie trigonometricd de w. In ceea ce priveste evolutia argumen-
tului periheliului i a longitudinii nodului ascendent, figurile [3 si ] demonstreaza ca
H 5, si H 5, au un efect neglijabil asupra variatiei lui (2, in timp ce variatia lui w este mai

complexd. In general, {2 variaza liniar in timp pentru orice conditii initiale, cu exceptia
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orbitelor polare. In schimb, in cazul argumentului periheliului, deoarece «;, este de
ordinul 1/e, pentru excentricitati mici, influenta combinatd a lui H, si H s, conduce
la o variatie neliniara a valorii medii a lui w, dupd cum este ilustrat de curba albastra
din graficul central de jos din figura 4, Deoarece w;, are semne opuse pe intervalele
w € [0°,180°] si respectiv w € [180°,360°], rezultd ca Wy, + w,, este mai mare pe un
interval (adicd w € [180°,360°], vezi graficul de jos mijloc din figura[4) decat pe celdlalt.

Pentru valori moderate ale excentricitatii initiale, s spunem e € [0.1,0.4], rata
de variatie a excentricitatii si rata de variatie a inclinatiei nu se modificd semnificativ
comparativ cu cazul excentricitatilor mici. Totusi, variatia atat a lui w, cat si a lui €2 este
liniard, fiind guvernatd de influenta seculara a lui H ,.

Termenii din dezvoltarile si pot fi clasificati astfel: scurt periodici - daca
U mpg SAU Qimphe; depind de M si/sau 6, fard comensurabilitate intre perioadele un-
ghiurilor rapide, rezonanti - cand V,,,,,,, implicd unghiuri rapide cu relatii de comensu-
rabilitate intre M si 0, seculari sau lung periodici - daca argumentele trigonometrice sunt
independente de M si 6.

Evident, dezvoltdrile in serii ale partilor hamiltoniene H 4 si Hsun+Hsrp, definite
de relatiile si contin un numadr infinit de termeni scurt periodici, rezonanti, se-
culari si lung periodici. Nu toti acesti termeni sunt relevanti, atunci cdnd ne propunem
sd analizam evolutia pe termen lung a elementelor orbitale. Astfel, conform princi-
piului medierii (vezi Murray & Dermott (1999), Morbidelli (2002)), putem presupune
ca toti termenii scurt periodici sunt neimportanti, deoarece efectele lor se contraba-
lanseaza pe termen lung, dinamica fiind dominatad de termenii rezonanti, seculari si
lung periodici. Astfel, spre exemplificare, in figura () este prezentatd evolutia elemen-
telor orbitale ale unei orbite in jurul lui Eros pentru o perioadd de 100 ani. Conditiile
initiale sunt @ = 100 km, e = 0.07, ¢ = 20°, M = 10°, w = 50°, 2 = 100°, iar parametrul
A/m = 10"*m?/kg. Cu rosu este reprezentatd evolutia elementelor orbitale osculatoare
obtinutd prin propagarea ecuatiilor carteziene (2), care iau in considerare termenii ar-
monici ai potentialului V' (definit de relatia (#4)) pana la gradul si ordinul n = m = 4,
precum si atractia Soarelui si presiunea radiatiei solare.

Cu albastru este reprezentatd evolutia elementelor medii obtinutd prin integrarea
ecuatiilor canonice ale hamiltonianului H care se obtine dupd medierea dupa unghiu-
rile rapide M si 0 ale hamiltonianului (9). Evident, H 4 nu include termeni scurt peri-
odici. Comparand cele doud abordari, rezulta cd este justificatd neglijarea termenilor

scurt periodici.
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Figura 5: Evolutia elementelor osculatoare (rosu) si a elementelor medii (albastru) pen-
tru o orbita in jurul asteroidului Eros, avand elementele orbitale initiale ¢ = 100 km,
e =0.07,7 =20°, M = 10°, w = 50°, Q2 = 100°. Elementele osculatoare au fost obtinute
prin propagarea ecuatiilor carteziene care iau in considerare termenii armonici din
dezvoltarea potentialului gravitational al asteroidului Eros pana la gradul si ordinul
n = m = 4, precum si perturbatiile induse de atractia solara si de presiunea radiatiei
solare, unde parametrul arie pe masd este A/m = 10~*m?/kg. Elementele medii au
fost obtinute prin mediere in raport cu unghiurile rapide M si 6 a dezvoltarii partii
hamiltoniene H 4 pand la gradul n = 4, si medierea in raport cu M a dezvoltarii in serii
a partii Hsun + Hsrp pand la ordinul n = 2.

In baza relatiei (7) rezulti ca termenii zonali (cei pentru m = 0) pot fi de trei tipuri
si anume: termeni seculari (independeti de M si w), termeni lung periodici (depind
doar de w) si termeni scurt periodici (depind de M).

Pe baza aceleiasi relatii (7), termenii sectoriali si termenii teserali (cei pentru m #
0) pot fi doar de douad tipuri si anume: termeni rezonanti (depind de M si 6, insa existd o
comensurabilitate intre aceste unghiuri) si termeni scurt periodici (depind intotdeauna
de 6 si, eventual, de M). Important de remarcat faptul cd nu existd termeni sectoriali
si termeni teserali care sd fie seculari sau lung periodici. Cu alte cuvinte, termenii
sectoriali si teserali sunt relevanti doar in acele regiuni ale spatiului fazelor unde se
produc rezonante teserale.

In virtutea relatiei (13), Hsun + Hsrp poate contine termeni seculari, termeni lung
periodici si termeni scurt periodici. Deoarece ¢i,nq; (vezi relatia(13)) nu depinde de

0, suma Hg,, + Hsrp Nu contine termeni rezonanti (termeni care conduc la rezonante
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teserale).

Asadar, pentru problema consideratd se identificd doud categorii de rezonante:

1. Rezonante sectorial-teserale (eng. ground-track resonances, cf. Delsate (2011); Feng
(2017); Boumchita & Feng| (2024)), rezultand din comensurabilitdti intre perioada
de rotatie a corpului A si perioada orbitala a particulei P, fiind generate de nesfe-

ricitatea si rotatia corpului A;

2. Rezonante datorate Soarelui si presiunii radiatiei solare, implicd comensurabilitati
intre ratele de variatie a unghiurilor lente ), w si M}, astfel ca ele sunt cauzate
de influenta cuplata a celui de-al treilea corp si/sau a perturbatiilor induse de
presiunea radiatiei solare, pe de o parte, si a nesfericitatii corpului A, pe de alta

parte.

Pentru a introduce rezonantele sectorial-teserale, reamintim ca dezvoltarea in
serie a pdrtii hamiltoniene # 4 contine termeni ai cdror argumente trigonometrice au
forma @) In consecintd, o rezonantd apare atunci cand existd n € N~ {0,1}, m € N,

0<m<n,peN,0<p<n,q € Z astfel incat:
(n—2p+q)M —mbd+ (n—2p)+mQ =0.

Aceastd relatie implicd ratele de variatie ale unghiurilor M, 6, w si Q2. Deoarece M si
6 sunt mult mai rapide decat w si (2, o astfel de rezonanta va fi numitd rezonantd de
ordin j : ¢, unde j si ¢ sunt definite prin relatiile m = j d,n—2p+q="Cdsid este cel
mai mare divizor comun al numerelor m sin — 2p + q.

Pentru doud numere naturale prime intre ele j si /, introducem unghiul:
o0 =LM — 70 + lw + jQ. (24)

De fapt, prin j : ¢ intelegem o clasa de mai multe rezonante pe care o denumim

multiplet ca in definitia:

Definitia 3.1. Spunem cd se produce o rezonantd sectorial-teserald de ordin j : ¢, cu

3,0 € N~ {0} cand existd d € N~ {0} si ¢ € Z astfel incat:

déje—qu=0. (25)
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Prin multiplet de rezonante sectorial-teserale de ordin j : ¢, cu j, ¢ € N~ {0} intelegem

multimea tuturor rezonantelor de forma (25).

Definitia 3.2. Componenta ¢/ deQa multipletului de rezonante sectorial-teserale de

ordin j : ¢, cu j,¢ € N~ {0} este rezonanta pentru care are loc relatia (25).

Rezonantele seculare datorate Soarelui si presiunii radiatiei solare apar ca efect
combinat al nesfericitdtii corpului A si al perturbatiilor induse de cdtre Soare si de pre-
siunea radiatiei solare. Armonicele zonale provoacd variatii in timp ale argumentului
periastrului w si ale longitudinii nodului ascendent ). Pe de altd parte, din si
(13), suma H s, + Hsrp contine termeni seculari si lung periodici, ale cror argumente

trigonometrice sunt de forma kjw + ko§2 + ks M + const, unde kq, ks, ks € Z.

Definitia 3.3. O rezonanta solard sau datoratd presiunii radiatiei solare se produce

atunci cand exista ky, ko si k3 € Z, nu toate nule, astfel incat:
k1o + ko2 + ks ME = 0. (26)

Deoarece Hsun + Hsrp este o serie de puteri in a/a¥, o primd comparatie intre
coeficientii din aratd cd termenii trigonometrici de ordin [ = 2 sunt de cel putin 10°
ori mai mari decat cei de ordin [ = 3. Din acest motiv, in continuare vom discuta doar
rezonantele obtinute prin trunchierea seriei pand la ordinul al doilea in a/a¥, desi
in propagarea orbitald sunt implementati si termeni de ordin superior.

Din si (26), deducem cd sunt posibile urmatoarele tipuri de rezonante (consi-
derand dezvoltarea pandlal = 2):

(2—2p)w+mQ—(2—2h+j)M: =0, pe{0,1,2}, me{0,1,2}, he{0,1,2},j€Z
(27)
si

(1=2p)+mQ—(1—-2h+j)Ms =0, pec{0,1}, me{0,1}, h € {0,1}, j € Z. (28)

Rezonantele sunt provocate atat de perturbatiile solare, cat si de cele asociate
presiunii radiatiei solare, in timp ce rezonantele apar doar ca efect al presiunii
radiatiei solare.

Pentru fiecare corp A, exista in spatiul elementelor orbitale o regiune unde un-

ghiurile w si ) sunt mai rapide decat (sau comparabile cu) anomalia medie a Soarelui
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M3, sioregiune unde w si 2 sunt (mult) mai lente decat M. Toate tipurile de rezonante
definite de si (pana la un intreg j, care trebuie determinat in aplicatii) pot fi
relevante pentru prima regiune. Totusi, deoarece in a doua regiune Mg este considerat

(mult) mai rapid decét w si , doar rezonantele care nu implica viteza M, pot aparea.

4_
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3 — ol 3 — la
22 =] .
1 1t ] 1Q|
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o0 —o— ot ‘ , :
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Figura 6: Comparatie intre M ¢ (linie neagra), |w| (curba rosie), Q| (curba verde), in
cazul urmadtoarelor obiecte: (4) Vesta (stanga) si (433) Eros (dreapta). Semiaxa mare
variazd in intervalul a € [R4,15R 4], pentru (4) Vesta, respectiv a € [R4, 11R 4] pentru
(433) Eros, unde R4 este raza de referintd a corpului A. Excentricitatea si inclinatia sunt
fixe, si anume: e = 0.1, ¢ = 30°. Mdrimea s reprezintd un unghi generic.

Figura |§] compara vitezele de variatie ale unghiurilor w, {2 si Mg, pentru anumite
valori fixe ale lui 7 si e. Din graficele incluse in figura [] se poate deduce ca orbitele
situate in imediata apropiere a lui A se afld in prima regiune mentionatd, in timp ce
orbitele situate la distante mari fatd de A se afla fie la granita dintre cele doua regiuni,
fie in a doua regiune.

Astfel, de la 0 anumitd distanta fatd de corpul A, doar rezonantele de forma (2 —
2p)r + mQ = 0, cup € {0,1,2} si m € {0,1,2} sunt cu adevirat relevante pentru
dinamicd, deoarece w si €2 sunt mai lente decat M.

De regul, vitezele de variatie ale unghiurilor w i €2, adici w si 2, sunt influentate
cu precidere de termenul secular H ;,. Astfel, in baza ecuatiilor 2 si 3 din relatiile (23),

rezonanta (2 — 2p)w + mQ = 0 se produce atunci cand
(2 —2p)(3 4 5cos(2i)) —4mcosi = 0,

adicd aceste rezonante depind doar de inclinatie. Acestea se produc pentru orice va-

loare a semiaxei mari a si pentru orice valoare a excentricitatii e la aceleasi inclinatii,
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dupa cum urmeaza:

w = 0 la inclinatia 63°.4 sau 116°.4,

2 = 0 la inclinatia 90°,
w + Q = 0la inclinatia 46°.4 sau 106°.9,
—& 4+ Q = 01la inclinatia 73°.2 sau 133°.6,
—2w + Q = 0 la inclinatia 69° sau 123°.9,

2w + Q = 0 la inclinatia 56°.1 sau 111°.

La distante mici de corpul nesferic unghiurile w, 2 pot fi mai rapide decat Mg sau
pot varia la fel de lent ca M (vezi figura (6)). Prin urmare, la distante mici de corpul
nesferic, se pot produce si rezonante de tipul care depind de Mj. Locatia acestor

rezonante depinde de elementele orbitale a, e, i.

4 Analiza stabilitatii orbitale

Pornind de la rezultatele obtinute de |Allan & Cook|(1964), care au investigat di-
namica orbitelor circulare indepartate de Pdmant, analizam evolutia pe termen lung
a Inclinatiei orbitelor in jurul asteroizilor. Adoptdm un cadru analitic pentru identi-
ficarea principalilor parametri care contribuie la aparitia unor variatii semnificative
ale inclinatiei orbitelor circulare. Rezultatele cuprinse in acest capitol fac obiectul
lucrarilor Nadabaical (2024, [2025).

Intrucat are loc dU* /Oe = 0 atunci cand excentricitatea e = 0 (vezi ecuatia (19)),
a doua ecuatie din admite solutia e(t) = 0 pentru conditia initiald e¢(0) = 0. Prin
urmare, orbitele initial circulare isi conserva circularitatea in timp. In consecints, siste-
mul de ecuatii se reduce la o problemad cu un singur grad de libertate (integrabild),

descrisa de ecuatia
R = —w(R - Ry)(Rs x R) —wi(R - Rs)(Rs x R), (29)

unde semnificatia constantelor wy si wi, precum si a vectorilor R, Ra si Rg, a fost
prezentata mai sus.
Pentru a caracteriza evolutia vectorului R (sau, echivalent, a parametrilor sai

asociati: inclinatia ¢ si longitudinea nodului ascendent (2), este necesar, in primul rand,
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sd determinam punctele de echilibru ale problemei.

Determinarea acestor puncte pentru sistemul din relatia se reduce la o ana-
liza a valorilor si vectorilor proprii, conform metodologiei descrise de Allan & Cook
(1964). O pozitie de echilibru a problemei (29), notatd prin V, este un vector propriu al

tensorului wyR4R 4 + wiRsRg, ceea ce implica relatia

(CL)ORARA + wlRSRs)V = )\V,

unde simbolul AB desemneaza produsul tensorial al vectorilor A si B, iar ) reprezinta

o valoare proprie, care poate fi determinata prin rezolvarea ecuatiei caracteristice
det(woRARA + wleRS — )\I) =0 s

cu I desemnand tensorul unitate.

Adoptand conventia A3 > Xy > A, valorile proprii pot fi scrise sub forma: A; = 0,

Aog =1 <w0 + w1 F v/ (wo + w1)? — dwow, sin’ e> , unde ¢ = i} reprezintd oblicitatea, adica
unghiul dintre R4 si Rs.

Vectorii proprii asociati valorilor proprii A, A; si A3 definesc orientarea axelor
principale, notate In continuare cu O;, O; si, respectiv, Os. Axa O; apartine planului
determinat de axa polard a asteroidului (R ,4) si normala la planul orbital al Soarelui
(Rg), formand un unghi de inclinatie « fatda de R4. Acest unghi este determinat de

relatia (conform Allan & Cook (1964)):

in 2
tan 2o = i b ) (30)
wo + wy cos 2¢

Axa O este ortogonald planului definit de vectorii R 4 si Rg, In timp ce O, apartine
acestui plan si este ortogonald pe Os.

Deoarece vectorul unitar R defineste planul orbital al satelitului P (prin inclinatia
i si longitudinea nodului ascendent (2), cunoasterea miscarii vectorului R este echiva-
lentd cu predictia evolutiei elementelor orbitale i si Q. Intr-adevar, deoarece orbita
rdmane circulara si semiaxa mare este constantd, se obtine caracterizarea seculara a
tuturor elementelor.

Figura (/) aratd evolutia unghiului ¢, cu alte cuvinte, evolutia planului invariabil
(planului lui Laplace) pentru cazul asteroidului 4 Vesta (stdnga), respectiv, 433 Eros

(dreapta). Comportamentul unghiului « in functie de distantd evidentiaza o tranzitie
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Figura 7: Evolutia inclinatiei planului lui Laplace pentru asteroidul 4 Vesta (stanga) si
433 Eros (dreapta).

progresiva intre aceste stdri de echilibru. La distante mici (< 10R;), unghiul o dintre
normala la planul ecuatorial si axa principald O3 este un unghi mic, datoritd influentei
semnificative a nesfericitatii asteroidului. In aceastd zona, unghiul a rdmane sub 15°.
Pe masura ce distanta creste, intre 10R, si 50R,, sistemul intra intr-o zona de tranzitie
unde unghiul o Incepe sa creasca semnificativ. Aceasta evolutie reflectda competitia din-
tre influenta asteroidului si perturbatiile externe. La distante mari (> 50R,), influenta
Soarelui devine dominanta, iar unghiul « tinde catre o valoare asimptotica.

De asemenea, in figura (7)) este evidentiat (cu negru) cate un punct pentru fiecare
situatie. Inclinatia planului invariabil, pentru distantele considerate, adicd 8000 km in
cazul asteroidului Vesta si, respectiv, 247 km in cazul asteroidului Eros, este de o = 10°
si, respectiv, o = 45°. In cele ce urmeaza, vom compara dinamica in jurul celor doi as-
teroizi, considerand, mai intai, pentru ambele situatii cate o orbitd situata in imediata
vecindtate a planului invariabil si cate o orbita depdrtatd de planul invariabil. Sco-
pul acestei comparatii este de a observa evolutia elementelor orbitale pentru ambele
situatii, pentru a evidentia stabilitatea orbitei ce apartine planului lui Laplace.

Evolutia elementelor orbitale in cazul orbitelor situate in zona de libratie din ve-
cindtatea punctului de echilibru asociat planului lui Laplace este redatd in figurile
(Vesta) si (Eros). Evolutia prezentata in aceste figuri poate fi confirmatd analizand
graficele din figura (I2). Pentru asteroidul Vesta (figura (8)), propagand orbita asociatd
punctului de echilibru stabil €2 = 0°, i = o, putem observa faptul cd inclinatia si longi-
tudinea nodului ascendent evolueaza in intervalul permis de cdtre insula de libratie ce
contine orbita (conform graficului superior din mijloc al figurii (12)). Acelasi compor-

tament poate fi observat pentru orbita situatd in zona de libratie din vecindtatea punc-
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Figura 8: Evolutia elementelor orbitale ale unei particule ce se afld pe o orbitd situata
in zona de libratie din vecindtatea punctului de echilibru asociat planului lui Laplace,
mai exact, corespunde punctului evidentiat din stanga figurii (7) (cazul asteroidului
Vesta).
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Figura 9: Evolutia elementelor orbitale ale unei particule ce se afld pe orbitd la o
distantd apreciabila de planul lui Laplace (cazul asteroidului Vesta).

tului de echilibru asociat planului lui Laplace din cazul asteroidului Eros (figura (10)),
pentru care inclinatia si longitudinea nodului ascendent evolueaza corespunzator gra-
ficului inferior din mijloc al figurii (I2), orbita propagatd apartindnd insulei de libratie

ce Inconjoard punctul de echilibru stabil Q2 = 0°, i = a.
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Pentru orbitele aflate la o distantd apreciabild de planul lui Laplace (vezi figurile
(9) si, respectiv, (11))), variatiile inclinatiei 7 si a longitudinii nodului ascendent 2 sunt
apreciabile. In plus, daca in cazul orbitei in jurul asteroidului Vesta excentricitatea e se
modificd lent In timp (vezi figura (9)), excentricitatea orbitei in jurul asteroidului Eros

creste In timp datoritd influentei rezonantelor solare seculare.
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Figura 10: Evolutia elementelor orbitale ale unei particule ce se afld pe orbita situata
in zona de libratie din vecindtatea punctului de echilibru asociat planului lui Laplace,
mai exact, corespunde punctului evidentiat din dreapta figurii (7) (cazul asteroidului
Eros).

Dupd cum s-a mentionat mai sus, determinarea pozitiilor de echilibru ale siste-
mului (29) se reduce la rezolvarea unei probleme de valori proprii. Sistemul admite trei
pozitii distincte de echilibru, corespunzand alinierii planului orbital cu fiecare dintre
axele principale.

Cele trei pozitii de echilibru prezintd caracteristici diferite de stabilitate. Doua
dintre ele sunt stabile, asociate alinierii planului orbital fie cu planul ecuatorial al as-
teroidului (R4), fie cu planul orbital al Soarelui (Rg). A treia pozitie de echilibru este
instabila, reprezentdnd o configuratie de tip punct sa.

Pozitiile punctelor de echilibru in planul (i,2) pot fi determinate prin analiza
suprafetelor de nivel ale functiei lui Hamilton, asa cum este ilustrat in figura Stu-
diul comparativ evidentiaza doud cazuri distincte: dinamica in jurul asteroidului Vesta
(graficele din partea superioard) si dinamica in jurul asteroidului Eros (graficele din

partea inferioarad).
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Figura 11: Evolutia elementelor orbitale ale unei particule ce se afld pe orbitd la o
distantd apreciabila de planul lui Laplace, mai exact (cazul asteroidului Eros).
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Figura 12: Suprafetele de nivel pentru Vesta, prezentate in graficele superioare, cores-
pund distantelor orbitale de a = 6000 km (stdnga), @ = 9000 km (centru) si a = 15000
km (dreapta), in timp ce pentru Eros sunt afisate in graficele inferioare si ilustreaza
configuratiile la a = 200 km (stdnga), a = 250 km (centru) si a = 280 km (dreapta).

Analiza suprafetelor de nivel demonstreaza cd pozitiile de echilibru stabil se
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marginitd si stabilitate dinamicd. Punctele de echilibru instabil sunt asociate cu curbe
de nivel deschise sau suficient de distorsionate, evidentiind o dependentd critica de
conditiile initiale. In aceste cazuri, mici perturbatii ale stdrii initiale pot conduce la
variatii exponentiale ale traiectoriei, caracteristice regimurilor haotice.

Amplitudinea insulelor de libratie este influentata de diversi parametri, inclusiv
elementele orbitale ale Soarelui, coeficientul gravitational armonic .J;, precum si masa
si forma asteroidului. Dintre acesti parametri, oblicitatea asteroidului se remarcd ca
factor determinant.

Oblicitatea, definitd ca inclinarea planului ecuatorial al asteroidului in raport cu
planul sdu orbital, joaca un rol esential in modelarea dinamicii in jurul unui corp nesfe-
ric. Pentru a caracteriza aceastd influenta, am examinat doud cazuri distincte: Vesta,
cu o oblicitate de 27°, conform [Iricarico & Sykes| (2010), si Eros, care prezinta o obli-
citate de 89°, conform Souchay et al. (2003). In studiul nostru, evidentiem faptul ca
oblicitatea reprezintd un parametru fundamental in intelegerea structurii si evolutiei
regiunilor de oscilatii a Inclinatiei si longitudinii nodului ascendent, influentdnd atat
”dimensiunea” zonei din spatiul fazelor pe care aceste regiuni o ocupd, cét si stabilita-
tea acestora.

In planul (¢, §2), pot fi distinse doud tipuri de miscare, si anume miscarea oscila-
torie si miscarea circulatorie (sau rotationald). Miscarea oscilatorie apare atunci cand
traiectoria sistemului ramane mereu in jurul unui punct de echilibru, rezultand oscilatii
ale elementelor orbitale intr-o regiune delimitata a spatiului fazelor ({2 nu ia toate va-
lorile din intervalul [0°,360°)). Pe de altd parte, miscarea circulatorie este caracterizatd
de variatia monotona in intreg intervalul [0°,360°) a unghiului €2, intrucat traiectoria
inconjoarad spatiul fazelor fard a fi limitata.

Figura[12)prezinta suprafetele de nivel pentru cazul asteroidului Vesta (la distantele
a = 6000 km, a = 9000 km si @ = 15000 km, graficele din partea superioard) si pentru
cazul asteroidului Eros (la @ = 200 km, a = 250 km si a = 280 km, graficele din partea
inferioara).

Pentru miscdrile orbitale in jurul lui Vesta, suprafetele de nivel corespunzatoare
cazului ¢ = 6000 km prezinta curbe bine definite, indicand trei pozitii de echilibru:
(2,4) = (0°, = 3°), (0°,90°), (90°,90°).

Pe médsurd ce valoarea semiaxei mari creste, perturbatiile gravitationale devin
mai pronuntate. Inclinarea o a planului Laplace tinde citre valoarea maxima de 27°

(egald cu valoarea oblicitatii), in timp ce amplitudinea insulelor de oscilatii creste.
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Pentru Eros, pand la o anumitd distantd, o este un unghi mic (asa cum se poate
observa in graficul din partea dreaptad figurii (/) si graficul din partea stdngd inferioara
a figurii (12)). Insa, incepand cu o anumita valoare a semiaxei mari a, deoarece obli-
citatea este mare, unghiul « creste brusc pana la 89° (vezi graficul din mijloc, partea
inferioara a figurii (12)). Ca si consecintd, inclinatia orbitald poate realiza excursii de
mari amplitudini.

Rezultatele teoretice prezentate anterior si mecanismul propus sunt confirmate
prin simuldrile numerice ilustrate de figurile [13|si Aceste rezultate demonstreaza
consistenta modelului teoretic si releva caracteristicile esentiale ale dinamicii orbitale
in jurul asteroizilor.

Pentru a valida studiul analitic anterior si pentru a evidentia influenta variatiilor
mari ale inclinatiei asupra evolutiei celorlalte elemente orbitale, in special comporta-
mentul excentricitatii, efectuam simuldri numerice pentru a propaga diverse orbite ale
unei particule infinitezimale in jurul asteroizilor Vesta si Eros pe intervale lungi de
timp. De asemenea, evidentiem efectele altor perturbatii, si anume efectele induse de
J3 si rezonantele seculare solare. Aceste simuldri includ armonicele gravitationale ale
asteroizilor, precum si perturbatiile datorate Soarelui.

Pe de altad parte, perturbatiile induse de al treilea corp sunt responsabile pen-
tru aparitia rezonantelor seculare (vezi Hughes (1980)). Pentru orbitele aflate in ve-
cindtatea corpului central, rezonantele seculare depind doar de inclinatie si (pentru
orbite prograde) sunt localizate la i ~ 46°, ¢ ~ 56°, i ~ 63.4°, 7 ~ 69°, ¢ ~ 73° si i ~ 90°
(vezi Celletti et al. (2016), Celletti et al.| (2017), Gales et al.| (2025)). Principalul efect al
acestor rezonante este variatia semnificativd a excentricitatii. Astfel, o orbita necircu-
lara (chiar daca excentricitatea este foarte micd) poate fi situata in regiunea de oscilatii
a unei asemenea rezonante si poate experimenta variatii mari in excentricitate.

Prin urmare, mecanismul care conduce la variatii mari ale excentricitatii orbitelor
initial circulare este urmatorul: ca efect al lui J3, excentricitatea variaza cu amplitu-
dini mici; efectul combinat al lui .J; si al perturbatiilor solare conduce la excursii mari
in inclinatie. Odatd ce inclinatia atinge o valoare egald cu una dintre valorile critice
mentionate mai sus, orbita este influentata de o rezonanta seculara solard, iar excentri-
citatea Incepe sd creasca.

Rezultatele analitice prezentate in sectiunea anterioard si mecanismul descris mai
sus sunt confirmate de figurile[13|si

Figura (13| prezinta evolutia orbitala a unei particule infinitezimale in jurul aste-
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Figura 13: Evolutia excentricitatii (graficele superioare) si inclinatiei (graficele inferi-
oare) unei particule care orbiteaza Vesta, situata la distantele de 6000 km (stanga), 9000
km (centrale) si 15000 km (dreapta), cu o excentricitate initiald e = 10~*. Liniile groase
roz si albastru deschis reprezinta orbite propagate folosind abordarea carteziand, iar
liniile subtiri sunt obtinute prin formalismul hamiltonian (considerdnd termenii armo-
nici Jy, Js si Jy).

roidului Vesta pentru trei configuratii distincte, caracterizate prin valori ale semiaxei
mari de 6000 km, 9000 km si, respectiv, 15000 km, toate avand o excentricitate initialad
de e = 10~*. Potentialul gravitational utilizat in model a inclus termenii armonici Js, J3
si Jy, termeni ce redau influenta formei complexe si a distributiei neomogene a masei
asteroidului.

Toate cele trei grafice (stdnga, centru si dreapta) ilustreaza evolutia excentricitatii
(e) In functie de timp si evolutia planului orbital exprimata prin inclinatia (7) si lon-
gitudinea nodului ascendent (2). Simuldrile au fost realizate folosind atat abordarea
carteziand, cat si formalismul hamiltonian, iar rezultatele coincid. Aceasta concordanta
intre metode diferite confirma fiabilitatea concluziilor obtinute si valideaza metodele
teoretice aplicate.

Pentru situatia a = 6000 km, sistemul prezintd o stabilitate remarcabild. Excen-
tricitatea ramane aproape constantd, iar dinamica in planul (7,(2) se desfasoara fard
perturbatii majore, cu insule de oscilatii bine definite si usor de identificat. Pentru
a = 9000 km, excentricitatea Inregistreaza variatii semnificative, atingadnd in unele ca-
zuri valori apropiate de 1, in special atunci cand inclinatia atinge valori critice asociate

cu rezonante seculare solare. Cu toate acestea, comportamentul in planul (7, {2) rdmane
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relativ regulat. Pentru a = 15000 km, dinamica este mult mai complexa fiind vizibile
comportamente haotice pentru inclinatii ce depdsesc valoarea de 40°. Se manifesta
oscilatii mari ale excentricitdtii, iar aceasta nu mai posedd un comportament predicti-
bil. Creste posibilitatea apropierii periodice de valoarea 1, ceea ce indica riscul pierderii
stabilitatii orbitale. Inclinatia prezints, la randul ei, variatii neregulate, desi unele zone

restranse de stabilitate persistad in spatiul fazelor.
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Figura 14: Evolutia elementelor orbitale pentru particule in jurul asteroidului Eros este
analizatd la distantele de 200 km (stdnga), 250 km (centru) si 280 km (dreapta), cu ex-
centricititi initiale de e = 10~* (primul caz) si respectiv e = 10~° (ultimele doud cazuri).
Simularile utilizeaza doud aborddri: metoda carteziand (linii groase roz/albastru des-
chis, cu toti termenii J,, J3, J4) si formalismul hamiltonian (linii subtiri, considerand
toti termenii pentru 200 km, dar doar .J; pentru 250 km si 280 km), ambele metode
evidentiind dinamica orbitala specifica fiecarei configuratii.

Figura (14 ilustreaza evolutia elementelor kepleriene pentru o particuld test in
campul gravitational neregulat al asteroidului Eros, analizata la trei semiaxe mari dis-
tincte: 200 km, 250 km si 280 km. Configuratia initiald diferd prin excentricitdti de
10~ (pentru cazul a = 200 km), respectiv 107% (pentru celelalte doud cazuri), valori
reprezentative pentru orbite aproape circulare (vezi Chanut et al.|(2015)).

Pentru a = 200 km, orbitele considerate in figura se gdsesc in regiuni domi-
nate de rezonantele seculare (adici inclinatia acestor orbite este mai mare de 40°). in
consecintd, excentricitatea poate suferi variatii complexe in timp, putand atinge valori
de pana la 0.8 in 200 ani. Pe de altd parte, dacd inclinatia este micd, orbitele nu sunt
influentate de rezonantele seculare si, in consecintd, excentricitatea sufera variatii mai

mici in timp. In figura este reprezentatd evolutia elementelor orbitale e, 7, w si €2

28



pentru o orbitd avand elementele initiale a = 200 km, e = 1074, i = 20°. Dup& cum se

poate observa, excentricitatea nu creste mai mult de 0.4 in 200 de ani.
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Figura 15: Evolutia elementelor orbitale pentru o orbitd in jurul asteroidului Eros. Ele-
mentele initiale sunt a = 200 km, e = 107, i = 20°, w = 20°, Q = 30°.

Studiul celor trei configuratii orbitale (la ¢ = 200 km, a = 250 km si a = 280
km) demonstreazd o tranzitie sistematicd cdtre instabilitate pe masura ce semiaxa mare
creste. La distanta de 200 km, variatiile excentricitatii raiman relativ regulate (Ae ~ 0.8),
dar devin progresiv haotice (e — 1) la distante mai mari.

Asadar, Vesta ar putea poseda unii companioni (sateliti sau particule infinitezi-
male), chiar si la distante mari de la suprafata sa, in conditiile in care inclinatia este mai
micd de aproximativ 40°. Motivul este cd rezonantele seculare solare (care depind doar
de inclinatie) apar la inclinatii mai mari de 45°, iar inclinatia nu creste in timp (asa cum
este descris in sectiunea anterioard).

Totusi, in cazul lui Eros, existenta companionilor este imposibild la distante mari,
sd spunem la distante mai mari de 250 km (vezi graficele de jos din figura[12), deoarece
inclinatia fiecdrei orbite va atinge la un moment dat inclinatia unei rezonante seculare

solare.
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5 Studiu de caz

Dat fiind numarul infinit de termeni ai dezvoltdrilor in serii ale perturbatiilor H 4
(vezi (10)) si Hsun + Hsrp (vezi (12)), in practicd vom proceda astfel. Data o rezonanta
sectorial-teserald de ordinul j : ¢, pentru studiul acesteia vom construi urmatorul mo-

del hamiltonian:

* seria a partii H 4 este trunchiatd pana la gradul si ordinul n = m = 4 si pana
la ordinul O(e?) (adici j € {—2,-1,0,1,2});

® seria a sumei Hgu, + Hsrp este trunchiatd pana la ordinul [ = 2;

¢ sunt identificati termenii rezonanti, adicd acei termeni pentru care existd d € N

astfel incat m = jd sin—2p+q= (d;

¢ seriile trunchiate sunt mediate dupa unghiurile rapide M si ¢, pastrand termenii

rezonanti identificati la punctul precedent.

Se obtine astfel un model hamiltonian care poate fi folosit doar in anumite regiuni
ale spatiului fazelor, adica pentru acele semiaxe mari a aflate in vecindtatea rezonantei.
Deoarece dezvoltarile in serii sunt considerate pana la ordinul O(e?) in excentricitate,
vom propaga orbite cu excentricitdti moderate, sd zicem e < 0.3. Evident, pentru orbite
mai excentrice, modelul poate fi rafinat prin includerea termenilor de ordinul O(e*)
unde s este suficient de mare. Pretul pldtit pentru o acuratete mai buna este timpul

mai mare de propagare a orbitei.
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Figura 16: O orbita in jurul asteroidului Vesta, aflatd in rezonanta sectorial-teserala 1:1.
Cu rosu sunt rezultatele obtinute prin propagarea modelului cartezian, in timp ce cu
verde sunt reprezentate rezultatele gasite pe baza modelului hamiltonian descris mai
sus. Conditiile initiale sunt a = 545 km, e = 0.079,7 = 9.8°, M = 0°, w = 0°, Q2 = 0°, In
timp ce A/m = 0.001 m?/kg.

Spre exemplu, in figura (16| este prezentata evolutia elementelor orbitale «a, e si

i pentru o orbita in jurul asteroidului Vesta, aflatd in zona de oscilatie a rezonantei
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sectorial-teserale 1 : 1. Este comparatd evolutia elementelor medii (cu verde), obtinute
prin propagarea modelului hamiltonian descris mai sus, cu elementele osculatoare (cu
rosu), calculate prin propagarea ecuatiilor carteziene.

Programul de calcul, in care este implementat modelul hamiltonian, este su-
ficient de general pentru a include sau exclude termenii rezonanti asociati tuturor
rezonantelor sectorial-teserale de ordinul 1:1,2:1,3:1,4:1,3:2,4:3,1:2,1:3
si2: 3. In figura , liniile verticale, trasate punctat, redau locatia rezonantelor de
ordinul j : ¢, cu j,¢ € {1, 2,3}, calculata folosind legea a treia a lui Kepler. Se observa,
cd In cazul asteroidului Vesta, toate rezonante se produc la o semiaxd « mai mare decat
raza asteroidului, in timp ce dinamica in jurul asteroidului Eros este influentata doar
de rezonantele exterioare 2 : 3, 1 : 2 si 1 : 3, toate celelalte rezonante se produc in
interiorul sferei Brillouin.

In cele ce urmeaza, va fi prezentat un studiu detaliat al rezonantei 1 : 1 din jurul
asteroidului Vesta.

Termenii rezonanti corespunzatori rezonantei de ordinul 1 : 1 se obtin prin rezol-
varea ecuatiei n — 2p + ¢ = m, unde m > 0. Tindnd cont cd termenii din dezvoltarea
in serie sunt de ordinul O(el?) in excentricitatea e, atunci retindnd doar termenii
pand la ordinul al doilea in e, obtinem: (n,m,p,q) € {(2,1,0,-1), (2,1,1,1), (2,2,0,0),
(2,2,1,2), (3,1,0,-2), (3,1,1,0), (3,1,2,2), (3,2,0,—1), (3,2,1,1), (3,3,0,0), (3,3,1,2),
(4,1,1,-1),(4,1,2,1), (4,2,0,-2),(4,2,1,0), (4,2,2,2), (4,3,0,—1),(4,3,1,1), (4,4,0,0),
(4,4,1,2)}.

Tinand cont de forma functiilor de excentricitate si inclinatie, se obtine urmatoarea
forma a functiei H 4:

Ha=Ha+ HE. (31)

Pentru a analiza aceastd rezonantd, vom face mai intai un studiu cartografic al
spatiului fazelor (mai precis al proiectiei acestuia in planul (a, 011), unde unghiul de
rezonantd oy, este dat de relatia (24)). In acest sens vom utiliza indicatorul Lyapunov
rapid, denumit in continuare FLI (Fast Lyapunov Indicator), a cdrei definitie si pro-
prietdti sunt subiectul mai multor studii (vezi (Froeschlé et al., [1997), (Froeschlé and
Lega, 2000), (Guzzo and Lega, 2018) si lucrdrile citate de aceste studii).

In figurile si [19| este cartografiat spatiul fazelor in vecindtatea rezonantei
1 : 1, pentru diverse valori ale inclinatiei ¢ din intervalul [0°, 90°] si valori mici si medii

ale excentricitatii e, adicd e € [0,0.2].
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i=1°; ¢=0.05; ©=0°, Q=0°; (Epoch: 1/1/2000, UT=12:00) =19 e=0.1;  =0°, Q=0°; (Epoch: 1/1/2000, UT=12:00) i=1°; =0.2; © =0°, Q=0°; (Epoch: 1/1/2000, UT=12:00)
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Figura 17: Indicatorul FLI calculat pentru 200 x 100 puncte din planul (011, a), inclinatia
i = 1° (graficele de pe prima linie), i = 10° (graficele de pe a doua linie) si respectiv i =
20° (graficele de pe ultima linie), excentricitatea e = 0.05 (graficele de pe coloana din
stanga), e = 0.1 (graficele de pe coloana din mijloc) si e = 0.2 (graficele de pe coloana
din dreapta). Celelalte conditii initiale sunt w = 0°, Q@ = 0°, In timp ce parametrul
A/m are o valoare mica de ordinul 10~* m?/kg. Momentul initial este 1/1/2000, ora
TU = 12",

Aceste rezultate aratd ca spatiul fazelor este similar unui pendul matematic per-
turbat. Astfel, in fiecare grafic, cu exceptia celor obtinute pentru valori mari ale ex-
centricitdtii si inclinatiei, se disting cel putin doud regiuni, si anume o regiune unde a
si 011 au comportamente oscilatorii, unghiul de rezonantd neluand toate valorile din
intervalul [0°,180°). Aceastd regiune, care este coloratd cu albastru inchis, numita si
zona de oscilatie (sau de libratie), cuprinde doud componente (doud “insule”) pentru

011 € [0°,360°). Aceasta deoarece, termenul dominant din dezvoltarea in serie H'f!1,

este (2,2,0,0), adica

2
Tooo0 = %{%(1 + cosi)*(1 — 262) cos[2(M — 0 +w + Q — )\22)]} , (32
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=30°; e=0.05; © =0°, Q=0° (Epoch: 1/1/2000, UT=12:00) =30 e=0.1; © =0°, Q=0°; (Epoch: 1/1/2000, UT=12:00) i=30°; e=0.2; ©=0°, Q=0°; (Epoch: 1/1/2000, UT=12:00)
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Figura 18: Indicatorul FLI calculat pentru 200 x 100 puncte din planul (011, a), inclinatia
i = 30° (graficele din partea de sus), : = 40° (graficele de pe linia a doua) si respectiv
i = 50° (graficele de pe ultima linie), excentricitatea e = 0.05 (graficele din stanga),
e = 0.1 (graficele de pe coloana din mijloc) si e = 0.2 (graficele de pe ultima coloand).
Celelalte conditii initiale sunt w = 0°, = 0° in timp ce parametrul .A/m are o valoare
micd de ordinul 10~* m?/kg. Momentul initial este 1/1/2000, ora TU = 12",

iar argumentul functiei trigonometrice a acestui termen are forma 2(o1; — Ag). In
consecintd, centrele celor doua ”insule” de libratie sunt o—ﬁ) = g2 = 98°.286 si ag) =
A2 +180° = 278°.286. Evident, punctele hiperbolice (instabile) sunt pozitionate (pe axa
orizontald) in pozitiile aﬁ) = A2 —90° = 8°.286 si, respectiv, aﬁ') = Ao +90° = 188°.286.
Cea de-a doua regiune, marcata cu albastru-verde, corespunde zonelor de circulatie
unde oy, ia toate valorile din intervalul [0°,360°), iar « fie este constant, fie variaza cu
amplitudini mult mai mici decat in regiunea de oscilatie. Cele doua tipuri de miscari
sunt separate de curbe invariante, trasate cu culori intense (verde spre galben si rosu).

Pe langa regiunile de libratie si de circulatie, in unele grafice, ce precidere cele

obtinute pentru e = 0.2 sau pentru i > 70°, se disting fie in jurul punctelor de echilibru
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=60°; ¢=0.05; ©=0°, Q=0° (Epoch: 1/1/2000, UT=12:00) =60 e=0.1; ®=0°, Q=0° (Epoch: 1/1/2000, UT=12:00) i=60°; e=0.2; »=0°, Q=0°; (Epoch: 1/1/2000, UT=12:00)
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Figura 19: Indicatorul FLI calculat pentru 200 x 100 puncte din planul (011, a), inclinatia
i = 60° (graficele de pe prima linie), i = 70° (graficele de pe linia a doua), i = 80°
(graficele de pe linia a treia) si ¢ = 90° de pe ultima linie, excentricitatea e = 0.05
(graficele de pe coloana din stanga), e = 0.1 (graficele de pe a doua coloand) si e = 0.2
(graficele de pe coloana din dreapta). Celelalte conditii initiale sunt w = 0°, 2 = 0° in
timp ce parametrul .A/m are o valoare micd de ordinul 10~* m?/kg. Momentul initial

este 1/1/2000, ora TU = 12".

instabil, fie in jurul curbelor separatoare sau chiar intersecteaza zona de libratie, zone
galben-rosii ce marcheaza aparitia comportamentelor haotice (impredictibile). Aceste
zone se datoreazd suprapunerii rezonantelor care formeaza multipletul de rezonante

de ordinul 1 : 1. Pentru excentricitati din ce In ce mai mari si inclinatii din ce in ce mai
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mari termenul Ty dat de scade In magnitudine (adica marimea coeficientului
functiei trigonometrice cos scade daca e sau ¢ cresc. Pe de altd parte, magnitudinea
majoritatii termenilor din dezvoltarea H'***! creste dacid e sau i cresc. Prin urmare,
pentru valori mari ale excentricitatii si inclinatiei dinamica nu mai este dominata doar
de un singur termen, suprapunerea rezonantelor ddnd nastere unor comportamente

complexe (haotice).

Amplitude of the 1:1 resonance around Vesta in km
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Figura 20: Amplitudinea rezonantei 1:1 in km, calculatd prin reducerea modelului ge-
neral la un model simplificat (similar unui pendul matematic), care ia in considerare
doar termenul Thyo din dezvoltarea in serie a partii rezonante H'¢! .

Descresterea magnituninii termenului 7509 cu cresterea inclinatiei si excentri-
citatii este motivul pentru care amplitudinea zonelor de libratie scade odatd cu cresterea
inclinatiei si excentricitatii. Comparand graficele obtinute pentru ¢ = 1° cu cele obtinute
pentru i = 60° si, respectiv, © = 90° este evident cd amplitudinea maximd cu care
variazd semiaxa mare a in zonele de libratie devine din ce in ce mai micd. De fapt,
amplitudinea maxima se poate calcula reducdnd modelul general la un model simpli-
ficat in care consideram doar termenul dominat 75599 din dezvoltarea in serie a functiei
H7¢s51. In acest caz, se obtine un model similar unui pendul matematic a cirui ha-
miltonian are forma H(q,p) = oz%z — [ cos(q), unde « si f sunt doi parametri nenuli.
Amplitudinea variatiei actiunii p se poate calcula folosind formula Ap = 4\/§ . Dupd ce
hamiltonianul simplificat este redus la un pendul matematic, putem calcula amplitudi-
nea rezonantei 1 : 1 folosind aceste rezultate referitoare la pendulul matematic. Astfel,
in figura [20| este reprezentata amplitudinea rezonantei 1 : 1 in functie de inclinatia ¢ si
excentricitatea e.

Comparand datele din figura [20, obtinute analitic, cu dimensiunile insulelor de

rezonantd, determinate prin calculul indicatorului FLI (vezi figurile si[19), se
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obtin valori similare pentru amplitudinea rezonantelor. Asadar, rezultatele numerice
sunt complet argumentate de rationamente si rezultate analitice.

Putem proceda similar cu fiecare termen rezonant din H'***! si evalua amplitu-
dinea (in km) a "insulei” rezonante pe care ar produce-o. Evaludm astfel care dintre
termenii rezonanti sunt cu adevarat relevanti din punct de vedere dinamic.

Pentru rezonanta de ordinul 1 : 1, spatiul fazelor este similar unui pendul ma-
tematic deoarece termenul 75y, este dominant, avdnd magnitudinea mare comparativ
cu magnitudinea tuturor celorlalti termeni rezonanti. Lucrul acesta nu se intampld in
cazul rezonantelor de un alt ordin, spre exemplu rezonantele de ordinul 2 : 1si 3 : 2.
Studiul altor rezonante va reprezenta tema unor cercetari ulterioare.

In plus fatd de regiunile de libratie si circulatie, in unele diagrame din figurile
(18) si|19se disting zone galben-rosii fie in vecindtatea punctelor de echilibru instabil
si a curbelor separatoare, asa cum este cazul graficelor obtinute pentru excentricitatea
initiald e = 0.2, fie in interiorul insulelor de libratie obtinute pentru inclinatii mari
(vezi, de exemplu, diagramele de pe al doilea rand al figurii [19). Regiunile galben-
rosii evidentiate in jurul curbelor separatoare indicd o miscare complexd (haotica); de
obicei, tipul de evolutie al semiaxei mari si al unghiului rezonant, de la libratie la rotatie
(sau invers), se schimbd intr-un mod impredictibil. In schimb, regiunile galben-rosii
reprezentate in interiorul insulelor de libratie, obtinute pentrui = 70° si7 = 90° (e = 0.1
si e = 0.2), sunt neobisnuite pentru un pendul perturbat, deoarece valori mai mici ale
indicatorului FLI sunt asteptate in apropierea centrului insulelor. Mai mult, aceste
diagrame sunt asimetrice; pentru e = 0.05 si e = 0.1, doar insula corespunzatoare
intervalului o0y, € [0°,180°) include astfel de regiuni. Pentru a analiza dinamica din
aceste regiuni, identificdim mai intai efectele perturbatoare responsabile pentru aparitia
acestora.

Astfel, in figura 21} obtinutad pentru ¢ = 69° si e = 0.01, calculdm indicatorul FLI
pentru cateva modele simplificate, incepand de la hamiltonianul compus din partea
kepleriand si termenii rezonanti de grad si ordin n = m = 2, anume Ty (vezi relatia

(32)) si Too12, definit prin:

R Jyy (27
Ty = HATAZ22 22{ 2

3 g(sin i)?e? cos[2(oy — w — )\22)]} , (33)

Rezultatele sunt prezentate in graficul din stanga sus a figurii21] Addugam treptat mai

multe perturbatii celor deja considerate, si anume H ;, in graficul din dreapta sus al
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Figura 21: Indicatorul FLI calculat pentru i = 69°, e = 0.01, w = 0° 5i 2 = 0°, ludnd in
considerare perturbatii precum: J; (stanga sus); J, si Joo (dreapta sus); Jo, J3, Ju, Joo,
Ja1 si Soarele (stanga jos); toti termenii seculari si rezonanti pana la gradul si ordinul
n =m = 3, dar si J4 si Soarele (dreapta jos). Orbitele marcate cu puncte negre continute
in graficul din dreapta sus, propagate pentru a = 540 km, oy; = 98° si, respectiv,
a = 565 km, 01, = 98° sunt analizate In figura si, respectiv, figura

aceleiasi figuri 21, apoi H ;,, H,, atractia Soarelui si termenii rezonanti .J3; in graficul
din stanga jos, iar in final termenii rezonanti .Js, si J33 in graficul din dreapta jos al
aceleiasi figuri

Graficele din partea de sus a figurii21|aratd ci regiunile galben-rosii incluse in in-
teriorul insulelor de libratie sunt rezultatul unor interactiuni complexe intre termenul
secular J; si termenii rezonanti 7500 $i T2212. Mai precis, aceste structuri galben-rosii
se datoreazi suprapunerii componentelor d = 2, ¢ = 0 si d = 2, ¢ = 2 ale multipletu-
lui de rezonanta 1 : 1. Frecventa unghiului rezonant oy, corespunzdtor componentei
d = 2, ¢ = 0 a multipletului interactioneaza cu frecventa lui w, avand ca efect principal
variatii semnificative ale excentricitatii.

Pentru a ilustra acest fapt, figura @ prezinta evolutia lui a, €, i, 011, w sl 011 — w

pentru punctul marcat cu negru si situat in regiunea galben-rosie din graficul din
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Figura 22: Evolutia orbitei cu datele initiale ¢ = 540 km, e = 0.01, i = 69°, 01; = 98°,
w = 0° Q = 0° (vezi graficul din dreapta sus a figurii 1), considerand urmatoarele
perturbatii: cu albastru sunt marcate efectele perturbatoare ale lui J, (vezi 1), Tha00
(vezi (32))) si Too12 (vezi (B3)), iar cu rosu sunt reprezentate efectele perturbatoare ale
termenilor J; si T5200. De la stdnga la dreapta si de sus in jos, in aceastd ordine, este
reprezentatd evolutia urmatoarelor: a, e, i, 011, w $i 011 — w.
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Figura 23: Evolutia orbitei cu datele initiale ¢ = 565 km, e = 0.01, i = 69°, 01; = 98°,
w = 0° Q = 0° (vezi graficul din dreapta sus a figurii 1), considerand urmitoarele
perturbatii: J, (vezi 1), Ta00 (vezi (32))) si Tra12 (vezi (33)). De la stanga la dreapta si
de sus in jos, in aceastd ordine, este reprezentata evolutia urmatoarelor: a, e, ¢, 011, w si
011 — W.

dreapta sus al figurii 21} Cu rosu (figura 22) sunt prezentate rezultatele obtinute luand
in considerare doar efectele lui Jy si T5209, In timp ce cu albastru este reprezentata

evolutia elementelor atunci cdnd sunt luate in considerare toate cele trei efecte: Js,
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Figura 24: Evolutia orbitei cu datele initiale a = 540 km, e = 0.05, ¢« = 70°, 011 =
270°, w = 0°, Q = 0° (vezi graficul din stanga din a doua linie a figurii [19), ludnd in
considerare toate efectele perturbatoare.

Tho0o $i Tho12. Ca efect al termenului Thsg0, unghiul rezonant o4; oscileaza cu o ampli-
tudine de 18° (vezi curba rosie din graficul dreapta jos al figurii 22). Unghiul w scade
usor sub influenta lui J; (vezi relatia si linia rosie din graficul de jos, mijloc, al
aceleiasi figuri).

Totusi, atunci cand sunt luati in calcul toti cei trei termeni, curba albastrd din
graficul din dreapta jos a figurii 22| evidentiaza miscarea oscilatorie lung periodica a
unghiului 01; — w. Deoarece argumentul functiei trigonometrice din 755, este unghiul
,foarte” lent 01; — w, care implicd argumentul pericentrului w, unul dintre principalele
efecte ale rezonantei este variatia semnificativa a excentricitatii (vezi graficul superior
din mijloc al figurii 22). Desi perigeul acestei orbite patrunde, la un moment dat, in
interiorul asteroidului Vesta, am continuat propagarea acestei orbite pentru un interval
de timp suficient de lung, pentru a evidentia efectele acestei rezonante. In mod clar,
rezonanta afecteazd si inclinatia, nsd nu modificd in mod esential comportamentul
semiaxei mari.

Figura [23|prezintd evolutia celeilalte orbite marcate cu un punct negru in graficul
din dreapta sus a figurii Deoarece unghiul 077, — w nu este rezonant (vezi graficul
din dreapta jos a figurii [23), excentricitatea rimane mica (vezi graficul superior din
mijloc al aceleiasi figuri).

Revenind la figura 21, observam cd apar caracteristici noi atunci cand sunt luate

in considerare perturbatii suplimentare, in special prin includerea termenilor rezonanti
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J31 In graficul din stanga jos. In schimb, regiunea galben-rosie vizibila in interiorul re-
giunii de libratie corespunzatoare intervalului o1, € [180°,360°) (in graficul din stanga
jos) dispare atunci cand termenii rezonanti Js; si J33 sunt addugati modelului existent
(vezi graficul din dreapta jos). Acest fapt indica faptul ca perturbatiile suplimentare
pot distruge rezonanta care implicd unghiurile oy, si w.

Pentru a analiza acest fenomen mai detaliat, figura 24| prezintd evolutia orbitei
marcate cu un punct negru in graficul aflat pe al doilea rdnd in partea stanga a figu-
rii Luand in considerare toate efectele perturbatoare, se observa cd unghiul oy; — w
evolueazd (in mod neliniar), iar excentricitatea evolueaza in functie de variatia acestui
unghi; mai precis, atunci cind unghiul creste rapid (intre ziua 0 si ziua 25, respectiv
intre ziua 75 si ziua 120), amplitudinea variatiei excentricitatii este micd, iar atunci
cand unghiul tinde sd oscileze (in celelalte intervale de timp), amplitudinea variatiei
excentricitatii este mai mare. Totusi, excentricitatea maximd raméane sub valoarea 0.16,
considerabil mai micd decat cea din figura

Deoarece pentru orbite din ce In ce mai inclinate si excentrice, efectele pertur-
batoare ale termenului T scad in magnitudine, in timp ce magnitudinea tuturor
celorlalti termeni rezonanti creste, dinamica devine si mai complexa (vezi graficul din
dreapta jos al figurii [19). Multipletele rezonantei 1 : 1 se suprapun, generand migcari
haotice, inclusiv o crestere rapida a excentricitatii.

Analiza prezentatd in acest capitol arata ca, desi Thyo este termenul cel mai re-
levant pentru dinamica pe termen foarte scurt (cateva zile), pe intervale de timp mai
lungi, de ordinul zecilor de zile, fenomenul de suprapunere a rezonantelor poate mo-

difica dramatic evolutia elementelor orbitale.

6 Concluzii si perspective

* exprimarea potentialului gravitational trebuie adaptatd atat in functie de distanta
particulei fatd de suprafata corpului atractor, cat si de orizontul temporal al si-

mularii;

* alegerea formalismului matematic trebuie sa fie adecvata in functie de obiectivele

urmarite;

¢ termenul armonic zonal J, determina variatii seculare ale argumentului perihe-

liului, w, si ale longitudinii nodului ascendent, (2, iar termenii armonici zonali J;
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si J, induc efecte lung periodice, care se traduc prin oscilatii ale excentricitatii, e,

si inclinatiei, i;

e oblicitatea corpului central se evidentiaza ca un parametru esential in determina-

rea comportamentului dinamic al orbitelor din vecindtatea acestuia;

¢ conditiile pentru existenta unor regimuri orbitale stabile sunt indeplinite in ju-
rul asteroidului Vesta pentru anumite distante si inclinatii initiale, ceea ce indica

posibilitatea teoreticd de a sustine sateliti;

e in cazul asteroidului Eros, combinatia dintre oblicitatea extrem de ridicata si
forma sa alungitad reduce semnificativ sansele de mentinere a unei orbite stabile,

deci probabilitatea ca acest asteroid sd posede companioni este practic nuld;

¢ rezonantele care apar in vecindtatea corpurilor nesferice pot fi clasificate in doua

mari categorii: sectorial-teserale si seculare;
* este prezentat un studiu cartografic al rezonantei 1:1 in jurul asteroidului Vesta;

* este evidentiat rolul fenomenului de suprapunere a rezonantelor in generarea

unor variatii de amplitudine mare ale excentricitdtii pe intervale scurte de timp;

* analiza realizatd in prezenta tezd poate fi extinsd in numeroase directii, precum
studiul altor rezonante teserale, studiul rezonantelor seculare, studiul efectelor
induse de presiunea radiatiei solare asupra particulelor cu parametrul .4/m mare,
dinamica globald in jurul a diverse obiecte nesferice, inclusiv planete, asteroizi si

comete;

* unavantaj important al aparatului matematic construit in prezenta lucrare este ca
este dezvoltat si implementat astfel incat singurele date care sunt necesare pentru

a utiliza programele se rezuma la cunoasterea:
— rotatiei corpului nesferic (perioada si inclinatia axei de rotatie, date prin co-
ordonatele ecliptice A si 3 ale polului pozitiv);
— coeficientilor armonici C,,,, $i S, ai corpului nesferic;
— elementelor orbitale ale corpului nesferic.

* programele implementate in acest studiu sunt generice si pot fi adaptate oricarei

situatii, daca sunt cunoscute datele enumerate mai sus.
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