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CAPITOLUL 0

Introducere

Pentru început vom prezenta câteva idei care s  încurajeze studiul subvariet µilor biarmonice ³i biconser-

vative, apoi vom descrie, pe scurt, rezultatele noi pe care le-am obµinut ³i le-am prezentat în urm toarele

capitole.

În ultimii ani subvariet µile biconservative s-au dovedit a constitui un domeniu de cercetare foarte

interesant (vezi, de exemplu, [6, 13�15, 23, 34, 35]). Aceast  teorie s-a dezvoltat din teoria subvariet µilor
biarmonice, dar mulµimea subvariet µilor biconservative este mai ampl  decât cea a subvariet µilor biar-

monice. Din acest motiv, ne-am concentrat atenµia asupra studiului subvariet µilor biconservative.

Fie (Mm, g) ³i (Nn, h) dou  variet µi riemanniene. Noµiunea de aplicaµie biarmonic  a fost introdus 

de J. Eells ³i J.H. Sampson în [11], care au de�nit-o ca �ind un punct critic al funcµionalei bienergiei

E2 : C∞(M,N) → R, E2(φ) =
1

2

∫
M

|τ(φ)|2 vg,

unde τ(φ) este câmpul de tensiune asociat aplicaµiei netede φ : M → N , în raport cu metricile �xate g

³i h. Ecuaµia Euler-Lagrange corespunz toare, obµinut  de G.Y. Jiang în [19], este

τ2(φ) = −∆φτ(φ)− traceg R
N (dφ, τ(φ))dφ = 0,

unde τ2(φ) este câmpul de bitensiune al lui φ, ∆φ = − traceg (∇φ∇φ −∇φ
∇) este rough Laplacian de�nit

pe secµiunile lui φ−1(TN) ³i RN este câmpul tensorial de curbur  al lui N de�nit prin

RN (X,Y )Z = [∇N
X ,∇N

Y ]Z −∇N
[X,Y ]Z.

O imersie izometric  φ : (Mm, g) → (Nn, h) sau, simplu, o subvarietate M a lui N , se nume³te biar-
monic  dac  φ este o aplicaµie biarmonic . Orice aplicaµie armonic  este, în mod evident, biarmonic .

Deci, suntem interesaµi de studierea aplicaµiilor biarmonice ³i non-armonice, care se numesc propriu-
biarmonice. Cum o subvarietate M a lui N este minimal  dac  ³i numai dac  φ : (M, g) → (N,h) este

o aplicaµie armonic , atunci prin subvarietate propriu-biarmonic  înµelegem o subvarietate biarmonic 

non-minimal .

Potrivit lui D. Hilbert ([18]), unei funcµionale oarecare E îi putem asocia un câmp tensorial simetric S

de tip (1, 1), numit tensorul tensiune-impuls, care este conservativ, i.e., divS = 0, în punctele critice ale

lui E. În cazul particular al funcµionalei bienergiei E2, G.Y. Jiang ([20]) a de�nit tensorul tensiune-impuls,

numit ³i tensorul bitensiune-impuls S2 prin

⟨S2(X), Y ⟩ =1

2
|τ(φ)|2⟨X,Y ⟩+ ⟨dφ,∇τ(φ)⟩⟨X,Y ⟩

− ⟨dφ(X),∇Y τ(φ)⟩ − ⟨dφ(Y ),∇Xτ(φ)⟩,

³i a demonstrat c 

divS2 = −⟨τ2(φ), dφ⟩.

v
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Deci, dac  φ este biarmonic , i.e., este un punct critic al lui E2, atunci divS2 = 0. Interpretarea

variaµional  a lui S2 a fost dat  în [22].

Se poate ar ta c  dac  φ : (Mm, g) → (Nn, h) este o imersie izometric , atunci divS2 = 0 dac  ³i

numai dac  partea tangent  a câmpului de bitensiune asociat lui φ se anuleaz . O subvarietate M se

nume³te biconservativ  dac  divS2 = 0.

Subvariet µile biconservative au fost studiate pentru prima dat  în 1995 de Th. Hasanis ³i Th.

Vlachos în [17]. În aceast  lucrare, hipersuprafeµele biconservative în spaµiul euclidian Rn au fost numite

H-hipersuprafeµe, ³i ele au fost complet clasi�cate în R3 ³i R4. De fapt, autorii au c utat hipersuprafeµele

biarmonice în R4, ³i strategia lor a fost s  determine mai întâi hipersuprafeµele cu τ2(φ)
⊤ = 0 ³i apoi

s  veri�ce dac  astfel de hipersuprafeµe satisfac ³i τ2(φ)⊥ = 0. Ei au demonstrat c  niciuna din hiper-

suprafeµele cu τ2(φ)
⊤ = 0 satisface τ2(φ)⊥ = 0, cu excepµia celor minimale. Menµion m c  prefer m

termenul �subvariet µi biconservative�, în locul �H-subvariet µi� din moment ce aceste subvariet µi sunt

caracterizate de anularea divergenµei lui S2 (autorii în [17] nu au folosit tensorul bitensiune-impuls).

Pe de alt  parte, studiul subvariet µilor cu curbur  medie constant  nenul , i.e., al subvariet µilor

CMC, ³i al subvariet µilor minimale, reprezint  un domeniu de cercetare foarte activ în Geometria

Diferenµial  de mai bine de 50 de ani. Exist  dou  modalit µi de a dezvolta noi direcµii de cercetare:

• studiul subvariet µilor CMC care satisfac anumite ipoteze geometrice adiµionale (de exemplu, CMC

³i biarmonicitate);

• studiul hipersuprafeµelor în forme spaµiale, i.e., al hipersuprafeµelor în spaµii cu curbur  secµional 

constant , care sunt �departe de a � CMC�.

Studiul suprafeµelor biconservative se încadreaz  în ambele direcµii de mai sus.

Într-adev r, subvariet µile biconservative în variet µi riemanniene oarecare (³i, în particular, supra-

feµele biconservative) care sunt ³i CMC au anumite propriet µi remarcabile, a³a cum vom vedea în

Capitolul 4.

Hipersuprafeµele CMC în forme spaµiale sunt, în mod evident, biconservative, deci mai interesant

este studiul hipersuprafeµelor biconservative care nu sunt CMC, i.e., cu grad f ̸= 0 în orice punct al unei

submulµimi deschise. Mai mult, acolo unde grad f ̸= 0, o suprafaµ  biconservativ  într-o form  spaµial 

3-dimensional , i.e., un spaµiu 3-dimensional cu curbura secµional  constant , satisface

f∆f + | grad f |2 + 4

3
cf2 − f4 = 0,

unde ∆ este operatorul Laplace-Beltrami peM , i.e., funcµia curbura medie satisface o ecuaµie diferenµial 

de ordin 2 cu derivate parµiale.

De asemenea, am dori sa subliniem faptul c  sub ipoteza de biconservativitate anumite rezultate

cunoscute din teoria subvariet µilor pot � extinse la contexte mai generale. De exemplu, funcµia Hopf

generalizat , asociat  unei suprafeµe biconservative CMC într-o varietate riemannian , este olomorf 

(comparativ cu rezultatele clasice: funcµia Hopf asociat  unei suprafaµe CMC într-o form  spaµial  3-

dimensional  N3(c) este olomorf , ³i funcµia Hopf generalizat  asociat  unei suprafeµe PMC într-o form 

spaµial  n-dimensional  este olomorf ). Un alt exemplu const  în faptul c  o subvarietate biconservativ 

pseudoumbilical  φ :Mm → Nn, cu m ̸= 4, este CMC, pentru orice varietate N .

Teza este organizat  în modul urm tor. În Capitolul 1, vom stabili notaµiile ³i vom reaminti anumite

rezultate cunoscute din geometria riemannian , despre variet µi ³i subvariet µi riemanniene. Apoi, ne vom

concentra asupra suprafeµelor CMC în forme spaµiale 3-dimensionale. Reamintim aici faimoasa problem 

Ricci:

Dat  o suprafaµ  abstract , care sunt condiµiile necesare ³i su�ciente pentru ca ea s  admit  o imersie
minimal  în N3(c)?
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În continuare, se prezint  funcµionala energiei ³i funcµionala bienergiei E ³i E2, ³i câmpurile tensoriale

tensiune-impuls S ³i bitensiune-impuls S2 corespunz toare. De asemenea, se studiaz  interpretarea vari-

aµional  a acestor câmpuri tensoriale. În �nal, sunt date câteva caracteriz ri ³i propriet µi ale subvari-

et µilor biarmonice ³i biconservative, ³i în particular ale suprafeµelor biconservative.

Principalele rezultate ale acestui capitol sunt Teorema 1.20 ³i Teorema 1.22, obµinute în [6], care

descriu propriet µi ale suprafeµelor biconservative în forme spaµiale 3-dimensionale cu grad f ̸= 0 în orice

punct, ³i Teorema 1.23, obµinut  în [12], care este un rezultat de unicitate ce a�rm :

Dac  avem o suprafaµ  abstract  care admite dou  imersii biconservative în N3(c) astfel încât funcµiile
curbur  medie corespunz toare celor dou  imersii au gradientul diferit de zero în orice punct, atunci
imersiile difer  printr-o izometrie a lui N3(c).

Capitolul 2 cuprinde dou  secµiuni. Not m c  ecuaµiile locale explicite ale suprafeµelor biconservative

în forme spaµiale 3-dimensional  N3(c), cu grad f ̸= 0 în orice punct, au fost obµinute în [6] ³i în [14]. Mai

mult, în [6], s-a ar tat c  curbura gaussian  a unor astfel de suprafeµe biconservative în N3(c) satisface

urm toarea ecuaµie

(c−K)∆K − | gradK|2 − 8

3
K(c−K)2 = 0, (0.1)

care este foarte asem n toare cu cea folosit  de G. Ricci-Curbastro în [32], în 1895, pentru a caracteriza

intrinsec suprafeµele minimale în R3.

Dup  cum vom vedea în prima secµiune, putem folosi aceast  proprietate a suprafeµelor biconservative

pentru a demonstra rezultate similare cu cele obµinute în [21], [24], sau [32], în contextul nostru. Mai

precis, dat  o suprafaµ  abstract  care satisface ecuaµia intrinsec  (0.1) cu c = 0, printr-o transformare

conform  simpl , ea devine o suprafaµ  Ricci în R3 (vezi Teorema 2.4). Cazul când c ̸= 0 este diferit. Dat 

o suprafaµ  abstract  care admite o imersie biconservativ  în N3(c) cu grad f ̸= 0 în orice punct (deci, o

condiµie mai puternic  decât (0.1)), atunci exist  o transformare conform  a metricii de pe suprafaµ  (de

aceast  dat  mai complicat ), astfel încât suprafaµa cu noua metric  devine o suprafaµ  Ricci în N3(c)

(vezi Teorema 2.7).

O implicaµie a faptului c  o suprafaµ  abstract 
(
M2, g

)
admite o imersie biconservativ  în N3(c),

cu grad f ̸= 0 în orice punct, este faptul c , curbele de nivel ale lui K sunt cercuri în M cu curbura
constant 

κ =
3| gradK|
8(c−K)

, (0.2)

o condiµie g sit  în [6]. Începem a doua secµiune cu Teorema 2.8 în care se prezint  anumite condiµii

echivalente cu (0.2).

Un alt rezultat important al acestui capitol este Teorema 2.14 care a�rm 

Dat  o suprafaµ  abstract  care satisface c − K > 0, gradK ̸= 0 în orice punct ³i (0.2), ³i admite o
imersie biconservativ  în N3(c), atunci grad f ̸= 0 (³i imersia biconservativ  este unic ).

Unul din rezultatele principale ale acestei teze este Teorema 2.15 care spune c :

O suprafaµ  abstract  admite local o scufundare biconservativ  în N3(c), cu grad f ̸= 0 în orice punct,
dac  ³i numai dac  c−K > 0, gradK ̸= 0 în orice punct ³i îndepline³te condiµia (0.2).

Deci, chiar dac  noµiunea de subvarietate biconservativ  aparµine, în mod evident, geometriei extrin-

seci, în cazul particular al suprafeµelor biconservative în N3(c), ele admit ³i o caracterizare intrinsec .

Capitolul se încheie cu Teorema 2.17 în care sunt prezentate alte trei condiµii echivalente cu (0.2).

Aceste condiµii se exprim  în raport cu anumite coordonate izoterme. Acest rezultat va � foarte folositor

în construcµia suprafeµelor biconservative complete în R3 ³i în S3, a³a cum vom vedea în capitolul urm tor.
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Scopul Capitolului 3 este de a construi suprafeµe biconservative complete în R3 ³i în S3. Începem cu

rezultatele locale extrinseci ³i intrinseci ³i le extindem la rezultate globale extrinseci ³i intrinseci. Problema
local  extrinsec  const  în g sirea tuturor suprafeµelor biconservative în forme spaµiale 3-dimensionale

cu grad f ̸= 0 în orice punct, iar problema local  intrinsec  reprezint  determinarea tuturor suprafeµelor

abstracte
(
M2, g

)
care satisfac c −K > 0, gradK ̸= 0 în orice punct al lui M , ³i condiµia (0.2). Apoi,

consider m problema global , din nou, din punct de vedere extrinsec ³i intrinsec. A rezolva problema
global  extrinsec  înseamn  a determina toate suprafeµele biconservative complete în forme spaµiale 3-

dimensionale care satisfac grad f ̸= 0 în orice punct al unei submulµimi deschise ³i dense. A rezolva

problema global  intrinsec  înseamn  a determina toate suprafeµele abstracte complete
(
M2, g

)
care pe

o submulµime deschis  ³i dens  satisface c−K > 0, gradK ̸= 0 ³i curbele de nivel ale lui K sunt cercuri

în M cu curbura κ dat  în (0.2).

A³a cum am precizat mai sus, pentru problema global  extrinsec  cerem ca grad f ̸= 0 în orice punct

al unei submulµimi deschise ³i dense. Impunem aceast  ipotez  deoarece credem c 

Conjectura 1. Fie M2 o suprafaµ  biconservativ  în N3(c). Dac  exist  o submulµime deschis  U a lui
M astfel încât grad f = 0 pe U , atunci grad f = 0 pe M .

În Teorema 3.13 ³i în Teorema 3.18 demonstr m Conjectura 1 în anumite cazuri particulare. Credem

c  demonstraµia Conjecturii 1 va rezulta din analiza PDE-ului obµinut în Corolarul 1.19. De asemenea,

credem c  ³i urm torul rezultat este adev rat

Conjectura 2. Singurele suprafeµe biconservative, complete, simplu conexe în R3 sau în S3, cu grad f ̸= 0

în orice punct al unei submulµimi deschise ³i dense, sunt cele date în Teorema 3.10 ³i în Teorema 3.40,
respectiv.

În Teorema 3.14 ³i în Teorema 3.19 demonstr m Conjectura 2 în anumite cazuri particulare.

Sintetizând cele dou  conjecturi de mai sus, putem formula urm torul rezultat:

Conjectura 3. Singurele suprafeµe biconservative, non-CMC, complete, simplu conexe în R3 sau în S3

sunt cele date în Teorema 3.10 ³i în Teorema 3.40, respectiv.

Mai mult, putem formula ³i urm toarea problem  deschis  care ar rezulta din proprietatea imersiei

biconservative dat  în Teorema 3.40 de a � dublu periodic  sau nu.

Problem  deschis . Exist  suprafaµe biconservative, non-CMC în S3 care sunt compacte?

Acest capitol are dou  secµiuni. În prima secµiune, consider m problema global  ³i construim în dou 

moduri suprafeµele biconservative complete în R3, cu grad f ̸= 0 în orice punct al unei submulµimi deschise

³i dense. O modalitate este de a utiliza caracterizarea local  extrinsec  în R3 ³i apoi s  �lipim� dou  astfel

de suprafeµe locale pentru a obµine o suprafaµ  biconservativ  complet  (Teorema 3.5). Cealalt  modal-

itate este mai analitic  ³i const  în utilizarea teoremei de caracterizare local  intrinsec  pentru a obµine

o imersie biconservativ  complet  de la
(
R2, gC0

)
în R3 cu grad f ̸= 0 pe o submulµime deschis  ³i dens 

a lui R2; aici, C0 este o constant  pozitiv  ³i deci obµinem o familie unu-parametric  de soluµii (Teorema

3.10). Merit  menµionat faptul c , printr-o transformare simpl  a metricii gC0
,
(
R2,

√
−KC0

gC0

)
este

(intrinsec) izometric  cu un elicoid (Teorema 3.11).

Prima secµiune se încheie cu o subsecµiune în care studiem unicitatea suprafeµelor biconservative

complete în R3. Unul din cele mai importante rezultate ale acestui capitol este Teorema 3.17, care a�rm 

c 

Dac  S este o suprafaµ  regulat , biconservativ , compact  în R3, atunci S este CMC ³i deci o sfer 
rotund .

Mai mult, se demonstreaz  o teorem  mai puternic , Teorema 3.19, care este unul din cele mai



ix

importante rezultate ale acestei teze ³i care a�rm 

Dac  S este o suprafaµ  regulat , biconservativ , non-CMC, complet  în R3, atunci S = S̃C̃0
, unde S̃C̃0

este suprafaµa de rotaµie biconservativ  complet  în R3 dat  în Teorema 3.5.

În secµiunea a doua, consider m problema global  a suprafeµelor biconservative în S3, cu grad f ̸= 0

în orice punct al unei submulµimi deschise ³i dense. Ca ³i în cazul lui R3, folosim clasi�carea local 

extrinsec  a suprafeµelor biconservative în S3, dar de aceast  dat  procesul de �lipire� nu este a³a clar ca

în cazul lui R3. Mai departe, ne schimb m punctul de vedere ³i folosim caracterizarea local  intrinsec 

a suprafeµelor biconservative în S3. Construim suprafaµa riemannian  complet 
(
R2, gC1,C∗

1

)
care admite

o imersie biconservativ  în S3 cu grad f ̸= 0 pe o submulµime deschis  ³i dens  a lui R2 ³i ar t m c ,

pân  la izometrii, exist  o unic  familie unu-parametric  de astfel de suprafeµe riemanniene indexate

dup  C1 (Teorema 3.40). Construcµia de mai sus const  în dou  etape: mai întâi, obµinem o suprafaµ 

de rotaµie complet  în R3, a c rei acoperire universal  este
(
R2, gC1,C∗

1

)
, ³i apoi, determin m explicit

imersia biconservativ  în S3. Teorema 3.40 este unul din principalele rezultate ale tezei.

În ultimul capitol, Capitolul 4, vom folosi tehnici diferite faµ  de cele folosite în capitolele anteri-

oare, ³i vom studia într-un mod unitar propriet µile suprafeµelor biconservative în variet µi riemanniene

oarecare.

Acest capitol este împ rµit în trei secµiuni. În primele dou  secµiuni, prezent m câteva caracteriz ri

ale suprafeµelor biconservative care satisfac anumite ipoteze geometrice adiµionale. Cum acestea sunt

caracterizate de divS2 = 0, unde S2 este un câmp tensorial simetric de tip (1, 1), anumite propriet µi ale

suprafeµelor biconservative vor rezulta din propriet µile generale ale unui câmp tensorial simetric de tip

(1, 1) cu divergenµa nul  a³a cum ele sunt prezentate în Teorema 4.9. În Teorema 4.10, g sim leg tura

dintre biconservativitate, proprietatea operatorului form  AH de a � câmp tensorial Codazzi, olomor�a

funcµiei Hopf generalizat  ³i proprietatea suprafeµei de a avea curbura medie constant . De asemenea, se

demonstreaz  c  o suprafaµ  biconservativ  într-o varietate oarecare, cu curburile principale constante,

poate � imersat  în N3(c) având �e AH , �e S2, ca operator form  (Teorema 4.18 ³i Teorema 4.19).

În ultima secµiune, g sim expresia lui rough Laplacian ∆RS2 al lui S2 ³i apoi determin m o formul 

de tip Simons (Propoziµia 4.21). O consecinµ  a Propoziµiei 4.21 este Teorema 4.23, care a�rm 

Dac  φ : M2 → Nn este o suprafaµ  biconservativ , CMC, compact  ³i K ≥ 0, atunci ∇AH = 0 ³i M
este plat  sau pseudoumbilical .

Cu o tehnic  diferit  obµinem un rezultat similar pentru cazul necompact complet (Teorema 4.24).
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CAPITOLUL 1

Preliminarii

În acest capitol vom explica notaµiile ³i vom reaminti câteva rezultate fundamentale pe care le vom utiliza

mai departe.

Convenµii. Pe tot parcursul acestei teze, toate variet µile, metricile ³i aplicaµiile sunt netede, i.e.,

de clas  C∞, ³i vom indica diverse metrici riemanniene cu acela³i simbol ⟨·, ·⟩. Toate variet µile ³i

subvariet µile sunt presupuse conexe ³i orientate. De asemenea, printr-o subvarietate CMC înµelegem o

subvarietate cu curbura medie constant  diferit  de zero, iar printr-o hipersuprafaµ  non-CMC înµelegem

o hipersuprafaµ  cu grad f ̸= 0 în orice punct al unei submulµimi deschise W a lui M , unde f reprezint 

funcµia curbur  medie a lui M , ³i W nu coincide, în mod necesar, cu M , i.e., M \W poate � o mulµime

nevid .

Majoritatea rezultatelor din acest capitol sunt cunoscute ³i ele se pot reg si, de exemplu, în c rµile

[3,4,7,10,30]. Totu³i remarc m faptul c  rezultatul din Corolarul 1.19 apare aici pentru prima dat , iar

Teorema 1.23 reprezint , de asemenea, un rezultat original, care a fost inclus în articolul [12].

1.1 Variet µi riemanniene. Generalit µi

Propoziµia 1.1 (Formula Ricci). Fie (Mm, g) o varietate riemannian  ³i T un câmp tensorial de tip
(1, 1). Atunci(

∇2T
)
(X,Y, Z)−

(
∇2T

)
(Y,X,Z) = R(X,Y )T (Z)− T (R(X,Y )Z), X, Y, Z ∈ C(TM).

De�niµia 1.2. Un câmp tensorial simetric T de tip (1, 1) se nume³te câmp tensorial Codazzi dac 

(∇T )(X,Y ) = (∇T )(Y,X), X, Y ∈ C(TM).

Observaµia 1.3. Dac  ∇T = 0, atunci T este câmp tensorial Codazzi.

Încheiem aceast  secµiune cu un rezultat legat de completitudinea suprafeµelor riemanniene.

Propoziµia 1.4 ([16]). Fie Mm o subvarietate ³i consider m metricile g ³i g̃ pe M . Dac  (M, g) este
complet  ³i g̃ − g este nenegativ de�nit  în orice punct al lui M , i.e., (g̃ − g) (X,X) ≥ 0, pentru orice
X ∈ C(TM), atunci (M, g̃) este, de asemenea, complet .

1.2 Subvariet µi riemanniene. Generalit µi

O subvarietate a unei variet µi riemanniene (Nn, h) este o pereche (Mm, φ), unde Mm este o varietate

³i φ : M → N este o imersie. Întotdeauna consider m pe M metrica indus  g = φ∗h, deci φ : (M, g) →

1
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(N,h) este o imersie izometric  (pentru simplitate vom scrie φ :M → N f r  a menµiona metricile). De

asemenea, scriem φ :M → N , sau chiar M , în locul lui (M,φ).

Pentru a �xa notaµiile, reamintim ecuaµiile fundamentale de ordin întâi pentru o subvarietate a unei

variet µi riemanniene, din moment ce aceste ecuaµii de�nesc a doua form  fundamental , operatorul form 

³i conexiunea în �bratul normal. Fie φ : Mm → Nn o imersie izometric . Pentru orice p ∈ M , Tφ(p)N

poate � scris ca suma ortogonal  direct 

Tφ(p)N = dφ(TpM)⊕ dφ(TpM)⊥, (1.1)

³i NM =
∪
p∈M

dφ(TpM)⊥ reprezint  �bratul normal al lui φ (sau al lui M), în N .

Not m cu ∇ ³i ∇N conexiunile Levi-Civita pe M ³i N , respectiv, ³i cu ∇φ conexiunea indus  în

�bratul pull-back φ−1(TN) =
∪
p∈M

Tφ(p)N . �inând cont de descompunerea din (1.1), se obµine formula

Gauss

∇φ
Xdφ(Y ) = dφ(∇XY ) +B(X,Y ), X, Y ∈ C(TM),

unde B ∈ C(⊙2T ∗M⊗NM) este a doua form  fundamental  a luiM în N . Aici T ∗M reprezint  �bratul

cotangent al lui M . Câmpul vectorial curbur  medie al lui M în N se de�ne³te prin H = (traceB)/m ∈
C(NM), unde trace este considerat  în raport cu metrica g.

Mai mult, dac  η ∈ C(NM), atunci se obµine formula Weingarten

∇φ
Xη = −dφ(Aη(X)) +∇⊥

Xη, X ∈ C(TM),

unde Aη ∈ C(T ∗M ⊗ TM) este operatorul form  al lui M în N în direcµia lui η, ³i ∇⊥ este conexiunea

indus  în �bratul normal. Mai mult, ⟨B(X,Y ), η⟩ = ⟨Aη(X), Y ⟩, pentru orice X,Y ∈ C(TM), η ∈
C(NM). În cazul hipersuprafeµelor, not m f = traceA, unde A = Aη ³i η este câmpul vectorial normal

unitar, ³i avem H = (f/m)η; f este (de m ori) funcµia curbur  medie.

O subvarietate M a lui N se nume³te subvarietate PMC dac  H este nenul ³i paralel în �bratul

normal.

Când nu este pericol de confuzie, identi�c m localM cu imaginea sa prin φ, X cu dφ(X) ³i ∇φ
Xdφ(Y )

cu ∇N
XY . Cu aceste identi�c ri în minte, putem rescrie formulele Gauss ³i Weingarten

∇N
XY = ∇XY +B(X,Y ) ³i ∇N

Xη = −Aη(X) +∇⊥
Xη.

Ecuaµiile fundamentale ale unei subvariet µi, Gauss, Codazzi ³i Ricci, se presupun bine cunoscute ³i

nu le vom mai enunµa aici.

O hipersuprafaµ  φ : Mm → Nm+1 se nume³te umbilical  dac  A = (f/m)I, unde I este câmpul

tensorial identitate de tip (1, 1). Similar, o subvarietate φ :Mm → Nn se nume³te pseudoumbilical  dac 

AH = |H|2I.

Teorema 1.5. (Teorema fundamental  pentru subvariet µi)

(i) Fie Mm o varietate riemannian  simplu conex , π : E → M un �brat vectorial de dimensiune p
compatibil cu conexiunea ∇, ³i �e B o secµiune simetric  a �bratului homeomor�sm Hom(TM ×
TM,E) ≡ (TM ⊗ TM)∗ ⊗ E = (TM)∗ ⊗ (TM)∗ ⊗ E, i.e., B : C(TM) × C(TM) → E este o
aplicaµie simetric  ³i C∞(M) biliniar . De�nim, pentru �ecare secµiune local  η a lui E, o aplicaµie
Aη : C(TM) → C(TM) prin ⟨Aη(X), Y ⟩ = ⟨B(X,Y ), η⟩, pentru orice X,Y ∈ C(TM).

Dac  B ³i ∇ satisfac ecuaµiile Gauss, Codazzi ³i Ricci pentru cazul curburii secµionale constante
c, atunci exist  o imersie izometric  φ : Mm → Nn=m+p(c), ³i un �brat vectorial izomor�sm
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φ̃ : C(E) → C(NM) în lungul lui φ, astfel încât pentru orice X,Y ∈ C(TM) ³i orice η, ξ secµiuni
locale ale lui E:

⟨φ̃(η), φ̃(ξ)⟩ = ⟨η, ξ⟩, φ̃(B(X,Y )) = B̃(X,Y ), φ̃(∇Xη) = ∇⊥
X φ̃(η),

unde B̃ ³i ∇⊥ sunt forma a doua fundamental  ³i conexiunea normal  corespunz toare lui φ,
respectiv.

(ii) Presupunem c  φ ³i ψ sunt dou  imersii izometrice ale variet µii conexe Mm în Nn=m+k(c). Fie
NMφ, Bφ ³i ∇⊥

φ �bratul normal, forma a doua fundamental  ³i conexiunea normal  ale lui φ,
respectiv; consider m NMψ, Bψ ³i ∇⊥

ψ obiectele corespunz toare lui ψ. Dac  exist  un �brat vec-
torial izomor�sm ˜̃φ : C(NM)φ → C(NM)ψ astfel încât, pentru orice X,Y ∈ C(TM) ³i orice
η, ξ ∈ C(NM)φ:

⟨ ˜̃φ(η), φ̃(ξ)⟩ = ⟨η, ξ⟩, ˜̃φ(Bφ(X,Y )) = Bψ(X,Y ), ˜̃φ(∇⊥
φ

X
η) = ∇⊥

ψ
X

˜̃φ(η),

atunci exist  o izometrie F : Nn(c) → Nn(c) astfel încât ψ = F ◦ φ ³i dF |NMφ
= ˜̃φ.

1.3 Suprafeµe CMC în forme spaµiale 3-dimensionale

Reamintim acum, un rezultat clasic de existenµ  a suprafeµelor CMC în forme spaµiale 3-dimensionale,

i.e., în spaµii 3-dimensionale cu curbura secµional  constant  N3(c).

Teorema 1.6. ([21]) Fie φ :
(
M2, g

)
→ N3(c) o suprafaµ  CMC. Atunci |H|2 + c − K ≥ 0 în orice

punct, ³i |H|2 + c−K = 0 în orice punct, i.e., M este umbilical , �e |H|2 + c−K = 0 doar în punctele
izolate. Mai mult, pe mulµimea unde |H|2 + c−K > 0, avem

∆log
(
|H|2 + c−K

)
+ 4K = 0, (1.2)

sau, echivalent, (
|H|2 + c−K

)
∆K − | gradK|2 + 4K

(
|H|2 + c−K

)2
= 0. (1.3)

Observaµia 1.7. ([32]) Dac  φ :
(
M2, g

)
→ N3(c) este o suprafaµ  minimal , i.e., H = 0, concluziile

Teoremei 1.6 r mân adev r te.

De asemenea, avem (un fel) de reciproc  a Teoremei 1.6.

Teorema 1.8. ([21]) Fie
(
M2, g

)
o suprafaµ  abstract , c ∈ R ³i a ∈ R∗

+. Presupunem c  pe M avem
a2 + c−K > 0 ³i

4K +∆ log
(
a2 + c−K

)
= 0.

Atunci
(
M2, g

)
admite local o scufundare CMC în N3(c) cu |H| = a.

Observaµia 1.9. ([32]) Dac  a = 0 în Teorema 1.8, atunci
(
M2, g

)
admite local o scufundare minimal 

în N3(c).

1.4 Funcµionala energiei ³i funcµionala bienergiei

O aplicaµie armonic  φ : (Mm, g) → (Nn, h) între dou  variet µi riemanniene este un punct critic al

funcµionalei energiei

E : C∞(M,N) → R, E(φ) =
1

2

∫
M

|dφ|2 vg,
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³i este caracterizat  de anularea câmpului s u de tensiune

τ(φ) = traceg∇dφ.

Studiul câmpului tensiune-impuls asociat unei funcµionale oarecare a fost iniµiat de D. Hilbert ([18]).

Dat  o funcµional  E, îi putem asocia un câmp tensorial simetric 2-covariant astfel încât divS = 0 în

punctele critice ale lui E. Dac  E este funcµionala energiei, P. Baird ³i J. Eells în [1], A. Sanini în [33],

au de�nit câmpul tensorial

S =
1

2
|dφ|2g − φ∗h,

³i au demonstrat c  divS = −⟨τ(φ), dφ⟩.
Deci, S poate � ales ca �ind tensorul tensiune-impuls al funcµionalei energiei. Merit  menµionat c  S

are ³i o interpretare variaµional . Într-adev r, putem �xa o aplicaµie φ : Mm → (Nn, h) ³i gândi E ca

�ind de�nit  pe mulµimea metricilor riemanniene pe M . Punctele critice ale acestei noi funcµionale sunt

metricile riemanniene determinate de anularea tensorului tensiune-impuls S corespunz tor lor.

Menµion m c  dac  φ : (Mm, g) → (Nn, h) este o imersie izometric  arbitrar , atunci divS = 0. O

generalizare natural  a aplicaµiilor armonice o reprezint  aplicaµiile biarmonice. O aplicaµie biarmonic 
φ : (Mm, g) → (Nn, h) între dou  variet µi riemanniane este un punct critic al funcµionalei bienergiei

E2 : C∞(M,N) → R, E2(φ) =
1

2

∫
M

|τ(φ)|2 vg,

³i este caracterizat  de anularea câmpului s u de bitensiune

τ2(φ) = −∆φτ(φ)− traceg R
N (dφ, τ(φ))dφ.

Remarc m faptul c  ecuaµia biarmonic  τ2(φ) = 0 este o ecuaµie eliptic  de ordin patru, neliniar 

³i orice aplicaµie armonic  este biarmonic . O aplicaµie biarmonic  care nu este armonic  se nume³te

propriu-biarmonic .

În [20], G.Y. Jiang a de�nit tensorul tensiune-impuls S2 al funcµionalei bienergiei (numit ³i tensorul
bitensiune-impuls) prin

⟨S2(X), Y ⟩ =1

2
|τ(φ)|2⟨X,Y ⟩+ ⟨dφ,∇τ(φ)⟩⟨X,Y ⟩

− ⟨dφ(X),∇Y τ(φ)⟩ − ⟨dφ(Y ),∇Xτ(φ)⟩.

Se demonstreaz  c  divS2 = −⟨τ2(φ), dφ⟩.
Ca ³i în cazul armonic, câmpul tensorial S2 are o interpretare variaµional . Fix m o aplicaµie φ :

Mm → (Nn, h) ³i de�nim o nou  funcµional 

F2 : G → R, F2(g) = E2(φ),

unde G = {g : g este o metric  riemannian  pe M}. Punctele critice ale acestei noi funcµionale sunt

metricile riemanniene determinate de anularea tensorului bitensiune-impuls S2 corespunz tor lor.

Menµion m c , dac  φ : (Mm, g) → (Nn, h) este o imersie izometric , atunci nu rezult  divS2 = 0.

Finaliz m aceast  secµiune cu urm toarele propriet µi al tensorului bitensiune-impuls.

Propoziµia 1.10. Consider m o subvarietate φ :Mm → Nn. Atunci avem:

(i) S2 = −m2

2 |H|2I + 2mAH ;

(ii) traceS2 = m2|H|2
(
2− m

2

)
;

(iii) divS2 = −m2

2 grad
(
|H|2

)
+ 2m divAH ;

(iv) |S2|2 = m4|H|4
(
m
4 − 2

)
+ 4m2 |AH |2.
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1.5 Subvariet µi biarmonice ³i biconservative

O subvarietate φ :Mm → Nn se nume³te biarmonic  dac  imersia izometric  φ este o aplicaµie biarmonic 

de la (Mm, g) la (Nn, h).

Dac  divS2 = 0 pentru o subvarietate M a lui N , atunci M se nume³te biconservativ . Deci, M este

biconservativ  dac  ³i numai dac  partea tangent  a câmpului de bitensiune se anuleaz .

Avem urm toarea teorem  de caracterizare a subvariet µilor biarmonice, obµinut  prin descompunerea

câmpului de bitensiune în partea tangent  ³i în partea normal .

Teorema 1.11. O subvarietate Mm a unei variet µi riemanniene Nn este biarmonic  dac  ³i numai
dac 

traceA∇⊥
· H

(·) + trace∇AH + trace
(
RN (·,H)·

)⊤
= 0

³i
∆⊥H + traceB (·, AH(·)) + trace

(
RN (·,H)·

)⊥
= 0,

unde ∆⊥ este laplacianul în �bratul normal.

Mai multe variante ale rezultatului de mai sus au fost obµinute în [8,22,29]. De aici deducem anumite

formule de caracterizare pentru biconservativitate.

Propoziµia 1.12. Fie φ :Mm → Nn o subvarietate. Atunci urm toarele condiµii sunt echivalente:

(i) M este biconservativ ;

(ii) traceA∇⊥
· H

(·) + trace∇AH + trace
(
RN (·,H)·

)⊤
= 0;

(iii) m
2 grad

(
|H|2

)
+ 2 traceA∇⊥

· H
(·) + 2 trace

(
RN (·,H)·

)⊤
= 0;

(iv) 2 trace∇AH − m
2 grad

(
|H|2

)
= 0.

Urm toarele propriet µi sunt imediate.

Propoziµia 1.13. Dac  Mm este o subvarietate a unei variet µi riemanniene Nn cu ∇AH = 0, atunci
M este biconservativ .

Propoziµia 1.14. Dac  Mm este o subvarietate PMC a unei variet µi riemanniene Nn(c), atunci M
este biconservativ .

Propoziµia 1.15 ([2]). Dac  Mm este o subvarietate pseudoumbilical  a unei variet µi riemanniene Nn

cu m ̸= 4, atunci M este CMC.

În cazul particular al hipersuprafeµelor, Teorema 1.11 ne ofer  urm torul rezultat.

Teorema 1.16 ([2,31]). Dac  Mm este o hipersuprafaµ  a unei variet µi riemanniene Nm+1, atunci M
este biarmonic  dac  ³i numai dac 

2A(grad f) + f grad f − 2f
Ä
RicciN (η)

ä⊤
= 0,

³i
∆f + f |A|2 − f RicciN (η, η) = 0,

unde η este câmpul vectorial normal unitar al lui M în N ³i f este funcµia curbur  medie a lui M .

Propoziµia 1.17. O hipersuprafaµ Mm într-o form  spaµial  Nm+1(c) este biconservativ  dac  ³i numai
dac 

A(grad f) = −f
2
grad f. (1.4)
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Corolarul 1.18. Orice hipersuprafaµ  CMC în Nm+1(c) este biconservativ .

Deci, hipersuprafeµele biconservative pot � privite ca urm torul pas natural dup  cel al studierii

suprafeµelor CMC.

Considerând divergenµa în ecuaµia (1.4) ³i folosind faptul c  divA = grad f , obµinem urm torul

corolar.

Corolarul 1.19. Fie Mm o hipersuprafaµ  biconservativ  în Nm+1(c). Atunci

f∆f − 3| grad f |2 − 2⟨A,Hess f⟩ = 0.

În continuare vom studia propriet µile suprafeµelor biconservative în N3(c).

Teorema 1.20 ([6]). Fie φ :M2 → N3(c) o suprafaµ  biconservativ  cu grad f ̸= 0 pe M . Atunci avem
f > 0 ³i

f∆f + | grad f |2 + 4

3
cf2 − f4 = 0, (1.5)

unde ∆ este operatorul Laplace-Beltrami pe M .

Observaµia 1.21. Remarc m faptul c  în teorema de mai sus, obµinut  în [6], autorii nu au observat c 

grad f ̸= 0 pe M implic  f ̸= 0 în orice punct.

Se arat  c  în jurul oric rui punct al luiM exist  o hart  local  orientat  pozitiv (U ;u, v) astfel încât

f = f(u, v) = f(u) ³i (1.5) este echivalent  cu

ff ′′ − 7

4
(f ′)

2 − 4

3
cf2 + f4 = 0, (1.6)

i.e., f trebuie s  �e o soluµie a unei ecuaµii diferenµiale ordinare de ordin doi.
În continuare vom g si o relaµie intrinsec  pe care (M, g) trebuie s  o satisfac .

Teorema 1.22 ([6]). Fie φ : M2 → N3(c) o suprafaµ  biconservativ  cu grad f ̸= 0 pe M . Atunci
curbura gaussian  satisface

(i)

K = detA+ c = −3f2

4
+ c; (1.7)

(ii) c−K > 0, gradK ̸= 0 on M , ³i curbele sale de nivel sunt cercuri în M cu curbura constant 

κ =
3| gradK|
8(c−K)

;

(iii)

(c−K)∆K − | gradK|2 − 8

3
K(c−K)2 = 0, (1.8)

unde ∆ este operatorul Laplace-Beltrami pe M .

În timp ce existenµa imersiilor biconservative în forme spaµiale 3-dimensionale cu gradientul funcµiei

curburii medie diferit de zero în orice punct va � demonstrat  în urm torul capitol, unicitatea este

studiat  aici.

Teorema 1.23 ([12]). Fie
(
M2, g

)
o suprafaµ  abstract  ³i c ∈ R. Dac  M admite dou  imersii bicon-

servative în N3(c) astfel încât funcµiile curbur  medie corespunz toare celor dou  imersii au gradientul
nenul în orice punct al lui M , atunci imesiile difer  printr-o izometrie a lui N3(c).



CAPITOLUL 2

Suprafeµe biconservative în forme spaµiale 3-dimensionale

În acest capitol vom studa dou  probleme: mai întâi vom considera suprafeµele biconservative
(
M2, g

)
într-o form  spaµial  3-dimensional  N3(c), cu funcµia curbura medie f satisf când grad f ̸= 0 în orice

punct, ³i vom determina o anumit  metric  riemannian  gr pe M astfel încât
(
M2, gr

)
s  �e o suprafaµ 

Ricci în N3(c); apoi, vom obµine condiµiile necesare ³i su�ciente pe care trebuie s  le satisfac  o suprafaµ 

abstract  astfel încât ea sa admit  o scufundare local  în N3(c) ca o suprafaµ  biconservativ , non-CMC.

Majoritatea rezultatelor din acest capitol sunt originale ³i ele au fost incluse în [12] ³i în [27]. Totu³i

sunt ³i anumite rezultate care sunt prezentate aici pentru prima dat  (vezi Teorema 2.8, Teorema 2.14).

2.1 Biconservativitatea ³i minimalitatea în N 3(c)

O suprafaµ  abstract 
(
M2, g

)
cu curbura gaussian  K satisface condiµia Ricci în raport cu c (sau simplu

condiµia Ricci) dac  c − K > 0 ³i metrica
√
c−Kg este plat , unde c ∈ R este o constant . În acest

caz,
(
M2, g

)
se nume³te suprafaµ  Ricci în raport cu c (sau simplu suprafaµ  Ricci). A³a cum vom

vedea în continuare în acest capitol, dac  c = 0, o suprafaµ  care satisface condiµia Ricci poate � local

izometric scufundat  în R3 ca o suprafaµ  minimal . De fapt, exist  o familie unu-parametric  de astfel de

scufund ri. H. B. Lawson în [21] a generalizat acest rezultat ar tând c  condiµia Ricci este o caracterizare

intrinsec  a suprafeµelor minimale în forme spaµiale N3(c), cu curbura secµional  c.

În cele ce urmeaz  vom vedea c  condiµia Ricci enunµat  anterior, este echivalent  cu o ecuaµie foarte

asem n toare cu ecuaµia (1.8), care este satisf cut  de curbura gaussian  a unei suprafeµe biconservative,

non-CMC într-o form  spaµial  N3(c). Apoi, o întrebare natural  este dac  exist  o modalitate simpl  de

a transforma suprafeµele care satisfac (1.8) în suprafeµe Ricci în N3(c). Dup  cum vom vedea, r spunsul

la aceast  întrebare este a�rmativ.

Propoziµia urm toare ne ofer  câteva caracteriz ri echivalente cu condiµia Ricci.

Propoziµia 2.1. Fie
(
M2, g

)
o suprafaµ  abstract  cu curbura gaussian  K satisf când c−K > 0, unde

c ∈ R. Atunci urm toarele condiµii sunt echivalente:

(i) K satisface

(c−K)∆K − | gradK|2 − 4K(c−K)2 = 0; (2.1)

(ii) K satisface

∆log(c−K) + 4K = 0; (2.2)

(iii) metrica
√
c−Kg este plat .

Mai mult, dac  c = 0, avem o a patra condiµie echivalent :

(iv) metrica (−K)g are curbura gaussian  constant  egal  cu 1.

7
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Observaµia 2.2. Propoziµia 2.1 a fost demonstrat  pentru prima dat  în cazul în care c = 0 în [24].

Cu o tehnic  similar  cu cea folosit  în demonstraµia Propoziµiei 2.1, se obµine urm torul rezultat.

Propoziµia 2.3. Fie
(
M2, g

)
o suprafaµ  abstract  cu curbura gaussian  K satisf când c−K > 0, unde

c ∈ R este o constant . Atunci urm toarele condiµii sunt echivalente:

(i) K satisface ecuaµia (1.8);

(ii) ∆log(c−K) + 8
3K = 0;

(iii) metrica (c−K)3/4g este plat .

Mai mult, dac  c = 0, avem o a patra condiµie echivalent :

(iv) metrica (−K)g are curbura gaussian  constant  egal  cu 1/3.

Acum, putem formula primul nostru rezultat important.

Teorema 2.4. Fie
(
M2, g

)
o suprafaµ  abstract  cu curbura gaussian  negativ  ³i care satisface

K∆K + | gradK|2 + 8

3
K3 = 0. (2.3)

Atunci
(
M2,

√
−Kg

)
este o suprafaµ  Ricci în R3.

Din Teorema 1.22 ³i Teorema 2.4, se obµine urm torul corolar.

Corolarul 2.5. Fie
(
M2, g

)
o suprafaµ  biconservativ  în R3, unde g este metrica indus  pe M . Dac 

(grad f)(p) ̸= 0 în orice punct p ∈M , atunci
(
M2,

√
−Kg

)
este o suprafaµ  Ricci.

Observaµia 2.6. În acela³i mod ca în Teorema 2.4, se arat  c  dac 
(
M2, g

)
este o suprafaµ  Ricci în

R3 cu curbura gaussian  K negativ , atunci curbura gaussian  a lui
(
M2, (−K)−1g

)
este negativ  ³i

satisface ecuaµia (2.3).

Chiar dac  metoda folosit  pentru a demonstra Teorema 2.4 nu funcµioneaz  în cazul formelor spaµiale

care nu sunt plate, totu³i este posibil s  extindem acest rezultat ³i la cazul formelor spaµiale, dup  cum

putem vedea în teorema urm toare.

Teorema 2.7. Fie
(
M2, g

)
o suprafaµ  biconservativ  într-o form  spaµial  N3(c) cu metrica indus  g

³i curbura gaussian  K. Dac  (grad f)(p) ̸= 0 în orice punct p ∈M , atunci, pe o submulµime deschis  ³i
dens ,

(
M2, (c−K)rg

)
este o suprafaµ  Ricci în N3(c), unde r este o funcµie de�nit  local, care satisface

K +∆

Å
1

4
log (c−Kr) +

r

2
log(c−K)

ã
= 0, (2.4)

cu curbura gaussian  Kr of (c−K)rg dat  de

Kr = (c−K)−r
Å
3− 4r

3
K +

1

2
log(c−K)∆r + (c−K)−1g(grad r, gradK)

ã
.

2.2 O caracterizare intrinsec  a suprafeµelor biconservative în

N 3(c)

În timp ce oricare din condiµiile echivalente din Propoziµia 2.1 caracterizeaz  intrinsec suprafeµele min-

imale în forme spaµiale N3(c), condiµiile similare din Propoziµia 2.3 nu reu³esc s  fac  acela³i lucru în

cazul suprafeµelor biconservative. În aceast  secµiune, vom g si condiµiile necesare ³i su�ciente pe care o



2.2. O caracterizare intrinsec  a suprafeµelor biconservative în N3(c) 9

suprafaµ  abstract  trebuie s  le satisfac  pentru a admite o scufundare local  în N3(c) ca o suprafaµ 

biconservativ , non-CMC.

Conform Teoremei 1.22, (ii), prezent m anumite condiµii echivalente cu ipoteza potrivit c reia curbele

de nivel ale curburii gaussiene sunt cercuri.

Teorema 2.8. Fie
(
M2, g

)
o suprafaµ  abstract  care satisface c−K(p) > 0 ³i (gradK)(p) ̸= 0 în orice

punct p ∈ M , unde c ∈ R. Fie X1 = (gradK)/| gradK| ³i X2 ∈ C(TM) dou  câmpuri vectoriale pe
M astfel încât {X1(p), X2(p)} este o baz  orientat  pozitiv, pentru orice p ∈ M . Atunci, urm toarele
condiµii sunt echivalente:

(i) curbele de nivel ale lui K sunt cercuri în M cu curbura constant 

κ =
3| gradK|
8(c−K)

=
3X1K

8(c−K)
;

(ii)

X2 (X1K) = 0 ³i ∇X2X2 =
−3X1K

8(c−K)
X1;

(iii)

∇X1
X1 = ∇X1

X2 = 0, ∇X2
X2 = − 3X1K

8(c−K)
X1, ∇X2

X1 =
3X1K

8(c−K)
X2.

Observaµia 2.9. Curbele integrale ale lui X2 sunt cercuri în M cu curbura constant 

κ =
3X1K

8(c−K)
=

3| gradK|
8(c−K)

³i curbele integrale ale lui X1 sunt geodezice ale lui M .

Urm torul rezultat descrie metricile pentru care curbele de nivel ale lui K sunt cercuri.

Teorema 2.10. Fie
(
M2, g

)
o suprafaµ  abstract  care satisface (gradK)(p) ̸= 0 ³i c−K(p) > 0 în orice

punct p ∈ M , unde c ∈ R. Fie X1 = (gradK)/| gradK| ³i X2 ∈ C(TM) dou  câmpuri vectoriale pe M
astfel încât {X1(p), X2(p)} este o baz  ortonormat  orientat  pozitiv pentru orice p ∈ M . Dac  curbele
de nivel ale lui K sunt cercuri în M cu curbura constant 

κ =
3X1K

8(c−K)
=

3| gradK|
8(c−K)

,

atunci, pentru orice p0 ∈ M , exist  o parametrizare orientat  pozitiv X = X(u, v) a lui M de�nit  pe o
vecin tate U ⊂M a lui p0 astfel încât

(i) curba u → X(u, 0) este o curb  integral  a lui X1 cu X(0, 0) = p0 ³i v → X(u, v) este o curb 
integral  a lui X2, pentru orice u ³i v;

(ii) K(u, v) = (K ◦X)(u, v) = (K ◦X)(u, 0) = K(u), pentru orice (u, v);

(iii) pentru orice (u, v) avem

g11(u, v) =
9

64

Å
K ′(u)

c−K(u)

ã2
v2 + 1,

g12(u, v) = − 3K ′(u)

8(c−K(u))
v, g22(u, v) = 1;

(iv) curbura gaussian  K = K(u) satisface

24(c−K)K ′′ + 33(K ′)2 + 64K(c−K)2 = 0.
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Observaµia 2.11. Este u³or de veri�cat c , în ipotezele Teoremei 2.10, ecuaµia

24(c−K)K ′′ + 33 (K ′)
2
+ 64K(c−K)2 = 0

poate � rescris 

(c−K)∆K − | gradK|2 − 8

3
K(c−K)2 = 0.

Observaµia 2.12. Considerând schimbarea de coordonate (u, v) →
(
u, (c−K)3/8v

)
= (u, s) în Teorema 2.10, obµinem, dup  un calcul direct, o expresie mai simpl 

g = du2 + (c−K)−3/4ds2

pentru metrica riemannian  de pe suprafaµ . Mai mult, dac  consider m o a doua schimbare de coor-

donate (u, s) →
Ä∫ u
u0
(c−K(τ))3/8 dτ, s

ä
= (ũ, s̃), atunci metrica g poate � scris 

g = (c−K(ũ))−3/4
(
dũ2 + ds̃2

)
,

unde K(ũ) = K(u(ũ)), ceea ce înseamn  c  (ũ, s̃) sunt coordonate izoterme pe suprafaµ .

Reciproca Teoremei 2.10 este rezultatul urm tor care asigur  existenµa suprafeµelor
(
M2, g

)
astfel

încât curbele de nivel ale lui K s  �e cercuri.

Teorema 2.13. Fie D o submulµime deschis  a lui R2 = Ouv ³i c ∈ R. Consider m K = K(u) o funcµie
pe D astfel încât K ′(u) > 0 ³i c−K(u) > 0, pentru orice u, ³i

24(c−K)K ′′ + 33 (K ′)
2
+ 64K(c−K)2 = 0.

De�nim o metric  riemannian  g = g11du
2 + 2g12dudv + g22dv

2 pe D prin

g11(u, v) =
9

64

Å
K ′(u)

c−K(u)

ã2
v2 + 1,

g12(u, v) = − 3K ′(u)

8(c−K(u))
v, g22(u, v) = 1.

Atunci K este curbura gaussian  a lui g ³i curbele sale de nivel v → (u0, v) sunt cercuri în (D, g) cu
curbura κ = 3K ′(u)/(8(c−K(u))).

Teorema 2.14. Fie
(
M2, g

)
o suprafaµ  abstract  ³i c ∈ R. Presupunem c  c−K > 0 ³i gradK ̸= 0 în

orice punct al lui M , ³i curbele de nivel ale lui K sunt cercuri în M cu curbura constant 

κ =
3| gradK|
8(c−K)

.

Dac  exist  o imersie biconservativ  φ :
(
M2, g

)
→ N3(c), atunci grad f ̸= 0, f > 0 în orice punct al lui

M , ³i φ este unic .

În continuare avem rezultatul principal al acestei secµiuni, care este o caracterizare intrinsec  a supra-

feµelor biconservative non-CMC în N3(c). Pe scurt, condiµiile intrinseci date în Teorema 1.22, (ii),

asigur  existenµa imersiilor biconservative non-CMC în N3(c).

Teorema 2.15. Fie (M2, g) o suprafaµ  abstract  ³i c ∈ R. Atunci M poate � local izometric scufundat 
într-o form  spaµial  N3(c) ca o suprafaµ  biconservativ  cu gradientul funcµiei curbur  medie diferit de
zero în orice punct p ∈M dac  ³i numai dac  curbura gaussian  K satisface c−K(p) > 0, (gradK)(p) ̸=
0, ³i curbele sale de nivel sunt cercuri în M cu curbura constant 

κ =
3| gradK|
8(c−K)

.
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Observaµia 2.16. Dac  suprafaµaM din Teorema 2.15 este simplu conex , atunci teorema are loc global,

dar, în acest caz, în locul scufund rii locale izometrice avem o imersie global  izometric .

Remarc m faptul c , spre deosebire de cazul imersiilor minimale, dac  M satisface ipotezele teoremei

2.15, atunci exist  o unic  imersie biconservativ  în N3(c) (pân  la o izometrie a lui N3(c)), ³i nu o

familie unu-parametric .

Folosind coordonate local izometrice, putem g si anumite caracteriz ri intrinseci ale suprafeµelor

biconservative în N3(c). Aceste caracteriz ri ne ofer  anumite expresii explicite ale metricii g.

Teorema 2.17. Fie
(
M2, g

)
o suprafaµ  abstract  cu curbura gaussian  satisf când c − K(p) > 0 ³i

(gradK)(p) ̸= 0 în orice punct p ∈ M , unde c ∈ R. Fie X1 = (gradK)/| gradK| ³i X2 ∈ C(TM) dou 
câmpuri vectoriale pe M astfel încât {X1(p), X2(p)} este o baz  orientat  pozitiv pentru orice p ∈ M .
Atunci, urm toarele condiµii sunt echivalente:

(i) curbele de nivel ale lui K sunt cercuri în M cu curbura constant 

κ =
3| gradK|
8(c−K)

=
3X1K

8(c−K)
;

(ii) metrica g poate � scris  local ca g = (c − K)−3/4
(
du2 + dv2

)
, unde (u, v) sunt coordonate locale

orientate pozitiv, K = K(u), ³i K ′ > 0;

(iii) metrica g poate � scris  local ca g = e2ρ
(
du2 + dv2

)
, unde (u, v) sunt coordonate locale orientate

pozitiv, ³i ρ = ρ(u) satisface ecuaµia

ρ′′ = e−2ρ/3 − ce2ρ (2.5)

³i condiµia ρ′ > 0; mai mult, soluµiile ecuaµiei de mai sus, u = u(ρ), sunt

u =

∫ ρ

ρ0

dτ√
−3e−2τ/3 − ce2τ + a

+ u0,

unde ρ este într-un interval deschis I, ρ0 ∈ I ³i a, u0 ∈ R;

(iv) metrica g poate � scris  local ca g = e2ρ
(
du2 + dv2

)
, unde (u, v) sunt coordonate locale orientate

pozitiv, ³i ρ = ρ(u) satisface ecuaµia

3ρ′′′ + 2ρ′ρ′′ + 8ce2ρρ′ = 0 (2.6)

³i condiµiile ρ′ > 0 ³i c+ e−2ρρ′′ > 0; mai mult, soluµiile ecuaµiei de mai sus, u = u(ρ), sunt

u =

∫ ρ

ρ0

dτ√
−3be−2τ/3 − ce2τ + a

+ u0,

unde ρ este într-un interval deschis I, ρ0 ∈ I ³i a, b, u0 ∈ R, b > 0.



CAPITOLUL 3

Suprafeµe biconservative complete în R3 ³i în S3

În acest capitol, vom extinde rezultatele de clasi�care local  pentru suprafeµe biconservative în N3(c), cu

c = 0 ³i c = 1, la rezultate globale, i.e., vom construi suprafeµe biconservative complete, cu grad f ̸= 0 în

orice punct al unei submulµimi deschise ³i dense. Mai mult, vom studa unicitatea unor astfel de suprafeµe

în R3.

Majoritatea rezultatelor prezentate aici sunt originale ³i ele sunt incluse în articolele [25], [27], ³i [28].

Rezultatele de unicitate din Subsecµiunea 3.1.1 sunt prezentate aici pentru prima dat .

3.1 Suprafeµe biconservative complete în R3

În aceast  secµiune vom construi, din punct de vedere extrinsec, suprafeµe biconservative complete în R3

cu grad f ̸= 0 în orice punct al unei submulµimi deschise ³i dense, ³i, din punct de vedere intrinsec, vom

construi suprafaµe abstracte complete
(
M2, g

)
cu K < 0 în orice punct ³i gradK ̸= 0 în orice punct al

unei submulµimi deschise ³i dense a lui M , care admit o imersie biconservativ  în R3, de�nit  pe M , cu

grad f ̸= 0 pe o submulµime deschis  ³i dens .

Mai întâi, reamintim un rezultat local extrinsic care reprezint  o caracterizare a suprafeµelor în R3.

Teorema 3.1 ([17]). Fie M2 o suprafaµ  în R3 cu grad f ̸= 0 pe M . Atunci M este biconservativ 
dac  ³i numai dac  local este o suprafaµ  de rotaµie, care are curbura κ = κ(u) a curbei pro�l σ = σ(u),
|σ′(u)| = 1, soluµie pozitiv  a urm toarei ODE

κ′′κ =
7

4
(κ′)

2 − 4κ4.

În [6] a fost g sit  ecuaµia parametric  local  explicit  a unei suprafeµe biconservative în R3.

Teorema 3.2 ([6]). Fie M2 o suprafaµ  biconservativ  în R3 cu (grad f)(p) ̸= 0 pentru orice p ∈ M .
Atunci, suprafaµa poate � parametrizat  local prin

XC̃0
(ρ, v) =

Ä
ρ cos v, ρ sin v, uC̃0

(ρ)
ä
,

unde

uC̃0
(ρ) =

3

2C̃0

Ç
ρ1/3
»
C̃0ρ2/3 − 1 +

1√
C̃0

log

Å»
C̃0ρ

1/3 +
»
C̃0ρ2/3 − 1

ãå
iar C̃0 este o constant  pozitiv  ³i ρ ∈

Ä
C̃

−3/2
0 ,∞

ä
.

Not m cu SC̃0
imaginea XC̃0

ÄÄ
C̃

−3/2
0 ,∞

ä
× R
ä
. Observ m c  dou  astfel de suprafeµe nu sunt local

izometrice, deci avem o familie unu-parametric  de suprafeµe biconservative în R3. Aceste suprafeµe nu

sunt complete.

De�nim �frontiera� lui SC̃0
prin SC̃0

\ SC̃0
, unde SC̃0

este închiderea lui SC̃0
în R3.

12
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Frontiera lui SC̃0
este cercul

Ä
C̃

−3/2
0 cos v, C̃

−3/2
0 sin v, 0

ä
, care se a�  în planul Oxy. Într-un punct

de pe frontier , planul tangent la SC̃0
este paralel cu Oz. Mai mult, în lungul frontierei, funcµia curbur 

medie este constant  fC̃0
=
Ä
2C̃

3/2
0

ä
/3 ³i grad fC̃0

= 0.

Propoziµia 3.3. Fie SC̃0
³i SC̃′

0
. Presupunem c  le putem lipi la nivel de clas  C∞ în lungul unei curbe.

Atunci SC̃0
³i SC̃′

0
coincid sau sunt simetrice în raport cu planul unde se a�  frontiera.

Teorema 3.4. Dac  φ : M2 → R3 este o suprafaµ  biconservativ  cu grad f ̸= 0 în orice punct, atunci
exist  o unic  constant  C̃0 astfel încât φ(M) ⊂ SC̃0

.

Pentru a obµine o suprafaµ  biconservativ  complet  în R3, ne putem a³tepta s  �lipim� în lungul

frontierei dou  suprafeµe biconservative de tip SC̃0
corespunz toare acelea³i constante C̃0 (cele dou 

constante trebuie sa coincid ) ³i simetrice una faµ  de cealalt , la nivel de clas  C∞.

Avem urm torul rezultat global extrinsec.

Teorema 3.5 ([23, 25]). Dac  consider m simetricul lui Graf uC̃0
, în raport cu axa Oρ(= Ox), obµinem

o suprafaµ  biconservativ , complet , neted  S̃C̃0
în R3. Mai mult, funcµia ei curbur  medie f̃C̃0

este
pozitiv  ³i grad f̃C̃0

este diferit de zero în orice punct al unei submulµimi deschise ³i dense a lui S̃C̃0
.

Observaµia 3.6. Curba pro�l σC̃0
=
Ä
ρ, 0, uC̃0

(ρ)
ä
≡
Ä
ρ, uC̃0

(ρ)
ä
poate � reparametrizat  prin

σC̃0
(θ) =

Ä
σ1
C̃0

(θ), σ2
C̃0

(θ)
ä

= C̃
−3/2
0

Ä
(θ + 1)3/2, 32

Ä√
θ2 + θ + log

Ä√
θ +

√
θ + 1

äää
, θ > 0,

(3.1)

³i acum XC̃0
= XC̃0

(θ, v).

Observaµia 3.7. �Frontiera� lui SC̃0
coincide cu frontiera lui SC̃0

ca o submulµime a lui S̃C̃0
, i.e., este

intersecµia dintre închiderea lui SC̃0
în S̃C̃0

³i închiderea lui S̃C̃0
\ SC̃0

în S̃C̃0
.

De dragul completitudinii, reprezent m în Figurile 3.1, 3.2 ³i 3.3 suprafeµele SC̃0
, S̃C̃0

, ³i curba pro�l

a lui S̃C̃0
, când C̃0 = 91/3 (vom vedea c  aceast  constant  corespunde constantei C0 = 1).

Acum, ne schimb m punctul de vedere ³i construim, din punct de vedere intrinsec, suprafeµe biconser-

vative complete în R3 cu grad f ̸= 0 pe o submulµime deschis  ³i dens . Folosind teorema local  intrinsec 
(Teorema 2.17), pentru c = 0, obµinem un nou rezultat.

Propoziµia 3.8. Fie
(
M2, g

)
o suprafaµ  riemannian  cu (gradK)(p) ̸= 0 ³i K(p) < 0 în orice punct

p ∈ M . Consider m X1 = gradK/| gradK| ³i X2 ∈ C(TM) dou  câmpuri vectoriale pe M astfel încât
{X1(p), X2(p)} este o baz  ortonormat  orientat  pozitiv pentru orice punct p ∈M . Atunci X2 (X1K) =

0 ³i ∇X2
X2 = (3 (X1K) /(8K))X1 dac  ³i numai dac  metrica riemannian  g poate � scris  local

gC0(u, v) = C0 (coshu)
6
(du2 + dv2), u > 0,

unde C0 ∈ R este o constant  pozitiv .

Observaµia 3.9. Remarc m faptul c , dac  c = 0, avem o familie unu-parametric  de soluµii ale ecuaµiei

(2.6), i.e., gC0
= C0(coshu)

6
(
du2 + dv2

)
, C0 �ind o constant  pozitiv .

În ceea ce prive³te suprafeµele biconservative complete în R3, cu grad f ̸= 0 în orice punct al unei

submulµimi deschise ³i dense, avem urm torul rezultat global intrinsec.

Teorema 3.10. Fie
Ä
R2, gC0 = C0 (coshu)

6 (
du2 + dv2

)ä
o suprafaµ  unde C0 ∈ R este o constant 

pozitiv . Atunci avem:

(i)
(
R2, gC0

)
este complet ;
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Figure 3.1: Suprafaµa SC̃0
. Figure 3.2: Suprafaµa complet  S̃C̃0

.

Figure 3.3: Curba pro�l a lui S̃C̃0
.

(ii) curbura gaussian  a lui
(
R2, gC0

)
este dat  de

KC0(u, v) = KC0(u) = − 3

C0 (coshu)
8 < 0, K ′

C0
(u) =

24 sinhu

C0 (coshu)
9 ,

³i deci gradKC0
̸= 0 în orice punct al lui R2 \Ov;

(iii) imersia φC0
:
(
R2, gC0

)
→ R3 dat  de

φC0
(u, v) =

(
σ1
C0

(u) cos(3v), σ1
C0

(u) sin(3v), σ2
C0

(u)
)

este biconservativ  în R3, unde

σ1
C0

(u) =

√
C0

3
(coshu)

3
, σ2

C0
(u) =

√
C0

2

Å
1

2
sinh(2u) + u

ã
, u ∈ R.

Prin transform ri simple ale metricii,
(
R2, gC0

)
devine o suprafaµ  Ricci sau o suprafaµ  cu curbura

gaussian  constant .

Teorema 3.11. Fie suprafaµa
(
R2, gC0

)
. Atunci

(
R2,

√
−KC0

gC0

)
este complet , satisface condiµia Ricci

³i poate � imersat  minimal în R3 ca un elicoid sau un catenoid.
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În ceea ce prive³te suprafeµele biarmonice în R3 avem urm torul rezultat de inexistenµ .

Teorema 3.12 ([9]). Nu exist  suprafeµe propriu-biarmonice în R3.

3.1.1 Unicitatea suprafeµelor biconservative complete în R3

În aceast  subsecµiune, vom da câteva rezultate de unicitate referitoare la Teorema 3.10, cu anumite

ipoteze adiµionale.

Teorema 3.13. Fie φ :M2 → R3 o suprafaµ  non-CMC. Presupunem c 

W = {p ∈M | (grad f)(p) ̸= 0}

are doar o component  conex , M \W are interior nevid ³i frontierele, în M , a lui Int(M \W ) ³i a lui
M \W coincid, i.e., ∂M Int(M \W ) = ∂M (M \W ). Atunci M nu poate � biconservativ .

Teorema 3.14. Fie φ :M2 → R3 o suprafaµ  biconservativ . Presupunem c 

W = {p ∈M | (grad f)(p) ̸= 0}

este dens  ³i are dou  componente conexe, W1 ³i W2. Presupunem c  frontierele lui W1 ³i W2 în W

coincid ³i frontiera lor comun  este o curb  neted  pe M . Atunci, exist  o unic  constant  C̃0 > 0

astfel încât φ(M) ⊂ S̃C̃0
. Mai mult, dac  M este complet  ³i simplu conex , atunci pân  la izometrii ale

domeniului ³i codomeniului, imersia φ este cea dat  în Teorema 3.10.

În continuare ne vom restricµiona la cazul în care φ :M2 → R3 este o scufundare, i.e., S = φ(M) este

o suprafaµ  regulat  în R3. Începem cu urm torul rezultat.

Teorema 3.15. Fie S o suprafaµ  regulat , biconservativ , complet  în R3. Not m cu

W = {p ∈ S | (grad f)(p) ̸= 0} ,

presupunem c  W este nevid  ³i W0 este o component  conex  a lui W . Atunci, exist  o unic  constant 
C̃0 > 0 astfel încât W0 = SC̃0

. Mai mult, închiderea lui W0 în S coincide cu închiderea lui SC̃0
în S̃C̃0

.

Observaµia 3.16. Demonstraµia Teoremei 3.15 poate � rezumat  în Figura 3.4, unde regiunea galben 

reprezint  componenta conex W0 a luiW în S, ³i suprafaµa de rotaµie reprezentat  cu culoarea verde este

suprafaµa corespunz toare SC̃0
(dat  în Teorema 3.4). Este sugerat faptul c , de fapt, toate meridianele

lui SC̃0
care intersecteaz  W0 sunt incluse în W0 ³i apoi, cum frontiera lui W0 în S trebuie s  �e întreg

cercul care reprezint  frontiera lui SC̃0
în S̃C̃0

, W0 = SC̃0
.

O prim  consecinµ  a rezultatului de mai sus este urm toarea teorem .

Teorema 3.17. Fie S o suprafaµ  regulat  biconservativ  în R3. Presupunem c  S este compact . Atunci
S este CMC, ³i deci o sfer  rotund .

O alt  consecinµ  a Teoremei 3.15 este urm torul rezultat.

Teorema 3.18. Fie S o suprafaµ  regulat  complet  în R3. Presupunem c 

W = {p ∈ S | (grad f)(p) ̸= 0}

este nevid  ³i este conex . Atunci S nu poate � biconservativ .

Un alt rezultat important este aceast  teorem .

Teorema 3.19. Fie S o suprafaµ  regulat , biconservativ  în R3. Dac  S este non-CMC, atunci S =

S̃C̃0
.
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Figure 3.4: Ideea demonstraµiei Teoremei 3.15.

3.2 Suprafeµe biconservative complete în S3

Precum în secµiunea anterioar , vom considera problema global  pentru suprafeµele biconservative în S3,
i.e., scopul nostru este de a construi suprafeµe biconservative complete în S3, cu grad f ̸= 0 în orice punct

al unei submulµimi deschise ³i dense.

Începem cu urm torul rezultat local extrinsec.

Teorema 3.20 ([6]). Fie M2 o suprafaµ  biconservativ  în S3 cu (grad f)(p) ̸= 0 în orice punct p ∈M .
Atunci, suprafaµa, v zut  în R4, poate � parametrizat  local prin

YC̃1
(u, v) = σ(u) +

4κ(u)−3/4

3
√
C̃1

(
f1(cos v − 1) + f2 sin v

)
, (3.2)

unde C̃1 ∈
(
64/

(
35/4

)
,∞
)
este o constant  pozitiv ; f1, f2 ∈ R4 sunt doi vectori ortonormali constanµi;

σ(u) este o curb  parametrizat  prin lungime de arc care satisface

⟨σ(u), f1⟩ =
4κ(u)−3/4

3
√
C̃1

, ⟨σ(u), f2⟩ = 0, (3.3)

³i, ca o curb  în S2, curbura ei κ = κ(u) este o soluµie neconstant  pozitiv  a urm toarei ODE

κ′′κ =
7

4
(κ′)

2
+

4

3
κ2 − 4κ4 (3.4)

astfel încât

(κ′)
2
= −16

9
κ2 − 16κ4 + C̃1κ

7/2. (3.5)
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Observaµia 3.21. Constanta C̃1 determin  în mod unic curbura κ, pân  la o translaµie a lui u, ³i apoi

κ, f1 ³i f2 determin  în mod unic curbura σ.

În continuare, folosind o metod  puµin diferit  faµ  de cea folosit  în [6], vom ar ta c  o astfel de

curb  σ exist  ³i vom g si o expresie mai explicit  pentru (3.2).

Înlocuind (3.5) în (3.4), cum κ′ ̸= 0, obµinem

κ′′ = −16

9
κ− 32κ3 +

7

4
C̃1κ

5/2.

Considerând f1 = e3 ³i f2 = e4, unde {e1, e2, e3, e4} este baza canonic  din R4, ³i schimbând coor-

donatele (u, v) în (κ, v), se obµine

YC̃1
(κ, v) =

( 
1−
Å

4

3
√
C̃1

κ−3/4

ã2
cosµ(κ),

 
1−
Å

4

3
√
C̃1

κ−3/4

ã2
sinµ(κ),

4

3
√
C̃1

κ−3/4 cos v, 4

3
√
C̃1

κ−3/4 sin v

)
.

(3.6)

unde (κ, v) ∈ (κ01, κ02)× R, κ01 ³i κ02 sunt soluµiile pozitive ale ecuaµiei

−16

9
κ2 − 16κ4 + C̃1κ

7/2 = 0

³i

µ(κ) = ±

Ñ
108

∫
κ

κ0

√
C̃1τ

3/4Ä
−16 + 9C̃1τ3/2

ä»
9C̃1τ3/2 − 16 (1 + 9τ2)

dτ + c̃1

é
,

cu c̃1 ∈ R, κ0 ∈ (κ01, κ02).

Not m faptul c  o expresie alternativ  pentru YC̃1
a fost dat  în [14].

Observaµia 3.22. Putem alege c̃1 = 0 în expresia de mai sus a lui µ, considerând o transformare liniar 

ortogonal  a lui R4.

Not m cu

µ0(κ) = 108

∫
κ

κ0

√
C̃1τ

3/4Ä
−16 + 9C̃1τ3/2

ä»
9C̃1τ3/2 − 16 (1 + 9τ2)

dτ,

³i, deci, µ(κ) = ± (µ0(κ) + c̃1).

Observaµia 3.23. Avem

lim
κ↘κ01

µ0(κ) = µ0,−1 > −∞ and lim
κ↗κ02

µ0(κ) = µ0,1 <∞.

Observaµia 3.24. Pentru simplitate, alegem κ0 = (3C̃1/64)
2.

Dac  not m S±
C̃1,c̃1

imaginea lui YC̃1
, atunci remarc m faptul c  frontiera lui S±

C̃1,c̃1
este format  din

dou  cercuri ³i în lungul frontierei, funcµia curbur  medie este constant  (dou  constante diferite) ³i

gradientul ei se anuleaz . Mai precis, frontiera lui S±
C̃1,c̃1

este dat  de curbele( 
1−
Å

4

3
√
C̃1

κ
−3/4
01

ã2
cosµ (κ01) ,

 
1−
Å

4

3
√
C̃1

κ
−3/4
01

ã2
sinµ (κ01) ,

4

3
√
C̃1

κ
−3/4
01 cos v, 4

3
√
C̃1

κ
−3/4
01 sin v

)
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³i ( 
1−
Å

4

3
√
C̃1

κ
−3/4
02

ã2
cosµ (κ02) ,

 
1−
Å

4

3
√
C̃1

κ
−3/4
02

ã2
sinµ (κ02) ,

4

3
√
C̃1

κ
−3/4
02 cos v, 4

3
√
C̃1

κ
−3/4
02 sin v

)
,

unde µ (κ01) = limκ↘κ01
µ(κ) and µ (κ02) = limκ↗κ02

µ(κ) sunt numere reale.

Aceste curbe sunt cercuri în planele a�ne din R4 paralele cu planul Ox3x4 ³i razele lor sunt egale cuÄ
4κ

−3/4
01

ä
/
Ä
3
√
C̃1

ä
³i
Ä
4κ

−3/4
02

ä
/
Ä
3
√
C̃1

ä
, respectiv.

Într-un punct oarecare de pe frontier , folosind coordonatele (µ, v), planul tangent la închiderea lui

S±
C̃1,c̃1

în R4 este generat de un vector care este tangent la cercul corespunz tor ³i de

(
−
 

1−
Å

4

3
√
C̃1

κ
−3/4
0i

ã2
sinµ (κ0i) ,

 
1−
Å

4

3
√
C̃1

κ
−3/4
0i

ã2
cosµ (κ0i) , 0, 0

)
,

unde i = 1 sau i = 2.

Într-un mod similar cu cel al obµinerii Teoremei 3.4, se g se³te urm torul rezultat.

Teorema 3.25. Dac  φ :M2 → S3 este o suprafaµ  biconservativ  cu grad f ̸= 0 în orice punct, atunci
exist  o unic  constant  C̃1 astfel încât φ(M) ⊂ S±

C̃1,c̃1
.

Deci, pentru a construi din punct de vedere extrinsec suprafeµele biconservative complete în S3, ne
putem a³tepta s  lipim în lungul frontierei dou  suprafeµe biconservative de tip S±

C̃1,c̃1,k
³i S±

C̃1,c̃1,l
,

corespunz toare acelea³i constante C̃1, unde k, l ∈ Z. De fapt, dac  vrem s  lipim dou  suprafeµe

corespunz toare lui C̃1 ³i C̃ ′
1 în lungul frontierei, atunci aceste constante trebuie s  coincid  ³i nu este

nici o ambiguitate în ceea ce prive³te cercul în lungul c ruia trebuie s  se realizeze lipirea celor dou 

suprafeµe.

Geometric, începem cu o suprafaµ  de tip S+

C̃1,0
corespunz toare lui c̃1,0 = 0 ³i semnului +, ³i apoi

consider m T1
(
S+

C̃1,0

)
, unde T1 este o transformare liniar  ortogonal  a lui R4 care acµioneaz  asupra

lui R2 = span {e1, e2} ca o simetrie axial  în raport cu dreapta determinat  deÖÃ
1−
Ç

4

3
√
C̃1

κ
−3/4
02

å2

cosµ0,1,

Ã
1−
Ç

4

3
√
C̃1

κ
−3/4
02

å2

sinµ0,1

è
³i origine, ³i las  invariant span {e3, e4}.

Acest procedeu se repet  de un in�nit de ori. Este di�cil s  concluzion m de aici c  obµinem o

suprafaµ  biconservativ  complet  în S3. Din acest proces, se obµine o submulµime închis  a lui S3 cu

autointersecµii, dar nu se poate vedea dac  �suprafaµa� obµinut  este imaginea unei imersii izometrice

(prin compunerea cu Tk, domeniul lui YC̃1
nu se schimb ).

Desigur, ca submulµime, suprafaµa este complet  în raport cu funcµia distanµ  indus  din S3, dar noi
vrem s  ar t m c  �suprafaµa� este complet  în raport cu distanµa intrinsec .

Aceast  construcµie a suprafeµelor biconservative complete în S3 poate � ilustrat  în R3 folosindu-ne

de proiecµia stereogra�c  a lui S3, precum în Figurile 3.5 ³i 3.6.

Mai departe, ca ³i în cazul lui R3, ne schimb m punctul de vedere ³i folosim caracterizarea local
intrinsec  a suprafeµelor biconservative în S3.

Un alt mod de a vedea c  în cazul în care c ̸= 0 avem doar o familie unu-parametric  de soluµii ale

ecuaµiei (2.6) este de a rescrie metrica g în anumite coordonate care nu sunt izoterme. Mai departe,

consider m doar cazul c = 1.



3.2. Suprafeµe biconservative complete în S3 19

Figure 3.5: Folosind proiecµia stereogra�c  din polul Nord.

Figure 3.6: Folosind proiecµia stereogra�c  din (1, 0, 0, 0).

Propoziµia 3.26. Fie
(
M2, g

)
o suprafaµ  abstract  cu g = e2ρ(u)(du2 + dv2), unde u = u(ρ) satisface

u =

∫
ρ

ρ0

dτ√
−3be−2τ/3 − e2τ + a

+ u0,

ρ aparµine unui interval deschis I, a, b ∈ R sunt constante pozitive, ³i u0 ∈ R. Atunci
(
M2, g

)
este

izometric  cu Ç
DC1 , gC1 =

3

ξ2
(
−ξ8/3 + 3C1ξ2 − 3

)dξ2 + 1

ξ2
dθ2
å
,

unde DC1
= (ξ01, ξ02) × R, C1 ∈

(
4/
(
33/2

)
,∞
)
este o constant  pozitiv , ³i ξ01 and ξ02 sunt zerourile

pozitive ale lui −ξ8/3 + 3C1ξ
2 − 3, cu 0 < ξ01 < ξ02.

Suprafaµa (DC1
, gC1

) nu este complet , dar are urm toarele propriet µi.

Teorema 3.27. Fie (DC1 , gC1). Atunci avem

(i) KC1
(ξ, θ) = K(ξ, θ),

1−K(ξ, θ) =
1

9
ξ8/3 > 0, K ′(ξ) = − 8

27
ξ5/3

³i gradK ̸= 0 în orice punct al lui DC1
;

(ii) imersia ϕC1 : (DC1 , gC1) → S3 dat  prin

ϕC1(ξ, θ) =

Å…
1− 1

C1ξ2
cos ζ(ξ),

…
1− 1

C1ξ2
sin ζ(ξ),

cos(
√
C1θ)√

C1ξ
,
sin(

√
C1θ)√

C1ξ

ã
,

este biconservativ  în S3, unde

ζ(ξ) = ±
Ç∫

ξ

ξ00

√
C1τ

4/3

(−1 + C1τ2)
√

−τ8/3 + 3C1τ2 − 3
dτ + c1

å
,

iar c1 ∈ R ³i ξ00 ∈ (ξ01, ξ02).
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Observaµia 3.28. Cum (gradKC1
) (ξ, θ) = −

(
8ξ11/3

(
−ξ8/3 + 3C1ξ

2 − 3
)
/81
)
∂ξ pentru orice (ξ, θ) ∈

DC1
, se obµine c 

lim
ξ↘ξ01

(gradKC1
) (ξ, θ) = lim

ξ↗ξ02
(gradKC1

) (ξ, θ) = 0.

Notând cu

ζ0(ξ) =

∫ ξ

ξ00

√
C1τ

4/3

(−1 + C1τ2)
√

−τ8/3 + 3C1τ2 − 3
dτ,

putem formula urm toarea lem .

Lema 3.29. Avem

lim
ξ↘ξ01

ζ0(ξ) = ζ0,−1 > −∞ ³i lim
ξ↗ξ02

ζ0(ξ) = ζ0,1 <∞.

Observaµia 3.30. Imersia ϕC1
depinde de semnul± ³i de constanta c1 din expresia lui ζ. Cum clasi�carea

se face pân  la izometrii ale lui S3, semnul ³i constanta nu sunt importante, dar ele vor juca un rol

important în procesul de lipire.

Urm torul rezultat ne arat  c  într-adev r avem o familie unu-parametric  de suprafeµe riemanniene

(DC1 , gC1).

Propoziµia 3.31. Fie Ç
DC1

, gC1
=

3

ξ2
(
−ξ8/3 + 3C1ξ2 − 3

)dξ2 + 1

ξ2
dθ2
å

³i Ñ
DC′

1
, gC′

1
=

3

ξ̃2
Ä
−ξ̃8/3 + 3C ′

1ξ̃
2 − 3

ädξ̃2 + 1

ξ̃2
dθ̃2

é
.

Suprafeµele (DC1 , gC1) ³i
Ä
DC′

1
, gC′

1

ä
sunt izometrice dac  ³i numai dac  C1 = C ′

1 ³i izometria este
Θ(ξ, θ) = (ξ,±θ + constant). Deci, avem o familie unu-parametric  de astfel de suprafeµe.

Construcµia, din punct de vedere intrinsec a suprafeµelor biconservative complete în S3 const  în dou 

etape, ³i ideea cheie este de a observa c  (DC1 , gC1) este, local ³i intrinsec, izometric  cu suprafaµa de

rotaµie în R3.

Prima etap  este construcµia unei suprafeµe de rotaµie complet  în R3 care pe o submulµime deschis 

³i dens  este local izometric  cu (DC1
, gC1

). Avem urm torul rezultat.

Teorema 3.32. Fie (DC1
, gC1

) ca mai sus. Atunci (DC1
, gC1

) este acoperirea universal  a suprafeµei de
rotaµie în R3 dat  prin

ψC1,C∗
1
(ξ, θ) =

Å
χ(ξ) cos

θ

C∗
1

, χ(ξ) sin
θ

C∗
1

, ν(ξ)

ã
, (3.7)

unde χ(ξ) = C∗
1/ξ,

ν(ξ) = ±
∫
ξ

ξ00

√
3τ2 − (C∗

1 )
2 (−τ8/3 + 3C1τ2 − 3

)
τ4
(
−τ8/3 + 3C1τ2 − 3

) dτ + c∗1, (3.8)

C∗
1 ∈

(
0,
»(

33/2
)
/
(
33/2C1 − 4

) )
este o constant  pozitiv  ³i c∗1 ∈ R.

Observaµia 3.33. Funcµia curbura medie a lui ψC1,C∗
1
este dat  de

fC1,C∗
1
=

9ξ2 − (C∗
1 )

2 (−2ξ8/3 + 9C1ξ
2 − 18

)
6C∗

1

»
9ξ2 − 3 (C∗

1 )
2 (−ξ8/3 + 3C1ξ2 − 3

)
³i putem vedea c  depinde atât de C1 cât ³i de C∗

1 .
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Observaµia 3.34. De acum înainte, vom considera ξ00 = (9C1/4)
3/2 ∈ (ξ01, ξ02) ³i constanta C∗

1 ∈(
0,
»(

33/2
)
/
(
33/2C1 − 4

) )
.

Lema 3.35. Fie

ν0(ξ) =

∫ ξ

ξ00

√
3τ2 − (C∗

1 )
2 (−τ8/3 + 3C1τ2 − 3

)
τ4
(
−τ8/3 + 3C1τ2 − 3

) dτ, ξ ∈ (ξ01, ξ02) ,

i.e., �x m semnul în (3.8) ³i alegem c∗1 = c∗1,0 = 0. Atunci

(i) limξ↘ξ01 ν0(ξ) = ν0,−1 > −∞ ³i limξ↗ξ02 ν0(ξ) = ν0,1 <∞;

(ii) ν0 este strict cresc toare ³i
lim
ξ↘ξ01

ν′0(ξ) = lim
ξ↗ξ02

ν′0(ξ) = ∞;

(iii) limξ↘ξ01 ν
′′
0 (ξ) = −∞ ³i limξ↗ξ02 ν

′′
0 (ξ) = ∞.

Observaµia 3.36. Imersia ψC1,C∗
1
depinde de semnul ± ³i de constanta c∗1 din expresia lui ν. Not m cu

S±
C1,C∗

1 ,c
∗
1
imaginea lui ψC1,C∗

1
.

Not m c  frontiera lui S±
C1,C∗

1 ,c
∗
1
este dat  de curbeleÅ
C∗

1

ξ01
cos

θ

C∗
1

,
C∗

1

ξ01
sin

θ

C∗
1

, ν (ξ01)

ã
³i Å

C∗
1

ξ02
cos

θ

C∗
1

,
C∗

1

ξ02
sin

θ

C∗
1

, ν (ξ02)

ã
Aceste curbe sunt cercuri în planele a�ne din R3 paralele cu planul Oxy ³i razele lor sunt C∗

1/ξ01 ³i

C∗
1/ξ02, respectiv.

Într-un punct oarecare de pe frontier , folosind coordonatele (ν, θ), planul tangent la închiderea lui

S±
C1,C∗

1 ,c
∗
1
este generat de un vector care este tangent la cercul corespunz tor ³i de vectorul (0, 0, 1). Deci,

planul tangent este paralel cu axa de rotaµie Oz.

Geometric, începem cu o suprafaµ  de tip S±
C1,C∗

1 ,c
∗
1
³i prin simetrie faµ  de planele unde se a� 

frontiera, obµinem suprafaµa noastr  complet  S̃C1,C∗
1
; procesul este periodic ³i trebuie s  îl execut m în

lungul întregii axe Oz.

Analitic, �x m C1 ³i C∗
1 , ³i alternând semnul ³i cu alegeri potrivite ale constantei c∗1, putem construi

o suprafaµ  de rotaµie complet  S̃C1,C∗
1
în R3 care pe o submulµime deschis  ³i dens  este local izometric 

cu (DC1
, gC1

). De fapt, aceste alegeri ale lui + ³i −, ³i ale constantelor c∗1 sunt unic determinate de

�prima� alegere a lui +, sau a lui −, ³i a constantei c∗1. Începem cu + ³i c∗1 = c∗1,0.

Observaµia 3.37. Dac  C1 = C∗
1 = 1, c∗1 = 0 ³i ξ00 = (9/4)

3/2, gra�cele lui

ν0(ξ) =

∫ ξ

ξ00

√
3τ2 −

(
−τ8/3 + 3C1τ2 − 3

)
τ4
(
−τ8/3 + 3C1τ2 − 3

) dτ,

ν1(ξ) = 2ν02 − ν(ξ), ν−1(ξ) = 2ν01 − ν(ξ), ³i ale curbelor pro�l corespunz toare σ0(ξ) = (1/ξ, ν0(ξ)),

σ1(ξ) = (1/ξ, ν1(ξ)), ³i σ−1(ξ) = (1/ξ, ν−1(ξ)), for ξ ∈ (ξ01, ξ02), sunt reprezentate în Figurile 3.7, 3.8,

3.9, 3.10.

Curba pro�l a lui S±
C1,C∗

1 ,c
∗
1
poate � v zut  ca gra�cul unei funcµii care depinde de ν ³i aceasta ne

permite s  obµinem o funcµie F astfel încât curba pro�l a lui S̃C1,C∗
1
s  �e gra�cul unei funcµii χ ◦F care

depinde de ν ³i este de�nit  pe întreg Oz (sau Oν). Funcµia F : R → [ξ01, ξ02] este periodic  ³i cel puµin

de clas  C3.
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Figure 3.7: Gra�cul lui ν0. Figure 3.8: Gra�cul lui ν0, ν1 ³i ν−1.

Figure 3.9: Gra�cul lui σ0. Figure 3.10: Gra�cul lui σ0, σ1 ³i σ−1.

Teorema 3.38. Suprafaµa de rotaµie dat  de

ΨC1,C∗
1
(ν, θ) =

Å
(χ ◦ F )(ν) cos θ

C∗
1

, (χ ◦ F )(ν) sin θ

C∗
1

, ν

ã
, (ν, θ) ∈ R2,

este complet  ³i, pe o submulµime deschis  ³i dens , este local izometric  cu (DC1
, gC1

). Metrica indus 
este dat  de

gC1,C∗
1
(ν, θ) =

3F 2(ν)

3F 2(ν)− (C∗
1 )

2
(−F 8/3(ν) + 3C1F 2(ν)− 3)

dν2 +
1

F 2(ν)
dθ2,

(ν, θ) ∈ R2. Mai mult, gradK ̸= 0 în orice punct al unei submulµimi deschise ³i dense, ³i 1 −K > 0 în
orice punct.

Din Teorema 3.38 se obµine u³or urm torul rezultat.

Propoziµia 3.39. Acoperirea universal  a suprafeµei de rotaµie dat  de ΨC1,C∗
1
este R2 înzestrat cu

metrica gC1,C∗
1
. Aceasta este complet , 1−K > 0 pe R2 ³i, pe o submulµime deschis  ³i dens , este local

izometric  cu (DC1 , gC1) ³i gradK ̸= 0 în orice punct. Mai mult oricare dou  suprafeµe
(
R2, gC1,C∗

1

)
³iÄ

R2, gC1,C∗′
1

ä
sunt izometrice.

A doua etap  const  în construcµia efectiv  a imersiei biconservative de la suprafaµa
(
R2, gC1,C∗

1

)
în S3,

sau de la S̃C1,C∗
1
în S3. Ideea geometric  a construcµiei este urm toarea: de la �ecare �bucat � S±

C1,C∗
1 ,c

∗
1

a lui S̃C1,C∗
1
�ne întoarcem� la (DC1

, gC1
) ³i apoi, folosind ϕC1

³i alegerea potrivit  a lui + sau − ³i a



3.2. Suprafeµe biconservative complete în S3 23

constantei c1, obµinem imersia biconservativ  ΦC1,C∗
1
. Din nou, alegerile lui + sau −, ³i a constantei c1

sunt unic determinate (modulo 2π, pentru c1) de �prima� alegere a lui +, sau a lui −, ³i a constantei c1.

Într-un �nal, se obµine urm torul rezultat.

Teorema 3.40. Aplicaµia ΦC1,C∗
1
:
(
R2, gC1,C∗

1

)
→ S3, de�nit  de

ΦC1,C∗
1
(ν, θ) = ϕC1

(F (ν), θ) =
Ä
Φ1(ν),Φ2(ν),Φ3(ν) cos(

√
C1θ),Φ

4(ν) sin(
√
C1θ)

ä
,

unde (ν, θ) ∈ R2, este o imersie biconservativ .

Mai multe detalii legate de aceast  construcµie ³i expresia explicit  a imersiei ΦC1,C∗
1
se reg sesc în

tez .

Observaµia 3.41. Remarc m faptul c  ΦC1,C∗
1
are auto-intersecµii (în lungul cercurilor).

În continuare, consider m C1 = C∗
1 = 1, c∗1 = 0 ³i începem cu + în expresia lui ν.

Construcµia suprafeµelor biconservative complete în S3 poate � rezumat  în diagrama din Figura 3.11.

Anumite experimente numerice sugereaz  faptul c  ΦC1,C∗
1
nu este periodic  ³i are autointersecµii în

lungul cercurilor paralele cu Ox3x4.

Încheiem acest capitol veri�când (parµial) corectitudinea construcµiei de mai sus cu ajutorul anumitor

gra�ce.

Se poate ar ta c  proiecµia lui ΦC1,C∗
1
pe planul Ox1x2 este o curb  situat  într-o coroan  circular 

cuprins  între cercurile de raze
√
1− 1/ (C1ξ201) ³i

√
1− 1/ (C1ξ202). Are autointersecµii ³i este dens  în

coroana circular . Aceasta este ilustrat  în Figura 3.12.

În Figura 3.13, se reprezint  curbura cu semn a curbei pro�l a suprafeµei S̃C1,C∗
1
care sugereaz  faptul

c  avem o lipire neted .

Curbura cu semn a curbei obµinut  proiectând ΦC1,C∗
1
pe planul Ox1x2 este reprezentat  în Figura

3.14 ³i aceasta sugereaz  faptul c  ΦC1,C∗
1
este cel puµin de clas  C3.

Totu³i, putem formula urm toarea problem  deschis .

Problem  deschis . Exist  o imersie ΦC1,C∗
1
biconservativ , non-CMC, care este dublu periodic , deci

care de�ne³te o suprafaµ  biconservativ , non-CMC în S3?

În ceea ce prive³te suprafeµele biarmonice în S3 avem urm torul rezultat de clasi�care local .

Teorema 3.42 ([5]). Fie φ :M2 → S3 o suprafaµ  propriu-biarmonic . Atunci φ(M) este o submulµime
deschis  a unei hipersfere mici S2(1/

√
2).
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Figure 3.11: Ideea construcµiei suprafeµelor biconservative complete în S3.
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Figure 3.12: Proiecµia lui ΦC1,C∗
1
pe planul Ox1x2.

Figure 3.13: Curbura cu semn a curbei pro�l a lui S̃C1,C∗
1
.

Figure 3.14: Curbura cu semn a curbei obµinut  proiectând ΦC1,C∗
1
pe planul Ox1x2.



CAPITOLUL 4

Suprafeµe biconservative în variet µi riemanniene arbitrare

În acest capitol vom prezenta câteva propriet µi generale ale suprafeµelor biconservative în variet µi

riemanniene oarecare. Vom g si leg tura dintre biconservativitate, proprietatea operatorului form  AH
de a � câmp tensorial Codazzi, olomor�a funcµiei Hopf generalizat  ³i proprietatea suprafeµei de a avea

curbur  medie constant . Apoi, vom descrie metrica ³i operatorul form  AH ale unei suprafeµe biconser-

vative CMC. În �nal, vom g si o formul  de tip Simons pentru suprafeµele biconservative ³i apoi o vom

folosi la studierea propriet µilor acestor suprafeµe.

Majoritatea rezultatelor din acest capitol sunt orginale ³i ele se pot reg si în [26]. Anumite rezultate

sunt cunoscute, dar obµinute într-un alt mod.

4.1 Mai multe caracteriz ri ale subvariet µilor biconservative

În aceast  secµiune vom caracteriza subvariet µile biconservative care satisfac anumite ipoteze geometrice

adiµionale.

Începem prin studierea propriet µilor subvariet µilor cu AH paralel, din moment ce ele sunt �cele mai

simple� suprafeµe biconservative. Mai întâi, de�nim curburile principale ale unei subvariet µi Mm a lui

Nn ca �ind funcµiile valori proprii ale lui AH .

Propoziµia 4.1. Fie φ : Mm → Nn o subvarietate ³i λ1 ≥ · · · ≥ λm curburile principale ale lui M .
Dac  ∇AH = 0, atunci

(i) M este biconservativ ;

(ii) λi sunt funcµii constante pe M (în particular, M este CMC);

(iii) A∇⊥
X
H(Y )−A∇⊥

Y
H(X) =

(
RN (X,Y )H

)⊤
, pentru orice X,Y ∈ C(TM);

(iv) traceA∇⊥
· H

(·) = − trace
(
RN (·,H)·

)⊤
.

Vom g si, mai târziu în acest capitol, anumite rezultate reciproce ale acestei propoziµii. Mai precis, în

cazul în care m = 2, vom ar ta c , sub anumite ipoteze �standard�, o suprafaµ  biconservativ  satisface

∇AH = 0.

În cazul particular al suprafeµelor, avem un rezultat mai puternic.

Propoziµia 4.2. Fie φ : M2 → Nn o suprafaµ . Dac  ∇AH = 0, atunci M este pseudoumbilical  sau
plat .

Dac  (Mm, g) este o varietate riemannian  ³i T este un câmp tensorial simetric de tip (1, 1), atunci

funcµiile valori proprii ale sale λ1 ≥ · · · ≥ λm sunt funcµii constante pe M ³i, evident, T este un câmp

tensorial Codazzi. Dac  m = 2, are loc ³i reciproca acestui rezultat.

26
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Propoziµia 4.3. Fie
(
M2, g

)
o suprafaµ  ³i T un câmp tensorial simetric de tip (1, 1). Fie λ1 ≥ λ2

funcµiile valori proprii ale lui T . Dac  λ1 ³i λ2 sunt constante pe M ³i T este un câmp tensorial Codazzi,
atunci ∇T = 0. Mai mult, dac  λ1 > λ2, atunci

(
M2, g

)
este plat .

Dac  T = AH , atunci avem urm torul rezultat.

Corolarul 4.4. Fie φ :M2 → Nn o suprafaµ  ³i λ1 ≥ λ2 curburile principale ale lui M . Dac  λ1 ³i λ2
sunt funcµii constante pe M ³i AH este un câmp tensorial Codazzi, atunci ∇AH = 0.

Not m c , în general, AH nu este un câmp tensorial Codazzi. În ceea ce urmeaz , vom studia

propriet µile subvariet µilor cu AH câmp tensorial Codazzi (din moment ce acesta este urm torul pas

natural dup  cel în care am considerat AH paralel), ³i leg tura lor cu subvariet µile biconservative.

Propoziµia 4.5. Fie φ :Mm → Nn o subvarietate. Dac  AH este un câmp tensorial Codazzi, atunci

(i) A∇⊥
X
H(Y )−A∇⊥

Y
H(X) =

(
RN (X,Y )H

)⊤
, pentru orice X,Y ∈ C(TM);

(ii) trace∇AH = m grad
(
|H|2

)
;

(iii) traceA∇⊥
· H

(·) = m
2 grad

(
|H|2

)
− trace

(
RN (·,H)·

)⊤
;

(iv) M este biconservativ  dac  ³i numai dac  |H| este constant .

În �nalul acestei secµiuni consider m acele subvariet µi în forme spaµiale, care au H paralel în �bratul

normal (subvariet µile PMC). Folosind ecuaµia Codazzi, g sim urm torul rezultat.

Propoziµia 4.6. Fie φ :Mm → Nn(c) o subvarietate PMC. Atunci

(i) M este biconservativ ;

(ii) AH este un câmp tensorial Codazzi;

(iii) ⟨(∇AH) (·, ·), ·⟩ este total simetric;

(iv) trace∇AH = 0.

4.2 Propriet µi ale suprafeµelor biconservative

În aceast  secµiune vom g si propriet µile cele mai importante ale suprafeµelor biconservative în variet µi

riemanniene oarecare.

Unul din cele mai importante rezultate ale acestei secµiuni este Teorema 4.10, dar înainte de a o

enunµa, avem o lem  care are loc pentru un câmp tensorial simetric de tip (1, 1) oarecare, apoi Teorema

4.9, esenµial  în demonstraµia Teoremei 4.10.

Lema 4.7. Fie
(
M2, g

)
o suprafaµ  ³i T un câmp tensorial simetric de tip (1, 1). Avem

(i)

div T = grad t− ⟨Z12, X2⟩X1 + ⟨Z12, X1⟩X2,

unde t = traceT , {X1, X2} este un câmp local de baze ortonormate pe M ³i

Z12 = (∇X1
T ) (X2)− (∇X2

T ) (X1) ;

(ii) ⟨T (∂z), ∂z⟩ este olomorf  dac  ³i numai dac  grad t = 2div T ;
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(iii) ⟨T (∂z), ∂z⟩ este olomorf  dac  ³i numai dac 

grad t = 2⟨Z12, X2⟩X1 − 2⟨Z12, X1⟩X2.

Observaµia 4.8. Remarc m faptul c  ⟨Z12, X2⟩X1 − ⟨Z12, X1⟩X2 nu depinde de câmpul local de baze

ortonormate {X1, X2}. Deci, exist  un unic câmp vectorial global Z astfel încât pentru orice câmp local

de baze ortonormate {X1, X2}, pe domeniul s u de de�niµie, avem

Z = ⟨Z12, X2⟩X1 − ⟨Z12, X1⟩X2.

Prin urmare, avem urm toarea formul  global 

div T = grad t− Z.

Lema 4.7 este ingredientul cheie în demonstraµia urm toarei teoreme.

Teorema 4.9. Fie
(
M2, g

)
o suprafaµ  ³i T un câmp tensorial simetric de tip (1, 1). Atunci oricare

dou  din relaµiile urm toare implic  pe oricare din celelalte

(i) div T = 0;

(ii) t este constant;

(iii) ⟨T (∂z) , ∂z⟩ este olomorf ;

(iv) T este câmp tensorial Codazzi.

Considerând T = S2 sau T = AH , obµinem urm torul rezultat.

Teorema 4.10. Fie φ : M2 → Nn o suprafaµ . Atunci oricare dou  din relaµiile urm toare implic  pe
oricare din celelalte

(i) M este biconservativ ;

(ii) |H| este constant ;

(iii) ⟨AH (∂z) , ∂z⟩ este olomorf ;

(iv) AH este câmp tensorial Codazzi.

Folosind Corolarul 4.4 ³i Teorema 4.10, se obµine urm torul rezultat.

Teorema 4.11. Fie φ : M2 → Nn o suprafaµ  biconservativ . Not m cu λ1 ³i λ2 curburile principale
ale lui M . Dac  λ1 ³i λ2 sunt constante pe M , atunci ∇AH = 0.

Din moment ce o suprafaµ  CMC într-o form  spaµial  3-dimensional  este biconservativ , folosind

Teorema 4.10, obµinem u³or urm toarele propriet µi bine cunoscute ale suprafeµelor CMC.

Corolarul 4.12. Fie φ :M2 → N3(c), c ∈ R, o suprafaµ  CMC. Atunci

(i) M este biconservativ ;

(ii) AH este câmp tensorial Codazzi;

(iii) ⟨AH (∂z) , ∂z⟩ este olomorf .

Pentru o suprafaµ  PMC într-o varietate oarecare, AH nu este în mod necesar un câmp tensorial

Codazzi, dar dac  suprafaµa este biconservativ , atunci acest lucru are loc.
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Corolarul 4.13. Fie φ : M2 → Nn o suprafaµ  biconservativ  PMC. Atunci AH este câmp tensorial
Codazzi ³i

(
RN (X,Y )H

)⊤
= 0 pentru orice X,Y ∈ C(TM).

Urm toarea teorem  descrie cu ajutorul lui |H| ³i a curburilor principale ale luiM metrica ³i operatorul

form  AH pentru o suprafaµ  biconservativ  CMC într-o varietate oarecare.

Teorema 4.14. Fie φ : M2 → Nn o suprafaµ  biconservativ  CMC. Not m cu λ1 ³i λ2 curburile
principale al lui M ³i cu µ = λ1 − λ2 diferenµa lor. Atunci, în jurul oric rui punct non-pseudoumbilical
p exist  o hart  local  izoterm  (U ;u, v) care este ³i linie de curbur  pentru AH . Mai mult, pe U , avem

⟨·, ·⟩ = 1

µ
⟨·, ·⟩0,

³i AH este dat de

⟨AH(·), ·⟩ =
Å |H|2

µ
+

1

2

ã
du2 +

Å |H|2

µ
− 1

2

ã
dv2,

sau, echivalent, de

AH =

Å |H|2

µ
+

1

2

ã
du⊗ ∂u +

Å |H|2

µ
− 1

2

ã
dv ⊗ ∂v,

unde ⟨·, ·⟩0 este metrica euclidian  pe R2.
În cazul particular când n = 3, obµinem c  µ satisface

µ
0

∆ µ+

∣∣∣∣ 0

grad µ

∣∣∣∣2
0

+ 2µ

Å
KN + |H|2 − µ2

4|H|2

ã
= 0, (4.1)

unde KN este curbura secµional  a lui N3 în lungul lui M2.

Observaµia 4.15. Dac  N este o form  spaµial  3-dimensional , acela³i rezultat are loc f r  ipoteza de

biconservativitate, din moment ce o suprafaµ  CMC este automat biconservativ .

Remarc m c , din moment ce K = −(∆(logµ))/2, urm torul rezultat este evident.

Corolarul 4.16. Fie φ :M2 → Nn o suprafaµ  biconservativ  CMC. Presupunem c  M este compact 
³i nu are puncte pseudoumbilicale. Atunci M este topologic un tor.

Utilizând Teorema 4.10 ³i Corolarul 4.16, obµinem urm torul rezultat.

Corolarul 4.17. Fie φ :M2 → Nn o suprafaµ  biconservativ  CMC. Presupunem c  M este compact 
³i c  nu are puncte pseudoumbilicale. Dac  K ≥ 0 sau K ≤ 0, atunci ∇AH = 0 ³i K = 0.

Încheiem aceast  secµiune cu dou  rezultate care, pe scurt, a�rm  c  o suprafaµ  biconservativ  CMC

în Nn poate � imersat  ³i în N3(c) având �e AH , �e S2, ca operator form .

Teorema 4.18. Fie φ : M2 → Nn o suprafaµ  biconservativ . Not m cu λ1 ³i λ2 curburile principale
ale lui M corespunz toare lui φ. Presupunem c  λ1 ³i λ2 sunt constante ³i λ1 > λ2. Atunci

(i) exist  local o suprafaµ  izoparametric  ψ : M2 → N3(c) astfel încât AφHφ este operatorul form  a
lui ψ în direcµia câmpului vectorial unitar normal, unde

c =
µ2

4
− |Hφ|4 ;

mai mult,
∣∣Hψ

∣∣ = |Hφ|2.

(ii) exist  local o suprafaµ  izoparametric  ψ : M2 → N3(c) astfel încât Sφ2 este operatorul form  a lui
ψ în direcµia câmpului vectorial unitar normal, unde

c = 4
Ä
µ2 − |Hφ|4

ä
;

mai mult,
∣∣Hψ

∣∣ = 2 |Hφ|2.
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Teorema 4.19. Fie φ :M2 → Nn o suprafaµ  biconservativ . Not m cu λ1 and λ2 curburile principale
ale lui M corespunz toare lui φ. Presupunem c  λ1 ³i λ2 sunt constante ³i λ1 = λ2. Dac  K = 0, atunci:

(i) exist  local o suprafaµ  umbilical  ψ : M2 → N3(c) astfel încât AφHφ este operatorul form  a lui ψ
în direcµia câmpului vectorial unitar normal, unde

c = − |Hφ|4 ;

mai mult,
∣∣Hψ

∣∣ = |Hφ|2.

(ii) exist  local o suprafaµ  umbilical  ψ : M2 → N3(c) astfel încât Sφ2 este operatorul form  al lui ψ
în direcµia câmpului vectorial unitar normal, unde

c = −4 |Hφ|4 ;

mai mult,
∣∣Hψ

∣∣ = 2 |Hφ|2.

4.3 O formul  de tip Simons pentru S2

Dup  cum am menµionat deja, vom prezenta aici anumite rezultate reciproce ale Propoziµiei 4.1 (vezi

Teorema 4.11, Teorema 4.23 pentru cazul compact, ³i Teorema 4.24 pentru cazul complet non-compact).

Ca ³i în secµiunea anterioar , vom calcula mai întâi rough Laplacian ∆RT pentru un câmp tensorial

simetric T de tip (1, 1) oarecare pe M cu div T = 0, ³i apoi ∆RS2.

Propoziµia 4.20. Fie
(
M2, g

)
o suprafaµ  ³i T un câmp tensorial simetric de tip (1, 1). Presupunem c 

div T = 0. Atunci
trace

(
∇2T

)
= 2KT − tKI − (∆t)I −∇ grad t. (4.2)

Folosind (4.2), putem calcula laplacianul p tratului normei lui S2 ³i obµinem o formul  de tip Simons

(aici, în locul formei a doua fundamental  avem tensorul bitensiune-impuls).

Propoziµia 4.21. Fie φ :M2 → Nn o suprafaµ  biconservativ . Atunci

1
2∆ |S2|2 = −2K |S2|2 + div

Ä(
⟨S2, grad

(
|τ(φ)|2

)
⟩
)♯ä

+K|τ(φ)|4

+ 1
2∆
(
|τ(φ)|4

)
+
∣∣grad (|τ(φ)|2)∣∣2 − |∇S2|2 .

(4.3)

Integrând ecuaµia (4.3) obµinem urm toarea formul  integral .

Propoziµia 4.22. Fie φ :M2 → Nn o suprafaµ  biconservativ  compact . Atunci∫
M

Å
|∇S2|2 + 2K

Å
|S2|2 −

|τ(φ)|4

2

ãã
vg =

∫
M

∣∣grad (|τ(φ)|2)∣∣2 vg, (4.4)

sau, echivalent, ∫
M

Ä
|∇AH |2 + 2K

Ä
|AH |2 − 2|H|4

ää
vg =

5

2

∫
M

∣∣grad (|H|2
)∣∣2 vg. (4.5)

Din (4.5) se obµine u³or urm torul rezultat.

Teorema 4.23. Fie φ : M2 → Nn o suprafaµ  biconservativ  CMC compact . Dac  K ≥ 0, atunci
∇AH = 0 ³i M este plat  sau pseudoumbilical .

În cele ce urmeaz , studiem suprafeµele biconservative complete care nu sunt compacte.

Teorema 4.24. Fie φ : M2 → Nn o suprafaµ  biconservativ  CMC complet  care nu este compact  ³i

presupunem K ≥ 0. Dac 
N

Riem ≤ k0, unde k0 este o constant  nenegativ , atunci ∇AH = 0.
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4.3.1 Exemple de subvariet µi cu ∇AH = 0

Dup  cum am v zut, o suprafaµ  PMC într-o form  spaµial  Nn(c), n ≥ 4, este, în mod trivial, biconser-

vativ . Dar, dac  suprafaµa este doar CMC, atunci ea nu este obligatoriu biconservativ . În R4, au fost

obµinute toate suprafeµele biconservative CMC care nu sunt PMC. Ele sunt date de imersia izometric 

φ : R2 → R4 de�nit  prin

φ(u, v) = γ(u) + (v + a)e4,

unde γ : R → R3 este o curb  neted  parametrizat  prin lungime de arc cu curbura constant  pozitiv 

κ ³i torsiunea τ = 0. Printr-un calcul direct, obµinem c  forma a doua fundamental  a suprafeµei este

determinat  de

B (∂u, ∂u) = κ(u)N(u), B (∂u, ∂v) = 0, B (∂v, ∂v) = 0,

unde {T (u), N(u), B(u)} este reprerul Frenet pentru curba γ. Apoi, se obµine expresia câmpului vectorial

curbur  medie

H(u, v) =
κ

2
N(u),

expresia operatorului form  AH

AH (∂u) =
κ2

2
∂u, AH (∂v) = 0

³i

∇⊥
∂uH =

κ

2
τ(u)N(u), ∇⊥

∂vH = 0.

Este u³or de v zut c  dac  φ este o imersie biconservativ , i.e., satisface

grad
(
|H|2

)
+ 2 traceA∇⊥

· H
(·) + 2 trace

Ä
RR4

(·,H)·
ä⊤

= 0.

Deci, φ satisface toate ipotezele Teoremei 4.24 care implic  faptul c  AH este paralel, un fapt care poate

� veri�cat ³i printr-un calcul direct.
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