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CAPITOLUL 0

Introducere

Pentru inceput vom prezenta cateva idei care sa incurajeze studiul subvarietatilor biarmonice gi biconser-
vative, apoi vom descrie, pe scurt, rezultatele noi pe care le-am obtinut si le-am prezentat in urmatoarele
capitole.

In ultimii ani subvarietdtile biconservative s-au dovedit a constitui un domeniu de cercetare foarte
interesant (vezi, de exemplu, [8, [3-13,23,34,335]). Aceastd teorie s-a dezvoltat din teoria subvarietdgilor
biarmonice, dar multimea subvarietatilor biconservative este mai ampla decat cea a subvarietitilor biar-
monice. Din acest motiv, ne-am concentrat atentia asupra studiului subvarietatilor biconservative.

Fie (M™, g) si (N™, h) doud varietiti riemanniene. Notiunea de aplicafie biarmonicd a fost introdusa

de J. Eells si J.H. Sampson in [[1], care au definit-o ca fiind un punct critic al functionalei bienergiei
1
B2 CX(MN) R, Ea(e) =3 [ (o) vy
M

unde 7(y) este campul de tensiune asociat aplicatiei netede ¢ : M — N, in raport cu metricile fixate g
si h. Ecuatia Euler-Lagrange corespunzitoare, obtinutd de G.Y. Jiang in [IU], este

T2() = —A?7(p) — tracey RN (dip, 7())dip = 0,

unde 72(¢p) este cdmpul de bitensiune al lui p, AY = — trace, (V¥V¥ — V&) este rough Laplacian definit
pe sectiunile lui ¢~} (T'N) si RY este campul tensorial de curburi al lui N definit prin

RY(X,Y)Z = [VX,V¥]Z = V) Z.

O imersie izometricd ¢ : (M™,g) — (N™, h) sau, simplu, o subvarietate M a lui N, se numeste biar-
monica dacd o este o aplicatie biarmonica. Orice aplicatie armonici este, in mod evident, biarmonica.
Deci, suntem interesati de studierea aplicatiilor biarmonice gi non-armonice, care se numesc propriu-
biarmonice. Cum o subvarietate M a lui N este minimald dacd gi numai daci ¢ : (M, g) — (N, h) este
o aplicatie armonica, atunci prin subvarietate propriu-biarmonica intelegem o subvarietate biarmonica
non-minimala.

Potrivit lui D. Hilbert ([IR]), unei functionale oarecare F ii putem asocia un camp tensorial simetric S
de tip (1,1), numit tensorul tensiune-impuls, care este conservativ, i.e., div.S = 0, in punctele critice ale
lui E. In cazul particular al functionalei bienergiei Ey, G.Y. Jiang ([20]) a definit tensorul tensiune-impuls,

numit si tensorul bitensiune-impuls So prin
(S2(X), Y} =3 |r(@) (X,¥) + (dg, Tr(@)){X, V)
— (dp(X), Vy7(p)) — (dp(Y), VxT(0)),

si a demonstrat ca
div So = —(72(p), d).
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Deci, dacd ¢ este biarmonici, i.e., este un punct critic al lui Es, atunci div.S; = 0. Interpretarea
variationald a lui Sy a fost datd in [22].

Se poate ardta cd daca ¢ : (M™,g) — (N™, h) este o imersie izometricd, atunci div Sy = 0 daca si
numai dacad partea tangentd a campului de bitensiune asociat lui ¢ se anuleaza. O subvarietate M se
numeste biconservativa daca div .Sy = 0.

Subvarietatile biconservative au fost studiate pentru prima datd in 1995 de Th. Hasanis gi Th.
Vlachos in [I7]. In aceastd lucrare, hipersuprafetele biconservative in spatiul euclidian R” au fost numite
H-hipersuprafete, si ele au fost complet clasificate in R? si R*. De fapt, autorii au ciutat hipersuprafetele
biarmonice in R?*, si strategia lor a fost si determine mai intai hipersuprafetele cu 7 (p) " = 0 si apoi
si verifice daci astfel de hipersuprafete satisfac si 72()~ = 0. Ei au demonstrat ci niciuna din hiper-
suprafetele cu 7o(p) " = 0 satisface T(¢)* = 0, cu exceptia celor minimale. Mentiondm ci preferim
termenul “subvarietati biconservative”, in locul “H-subvarietati” din moment ce aceste subvarietdti sunt
caracterizate de anularea divergentei lui Sz (autorii in [T7] nu au folosit tensorul bitensiune-impuls).

Pe de alta parte, studiul subvarietatilor cu curburd medie constantd nenuld, i.e., al subvarietatilor
CMC, si al subvarietitilor minimale, reprezintd un domeniu de cercetare foarte activ in Geometria

Diferentiald de mai bine de 50 de ani. Existd doua modalititi de a dezvolta noi directii de cercetare:

e studiul subvarietatilor C M C care satisfac anumite ipoteze geometrice aditionale (de exemplu, CMC
gi biarmonicitate);

e studiul hipersuprafetelor in forme spatiale, i.e., al hipersuprafetelor in spatii cu curburd sectionald
constantd, care sunt “departe de a fi CMC".

Studiul suprafetelor biconservative se incadreaza in ambele directii de mai sus.

Intr-adevir, subvarietitile biconservative in varietiti riemanniene oarecare (si, in particular, supra-
fetele biconservative) care sunt si CMC au anumite proprietd{i remarcabile, agsa cum vom vedea in
Capitolul @.

Hipersuprafetele CMC in forme spatiale sunt, in mod evident, biconservative, deci mai interesant
este studiul hipersuprafetelor biconservative care nu sunt CMC, i.e., cu grad f # 0 in orice punct al unei
submultimi deschise. Mai mult, acolo unde grad f # 0, o suprafati biconservativd intr-o forma spatiald

3-dimensionali, i.e., un spatiu 3-dimensional cu curbura sectionald constantd, satisface

FAS +|grad [+ gef? - f =0,

unde A este operatorul Laplace-Beltrami pe M, i.e., functia curbura medie satisface o ecuatie diferentiald
de ordin 2 cu derivate partiale.

De asemenea, am dori sa subliniem faptul cd sub ipoteza de biconservativitate anumite rezultate
cunoscute din teoria subvarietitilor pot fi extinse la contexte mai generale. De exemplu, functia Hopf
generalizatd, asociatd unei suprafete biconservative CMC' intr-o varietate riemanniana, este olomorfa
(comparativ cu rezultatele clasice: functia Hopf asociatd unei suprafate CMC intr-o formi spatiald 3-
dimensionald N3(c) este olomorfa, si functia Hopf generalizaté asociat# unei suprafete PMC intr-o forma
spatiald n-dimensionald este olomorfd). Un alt exemplu consta in faptul cd o subvarietate biconservativi
pseudoumbilicald ¢ : M™ — N™ cu m # 4, este CMC, pentru orice varietate V.

Teza este organizats in modul urméator. In Capitolul M, vom stabili notatiile si vom reaminti anumite
rezultate cunoscute din geometria riemanniand, despre varietati si subvarietiti riemanniene. Apoi, ne vom
concentra asupra suprafetelor CM C' in forme spatiale 3-dimensionale. Reamintim aici faimoasa problema

Ricci:

Data o suprafatd abstractd, care sunt conditiile necesare gi suficiente pentru ca ea sd admitd o imersie
minimald in N3(c)?
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In continuare, se prezintd functionala energiei si functionala bienergiei E si Es, si campurile tensoriale
tensiune-impuls S gi bitensiune-impuls So corespunzitoare. De asemenea, se studiaza interpretarea vari-
ationald a acestor campuri tensoriale. In final, sunt date cateva caracterizari si proprietiti ale subvari-
etitilor biarmonice si biconservative, si in particular ale suprafetelor biconservative.

Principalele rezultate ale acestui capitol sunt Teorema si Teorema [23, obtinute in [G], care
descriu proprietiti ale suprafetelor biconservative in forme spatiale 3-dimensionale cu grad f # 0 in orice
punct, gi Teorema 23, obtinutd in [I2], care este un rezultat de unicitate ce afirmi:

Daci avem o suprafald abstractd care admite doud imersii biconservative in N>(c) astfel incat functiile
curburd medie corespunzatoare celor doud imersii au gradientul diferit de zero in orice punct, atunci
imersiile diferd printr-o izometrie a lui N3(c).

Capitolul 2 cuprinde doud sectiuni. Notam ca ecuatiile locale explicite ale suprafetelor biconservative
in forme spatiale 3-dimensionala N3(c), cu grad f # 0 in orice punct, au fost obtinute in [6] si in [I4]. Mai
mult, in [B], s-a aritat cd curbura gaussiani a unor astfel de suprafete biconservative in N3(c) satisface

urmatoarea ecuatie

(c — K)AK — | grad K| — gK(c - K)*=0, (0.1)

care este foarte asemanitoare cu cea folositd de G. Ricci-Curbastro in [82], in 1895, pentru a caracteriza
intrinsec suprafetele minimale in R3.

Dupa cum vom vedea in prima sectiune, putem folosi aceasta proprietate a suprafetelor biconservative
pentru a demonstra rezultate similare cu cele obtinute in [21], [24], sau [82], in contextul nostru. Mai
precis, data o suprafati abstracta care satisface ecuatia intrinsecd (OI) cu ¢ = 0, printr-o transformare
conform3 simpli, ea devine o suprafati Ricci in R? (vezi Teorema 24). Cazul cand ¢ # 0 este diferit. Dat
o suprafata abstractd care admite o imersie biconservativa in N3(c) cu grad f # 0 in orice punct (deci, o
conditie mai puternicd decat (I)), atunci existd o transformare conforma a metricii de pe suprafatd (de
aceastd datd mai complicats), astfel incat suprafata cu noua metrica devine o suprafata Ricci in N3(c)
(vezi Teorema B77).

O implicatie a faptului ca o suprafatd abstractd (M 2, g) admite o imersie biconservativa in N3(c),
cu grad f # 0 in orice punct, este faptul ci, curbele de nivel ale lui K sunt cercuri in M cu curbura

constanta
_ 3|grad K|

8(c— K)’ (0.2)

o conditie gisita in [B]. Incepem a doua sectiune cu Teorema P8 in care se prezintd anumite conditii
echivalente cu (032).

Un alt rezultat important al acestui capitol este Teorema T4 care afirma

Data o suprafata abstractd care satisface c — K > 0, grad K # 0 in orice punct gi (), §i admite o

imersie biconservativi in N3(c), atunci grad f # 0 (si imersia biconservativd este unica).
Unul din rezultatele principale ale acestei teze este Teorema Z.TH care spune ca:

O suprafati abstractd admite local o scufundare biconservativd in N3(c), cu grad f # 0 in orice punct,

daca si numai dacd c — K > 0, grad K # 0 in orice punct gi indeplineste conditia (0-2).

Deci, chiar daca notiunea de subvarietate biconservativa apartine, in mod evident, geometriei extrin-
seci, in cazul particular al suprafetelor biconservative in N3(c), ele admit si o caracterizare intrinseca.

Capitolul se incheie cu Teorema ETI7 in care sunt prezentate alte trei conditii echivalente cu (072).
Aceste conditii se exprim in raport cu anumite coordonate izoterme. Acest rezultat va fi foarte folositor

in constructia suprafetelor biconservative complete in R? si in S3, asa cum vom vedea in capitolul urmdtor.



viii Capitolul 0. Introducere

Scopul Capitolului B este de a construi suprafete biconservative complete in R? si in S3. Incepem cu
rezultatele locale extrinseci si intrinseci si le extindem la rezultate globale extrinseci si intrinseci. Problema
locald extrinsecd constd in gasirea tuturor suprafetelor biconservative in forme spatiale 3-dimensionale
cu grad f # 0 in orice punct, iar problema locald intrinsecd reprezintd determinarea tuturor suprafetelor
abstracte (MQ,g) care satisfac ¢ — K > 0, grad K # 0 in orice punct al lui M, si conditia (O2). Apoi,
consideram problema globald, din nou, din punct de vedere extrinsec si intrinsec. A rezolva problema
globala extrinsecd inseamnd a determina toate suprafetele biconservative complete in forme spatiale 3-
dimensionale care satisfac grad f # 0 in orice punct al unei submultimi deschise gi dense. A rezolva
problema globald intrinsecd inseamna a determina toate suprafetele abstracte complete (MQ,g) care pe
o submultime deschisa si densa satisface ¢ — K > 0, grad K # 0 si curbele de nivel ale lui K sunt cercuri
in M cu curbura x data in (032).

Aga cum am precizat mai sus, pentru problema globald extrinseci cerem ca grad f # 0 in orice punct

al unei submultimi deschise gi dense. Impunem aceasta ipoteza deoarece credem ca

Conjectura 1. Fie M? o suprafatd biconservativd in N3(c). Dacd existd o submultime deschisi U a lui
M astfel incdt grad f =0 pe U, atunci grad f =0 pe M.

In Teorema BI3 si in Teorema BI8 demonstram Conjectura 1 in anumite cazuri particulare. Credem
ca demonstratia Conjecturii 1 va rezulta din analiza PD E-ului obtinut in Corolarul IIT9. De asemenea,

credem ci si urmdatorul rezultat este adevirat

Conjectura 2. Singurele suprafete biconservative, complete, simplu conexe in R? sau in S, cu grad f # 0
in orice punct al unei submulfimi deschise si dense, sunt cele date in Teorema EID gi in Teorema B-Z0,
respectiv.

In Teorema B4 si in Teorema BTY demonstram Conjectura 2 in anumite cazuri particulare.

Sintetizand cele doud conjecturi de mai sus, putem formula urmatorul rezultat:

Conjectura 3. Singurele suprafete biconservative, non-CMC, complete, simplu conexe in R sau in S?
sunt cele date in Teorema BID gi in Teorema BZ0, respectiv.

Mai mult, putem formula si urmatoarea problemd deschisa care ar rezulta din proprietatea imersiei
biconservative datd in Teorema B0 de a fi dublu periodica sau nu.

Problema deschisi. Ezistd suprafate biconservative, non-CMC in S? care sunt compacte?

Acest capitol are doud sectiuni. In prima sectiune, considerdm problema globali si construim in dous
moduri suprafetele biconservative complete in R?, cu grad f # 0 in orice punct al unei submultimi deschise
si dense. O modalitate este de a utiliza caracterizarea locals extrinseca in R? si apoi si “lipim” dou astfel
de suprafete locale pentru a obtine o suprafatd biconservativa completd (Teorema B3H). Cealaltd modal-
itate este mai analiticd i consta in utilizarea teoremei de caracterizare locald intrinsecd pentru a obtine
o imersie biconservativd completd de la (RQ, gco) in R? cu grad f # 0 pe o submultime deschisi si densa
a lui R?; aici, Cp este o constanti pozitiva si deci obtinem o familie unu-parametrica de solutii (Teorema
BI0). Meritd mentionat faptul c&, printr-o transformare simpld a metricii g¢,, (R?,\/—Kc,9¢,) este
(intrinsec) izometricd cu un elicoid (Teorema BIT).

Prima sectiune se incheie cu o subsectiune in care studiem unicitatea suprafetelor biconservative
complete in R3. Unul din cele mai importante rezultate ale acestui capitol este Teorema B4, care afirma

ca

Daca S este o suprafata regulatd, biconservativd, compactd in R3, atunci S este CMC' si deci o sferd
rotundd.

Mai mult, se demonstreaza o teorema mai puternicd, Teorema BTY, care este unul din cele mai
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importante rezultate ale acestei teze si care afirma

Dacd S este o suprafatd requlatd, biconservativd, non-CMC, completd tn R3, atunci S = 5@0, unde 5’@0

este suprafata de rotatie biconservativi completd in R? datd tn Teorema 3.

In sectiunea a doua, consideram problema globali a suprafetelor biconservative in S%, cu grad f # 0
in orice punct al unei submultimi deschise si dense. Ca si in cazul lui R3, folosim clasificarea locala
extrinseca a suprafetelor biconservative in S3, dar de aceastd data procesul de “lipire” nu este asa clar ca
in cazul lui R®. Mai departe, ne schimbam punctul de vedere si folosim caracterizarea locali intrinseca
a suprafetelor biconservative in S*. Construim suprafata riemanniana completa (R?, g¢, ¢:) care admite
o imersie biconservativii in S cu grad f # 0 pe o submultime deschisi si densd a lui R? si ariitdm ci,
pana la izometrii, existd o unicd familie unu-parametrici de astfel de suprafete riemanniene indexate
dupd Cy (Teorema B20). Constructia de mai sus constd in doudl etape: mai intai, obtinem o suprafati
de rotatie completd in R?, a cirei acoperire universala este (R, gc, cx), i apoi, determindm explicit
imersia biconservativi in S3. Teorema BA41 este unul din principalele rezultate ale tezei.

In ultimul capitol, Capitolul @, vom folosi tehnici diferite fati de cele folosite in capitolele anteri-
oare, i vom studia intr-un mod unitar proprietitile suprafetelor biconservative in varietati riemanniene
oarecare.

Acest capitol este impartit in trei sectiuni. In primele doud sectiuni, prezentam citeva caracteriziri
ale suprafetelor biconservative care satisfac anumite ipoteze geometrice aditionale. Cum acestea sunt
caracterizate de div .Sy = 0, unde S5 este un camp tensorial simetric de tip (1, 1), anumite proprietiti ale
suprafetelor biconservative vor rezulta din proprietitile generale ale unui camp tensorial simetric de tip
(1,1) cu divergenta nula aga cum ele sunt prezentate in Teorema E9. In Teorema B0, gisim legitura
dintre biconservativitate, proprietatea operatorului forma Ay de a fi cAmp tensorial Codazzi, olomorfia
functiei Hopf generalizata si proprietatea suprafetei de a avea curbura medie constantd. De asemenea, se
demonstreazd cd o suprafatd biconservativi intr-o varietate oarecare, cu curburile principale constante,
poate fi imersatd in N3(c) avand fie Ay, fie So, ca operator forma (Teorema ETIR gi Teorema E19).

In ultima sectiune, gisim expresia lui rough Laplacian A®S, al lui S si apoi determinim o formuld
de tip Simons (Propozitia EZ1). O consecintd a Propozitiei 21 este Teorema B23, care afirmi

Daca ¢ : M? — N™ este o suprafatd biconservativa, CMC, compactd si K > 0, atunci VAg = 0 si M
este plata sau pseudoumbilicald.

Cu o tehnica diferitd obtinem un rezultat similar pentru cazul necompact complet (Teorema B24).
La realizarea acestei lucrari, autorul a beneficiat de suportul oferit de

e PN-II-RU-TE-2014-4-0004; Director: Prof.Dr. Dorel Fetcu.

e PN-II-RU-TE-2014-4-0019; Director: Prof.Dr. Marius Durea.

e POSDRU/187/1.5/S/155397; Director: Assoc.Prof. Liviu-George Maha.



CAPITOLUL 1

Preliminarii

In acest capitol vom explica notatiile si vom reaminti cateva rezultate fundamentale pe care le vom utiliza
mai departe.

Conventii. Pe tot parcursul acestei teze, toate varietatile, metricile gi aplicatiile sunt netede, i.e.,
de clasa C*°, si vom indica diverse metrici riemanniene cu acelagi simbol (-,-). Toate varietatile i
subvarietatile sunt presupuse conexe si orientate. De asemenea, printr-o subvarietate C' M C' intelegem o
subvarietate cu curbura medie constanta diferita de zero, iar printr-o hipersuprafatid non-C' M C intelegem
o hipersuprafata cu grad f # 0 in orice punct al unei submultimi deschise W a lui M, unde f reprezintd
functia curburad medie a lui M, gi W nu coincide, in mod necesar, cu M, i.e., M \ W poate fi o multime
nevida.

Majoritatea rezultatelor din acest capitol sunt cunoscute si ele se pot regési, de exemplu, in cartile
[3,3,,00,30]. Totusi remarcdm faptul cd rezultatul din Corolarul T4 apare aici pentru prima datd, iar
Teorema 23 reprezintd, de asemenea, un rezultat original, care a fost inclus in articolul [IZ].

1.1 Varietati riemanniene. Generalitati

Propozitia 1.1 (Formula Ricci). Fie (M™,g) o varietate riemanniand i T un cdmp tensorial de tip
(1,1). Atunci

(V’T) (X,Y,Z)— (V*T) (Y,X,Z) = R(X,Y)T(Z) - T(R(X,Y)Z), X,Y,Z € C(TM).
Definitia 1.2. Un camp tensorial simetric 7" de tip (1,1) se numeste camp tensorial Codazzi dacd
(VT)(X,Y) = (VI)(Y,X), XY €C(TM).

Observatia 1.3. Daca V71 = 0, atunci 7" este camp tensorial Codazzi.

Incheiem aceasta sectiune cu un rezultat legat de completitudinea suprafetelor riemanniene.

Propozitia 1.4 (|I6]). Fie M™ o subvarietate $i consideram metricile g si g pe M. Daci (M, g) este
completd si g — g este nenegativ definitd in orice punct al lui M, i.e., (g —g) (X, X) > 0, pentru orice
X e C(TM), atunci (M, g) este, de asemenea, completa.

1.2 Subvarietiti riemanniene. Generalitati

O subvarietate a unei varietiti riemanniene (N™, h) este o pereche (M™, ), unde M™ este o varietate

si ¢ : M — N este o imersie. Intotdeauna considersim pe M metrica indusd g = ¢*h, deci ¢ : (M, g) —

1
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(N, h) este o imersie izometricd (pentru simplitate vom scrie ¢ : M — N fird a mentiona metricile). De
asemenea, scriem ¢ : M — N, sau chiar M, in locul lui (M, ¢).

Pentru a fixa notatiile, reamintim ecuatiile fundamentale de ordin intai pentru o subvarietate a unei
varietiti riemanniene, din moment ce aceste ecuatii definesc a doua forma fundamentali, operatorul forma
§i conexiunea in fibratul normal. Fie ¢ : M™ — N™ o imersie izometricd. Pentru orice p € M, Ty, N
poate fi scris ca suma ortogonala directd

Top)N = dp(T,M) @ dp(T, M), (1.1)

si NM = U dp(T,M)™* reprezinta fibratul normal al lui ¢ (sau al lui M), in N.
peEM
Notim cu V si V¥ conexiunile Levi-Civita pe M si N, respectiv, si cu V¥ conexiunea indusi in

fibratul pull-back o~} (TN) = U T, NN. Tinand cont de descompunerea din (), se obtine formula
peEM
Gauss

V%de(Y) =dp(VxY)+ B(X,Y), X, Y e C(TM),

unde B € C(®*T*M ® NM) este a doua forma fundamentala a lui M in N. Aici T*M reprezinta fibratul
cotangent al lui M. Campul vectorial curburd medie al lui M in N se definegte prin H = (trace B)/m €
C(NM), unde trace este consideratd in raport cu metrica g.

Mai mult, dacd n € C(NM), atunci se obtine formula Weingarten
Vin = —dp(4,(X)) +Vxn, X € C(TM),

unde A, € C(T*M ® TM) este operatorul forma al lui M in N in directia lui 7, si V! este conexiunea
indusd in fibratul normal. Mai mult, (B(X,Y),n) = (4,(X),Y), pentru orice X,Y € C(T'M), n €
C(NM). In cazul hipersuprafetelor, notam f = trace A, unde A = Ay, sin este campul vectorial normal
unitar, si avem H = (f/m)n; f este (de m ori) functia curbura medie.

O subvarietate M a lui N se numeste subvarietate PMC daci H este nenul si paralel in fibratul
normal.

Cand nu este pericol de confuzie, identificim local M cu imaginea sa prin ¢, X cu dp(X) si Vizdp(Y)

cu VYY. Cu aceste identificari in minte, putem rescrie formulele Gauss si Weingarten
VXY =VxY + B(X,Y) si Vin=—A4,(X)+ V.

Ecuatiile fundamentale ale unei subvarietiti, Gauss, Codazzi si Ricci, se presupun bine cunoscute si
nu le vom mai enunta aici.

O hipersuprafata ¢ : M™ — N™*! se numeste umbilicald dacd A = (f/m)I, unde I este campul
tensorial identitate de tip (1,1). Similar, o subvarietate ¢ : M™ — N™ se numeste pseudoumbilicald daca
Ay = |H|I.

Teorema 1.5. (Teorema fundamentald pentru subvarietdti)

(i) Fie M™ o varietate riemanniand simplu conexd, = : E — M un fibrat vectorial de dimensiune p
compatibil cu conexiunea V, si fie B o sectiune simetricd a fibratului homeomorfism Hom(T M x
TM,E)= (TM@TM)*®@FE = (TM)* @ (TM)*® E, i.e., B: C(TM) x C(TM) — E este o
aplicatie simetrica gi C°° (M) biliniard. Definim, pentru fiecare sectiune locala n a lui E, o aplicatie
A, :C(TM) — C(TM) prin (A,(X),Y) = (B(X,Y),n), pentru orice X,Y € C(TM).

Daca B gi V satisfac ecuatiile Gauss, Codazzi gi Ricci pentru cazul curburii sectionale constante

¢, atunci existd o imersie izometricd @ : M™ — N"=™P(¢), si un fibrat vectorial izomorfism
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@ : C(E) = C(NM) in lungul lui ¢, astfel incdt pentru orice X, Y € C(TM) si orice n,& sectiuni
locale ale lui E:

<<)5(77)7 4,5(5» = <777£>v @(B(X7 Y)) = B(Xv Y)v @(VXU) = VJ)EQE(U):

unde B si V' sunt forma a doua fundamentald si conexiunea normald corespunzitoare lui ¢,
respectiv.

(ii) Presupunem cd ¢ si ¢ sunt doud imersii izometrice ale varietatii conexe M™ in N"="k(c). Fie
NM,, B, si Vé fibratul normal, forma a doua fundamentala si conexiunea normald ale lui p,
respectiv; consideram NMy, By st Vi obiectele corespunzatoare lui 1. Daca exista un fibrat vec-
torial izomorfism ¢ : C(NM), — C(NM)y astfel incdt, pentru orice X,Y € C(TM) si orice
n,§ € C(NM),:

<é(n)a¢(£)> = <7’7§>7 é(BAP(X7Y)) = BT/J(Xa Y)a é(véxn) - viﬂx SZ(U),

atunci existd o izometrie F : N™(¢) — N™(c) astfel incdt v = F o ¢ gi dF|NM¢ = .

1.3 Suprafete CMC in forme spatiale 3-dimensionale

Reamintim acum, un rezultat clasic de existentd a suprafetelor CMC in forme spatiale 3-dimensionale,
i.e., in spatii 3-dimensionale cu curbura sectionals constanta N?3(c).

Teorema 1.6. ([Z1]) Fie ¢ : (M?,g) — N*(c) o suprafata CMC. Atunci |H|* +c¢— K > 0 in orice
punct, si |H|*> +c— K =0 in orice punct, i.e., M este umbilicald, fie |H|?> + c— K = 0 doar in punctele
izolate. Mai mult, pe multimea unde |H|?> +c — K > 0, avem

Alog (|H|? + ¢ — K) + 4K =0, (1.2)

sau, echivalent,
(IH|? + ¢ — K)AK — |grad K|? + 4K (|H]> + ¢ — K)* = 0. (1.3)

Observatia 1.7. ([32]) Daca ¢ : (M2,g) — N3(c) este o suprafatd minimala, i.e., H = 0, concluziile
Teoremei @ raman adevarite.

De asemenea, avem (un fel) de reciprocd a Teoremei [B.

Teorema 1.8. ([Z1]) Fie (M27g) o suprafatd abstractd, c € R gi a € R%. Presupunem ca pe M avem
a’+c—K>0si
4K + Alog (a* + ¢ — K) = 0.

Atunci (M?,g) admite local o scufundare CMC in N3(c) cu |H| = a.

Observatia 1.9. ([32]) Dac# a = 0 in Teorema [, atunci (M?,g) admite local o scufundare minimala
in N3(c).

1.4 Functionala energiei si functionala bienergiei

O aplicatie armonica ¢ : (M™,g) — (N™, h) intre doud varietdti riemanniene este un punct critic al

functionalei energiei

1
B:C=(0MN) 2R, B() = [ 146 v,
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si este caracterizatd de anularea cdmpului sdu de tensiune
T(p) = trace, Vdep.

Studiul campului tensiune-impuls asociat unei functionale oarecare a fost initiat de D. Hilbert ([I¥]).
Data o functionala F, ii putem asocia un cimp tensorial simetric 2-covariant astfel incat div.S = 0 in
punctele critice ale lui E. Dacd E este functionala energiei, P. Baird si J. Eells in [I], A. Sanini in [33],
au definit cAmpul tensorial

S = %\deQg —¢*h,
si au demonstrat ca div.S = —(7(y), dy).

Deci, S poate fi ales ca fiind tensorul tensiune-impuls al functionalei energiei. Meritd mentionat ci S
are si o interpretare variationald. Intr-adevir, putem fixa o aplicatie ¢ : M™ — (N™, h) si gandi E ca
fiind definitd pe multimea metricilor riemanniene pe M. Punctele critice ale acestei noi functionale sunt
metricile riemanniene determinate de anularea tensorului tensiune-impuls S corespunzitor lor.

Mentionam ci dacid ¢ : (M™,g) — (N", h) este o imersie izometricd arbitrard, atunci div.S = 0. O
generalizare naturald a aplicatiilor armonice o reprezinti aplicatiile biarmonice. O aplicatie biarmonica

@: (M™, g) — (N™ h) intre doudl varietiti riemanniane este un punct critic al functionalei bienergiei
1
B2 CXOLN) 2R, Bae) =5 [ () vy
M
si este caracterizatd de anularea cdimpului sau de bitensiune

Ta(p) = —AP7(p) — tracey RN (dp, 7(p))dep.

Remarcam faptul ci ecuatia biarmonicd 72(¢) = 0 este o ecuatie elipticd de ordin patru, neliniard
i orice aplicatie armonica este biarmonicd. O aplicatie biarmonicd care nu este armonicd se numegte
propriu-biarmonica.

In [20], G.Y. Jiang a definit tensorul tensiune-impuls Sy al functionalei bienergiei (numit si tensorul

bitensiune-impuls) prin

(S2(X), ¥) =3 |(@) (X,Y) + (dg, Tr(@)){X, )
— {dp(X), Ty 7(g)) — (dp(Y), Vxr (o))

Se demonstreazid ci div.Sy = —(72(p),dp).
Ca si in cazul armonic, cAmpul tensorial Sy are o interpretare variationald. Fixam o aplicatie ¢ :
M™ — (N™, h) si definim o noud functionala

Fa:G =R, Flg) = Ea(w),

unde G = {g : ¢ este o metrica riemanniand pe M }. Punctele critice ale acestei noi functionale sunt
metricile riemanniene determinate de anularea tensorului bitensiune-impuls S5 corespunzator lor.
Mentionam ci, daci ¢ : (M™,g) — (N™, h) este o imersie izometrica, atunci nu rezulta div Sy = 0.

Finalizam aceasta sectiune cu urmatoarele proprietati al tensorului bitensiune-impuls.
Propozitia 1.10. Consideram o subvarietate ¢ : M™ — N™. Atunci avem:
(i) So = —"|H|2I + 2mAy;
(ii) trace Sy = m?|H|?* (2 — 2);
(iii) div Sy = —™ grad (|H|?) + 2m div Ag;

(iv) |S2|* = m*|H|* (% —2) +4m? Ay,
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1.5 Subvarietati biarmonice si biconservative

O subvarietate ¢ : M™ — N™ se numeste biarmonicd daci imersia izometrica ¢ este o aplicatie biarmonica
de la (M™,g) la (N™, h).

Daci div Sy = 0 pentru o subvarietate M a lui NV, atunci M se numeste biconservativda. Deci, M este
biconservativa daca gi numai dacd partea tangentd a campului de bitensiune se anuleaza.

Avem urmatoarea teorema de caracterizare a subvarietatilor biarmonice, obtinuta prin descompunerea

campului de bitensiune in partea tangenta si in partea normala.

Teorema 1.11. O subvarietate M™ a unei varietdti riemanniene N™ este biarmonicd dacd $i numai
daca
-
trace Ay (+) + trace VAy + trace (RN (-, H)-) =0

i
AL H + trace B (-, Ay () + trace (R (., H))J' =0,

unde AL este laplacianul in fibratul normal.

Mai multe variante ale rezultatului de mai sus au fost obtinute in [8,22,29]. De aici deducem anumite

formule de caracterizare pentru biconservativitate.
Propozitia 1.12. Fie ¢ : M™ — N" o subvarietate. Atunci urmatoarele conditii sunt echivalente:
(i) M este biconservativa;
(ii) trace Ag.p(-) + trace VAp + trace (RY (., H))T =0;
(iti) % grad (|H|?) + 2trace Ay g (-) + 2 trace (RV (., H))—r =0;
(iv) 2trace VAy — 2 grad (|H|?) = 0.
Urmatoarele proprietati sunt imediate.

Propozitia 1.13. Daca M™ este o subvarietate a unei varietati riemanniene N cu VAg = 0, atunci
M este biconservativa.

Propozitia 1.14. Daca M™ este o subvarietate PMC' a unei varietati riemanniene N™(c), atunci M

este biconservativd.

Propozitia 1.15 ([2]). Daca M™ este o subvarietate pseudoumbilicald a unei varietdti riemanniene N™
cum # 4, atunci M este CMC.

In cazul particular al hipersuprafetelor, Teorema Il ne oferd urméatorul rezultat.

Teorema 1.16 ([2,81]). Daci M™ este o hipersuprafatd a unei varietdti riemanniene N™ 1 atunci M

este biarmonicd dacd si numai dacd
. N T
2A(grad f) + fgrad f — 2f (RlCCl (77)) =0,

$t
Af + fIA]® = f Ricei™ (n,7) = 0,
unde 1 este cdmpul vectorial normal unitar al lui M in N gi f este functia curburd medie a lui M.

Propozitia 1.17. O hipersuprafatd M™ intr-o formd spatiald N™1(c) este biconservativa dacd $i numai

A(grad f) = —g grad f. (1.4)

daca
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Corolarul 1.18. Orice hipersuprafatdi CMC in N™T1(c) este biconservativd.

Deci, hipersuprafetele biconservative pot fi privite ca urmatorul pas natural dupa cel al studierii
suprafetelor CMC.

Considerand divergenta in ecuatia (L) gi folosind faptul ca divA = grad f, obtinem urmatorul
corolar.

Corolarul 1.19. Fie M™ o hipersuprafati biconservativi in N™*1(c). Atunci
fAf —3|grad f|* — 2(A,Hess f) = 0.
In continuare vom studia proprietitile suprafetelor biconservative in N3(c).

Teorema 1.20 ([6]). Fie o : M? — N3(c) o suprafatd biconservativi cu grad f # 0 pe M. Atunci avem
f>0si
o 4 o
FAf +lgrad fI” + gef” = f7 =0, (1.5)

unde A este operatorul Laplace-Beltrami pe M.

Observatia 1.21. Remarcim faptul ci in teorema de mai sus, obtinutd in [6], autorii nu au observat ci
grad f # 0 pe M implicid f # 0 in orice punct.

Se aratd ci in jurul oricarui punct al lui M existi o harta locald orientata pozitiv (U;u, v) astfel incat
f=flu,v) = f(u) si (I=3) este echivalentd cu

F57 =S = e =0, (16)

i.e., f trebuie sa fie o solutie a unei ecuatii diferentiale ordinare de ordin dos.

In continuare vom gisi o relatie intrinsecd pe care (M, g) trebuie si o satisfaca.

Teorema 1.22 ([6]). Fie ¢ : M? — N3(c) o suprafatd biconservativa cu grad f # 0 pe M. Atunci
curbura gaussianda satisface
(i)
3f?

K:detA+c:—T+c; (1.7)

(ii) c— K >0, grad K # 0 on M, si curbele sale de nivel sunt cercuri in M cu curbura constantd

o 3| grad K|
- 8(c—K)’
(iii)
(c— K)AK — |grad K|* — gK(c—K)z =0, (1.8)

unde A este operatorul Laplace-Beltrami pe M.

In timp ce existenta imersiilor biconservative in forme spatiale 3-dimensionale cu gradientul functiei
curburii medie diferit de zero in orice punct va fi demonstratd in urmatorul capitol, unicitatea este
studiata aici.

Teorema 1.23 ([12]). Fie (MQ,g) o suprafatd abstracta i ¢ € R. Daca M admite doud imersii bicon-
servative in N3(c) astfel incdt functiile curburd medie corespunzitoare celor doud imersii au gradientul

nenul in orice punct al lui M, atunci imesiile diferd printr-o izometrie a lui N3(c).



CAPITOLUL 2

Suprafete biconservative in forme spatiale 3-dimensionale

In acest capitol vom studa doud probleme: mai intai vom considera suprafetele biconservative (M2, g)
intr-o forma spatiala 3-dimensionald N3(c), cu functia curbura medie f satisficand grad f # 0 in orice
punct, si vom determina o anumitd metrica riemanniand g, pe M astfel incat (M 2, gT) sd fie o suprafata
Ricci in N3(c); apoi, vom obtine conditiile necesare si suficiente pe care trebuie s le satisfaca o suprafata
abstracta astfel incat ea sa admita o scufundare locald in N3(c) ca o suprafata biconservativa, non-CMC.

Majoritatea rezultatelor din acest capitol sunt originale si ele au fost incluse in [IZ] si in [27]. Totusi
sunt gi anumite rezultate care sunt prezentate aici pentru prima dati (vezi Teorema B8, Teorema 214).

2.1 Biconservativitatea si minimalitatea in N3(c)

O suprafata abstractd (MQ, g) cu curbura gaussiand K satisface conditia Ricci in raport cu ¢ (sau simplu
conditia Ricci) dacd ¢ — K > 0 gi metrica vc — Kg este platd, unde ¢ € R este o constants. In acest
caz, (M?,g) se numeste suprafatd Ricci in raport cu ¢ (sau simplu suprafatd Ricci). Asa cum vom
vedea in continuare in acest capitol, dacid ¢ = 0, o suprafatd care satisface conditia Ricci poate fi local
izometric scufundats in R? ca o suprafatd minimals. De fapt, existd o familie unu-parametrica de astfel de
scufundari. H. B. Lawson in [Z1] a generalizat acest rezultat ardtand ci conditia Ricci este o caracterizare
intrinsecd a suprafetelor minimale in forme spatiale N3(c), cu curbura sectionala c.

In cele ce urmeazi vom vedea ci conditia Ricci enuntati anterior, este echivalentd cu o ecuatie foarte
asemanatoare cu ecuatia (IR), care este satisfacuta de curbura gaussiani a unei suprafete biconservative,
non-C' M C intr-o forma spatiald N3(c). Apoi, o intrebare naturald este daca existd o modalitate simpla de
a transforma suprafetele care satisfac (I8) in suprafete Ricci in N3(c). Dupa cum vom vedea, raspunsul
la aceasta intrebare este afirmativ.

Proporzitia urmatoare ne ofera citeva caracteriziri echivalente cu conditia Ricci.

Propozitia 2.1. Fie (MQ,g) o suprafata abstracta cu curbura gaussiand K satisfacind c — K > 0, unde

c € R. Atunci urmatoarele conditii sunt echivalente:

(i) K satisface
(c— K)AK — |grad K|* — 4K (c — K)? = 0; (2.1)

(i) K satisface
Alog(c — K) + 4K = 0; (2.2)

(iii) metrica /¢ — Kg este plata.
Mai mult, dacd ¢ = 0, avem o a patra conditie echivalentd:

(iv) metrica (—K)g are curbura gaussiand constantda egald cu 1.

7
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Observatia 2.2. Propozitia 21 a fost demonstratd pentru prima dati in cazul in care ¢ = 0 in [Z4].
Cu o tehnici similard cu cea folositd in demonstratia Propozitiei B, se obtine urmaitorul rezultat.

Propozitia 2.3. Fie (M27g) o suprafatd abstractd cu curbura gaussiana K satisfacind c — K > 0, unde

c € R este o constanta. Atunci urmadatoarele conditii sunt echivalente:
(i) K satisface ecuatia (T3);
(ii) Alog(c— K)+ 3K =0;
(iii) metrica (c — K)3/*g este plata.
Mai mult, dacd c =0, avem o a patra conditie echivalentd:
(iv) metrica (—K)g are curbura gaussiand constanta egald cu 1/3.
Acum, putem formula primul nostru rezultat important.

Teorema 2.4. Fie (MQ,g) o suprafatd abstractd cu curbura gaussiand negativd gi care satisface
8 -
KAK +|grad K| + §K3 =0. (2.3)

Atunci (M27 vV —Kg) este o suprafatd Ricci in R3.
Din Teorema 22 gi Teorema 24, se obtine urmatorul corolar.

Corolarul 2.5. Fie (Mz,g) o suprafatd biconservativi in R3, unde g este metrica indusd pe M. Dacd
(grad f)(p) # 0 in orice punct p € M, atunci (M?,\/=Kg) este o suprafatd Ricci.

Observatia 2.6. In acelasi mod ca in Teorema P4, se arat ci dacd (MQ,g) este o suprafatd Ricci in
R3 cu curbura gaussiand K negativd, atunci curbura gaussiani a lui (MZ, (—K)’lg) este negativa si
satisface ecuatia (E33).

Chiar daca metoda folosita pentru a demonstra Teorema P4 nu functioneaza in cazul formelor spatiale
care nu sunt plate, totusi este posibil si extindem acest rezultat si la cazul formelor spatiale, dupa cum

putem vedea in teorema urmatoare.

Teorema 2.7. Fie (MQ,g) o suprafatd biconservativd intr-o formd spatiald N3(c) cu metrica indusd g
st curbura gaussiand K. Daca (grad f)(p) # 0 in orice punct p € M, atunci, pe o submultime deschisa gi
densd, (MQ, (c— K)"g) este o suprafatd Ricci in N3(c), unde r este o functie definitd local, care satisface

K—I—A(ilog (c—KT)—&—glog(c—K)) =0, (2.4)

cu curbura gaussiana K, of (c — K)"g data de

3—4r
3

K,.=(c—-K)T" ( K+ élog(c— K)Ar+ (¢ — K)*lg(gradr,gradK)) .

2.2 O caracterizare intrinseca a suprafetelor biconservative in
N*(c)
In timp ce oricare din conditiile echivalente din Propozitia E-I caracterizeaza intrinsec suprafetele min-

imale in forme spatiale N3(c), conditiile similare din Propozitia 23 nu reusesc si facd acelasi lucru in

cazul suprafetelor biconservative. In aceasta sectiune, vom gési conditiile necesare gi suficiente pe care o
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suprafatd abstracta trebuie si le satisfacd pentru a admite o scufundare locald in N3(c) ca o suprafata
biconservativi, non-CMC.

Conform Teoremei 23, (%), prezentdm anumite conditii echivalente cu ipoteza potrivit cireia curbele
de nivel ale curburii gaussiene sunt cercuri.

Teorema 2.8. Fie (M?,g) o suprafatd abstractd care satisface c — K (p) > 0 si (grad K)(p) # 0 in orice
punct p € M, unde ¢ € R. Fie X; = (grad K)/|grad K| ¢i Xo € C(TM) doud campuri vectoriale pe
M astfel incat {X1(p), X2(p)} este o bazd orientatd pozitiv, pentru orice p € M. Atunci, urmdtoarele
conditii sunt echivalente:

(i) curbele de nivel ale lui K sunt cercuri in M cu curbura constantd

3lgrad K|  3X,K
K = = N
8(c—K) 8(c—K)’

(i)

. -3X1 K
X2 (X7K)=0 Xo = ——X7;
2 (X1 K) st Vx,Xo S(c—K) 1;
(ii4)
3X1 K 3X1 K
X1 =V, Xo = Xo=——n X Xi =g X
Vx, X1 =Vx, Xo =0, Vx,X» 8(c—K) 1, Vx, Xy Slc—K) 2

Observatia 2.9. Curbele integrale ale lui X5 sunt cercuri in M cu curbura constantd

_ 3XiK 3|grad K|
- 8(c—K) 8(c—K)

si curbele integrale ale lui X; sunt geodezice ale lui M.
Urmaitorul rezultat descrie metricile pentru care curbele de nivel ale lui K sunt cercuri.

Teorema 2.10. Fie (M?,g) o suprafatd abstractd care satisface (grad K)(p) # 0 si c— K (p) > 0 in orice
punct p € M, unde ¢ € R. Fie X; = (grad K)/|grad K| si Xy € C(TM) douda campuri vectoriale pe M
astfel incat {X1(p), X2(p)} este o baza ortonormatd orientatd pozitiv pentru orice p € M. Daca curbele
de nivel ale lui K sunt cercuri tn M cu curbura constanta
3XhK 3| grad K|
T 8(c—K) 8(c-K)’

atunci, pentru orice pg € M, existd o parametrizare orientatd pozitiv X = X (u,v) a lui M definitd pe o
vecinatate U C M a lui py astfel incdt

(i) curba v — X(u,0) este o curbd integrald a lui X1 cu X(0,0) = py i v — X(u,v) este o curbd
integrald a lui X, pentru orice u st v;

(i) K(u,v)= (Ko X)(u,v)=(KoX)(u,0) = K(u), pentru orice (u,v);

(iii) pentru orice (u,v) avem

3K (u)

mv, g22(u,v) = 1;

912(% U) = -

(iv) curbura gaussiand K = K (u) satisface

24(c — K)K" +33(K')? + 64K (c — K)* = 0.
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Observatia 2.11. Este ugor de verificat ca, in ipotezele Teoremei 210, ecuatia
24(c — K)K" 433 (K')? + 64K (c — K)> =0

poate fi rescrisa
(c — K)AK — |grad K| — gK(c —K)?=0.

Observatia 2.12. Considerand schimbarea de coordonate (u,v) —  (u,(c—K)3/%0)

= (u, ) in Teorema E-I0, obtinem, dupd un calcul direct, o expresie mai simpla
g =du®+ (c — K)™3/4ds?

pentru metrica riemanniand de pe suprafati. Mai mult, daci consideram o a doua schimbare de coor-
donate (u,s) — (fuo (c — K(1))%/8 dr, s) = (@, §), atunci metrica g poate fi scrisa

g=(c—K(a)™*/* (da* + d5%),
unde K () = K(u(a)), ceea ce inseamnd ci (@, §) sunt coordonate izoterme pe suprafata.

Reciproca Teoremei E-I0 este rezultatul urmétor care asigurd existenta suprafetelor (M2, g) astfel
incat curbele de nivel ale lui K s fie cercuri.

Teorema 2.13. Fie D o submultime deschisd a lui R? = Ouv si c € R. Consideram K = K(u) o functie
pe D astfel incdt K'(u) > 0 gi ¢ — K(u) > 0, pentru orice u, §i

24(c — K)K" 4 33 (K')? + 64K (c — K)? = 0.

Definim o metrica riemanniand g = g11du® + 2g12dudv + goodv® pe D prin

g11(u,v) = 6% (cK/I((u()u)>2U2 +1,

3K'(u)

mv’ g22(u,v) = 1.

g12(u,v) = —

Atunci K este curbura gaussiand a lui g $i curbele sale de nivel v — (ug,v) sunt cercuri in (D, g) cu
curbura k = 3K'(u)/(8(c — K (u))).

Teorema 2.14. Fie (M2,g) o suprafata abstracta gi c € R. Presupunem ca ¢ — K >0 gi grad K # 0 in
orice punct al lui M, si curbele de nivel ale lui K sunt cercuri in M cu curbura constantd

o 3| grad K|
- 8(c—K) '

Daca exista o imersie biconservativd ¢ : (MQ,g) — N3(c), atunci grad f # 0, f > 0 in orice punct al lui
M, si @ este unicd.

In continuare avem rezultatul principal al acestei sectiuni, care este o caracterizare intrinseci a supra-
fetelor biconservative non-CMC in N3(c). Pe scurt, conditiile intrinseci date in Teorema 22, (i7),
asigura existenta imersiilor biconservative non-CMC in N3(c).

Teorema 2.15. Fie (M?,g) o suprafatd abstractd si c € R. Atunci M poate fi local izometric scufundata
intr-o forma spatiala N3(c) ca o suprafata biconservativi cu gradientul functiei curburd medie diferit de
zero in orice punct p € M dacd gi numai dacd curbura gaussiand K satisface c— K (p) > 0, (grad K)(p) #
0, st curbele sale de nivel sunt cercuri in M cu curbura constanta

o 3| grad K|
- 8(c—K) '
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Observatia 2.16. Daca suprafata M din Teorema P-T3 este simplu conexa, atunci teorema are loc global,
dar, in acest caz, in locul scufundirii locale izometrice avem o imersie globala izometrica.

Remarciam faptul ci, spre deosebire de cazul imersiilor minimale, dacd M satisface ipotezele teoremei
P13, atunci existd o unicd imersie biconservativa in N?(c) (pana la o izometrie a lui N3(c)), si nu o
familie unu-parametrica.

Folosind coordonate local izometrice, putem gidsi anumite caracteriziri intrinseci ale suprafetelor

biconservative in N3(c). Aceste caracterizari ne oferd anumite expresii explicite ale metricii g.

Teorema 2.17. Fie (MZ,g) o suprafatd abstractd cu curbura gaussiand satisfacind ¢ — K(p) > 0 si
(grad K)(p) # 0 in orice punct p € M, unde ¢ € R. Fie X; = (grad K)/| grad K| si Xo € C(T'M) doua
campuri vectoriale pe M astfel incdat {X1(p), X2(p)} este o bazd orientatd pozitiv pentru orice p € M.
Atunci, urmadatoarele conditii sunt echivalente:

(i) curbele de nivel ale lui K sunt cercuri in M cu curbura constantd

H_3|gradK|_ 3X1K
- 8(c—K) 8(c—K)’

(ii) metrica g poate fi scrisa local ca g = (c — K)~3/4 (du2 + dvz), unde (u,v) sunt coordonate locale
orientate pozitiv, K = K(u), si K' > 0;

(iii) metrica g poate fi scrisd local ca g = €° (du2 + va), unde (u,v) sunt coordonate locale orientate
pozitiv, si p = p(u) satisface ecuatia

Pl = e 2P/ _ ce?r (2.5)

s1 conditia p' > 0; mai mult, solutiile ecuatiei de mai sus, u = u(p), sunt

P dr N
U = Uo,
po V—3e=27/3 —ce2™ ta

unde p este intr-un interval deschis I, pg € I si a,ug € R;

(iv) metrica g poate fi scrisi local ca g = €*° (du2 + va), unde (u,v) sunt coordonate locale orientate

pozitiv, si p = p(u) satisface ecuatia
3p" 420" p" + 8ce?p =0 (2.6)

si conditiile p' > 0 si c+ e 2°p" > 0; mai mult, solutiile ecuatiei de mai sus, u = u(p), sunt

P dr
-

B po V—3be=27/3 —ce2m g

—F’U,()7

unde p este intr-un interval deschis I, po € I si a,b,ug € R, b > 0.



CAPITOLUL 3

Suprafete biconservative complete in R3 gi in S?

In acest capitol, vom extinde rezultatele de clasificare locald pentru suprafete biconservative in N3(c), cu
¢ =0gi ¢ =1, la rezultate globale, i.e., vom construi suprafete biconservative complete, cu grad f # 0 in
orice punct al unei submultimi deschise gi dense. Mai mult, vom studa unicitatea unor astfel de suprafete
in R3,

Majoritatea rezultatelor prezentate aici sunt originale si ele sunt incluse in articolele [23], [27], si [2]].
Rezultatele de unicitate din Subsectiunea BT sunt prezentate aici pentru prima data.

3.1 Suprafete biconservative complete in R?

In aceasta sectiune vom construi, din punct de vedere extrinsec, suprafete biconservative complete in R?
cu grad f # 0 in orice punct al unei submultimi deschise si dense, i, din punct de vedere intrinsec, vom
construi suprafate abstracte complete (M?,g) cu K < 0 in orice punct si grad K # 0 in orice punct al
unei submultimi deschise si dense a lui M, care admit o imersie biconservativd in R3, definita pe M, cu
grad f # 0 pe o submultime deschisi gi densa.

Mai intai, reamintim un rezultat local extrinsic care reprezintd o caracterizare a suprafetelor in R3.

Teorema 3.1 ([I7]). Fie M? o suprafatd in R3 cu grad f # 0 pe M. Atunci M este biconservativd
dacd gi numai dacd local este o suprafatd de rotatie, care are curbura k = k(u) a curbei profil o = o(u),
|o’(w)| = 1, solutie pozitiva a urmdtoarei ODE

In [6] a fost gdsitd ecuatia parametrica locald explicitd a unei suprafete biconservative in R3,

Teorema 3.2 ([6]). Fie M? o suprafatd biconservativa in R cu (grad f)(p) # 0 pentru orice p € M.
Atunci, suprafata poate fi parametrizata local prin

Xe, (p,v) = (,ocosv,psinv,ué0 (p)) )

unde

3 = 1 = -
ug,(p) = 2 (Pl/gm—k % log ( Cop*/® + m))
0 vV Co

iar Cy este o constantd pozitiva §i p € (CN'O_SQ, oo).

Notam cu S, imaginea X, ((C‘O_ 32, oo) X R). Observam ca doua astfel de suprafete nu sunt local

izometrice, deci avem o familie unu-parametrica de suprafete biconservative in R3. Aceste suprafete nu
sunt complete.

Definim “frontiera” lui S prin ?@0 \ Sg,» unde géo este inchiderea lui Sg in R3.

12
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Frontiera lui Sg este cercul (C’O_ 32 cos v, C~’O_ 3/2 gin v,O), care se afla in planul Ozy. Intr-un punct
de pe frontiera, planul tangent la ?@0 este paralel cu Oz. Mai mult, in lungul frontierei, functia curbura
medie este constanta fs = (25’3/2) /3 si grad fg = 0.

Propozitia 3.3. Fie S¢ si Sé(,]. Presupunem cd le putem lipi la nivel de clasd C*™ in lungul unei curbe.

Atunci Sp_ si Sai coincid sau sunt simetrice tn raport cu planul unde se afla frontiera.
So ey

Teorema 3.4. Dacd ¢ : M? — R? este o suprafatd biconservativa cu grad f # 0 in orice punct, atunci
ezistd o unicd constantd Co astfel incat o(M) C Sé,-

Pentru a obtine o suprafati biconservativi complets in R3, ne putem astepta si “lipim” in lungul
frontierei doud suprafete biconservative de tip Sg corespunzétoare aceleasi constante Co (cele doua
constante trebuie sa coincidi) si simetrice una fatd de cealalts, la nivel de clasa C*°.

Avem urmdétorul rezultat global extrinsec.

Teorema 3.5 ([23,23]). Daca consideram simetricul lui Graf ug, , in raport cu aza Op(= Oz), obtinem
o suprafata biconservativa, completd, netedd 5’@0 in R3. Mai mult, functia ei curburd medie f@o este

pozitiva gi grad f@o este diferit de zero in orice punct al unei submulfimi deschise gi dense a lui S@O.

Observatia 3.6. Curba profil o5 = (p, O,uéo(p)) = (p, ug, (,0)) poate fi reparametrizatd prin

05,(0) = (0%, (0).0% (9))
(3.1)
= G0+ 3 (VT h+1log (VE+VETT))),  6>0.

si acum X = Xg (0,0).
Observatia 3.7. “Frontiera” lui Sp coincide cu frontiera lui Si ca o submultime a lui ,SN'C,O, i.e., este
intersectia dintre inchiderea lui S¢  in 5'@0 si inchiderea lui 5’@0 \ S¢, In S@O.

De dragul completitudinii, reprezentam in Figurile B, B2 si B33 suprafetele S¢ , 5’@0, si curba profil
a lui ,SN'C,O, cand Cy = 91/3 (vom vedea c3 aceastd constantid corespunde constantei Cy = 1).

Acum, ne schimbam punctul de vedere si construim, din punct de vedere intrinsec, suprafete biconser-
vative complete in R? cu grad f # 0 pe o submultime deschisa si densa. Folosind teorema locald intrinsecd
(Teorema ET4), pentru ¢ = 0, obtinem un nou rezultat.

Propozitia 3.8. Fie (M?,g) o suprafatd riemanniand cu (grad K)(p) # 0 si K(p) < 0 in orice punct
p € M. Consideram X; = grad K/|grad K| si Xo € C(TM) doud campuri vectoriale pe M astfel incdt
{X1(p), X2(p)} este o bazd ortonormatd orientatd pozitiv pentru orice punct p € M. Atunci Xo (X1 K) =
0 5i Vx,Xo = (3(X1K)/(8K)) X, dacd gi numai dacd metrica riemanniand g poate fi scrisd local

9oy (u,v) = Cp (coshu)® (du? 4 dv?), u >0,
unde Cy € R este o constantd pozitiva.

Observatia 3.9. Remarcam faptul ca, daca ¢ = 0, avem o familie unu-parametrica de solutii ale ecuatiei
(&), i.e., gc, = Co(coshu)® (du® + dv?), Cj fiind o constants pozitiva.

In ceea ce priveste suprafetele biconservative complete in R?, cu grad f # 0 in orice punct al unei

submultimi deschise si dense, avem urmatorul rezultat global intrinsec.

Teorema 3.10. Fie (RQ,gco =) (coshu)6 (du2 —|—dv2)> o suprafata unde Cy € R este o constantd
pozitiva. Atunci avem:

(i) (R?,gc,) este completd;
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Figure 3.1: Suprafata S, .

Figure 3.2: Suprafata completa 5’@0.

‘A

"
Figure 3.3: Curba profil a lui 5'@0.
(ii) curbura gaussiand a lui (R?, gc,) este datd de
3 24 sinhw
Ko, (u,v) = Koy (u) = = 0, Ko (u)=—-—"—3

Co (coshu)®
si deci grad K¢, # 0 in orice punct al lui R? \ Ov;
(iii) imersia ¢, - (R?, gc,) — R? data de
0, (u,v) = (0, (u) cos(3v), of, (u) sin(3v), og, (u))

este biconservativa in R, unde

Vv Co 9

o, (u) = 3 (coshu)®, o2 (u) =

7

1
5 \3 sinh(2u) + u) , u € R.

2

Prin transforméri simple ale metricii, (R?, gc,) devine o suprafatd Ricci sau o suprafatd cu curbura

gaussiand constanta.

Teorema 3.11. Fie suprafata (RQ, gCO). Atunci (R27 w/—Kcogco) este completa, satisface conditia Ricci

si poate fi imersatd minimal tn R> ca un elicoid sau un catenoid.
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In ceea ce priveste suprafetele biarmonice in R? avem urmatorul rezultat de inexistents.

Teorema 3.12 ([U]). Nu existd suprafete propriu-biarmonice in R>.

3.1.1 Unicitatea suprafetelor biconservative complete in R3

In aceastd subsectiune, vom da cateva rezultate de unicitate referitoare la Teorema BIO, cu anumite

ipoteze aditionale.

Teorema 3.13. Fie ¢ : M? — R3 o suprafatd non-CMC'. Presupunem cd

W ={pe M| (grad f)(p) # 0}

are doar o componentd conexd, M \ W are interior nevid gi frontierele, in M, a lui Int(M \ W) si a lui
M\W coincid, i.e., 0™ Int(M \ W) = oM (M \ W). Atunci M nu poate fi biconservativd.

Teorema 3.14. Fie ¢ : M? — R3 o suprafatd biconservativi. Presupunem cd

W ={pe M | (grad f)(p) # 0}

este densa gi are doud componente conexe, Wy si Wo. Presupunem ca frontierele lui Wy gi Wy in W
coincid gi frontiera lor comund este o curbd netedd pe M. Atunci, existd o unicd constantd Co >0
astfel incat o(M) C S@O. Mai mult, daca M este completd si simplu conexd, atunci pdnd la izometrii ale
domeniului g1 codomeniului, imersia @ este cea datd in Teorema BID.

In continuare ne vom restrictiona la cazul in care ¢ : M? — R? este o scufundare, i.e., S = (M) este

o suprafatd regulatd in R®. Incepem cu urmitorul rezultat.

Teorema 3.15. Fie S o suprafatd requlatd, biconservativd, completd in R3. Notam cu

W ={pe S| (grad f)(p) # 0},

presupunem cd W este nevida si Wy este o componentd conexd a lui W. Atunci, existd o unica constantd
Co > 0 astfel incit Wo = Sg, . Mai mult, inchiderea lui Wo in S coincide cu inchiderea lui Si, in Sg, .

Observatia 3.16. Demonstratia Teoremei BT3 poate fi rezumatd in Figura B3, unde regiunea galbena
reprezintd componenta conexa Wy a lui W in S, si suprafata de rotatie reprezentata cu culoarea verde este
suprafata corespunzatoare S@O (datd in Teorema Bd). Este sugerat faptul ci, de fapt, toate meridianele
lui Sg, care intersecteazd Wy sunt incluse in Wy si apoi, cum frontiera lui Wy in S trebuie sa fie intreg

cercul care reprezintd frontiera lui Sg in S5, Wo =S¢, -
O prima consecinta a rezultatului de mai sus este urméatoarea teorema.

Teorema 3.17. Fie S o suprafata requlatd biconservativa in R3. Presupunem cd S este compactd. Atunci
S este CMC, gi deci o sferd rotundd.

O alta consecinta a Teoremei B3 este urmatorul rezultat.

Teorema 3.18. Fie S o suprafatd requlatd completd in R3. Presupunem cd

W ={peS| (grad f)(p) # 0}

este nevida gi este conexd. Atunci S nu poate fi biconservativd.
Un alt rezultat important este aceasta teorema.

Teorema 3.19. Fie S o suprafatd requlatd, biconservativd in R3. Dacd S este non-CMC, atunci S =

é(]'
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v
v

v
v

Figure 3.4: Ideea demonstratiei Teoremei BT3.

3.2 Suprafete biconservative complete in S?

Precum in sectiunea anterioarsi, vom considera problema globald pentru suprafetele biconservative in S3,
i.e., scopul nostru este de a construi suprafete biconservative complete in S?, cu grad f # 0 in orice punct
al unei submultimi deschise gi dense.

Incepem cu urmatorul rezultat local extrinsec.

Teorema 3.20 ([6]). Fie M? o suprafatd biconservativi in S® cu (grad f)(p) # 0 in orice punct p € M.

Atunci, suprafata, vazutd in R*, poate fi parametrizata local prin

drk(u)—3/* T
3—\/O_1(f1(cosv—1)+fgsmv), (3.2)

unde Cy € (64/ (35/4) 7oo) este o constantd pozitiva; ?1,72 € R* sunt doi vectori ortonormali constanti;

Y (u,v) = o(u) +

o(u) este o curba parametrizata prin lungime de arc care satisface

o) Ty = B2 ) Ty =0 (33)
v J 1 3\/5 9 vd 2 9

si, ca o curbd in S?, curbura ei k = k(u) este o solutie neconstantd pozitiva a urmdatoarei ODE

7 4
W'h= (k) + 5;# — 4k* (3.4)
astfel incdt
16 ~
(k) = —==k? — 165" + C157/2. (3.5)

9
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Observatia 3.21. Constanta C, determind in mod unic curbura, Kk, pand la o translatie a lui u, si apoi

K, f1 st fq determind in mod unic curbura o.

In continuare, folosind o metoda putin diferits fati de cea folositd in [6], vom arita cd o astfel de
curbd o existd gi vom gisi o expresie mai explicitd pentru (82).
Inlocuind (833) in (B4), cum &’ # 0, obtinem

16 7~
— e 323 + 101/15/2.

Considerand f; = @3 si fo = €4, unde {€1,e5,€3,¢4} este baza canonica din R*, si schimband coor-
donatele (u,v) in (k,v), se obtine

Ve, (k,0) = < 1-— <3\%n3/4)2cosu(n), 1-— (3\%/{3/4)28mu(n),

3v/C1 3v/C1

unde (k,v) € (ko1, ko2) X R, ko1 §i ko2 sunt solutiile pozitive ale ecuatiei

(3.6)
Lfi_?’/‘lcosv, 4_ m_3/4sinv>.

16 ~
—3/@2 —166* + C1x72 =0

si
VG734

w(k) ==+ 108/ — —
ko (=16 +9C)73/2) \/9C173/2 — 16 (1 + 972)

d7+61 s

cuci €R, kg € (501, Iiog).

Notam faptul cd o expresie alternativa pentru Yz a fost data in [Ta].

Observatia 3.22. Putem alege ¢; = 0 in expresia de mai sus a lui u, considerand o transformare liniara

ortogonald a lui R%.

Notam cu

K /. +3/4
to(K) = 108/ Gir dr,

ko (=16 +9C173/2) \/9C173/2 — 16 (1 + 972)
si, deci, p(k) = =+ (po(k) + ¢1).
Observatia 3.23. Avem

lim po(k) = po,—1 > —oc0 and  lm po(k) = o1 < 0.
KN\(K01 K Ko2

Observatia 3.24. Pentru simplitate, alegem o = (3C;/64)2.

Daca notam Sg -, imaginea lui Y , atunci remarcam faptul ca frontiera lui S s, este formata din
1,C1 1,C1
doud cercuri si in lungul frontierei, functia curburd medie este constantd (doud constante diferite) si

gradientul ei se anuleaza. Mai precis, frontiera lui Sg _ este data de curbele

1,€1

3 3v/C1

2 2
( 1- ( 4@ m513/4) cos i (ko1), 1— ( 4 11613/4> sin p (ko1) ,
1

4

B e kot sinv
3 /él 01 ’3 /él 01
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si

2 2
( 1 (o) cosmino) . 1 (Amwedt) sinp (o)

3 Cl 3 Cl

4 =34 s, 4k sinw
3 C'l 02 ’3 /c~,1 02 ’

unde 1 (ko1) = lime~ xo, o) and p (ko2) = limy sk, p(k) sunt numere reale.

Aceste curbe sunt cercuri in planele afine din R* paralele cu planul Oz3z* si razele lor sunt egale cu
(4/@813/4) / (3\/@71) si (4&623/4) / (3\/67’1), respectiv.

Intr-un punct oarecare de pe frontiers, folosind coordonatele (u,v), planul tangent la inchiderea lui

Sg s In R* este generat de un vector care este tangent la cercul corespunzitor si de
1,C1

2 2
—3/4\" . a
(— 1- (3\;51&01 / ) sinp (koi), 1— (3 4él kol ) cos,u(mm-),o,o) ,

unde 7 = 1 sau 7 = 2.

Intr-un mod similar cu cel al obtinerii Teoremei B4, se giseste urmatorul rezultat.

Teorema 3.25. Dacd ¢ : M? — S? este o suprafatd biconservativd cu grad f # 0 in orice punct, atunci

existd o unica constanta Cy astfel incat p(M) C Sg _

1,C1

Deci, pentru a construi din punct de vedere extrinsec suprafetele biconservative complete in S3, ne
putem astepta sd lipim in lungul frontierei doud suprafete biconservative de tip Sé:lyél,k si S;lyéu,
corespunzatoare aceleagi constante C’l, unde k,l € Z. De fapt, dacid vrem si lipim doud suprafete
corespunzatoare lui C si C’{ in lungul frontierei, atunci aceste constante trebuie s coincida si nu este
nici o ambiguitate in ceea ce priveste cercul in lungul céruia trebuie sa se realizeze lipirea celor doua
suprafete.

Geometric, incepem cu o suprafatd de tip Séf , corespunzitoare lui é;p = 0 si semnului +, si apoi
1

considerdm 7y (Séf 0), unde 77 este o transformare liniara ortogonald a Iui R* care actioneazi asupra
1

lui R? = span {€;,€,} ca o simetrie axiald in raport cu dreapta determinat de

2 2
1- < 4~ /<a023/4) cos 9,1, 41 — < 4~ /<a023/4) sin /10,1
3vCy 3vCy

si origine, si lasd invariant span {€3,e,}.

Acest procedeu se repetd de un infinit de ori. Este dificil s concluziondm de aici ci obtinem o
suprafatii biconservativi completd in S?. Din acest proces, se obtine o submultime inchisd a lui S? cu
autointersectii, dar nu se poate vedea dacid “suprafata” obtinutd este imaginea unei imersii izometrice
(prin compunerea cu Ti, domeniul lui Y5 nu se schimba).

Desigur, ca submultime, suprafata este completa in raport cu functia distantd indusa din S?, dar noi
vrem sa aratam ca “suprafata” este completd in raport cu distanta intrinseca.

Aceastd constructie a suprafetelor biconservative complete in S? poate fi ilustrati in R? folosindu-ne
de proiectia stereografica a lui S?, precum in Figurile B3 si B8.

Mai departe, ca si in cazul lui R?, ne schimbam punctul de vedere si folosim caracterizarea local
intrinsecd a suprafetelor biconservative in S3.

Un alt mod de a vedea ca in cazul in care ¢ # 0 avem doar o familie unu-parametrica de solutii ale
ecuatiei (E8) este de a rescrie metrica g in anumite coordonate care nu sunt izoterme. Mai departe,

consideram doar cazul ¢ = 1.
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Figure 3.5: Folosind proiectia stereografica din polul Nord.

Figure 3.6: Folosind proiectia stereografica din (1,0, 0,0).

Propozitia 3.26. Fie (M?,g) o suprafatd abstractd cu g = e (du? + dv?), unde u = u(p) satisface

P dr +
u = UQ,
bo V—3be=27/3 —e2r ta

p apartine unwi interval deschis I, a,b € R sunt constante pozitive, gi ug € R. Atunci (M27g) este

izometricd cu

_ 3 24— 462
(DCl)gcl = 52 (_58/3 4 30152 — 3) dg” + 52 d9 )

unde Do, = (§01,&02) X R, C € (4/ (33/2) ,oo) este o constantd pozitivd, si {o1 and oo sunt zerourile
pozitive ale lui —&8/% +3C1€%2 — 3, cu 0 < &1 < oo

Suprafata (D¢, , gc, ) nu este completa, dar are urmatoarele proprietati.

Teorema 3.27. Fie (D¢,,gc,)- Atunci avem

(i) Kc,(&0) = K(£,0), 1 8
- K(,0)= 558/3 >0, K'(§= _2_755/3

st grad K # 0 in orice punct al lui D¢, ;

(ii) imersia ¢c, : (Dc,,g9c,) — S® datd prin

oc, (€,0) (\/ a 52 cos((&

este biconservativa in S?, unde

(&) ==+ (/5 Gr? d )
— T+ |,
€00 (—1+017'2)\/—7'8/3+301T2—3 '

iar c1 € R i &oo € (€01, &02)-

5 sin C(&

cos(v/C16) sin(ﬂ@))
Veie T VG )]
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Observatia 3.28. Cum (grad K¢,) (£,0) = — (8{11/3 (—58/3 + 3C1£% — 3) /81) O¢ pentru orice (£,0) €
D¢, , se obtine ca

1 AKe,) (£,0) = i dKe,) (€,0) = 0.

iy, (o Ke) (60) = Jip (sred Koy) (60

3 /O +4/3
Go(§) = / L - dr,
o0 (—1+ C1T2)\/—T8/3 +3Ci12 -3

Notand cu

putem formula urmitoarea lema.

Lema 3.29. Avem

5{23,150(5) Co,—1 0o i Ulrgfo(&) Co,1 < 00

Observatia 3.30. Imersia ¢, depinde de semnul = gi de constanta c; din expresia lui (. Cum clasificarea
se face pani la izometrii ale lui S?, semnul si constanta nu sunt importante, dar ele vor juca un rol

important in procesul de lipire.

Urmitorul rezultat ne aratd ci intr-adevir avem o familie unu-parametricd de suprafete riemanniene

(Dcl’gcl)'

Propozitia 3.31. Fie

De,,9¢, = a(en f301£2 —3) de? + §2d92>
§i
(D 5 de? + L
€2 (—€8/3 + 30162 - 3) €2
Suprafetele (D, gc,) (D gc/) sunt izometrice dacd gi numai daca Cy = Cf i izometria este

O(&,0)=(§,£0+ conbtant) Deci, avem o familie unu-parametrica de astfel de suprafete.

Constructia, din punct de vedere intrinsec a suprafetelor biconservative complete in S* consta in doua
etape, gi ideea cheie este de a observa ci (D¢, ,gc,) este, local gi intrinsec, izometricd cu suprafata de
rotatie in R3.

Prima etapd este constructia unei suprafete de rotatie complets in R? care pe o submultime deschisi

gi densd este local izometrica cu (D¢, gc, ). Avem urméitorul rezultat.

Teorema 3.32. Fie (Dc,,g9c,) ca mai sus. Atunci (D¢, go,) este acoperirea universald a suprafetei de

rotatie tn R® datd prin

0 0
Yor.c;(6,0) = (X(é) cos C*vx(ﬁ) sin —- o (5)) : (3.7)
unde x(§) = C7 /&,
372 — (C)% (=3 +3Ci7* = 3) )
/ \/ ™ TS/3 3023 Tt (3.8)

Ci e (0, \/(33/2) / (33/2Cy —4) ) este o constantd pozitiva gi ¢; € R.
Observatia 3.33. Functia curbura medie a lui ¢¢,,c; este data de

9¢2 — (CF)? (—268/3 + 90162 — 18)
6C; /962 — 3(C7)% (—€5/3 + 3C1€2 — 3)

si putem vedea ca depinde atat de C; cat si de CF.

feior =
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Observatia 3.34. De acum inainte, vom considera £y = (9C’1/4)3/2 € (€o1,&02) §i constanta C} €
(0./(3%72) / (332C1 - 4 ).

Lema 3.35. Fie

32 — C* (=78/3 +3Cy72 - 3)
dr, € (o1, 802)

i.e., fizam semnul in (BR) i alegem ci = c] o = 0. Atunci

(1) lime ¢, Y0(§) = vo,—1 > —00 si limg ne, 19(§) = 10,1 < 00;
(i) vy este strict crescatoare §i
Jm v5(6) = lim w5(€) = co;
(iii) lime gy, 15/ (§) = —00 si limg ey, 15 (§) = oo

Observatia 3.36. Imersia ¢¢c, c; depinde de semnul =+ si de constanta cj din expresia lui v. Notam cu

+ . . .
SCI,C;,c; imaginea lui ¢¢, ¢

Notam ca frontiera lui Sa o+~ este datd de curbele
,Ct ot

c: 9 Cr .9 )
—Lcos =, —Lsin —,v
<§01 Cf & Cf (01)

si

.
(6 C i i)

Aceste curbe sunt cercuri in planele afine din R3 paralele cu planul Oxy si razele lor sunt C} /& si
C} /€02, Tespectiv.

Intr-un punct oarecare de pe frontiers, folosind coordonatele (v, 0), planul tangent la inchiderea lui
Sa,Cl*«:I este generat de un vector care este tangent la cercul corespunzitor si de vectorul (0,0,1). Deci,
planul tangent este paralel cu axa de rotatie Oz.

Geometric, incepem cu o suprafatd de tip 551,0;,c; gi prin simetrie fatd de planele unde se afla
frontiera, obtinem suprafata noastra completd 501,0;; procesul este periodic si trebuie sa il executdm in
lungul intregii axe Oz.

Analitic, fixam C; si C7, si alternand semnul i cu alegeri potrivite ale constantei ¢, putem construi
o suprafata de rotatie completa 501,01* in R3 care pe o submultime deschisa si dens3 este local izometrica
cu (D¢, ,9c,). De fapt, aceste alegeri ale lui + si —, i ale constantelor ¢} sunt unic determinate de

“prima” alegere a lui +, sau a lui —, si a constantei cj. Incepem cu + i ¢f = ¢ ;.

Observatia 3.37. Daca C1 =Cf =1, ¢f =05i &y = (9/4)3/2, graficele lui

/ 37'2 —78/3 4+ 30172 - 3) p
oo 7'8/3 +3Cy72 - 3) m
v1(€) = 22 — v(§), v—1(§) = 2vp1 — v(§), si ale curbelor profil corespunzitoare oo(€) = (1/€,10()),

a1(&) = (1/&,11(8)), st 0_1(§) = (1/&,v_1(§)), for £ € (€01, &o02), sunt reprezentate in Figurile B2, BR,
B9, BI0.

Curba profil a lui 53,0;, ¢: boate fi vazuta ca graficul unei functii care depinde de v gi aceasta ne
permite si obtinem o functie F' astfel incat curba profil a lui S’Cl,cl* sa fie graficul unei functii x o F' care
depinde de v gi este definitd pe intreg Oz (sau Ov). Functia F : R — [£o1, 02| este periodicd si cel putin
de clasa C3.
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' £
Figure 3.7: Graficul lui 1. Figure 3.8: Graficul lui vy, 11 §i v_1.
Vﬂ V‘\
=)< / -
X
Figure 3.9: Graficul lui og. Figure 3.10: Graficul lui og, o1 §i 0_1.

Teorema 3.38. Suprafata de rotatie data de

We, o .0) = ((xo F)w)cos o (xo F)w)sin 2v), (n.6) € B2,
< ct c7

este completa gi, pe o submultime deschisd gi densd, este local izometricd cu (Dey,9c,). Metrica indusa
este data de

3F2(v) d
3F2(v) — (CF)? (=F3/3(v) 4+ 3C, F2(v) — 3) F2(v)

gouc;(v,0) =

(v,0) € R2. Mai mult, grad K # 0 in orice punct al unei submultimi deschise si dense, si 1 — K > 0 in
orice punct.

Din Teorema se obtine ugor urmatorul rezultat.

Propozitia 3.39. Acoperirea universalda a suprafetei de rotatie data de V¢, c: este R? inzestrat cu
metrica go, cx. Aceasta este completd, 1 — K > 0 pe R? si, pe o submultime deschisd si densd, este local
izometrica cu (Do, ,gc,) st grad K # 0 in orice punct. Mai mult oricare doud suprafete (Rz,gcl,cl*) $i
(RQ, gcl,c;’) sunt izometrice.

A doua etapd constd in constructia efectivd a imersiei biconservative de la suprafata (RQ, 901,0{) in S3,
sau de la Sc, ¢y in S3. Ideea geometrica a constructiei este urmitoarea: de la fiecare “bucata” Sgl O or
171071

a lui §C1,Cl* “ne intoarcem” la (D¢, gc,) $i apoi, folosind ¢¢, si alegerea potrivitd a lui + sau — i a
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constantei c1, obtinem imersia biconservativd ®¢, c¢r. Din nou, alegerile lui + sau —, si a constantei ¢;
sunt unic determinate (modulo 27, pentru c¢;) de “prima” alegere a lui +, sau a lui —, si a constantei c;.

Intr-un final, se obtine urmatorul rezultat.

Teorema 3.40. Aplicatia ¢, c; (R2,901,C;) — S3, definita de

Oy 0; (1,0) = b, (F(v),0) = (B (v), (), B3 (v) cos(1/C16), &% (v) sin(/C10)) ,
unde (v,0) € R?, este o imersie biconservativd.

Mai multe detalii legate de aceasta constructie si expresia explicitd a imersiei ®¢, c: se regédsesc in
teza.

Observatia 3.41. Remarcam faptul cd ®¢, ¢r are auto-intersectii (in lungul cercurilor).

In continuare, consideram C1 = Cf =1, ¢j = 0 si incepem cu + in expresia lui v.

Constructia suprafetelor biconservative complete in S? poate fi rezumata in diagrama din Figura GID.

Anumite ezperimente numerice sugereaza faptul cd ®¢, c: nu este periodica gi are autointersectii in

lungul cercurilor paralele cu Ox3z*.

Incheiem acest capitol verificand (partial) corectitudinea constructiei de mai sus cu ajutorul anumitor
grafice.
Se poate ardta ca proiectia lui ®¢, ¢y pe planul Oz'xz? este o curbd situatd intr-o coroani circulari

cuprinsi intre cercurile de raze /1 — 1/ (C12;) si /1 —1/(C1€2,). Are autointersectii si este densa in
coroana circulara. Aceasta este ilustrata in Figura BT2.

In Figura BI3, se reprezinti curbura cu semn a curbei profil a suprafetei S'Cl,cl* care sugereaza faptul
cd avem o lipire neteda.

Curbura cu semn a curbei obtinutd proiectand ®¢, ¢ pe planul Oxz'a? este reprezentatd in Figura
BT si aceasta sugereaza faptul cd ®¢, c; este cel putin de clasa C3.

Totusi, putem formula urmétoarea problema deschisi.

Problema deschisa. Ezistd o imersie ®c, c; biconservativd, non-CMC, care este dublu periodica, deci

care defineste o suprafatd biconservativd, non-CMC in S??
In ceea ce priveste suprafetele biarmonice in S® avem urmitorul rezultat de clasificare locali.

Teorema 3.42 ([d]). Fie ¢ : M? — S? o suprafatd propriu-biarmonici. Atunci p(M) este o submultime
deschisi a unei hipersfere mici S*(1/v/2).
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ISOMETRY

o1 02 ?

(Dcl-.ycl)

BICONSERVATIVE | T

o,
!
= —
: : o &
playing with the constant i g
i =
c1 (11‘1(1 +, < |H
one obtains (I)C-‘u(f’{ gil-k g
Q (=
*
I

I
*

playing with the

constant ¢ and +

S 3
C1,Ct et © R

Sai,cr C R3 complete

Figure 3.11: Ideea constructiei suprafetelor biconservative complete in S3.
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Figure 3.12: Proiectia lui ®¢,,c; pe planul Ox'2?.

YN

Figure 3.13: Curbura cu semn a curbei profil a lui Scl,cl*-

Figure 3.14: Curbura cu semn a curbei obtinutd proiectand ®¢, ¢+ pe planul Oz'z?.



CAPITOLUL 4

Suprafete biconservative in varietati riemanniene arbitrare

In acest capitol vom prezenta citeva proprietiti generale ale suprafetelor biconservative in varietiti
riemanniene oarecare. Vom gisi legatura dintre biconservativitate, proprietatea operatorului forma Apg
de a fi camp tensorial Codazzi, olomorfia functiei Hopf generalizatd si proprietatea suprafetei de a avea
curbura medie constanta. Apoi, vom descrie metrica gi operatorul forma Apy ale unei suprafete biconser-
vative CMC. In final, vom gisi o formuld de tip Simons pentru suprafetele biconservative si apoi o vom
folosi la studierea proprietatilor acestor suprafete.

Majoritatea rezultatelor din acest capitol sunt orginale si ele se pot regisi in [26]. Anumite rezultate

sunt cunoscute, dar obtinute intr-un alt mod.

4.1 Mai multe caracterizari ale subvarietitilor biconservative

In aceasti sectiune vom caracteriza subvarietitile biconservative care satisfac anumite ipoteze geometrice
aditionale.

Incepem prin studierea proprietitilor subvarietitilor cu Ay paralel, din moment ce ele sunt “cele mai
simple” suprafete biconservative. Mai intai, definim curburile principale ale unei subvarietati M™ a lui
N™ ca fiind functiile valori proprii ale lui Ag.

Propozitia 4.1. Fie p : M™ — N" o subvarietate gi \y > -+ > A\, curburile principale ale lui M.
Dacia VAg =0, atunci

(i) M este biconservativd;

(ii) Ai sunt functii constante pe M (in particular, M este CMC);
(iii) Agsy(Y) = Agep(X) = (RN(X,Y)H) ', pentru orice X,Y € C(TM);
(iv) trace Ay (-) = — trace (RV (., H))T

Vom gasi, mai tarziu in acest capitol, anumite rezultate reciproce ale acestei propozitii. Mai precis, in
cazul in care m = 2, vom ardta ci, sub anumite ipoteze “standard”, o suprafatd biconservativa satisface
VAg =0.

In cazul particular al suprafetelor, avem un rezultat mai puternic.

Propozitia 4.2. Fie ¢ : M? — N™ o suprafatd. Daci VAy = 0, atunci M este pseudoumbilicald sau
plata.

Daca (M™,g) este o varietate riemanniand si 7" este un cAmp tensorial simetric de tip (1,1), atunci
functiile valori proprii ale sale Ay > --- > \,, sunt functii constante pe M si, evident, T este un camp

tensorial Codazzi. Dacd m = 2, are loc si reciproca acestui rezultat.

26
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Propozitia 4.3. Fie (MQ,g) o suprafatd i T un cdmp tensorial simetric de tip (1,1). Fie Ay > Ao
functiile valori proprii ale lui T'. Dacd A1 st Ao sunt constante pe M si T este un camp tensorial Codazzi,
atunci VT = 0. Mai mult, daca A1 > Ao, atunci (Mz,g) este plata.

Dacd T' = Ay, atunci avem urmétorul rezultat.

Corolarul 4.4. Fie ¢ : M? — N" o suprafatd si A1 > o curburile principale ale lui M. Dacd A1 si Ao

sunt functii constante pe M si Ay este un camp tensorial Codazzi, atunci VAg = 0.

Notam ca, in general, Ay nu este un caAmp tensorial Codazzi. In ceea ce urmeazi, vom studia
proprietatile subvarietidtilor cu Ay cAmp tensorial Codazzi (din moment ce acesta este urmitorul pas

natural dupa cel in care am considerat Ay paralel), si legitura lor cu subvarietitile biconservative.
Propozitia 4.5. Fie p: M™ — N™ o subvarietate. Daca Ay este un camp tensorial Codazzi, atunci
(i) Av)L(H(Y) - AV%/H(X) = (RN(X, Y)H)T, pentru orice X,Y € C(TM);
(it) trace VAy = mgrad (|H|?);
(iii) trace Ag.p(-) = % grad (|H|?) — trace (RV (., H)-)T;
(iv) M este biconservativd dacd si numai dacd |H| este constantd.

In finalul acestei sectiuni consideram acele subvarietiti in forme spatiale, care au H paralel in fibratul

normal (subvarietatile PMC). Folosind ecuatia Codazzi, gisim urmitorul rezultat.
Propozitia 4.6. Fie ¢ : M™ — N™(c) o subvarietate PMC. Atunci

(i) M este biconservativa;

(i) Am este un camp tensorial Codazzi;
(iii) (VAg)(-,-),") este total simetric;

(iv) trace VAg = 0.

4.2 Proprietati ale suprafetelor biconservative

In aceasti sectiune vom gisi proprietitile cele mai importante ale suprafetelor biconservative in varietiti
riemanniene oarecare.

Unul din cele mai importante rezultate ale acestei sectiuni este Teorema EI0, dar inainte de a o
enunta, avem o lemi care are loc pentru un camp tensorial simetric de tip (1,1) oarecare, apoi Teorema

B9, esentiald in demonstratia Teoremei E_IT.

Lema 4.7. Fie (MZ,g) o suprafata si T un cdmp tensorial simetric de tip (1,1). Avem

(i)
leT = gradt — <Zlg, X2>X1 =+ <Zlg, X1>X2,

unde t = trace T, {X1, X2} este un camp local de baze ortonormate pe M gi

Z12 = (Vx,T) (X2) = (Vx,T) (X1);

(i) (T(0,),0,) este olomorfd daca gi numai dacd gradt = 2divT;
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(iii) (T(0.),0,) este olomorfa daca gi numai dacd
gradt = 2<Zlg,X2>X1 — 2<Zlg, X1>X2.
Observatia 4.8. Remarcam faptul ci (Z12, X2) X1 — (Z12, X1) X2 nu depinde de campul local de baze

ortonormate {X1, Xo2}. Deci, existd un unic cAmp vectorial global Z astfel incat pentru orice camp local

de baze ortonormate {X1, X2}, pe domeniul sdu de definitie, avem
Z = (Z12, X2) X1 — (Z12, X1) Xo.
Prin urmare, avem urmaitoarea formula globala
divTl = gradt — Z.
Lema B71 este ingredientul cheie in demonstratia urméatoarei teoreme.

Teorema 4.9. Fie (Mz,g) o suprafata i T un cdmp tensorial simetric de tip (1,1). Atunci oricare

doud din relatiile urmatoare implicd pe oricare din celelalte
(i) divT = 0;
(ii) t este constant;
(i) (T (9,),0,) este olomorfd;
(iv) T este camp tensorial Codazzi.
Considerand T' = S sau T' = Ay, obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 4.10. Fie ¢ : M? — N™ o suprafatd. Atunci oricare doud din relatiile urmatoare implicd pe

oricare din celelalte
(i) M este biconservativd;
(i) |H| este constantdi;
(111) (Am (0.),0.) este olomorfd;
(iv) Ap este camp tensorial Codazzi.
Folosind Corolarul B4 gi Teorema BT, se obtine urmatorul rezultat.

Teorema 4.11. Fie ¢ : M? — N™ o suprafatd biconservativi. Notam cu Ay $i Mo curburile principale
ale lui M. Daca A\ si Ao sunt constante pe M, atunci VAg = 0.

Din moment ce o suprafatda CMC intr-o formi spatiald 3-dimensionala este biconservativa, folosind

Teorema BEIT, obtinem usor urmitoarele proprietiti bine cunoscute ale suprafetelor CMC.
Corolarul 4.12. Fie ¢ : M? — N3(c), ¢ € R, o suprafata CMC. Atunci

(i) M este biconservativd;

(ii) Ap este cdmp tensorial Codazzi;

(i1i) (Am (0.),0,) este olomorfa.

Pentru o suprafatd PMC intr-o varietate oarecare, Ay nu este in mod necesar un camp tensorial

Codazzi, dar daca suprafata este biconservativi, atunci acest lucru are loc.
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Corolarul 4.13. Fie ¢ : M? — N™ o suprafatd biconservativa PMC'. Atunci Ag este camp tensorial
Codazzi si (RN(X, Y)H)—r = 0 pentru orice X, Y € C(TM).

Urmaitoarea teoremi descrie cu ajutorul lui | H| si a curburilor principale ale lui M metrica si operatorul

forma Ap pentru o suprafatd biconservativi CMC intr-o varietate oarecare.

Teorema 4.14. Fie ¢ : M? — N™ o suprafatd biconservativai CMC. Notdm cu A\ $i Mo curburile
principale al lui M gi cu p = Ay — Ao diferenta lor. Atunci, in jurul oricarui punct non-pseudoumbilical
p existd o hartd locald izotermd (U;u,v) care este i linie de curburd pentru Ay . Mai mult, pe U, avem

() = i<~,->o,

(Au(+),-) = (}32 + %) du® + (}32 - %) dv?,

HP? 1 HP? 1
Ag = (*' | +7) du @ 0y, + (7‘ | —f) dv ® Oy,
o 2 I 2

si Ay este dat de
sau, echivalent, de

unde (-,-)o este metrica euclidiand pe R?.
In cazul particular cand n = 3, obtinem cd p satisface

2 2

o)
+2u (KN+|H\2— 4|H2> =0, (4.1)

0 0
A p+|grad p

0

unde KV este curbura sectionald a lui N3 in lungul lui M?.

Observatia 4.15. Daca N este o forma spatiald 3-dimensionald, acelasi rezultat are loc fara ipoteza de
biconservativitate, din moment ce o suprafati CMC' este automat biconservativa.

Remarcidm cd, din moment ce K = —(A(log it))/2, urmatorul rezultat este evident.

Corolarul 4.16. Fie ¢ : M? — N™ o suprafatda biconservativi CMC'. Presupunem ci M este compactd

si nu are puncte pseudoumbilicale. Atunci M este topologic un tor.
Utilizand Teorema BT gi Corolarul B8, obtinem urmétorul rezultat.

Corolarul 4.17. Fie ¢ : M? — N™ o suprafatd biconservativi CMC'. Presupunem ci M este compactd
gi cd nu are puncte pseudoumbilicale. Dacd K > 0 sau K <0, atunci VAg =0 i K = 0.

Incheiem aceastd sectiune cu doua rezultate care, pe scurt, afirma cé o suprafatd biconservativi CMC

in N™ poate fi imersata si in N3(c) avand fie Ay, fie So, ca operator forma.

Teorema 4.18. Fie ¢ : M? — N™ o suprafatd biconservativi. Notam cu Ay $i Ao curburile principale

ale lui M corespunzatoare lui . Presupunem cd A1 §i Ao sunt constante §i Ay > Ao. Atunci
(i) existd local o suprafatd izoparametricd v : M? — N3(c) astfel incdt A%, este operatorul formd a
lui ¥ in directia cdmpului vectorial unitar normal, unde
2
K 4
c=——|H?|";
o |H
mai mult, |HY | = |H#|?.
(ii) existd local o suprafatd izoparametricd 1 : M? — N3(c) astfel incit S§ este operatorul formd a lui
¥ in directia campului vectorial unitar normal, unde

c=4(p? - [H?|");

mai mult, |HY | = 2|H? .
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Teorema 4.19. Fie ¢ : M? — N" o suprafatd biconservativd. Notim cu A1 and My curburile principale

ale lui M corespunzatoare lui ¢. Presupunem ca A1 $i Ao sunt constante si Ay = A2. Daca K = 0, atunci:

(i) existd local o suprafatd umbilicald v : M?* — N3(c) astfel incit A%, este operatorul forma a lui 1

in directia campului vectorial unitar normal, unde
c=—|H?";
mai mult, |H"| = |H?|?.

(ii) existd local o suprafatd umbilicald ¢ : M? — N3(c) astfel incdt S5 este operatorul formd al lui v

in directia campului vectorial unitar normal, unde
4
c=—4|H?[";

mai mult, |H"| = 2 |H?|.

4.3 O formula de tip Simons pentru S,

Dupa cum am mentionat deja, vom prezenta aici anumite rezultate reciproce ale Propozitiei B0 (vezi
Teorema E—T1l, Teorema E=23 pentru cazul compact, si Teorema pentru cazul complet non-compact).

Ca si in sectiunea anterioard, vom calcula mai intai rough Laplacian A®T pentru un camp tensorial
simetric T de tip (1,1) oarecare pe M cu divT = 0, si apoi A®S,.

Propozitia 4.20. Fie (MQ,g) o suprafatd gi T un camp tensorial simetric de tip (1,1). Presupunem cd
divl = 0. Atunci
trace (V?T) = 2KT — tKI — (At)I — V grad . (4.2)

Folosind (E32), putem calcula laplacianul pdtratului normei lui S si obtinem o formula de tip Simons

(aici, in locul formei a doua fundamentald avem tensorul bitensiune-impuls).
Propozitia 4.21. Fie o : M? — N" o suprafatd biconservativa. Atunci

IA1S:) = 2K [Saf* + div (((Sa, grad (|7(2)1*))*) + K| (9)]*
(4.3)
+3A (Ir(@)I") + [grad (1)) [* = [VSa .

Integrand ecuatia (B23) obtinem urmitoarea formula integrali.

Propozitia 4.22. Fie ¢ : M? — N" o suprafatd biconservativi compactd. Atunci

/M (W52|2 +2K (|52|2 - lT(;D) >) Vg = /M lgrad (I7(#)2)]” vy, (4.4)

‘ 4

sau, echivalent,

)
/ (IVAul® +2K (|Aul® = 21 H[*)) v, = 5/ |grad (|H[?)|* v,. (4.5)
M M
Din (E3) se obtine ugor urméitorul rezultat.

Teorema 4.23. Fie ¢ : M? — N" o suprafatd biconservativi CMC compacti. Daci K > 0, atunci
VAg =0 gi M este platd sau pseudoumbilicald.

In cele ce urmeaza, studiem suprafetele biconservative complete care nu sunt compacte.

Teorema 4.24. Fie ¢ : M? — N o suprafatd biconservativi CMC completd care nu este compactd si

N
presupunem K > 0. Dacd Riem < kg, unde ko este o constantd nenegativd, atunci VAg = 0.
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4.3.1 Exemple de subvarietiti cu VA =0

Dupé cum am vizut, o suprafatd PMC intr-o forma spatiala N™(c), n > 4, este, in mod trivial, biconser-
vativd. Dar, daca suprafata este doar CMC, atunci ea nu este obligatoriu biconservativi. In R*, au fost
obtinute toate suprafetele biconservative CMC care nu sunt PMC. Ele sunt date de imersia izometricd
¢ : R? = R* definita prin

o(u,v) =7(u) + (v + a)ey,
unde 7 : R — R3 este o curbi netedd parametrizatd prin lungime de arc cu curbura constantd pozitivi
K §i torsiunea 7 = 0. Printr-un calcul direct, obtinem ca forma a doua fundamentald a suprafetei este

determinata de

B (0, 0u) = k(u)N(u), B (0y,0,) =0, B (0y,0y) =0,

unde {7T'(u), N(u), B(u)} este reprerul Frenet pentru curba 7. Apoi, se obtine expresia campului vectorial
curburd medie
H(u,v) = gN(u),

expresia operatorului forma Apg

2
Ay (8y) = %am Ay (8,) =0

si
Vi H = Sr(Nw), V5 H=0.

Este usor de vazut cd daca ¢ este o imersie biconservativa, i.e., satisface
2 R T
grad (|H|*) + 2trace Ay g (+) + 2 trace (R (,H)) =0.

Deci, ¢ satisface toate ipotezele Teoremei care implica faptul cad Ay este paralel, un fapt care poate

fi verificat i printr-un calcul direct.
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