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Rezumat

Prezenta teză include o serie de rezultate clasice şi originale, referitoare la dinamica cor-

purilor cereşti naturale sau artificiale. Un accent deosebit este pus pe studiul rezonanţelor,

fiind vizate aspecte privind modelarea analitică şi numerică a acestora. Teza a fost elabo-

rată de autor pe perioda studiilor sale, atât ca student doctorand, cât şi ca asistent de

cercetare al Universităţii Alexandru Ioan Cuza din Iaşi ı̂n cadrul proiectului Stardust-R

Innovative Training Network, finanţat prin programul Marie Sk lodowska-Curie. Teza ı̂s, i

propune să culeagă o serie de rezultate relevante obţinute ı̂n domeniul mecanicii cereşti şi

şi al s,tiint,elor spat, iale. Cu toate că principalele rezultate originale se referă la dinamica

deşeurilor spat, iale, multe dintre subiectele discutate ı̂n prezenta teză pot fi adaptate la

teoria dinamicii particulelor aflate ı̂n vecinătatea corpurilor extinse, de formă neregulată,

cum ar fi asteroizii care populează sistemul nostru solar. Programele FORTRAN plarrt,

disponibile online la adresa https://github.com/bubberio/plarrt, au fost realizate ca

instrument de lucru ce ı̂nsoţeşte prezenta teză cu scopul de a utiliza nu doar rezultate

teoretice dar s, i instrumente numerice deosebit de utile precum metodele Runge-Kutta

pentru propagarea orbitelor s, i indicatorul FLI pentru a distinge obitele haotice faţă de

cele regulate. Toate simulările numerice prezentate ı̂n acestă teză au fost realizate ı̂n mod

independent de către autor folosind un astfel de cod. Cu excepţia unor cazuri singulare

pentru care este menţionată sursa, toate figurile au fost obţinute de autor.

Noţiuni preliminare

Pentru prezentarea rezultatelor tezei, sunt descrise mai ı̂ntâi câteva noţiuni preliminare,

inclusiv legile fundamentale ale mecanicii, aspecte din domeniul sistemelor dinamice, pro-

prietăţi ale punctelor fixe s, i ale varietăt, ilor invariante asociate. Mişcarea studiată ı̂n

prezenta teză este descrisă de o serie de ecuat,ii diferent,iale ordinare, care modelează modul

ı̂n care o anumită mărime, cum ar fi pozit, ia unei particule infinitezimale, se modifică ı̂n

timp ca urmare a unor accelerări datorate unei fort,e date. Se reamintesc câteva noţiuni

legate de formalismul hamiltonian, unde evolut, ia unui sistem dat este descrisă ı̂n termenii

unei funct, ii netede H = H(q,p), care depinde de coordonatele canonice q s, i de impul-

surile conjugate p, unde q, p ∈ Rn, iar n este numărul de grade de libertate al problemei

considerate. Ecuat, iile care descriu mis,carea, numite ecuat,iile canonice ale lui Hamilton
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Table 1: Tabelul Butcher pentru metoda Runge-Kutta de ordinul 6 cu 7 etape.

sunt date de 
q̇i =

∂H

∂pi
,

ṗi = −∂H
∂qi

,

i = 1, 2, . . . , n. (1)

Sunt prezentate teorema lui Liouville privind integrabilitatea sistemelor hamiltoniene s, i

derivarea variabilelor unghiuri–acţiuni (φ, I), care permit rescrierea unui sistem hamilto-

nian integrabil numai ı̂n termenii act, iunilor I, adică K = K(I). Mai mult, sunt prezentate

formulările hamiltoniene ale unor probleme clasice, inclusiv problema pendulului sim-

plu. Sunt amintite s, i metodele numerice de rezolvare a ecuat, iilor diferent, iale ordinare,

s, i anume clasa metodelor Runge-Kutta cu un singur pas s, i algoritmul predictor–corector

Adams-Bashfort-Moulton care implică metode liniare explicite s, i implicite cu mai mulţi

paşi. Codul sursă plarrt include implementarea metodei Runge-Kutta de ordinul 6 cu 7

etape (RK6) ı̂n limbajul de programare FORTRAN. Tabloul Butcher care defines,te această

metodă este dat ı̂n Tabelul 1. Schema Adams-Bashfort-Moulton a fost, de asemenea, im-

plementată s, i folosită ca alternativă ı̂n diverse probleme. Menţionăm că renumitul cod

ode, implementat de Shampine s, i Gordon (disponibil gratuit online), poate fi interfat,at

cu plarrt atunci când este nevoie de o acuratet,e maximă.

Problemele dinamicii spat, iale sunt modelate ı̂n mod realist prin considerarea acţiunii

concomitente a diverse forţe, care pot fi atât gravitat, ionale, cât s, i negravitat, ionale. Mo-

delarea analitică a interact, iunilor complexe dintre forţe diferite este dificilă. De multe ori,
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Figure 1: Schema problemei celor două corpuri pentru două mase punctuale (sau echiva-

lent două corpuri sferice).

aceste interacţiuni conduc la comportamente haotice. În scopul analizării unor astfel de

mişcări, este folosit indicatorul FLI (Fast Lyapunov Indicator), un instrument numeric,

dezvoltat la sfârs, itul anilor 1990, cu numeroase aplicaţii ı̂n ultimul deceniu. Indicatorul

FLI este folosit pentru a distinge ı̂ntre mis,cările haotice s, i mis,cările regulate. În practică,

este utilizat pentru a oferi o reprezentare vizuală a spat, iului fazelor unei probleme date.

În cadrul tezei, indicatorul FLI este utilizat pentru a analiza dinamica rezonanţelor, trasa

”numeric” ı̂n spaţiul fazelor varietaţile invariante asociate punctelor fixe hiperbolice şi

pentru a detecta apariţia comportamentelor haotice.

Mişcarea kepleriană

Pentru a descrie mis,carea corpurilor ceres,ti, este potrivit să considerăm mai ı̂ntâi o apro-

ximare simplă a problemei, iar apoi să adăugăm mici perturbat,ii. Aproximând cele două

corpuri prin mase punctuale, reamintim mai ı̂ntâi câteva detalii referitoare la problema

clasică (kepleriană) a celor două corpuri (vezi Figura 1). Problema restrânsă a celor

două corpuri este introdusă ca o versiune echivalentă a problemei celor două corpuri care

aproximează cazul ı̂n care o masă este mult mai mare decât cealaltă, adică se referă la

cazul problemei satelitului, unde un obiect de masă neglijabilă se mişcă ı̂n jurul unui corp

masiv. Exemple de obiecte a căror mişcare poate fi modelată prin problema satelitului

includ majoritatea planetelor s, i respectiv satelit, ilor artificiali ai Pământului. Ecuat, iile de

mis,care care guvernează mişcarea satelitului sunt date de

Mr̈ = −GMMtot

r3
r, (2)

unde M este masa redusă, Mtot este masa totală a sistemului s, i r = ∥r∥. Fort,a gravitat, io-

nală este conservativă, astfel accelerat, ia poate fi exprimată ca gradientul unui potent, ial

U , dat de

U =
GMtot

r
. (3)
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Figure 2: Reprezentarea geometrică a variabilelor unghiulare care aparţin mulţimii elementelor
orbitale kepleriene. Punctele � s, i � reprezintă nodul ascendent s, i, respectiv, descendent.

Folosind argumente geometrice, se poate arăta că traiectoria satelitului poate fi descrisă

prin ecuat, ia focală a unei conice

r =
a(1 − e2)

1 + e cos f
, (4)

unde a este semi-axa mare, e este excentricitatea orbitei, iar f este anomalia adevărată.

Aceasta din urmă descrie pozit, ia obiectului de-a lungul orbitei sale. Mai mult, se poate

descrie pozit, ia ı̂n spat, iu a orbitei prin intermediul a trei unghiuri, ı̂nclinat,ia planului

orbital i, argumentul pericentrului ω s, i ascensia dreaptă a nodul ascendent Ω, sau RAAN,

vezi Figura 2. Utilizând integralele prime ale problemei, se poate arăta că toate mărimile

necesare pentru a descrie traiectoria sunt constante, cu excepţia anomaliei adevărate. Mai

mult, pentru simplitate, putem descrie pozit, ia de-a lungul orbitei folosind anomalia medie

M , care variază liniar ı̂n timp. Prin urmare, ı̂n mod uzual, orbita kepleriană a unui corp

este exprimată folosind elementele orbitale kepleriene (a, e, I, ω,Ω,M).

Deoarece elementele orbitale nu sunt variabile canonice, se reamintes,te formularea

hamiltoniană a problemei, ı̂mpreună cu derivarea variabilelor Delauney (sau echivalent

a elementelor Delauney), care sunt variabile unghiuri–acţiuni asociate mis,cării eliptice

kepleriane. Variabilele Delauney sunt

(L,G,H, ℓ, g, h), (5)

unde (L,G,H) sunt impulsurile canonice, ı̂n timp ce unghiurile canonice conjugate sunt
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n m Cnm Snm
2 0 -1.0826261E-03 0.0000000E+00

2 1 -0.0002670E-06 0.0017873E-06

2 2 1.5746200E-06 -0.9038700E-06

3 0 2.5324100E-06 0.0000000E+00

3 1 2.1931500E-06 0.2680870E-04

3 2 0.3090400E-06 -0.2114310E-04

3 3 0.1005830E-06 0.1972220E-06

4 0 1.6199000E-06 0.0000000E+00

4 1 -0.5086400E-06 -0.4492650E-06

4 2 0.0783740E-06 0.1481350E-06

4 3 0.0592150E-06 -0.0120090E-06

4 4 -0.0039830E-06 0.0065250E-06

Table 2: Coeficient, ii armonici sferici ai Pământului, până la gradul s, i ordinul patru.

(ℓ, g, h). Aceste variabile pot fi exprimate ı̂n termenii elementelor orbitale kepleriene prin

L =
√
µa, G = L

√
1 − e2, H = G cos i.

ℓ = M, g = ω, h = Ω.
(6)

Prin urmare, problema celor două corpuri este exprimată folosind variabilele Delauney,

reducând Hamiltonianul la forma simplă

K = − µ2

2L2
. (7)

Dinamica ı̂n jurul unui corp extins

Primul pas necesar pentru a cres,te fidelitatea modelului dinamic este să renunt, ăm la

aproximarea făcută, conform căreia corpul masiv este asimilat unui punct material, şi să

descriem cum să modelăm un potent, ial gravitat, ional ne-central care apare ı̂n urma unei

distribut, ii de masă care nu are simetrie sferică. Prezenta teză ia ı̂n considerare două

metode: dezvoltarea ı̂n serie clasică a potent, ialului folosind funct,ii armonice sferice s, i

o metodă care presupune că corpul extins poate fi modelat ca un poliedru cu densitate

constantă.

Pentru ı̂nceput este prezentată dezvoltarea ı̂n serie a potent, ialului folosind funct, ii ar-

monice sferice ı̂n forma sa generală, exprimată ı̂n termenii polinoamelor Legendre asociate

s, i care se poate exprima fie ı̂n coordonate sferice, fie carteziene:

U =

∞∑
n=0

n∑
m=0

1

rn+1
Pnm(cos θ)[Cnm cosmϕ+ Snm sinmϕ]. (8)

După introducerea coeficient, ilor armonici sferici nenormalizaţi, amintim cum aces,tia pot
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Figure 3: Reprezentarea poliedrică a asteroidului (101955) Bennu.

fi utilizat, i pentru a descrie distribut, ia internă a masei unui corp extins dat:

Cnm =
2 − δ0m
ME

(n−m)!

(n+m)!

y

V

(
s

R

)n

Pnm(cos θ′) cos(mϕ′)ρ(s)d3s,

Snm =
2 − δ0m
ME

(n−m)!

(n+m)!

y

V

(
s

R

)n

Pnm(cos θ′) sin(mϕ′)ρ(s)d3s,

(9)

unde ME este masa corpului extins. Potent, ialul U poate fi folosit pentru a determina

accelerat, ia ı̂n coordonate carteziene, prin simpla calculare a gradientului acestuia ı̂n raport

cu variabilele (x, y, z). Însă, formula de mai sus nu poate fi folosită pentru determinarea

variaţiilor elementelor orbitale. O solut, ie este utilizarea dezvoltării ı̂n serie a lui Kaula,

[28], care oferă o expresie a potent, ialului corpului extins ı̂n termenii elementelor orbitale

kepleriene:

U =

∞∑
n=0

n∑
m=0

GMER
n

an+1

n∑
p=0

Fnmp(i)

∞∑
q=−∞

Gnpq(e)Snmpq(ω,Ω,M, ν), (10)

unde

Snmpq =
[

Cnm

−Snm

]l−m even

l−m odd
cos[(n− 2p)ω + (n− 2p+ q)M +m(Ω − ν)]

+
[
Snm

Cnm

]l−m even

l−m odd
sin[(n− 2p)ω + (n− 2p+ q)M +m(Ω − ν)].

(11)

Remarcăm că rotat, ia corpului central ı̂n jurul axei sale este descrisă de variabila ν, ı̂n

timp ce Fnmp(i) şi Gnpq(e) reprezintă funcţiile de ı̂nclinaţie şi respectiv funcţiile de ex-

centricitate.
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Studiul potent, ialului unui poliedru cu densitate constantă ([54]) a fost impulsionat

de disponibilitatea unui număr mare de forme poliedrice ale obiectelor ceres,ti obţinute ı̂n

urma misiunilor spaţiale care explorează sistemul nostru Solar. Un exemplu de reprezentare

vizuală a unui model de formă poliedrică este prezentat ı̂n figura 3, care redă forma aste-

roidului (101955) Bennu1. Ipoteza conform căreia corpul central are densitate constantă

ar putea fi percepută ca fiind restrictivă. Cu toate acestea, mult, i asteroizi din centura

principală de asteroizi au o densitate aproape constantă.

După descrierea instrumentelor geometrice necesare pentru a preciza pozit, ia relativă a

corpului extins s, i a satelitului modelat printr-un punct material sunt obţinute următoarele

formule:

• Potenţialul gravitaţional

U =
1

2
Gσ

∑
e ∈ edges

re · Ee · re · Le −
1

2
Gσ

∑
f ∈ faces

rf · Ff · rf · ωf (12)

• Acceleraţia

∇U = −Gσ
∑

e ∈ edges

Ee · re · Le +Gσ
∑

f ∈ faces

Ff · rf · ωf (13)

• Matricea gradient

∇∇U = Gσ
∑

e ∈ edges

Ee · Le −Gσ
∑

f ∈ faces

Ff · ωf , (14)

• Laplacianul

∇2U = −Gσ
∑

f ∈faces

ωf . (15)

Matricele Ee s, i Ff , definite ı̂n teză, sunt simetrice s, i corespund unei muchii s, i, respectiv,

unei fet,e. Cantitatea ωf , necesară pentru a calcula laplacianul, are următoarea formă ı̂n

cazul unui poliedru cu fet,e triunghiulare.

ωf =
x

triangle

∆z

r3
dS = 2 arctan

ri · rj × rk
rirjrk + ri(rj · rk) + rj(rk · ri) + rk(ri · rj)

, (16)

unde ri, rj s, i rk sunt vectorii care unesc punctul câmpului cu vârfurile feţei triunghiulare,

ordonat, i astfel ı̂ncât normala fet,ei să fie orientată spre exterior.

Remarcăm formula simplă pentru laplacian. Aceasta este deosebit de convenabilă ı̂ntr-

un scenariu ı̂n care poliedrul aproximează un corp cu formă foarte neregulată, deoarece

laplacianul poate fi folosit pentru a determina dacă punctul câmpului este ı̂n interiorul sau

ı̂n afara poliedrului. Astfel, suma de mai sus este nulă numai când punctul câmpului este

1(101955) Bennu este un asteroid NEA (Near Earth Asteroid) care a fost t, inta misiunii
OSIRIS-REx (vezi [6]). Această misiune a colectat fragmente de materie de pe suprafaţa aster-
oidului şi le-a adus pe Pământ.
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Figure 4: Evolut, ia elementelor orbitale ale unui satelit care orbitează ı̂n jurul asteroidului

Bennu.

ı̂n afara poliedrului. Deoarece cantităt, ile ωf sunt necesare pentru a calcula accelerat, ia

unui corp care orbitează poliedrul, calculul laplacianului oferă o metodă de detectare

rapidă a intrărilor/ies, irilor, fără resurse suplimentare.

Un exemplu este prezentat ı̂n figura 4, care arată evolut, ia elementelor orbitale (cu

except, ia anomaliei medii) ale unui satelit care orbitează ı̂n jurul asteroidului Bennu. Or-

bita corespunde condit, iilor init, iale a0 = 400m, e0 = 0, 001, i0 = 30◦, ω0 = 45◦, Ω0 = 30◦

s, i M0 = 180◦, timpul total de integrare este de aproximativ 19 zile, până când satelitul

se ciocneşte de asteroid.

În principiu, această metodă, pe care o vom numi ı̂n continuare dinamica poliedrului, se

poate folosi pentru a modela mis,carea unui corp infinitezimal care orbitează un asteroid

dat. Cu toate acestea, testele numerice care utilizează codul plarrt arată că această
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n m Cnm Snm n m Cnm Snm
0 0 1.0000000 0 5 3 - 5.970015E-06 2.870480E-06

1 0 2.154569E-05 0 5 4 4.783943E-06 -1.502941E-06

1 1 1.503074E-04 -3.1032743E-06 5 5 5.445080E-07 5.999735E-07

2 0 -2.826462E-02 0 6 0 -3.3880350E-03 0

2 1 1.371946E-06 -1.3425662E-07 6 1 3.5032387E-04 -9.3651971E-06

2 2 2.696969E-03 -5.3982740E-06 6 2 3.4467426E-05 -1.3498088E-05

3 0 8.985971E-03 0 6 3 1.0520645E-05 -7.5062734E-06

3 1 1.028504E-03 1.0152399E-03 6 4 -7.5171068E-07 -9.9541588E-07

3 2 2.175383E-05 2.2954929E-05 6 5 4.2447140E-08 -1.7527133E-07

3 3 2.241432E-04 -7.7688388E-05 6 6 6.2035740E-08 -2.9571149E-09

4 0 1.594519E-02 0 7 0 1.1060811E-03 0

4 1 1.997188E-0 9.1852075E-04 7 1 1.2040838E-04 7.8057602E-05

4 2 -2.505303E-04 8.7344928E-05 7 2 1.3391124E-06 2.5729814E-06

4 3 -3.327548E-05 2.9055773E-06 7 3 1.6182732E-07 -8.1730514E-07

4 4 2.394719E-05 3.4124413E-05 7 4 -1.5426714E-08 1.1347929E-07

5 0 -1.914364E-03 0 7 5 -7.3838247E-08 1.5887688E-09

5 1 2.071309E-04 -4.1788926E-05 7 6 -6.7912956E-09 7.4592830E-09

5 2 3.678853E-05 -8.8653134E-05 7 7 5.7264210E-09 -2.2932176E-09

Table 3: Coeficienţii armonici sferici nenormalizaţi ai asteroidului Bennu, extraşi din

fis, ierul Bennu Radar.obj.

metodă este costisitoare din punct de vedere computat, ional s, i nepotrivită pentru calcule

pe termen lung, deoarece costurile sale de calcul depind de numărul de vârfuri s, i fet,e

ale modelului luat ı̂n considerare. Pentru a rezolva această problemă, codul numeric

include implementarea FORTRAN a unui subprogram, dezvoltat pe baza teoriei descrise

ı̂n articolul [53], pentru a calcula coeficienţii armonici sferici asociaţi unui poliedru cu

densitate constantă. Metoda exploatează o relat, ie de recurenţă obţinută din proprietăt, ile

polinoamelor Legendre asociate. Aceast subprogram a fost testat pe un număr mare

de modele de formă poliedrică, iar rezultatele au fost colectate ı̂ntr-un proiect numit

Asteroid spherical harmonic coeficients database (ASHCD) coordonat de autor şi care este

accesibil gratuit la cerere. Spre exemplu, lista coeficient, ilor armonici sferici ai asteroidului

Bennu este prezentată ı̂n tabelul 3. Utilizarea coeficient, ilor armonici sferici calculat, i

numeric permite propagarea orbitelor la un cost de calcul mult mai mic comparativ cu

dinamica poliedrului. Cu toate acestea, dinamica poliedrului este exactă până la suprafat,a

obiectului, ı̂n timp ce dinamica armonicilor sferice poate fi utilizată numai ı̂n afara sferei

Brillouin, adică ı̂n afara celei mai mici sfere care circumscrie obiectul.

Problema celor două corpuri perturbată

Implementarea unui model cartezian pentru potent, ialul s, i accelerat, ia gravitat, ională per-

mite propagarea numerică a orbitelor des,eurilor spat, iale aflate ı̂n vecinătatea unui corp

extins. Cu toate acestea, un astfel de model nu permite realizarea unor predicţii privind
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Figure 5: Comparat, ie a magnitudinii perturbat, iilor care influent,ează mis,carea orbitală a unui
obiect care orbitează necontrolat ı̂n jurul Pământului. Dacă raportul arie-pe-masă este suficient
de mare, atunci efectul SRP (liniile orizontale ı̂ntrerupte) domină perturbat, iile lunisolare (liniile
portocalii s, i roz), cel put, in ı̂n regiunile LEO superioare s, i MEO inferioare. Termenul cel mai
important al geopotent, ialui este cel corespunzător lui J2.

mişcarea deşeurilor, care este de fapt scopul principal al studiului dinamicii des,eurilor

spat, iale. Chiar dacă este posibil să se facă predict, ii simple asupra mişcării unor obiecte

din spaţiul cosmic folosind rezultatele clasice ale problemei celor două corpuri, totuşi

dinamica kepleriană nu este suficient de exactă pentru a descrie dinamica complexă a

Sistemul Solar şi a dinamicii obiectelor aflate ı̂n mediul circumterestru. Un rezultat bine-

cunoscut al lui Henri Poincaré (1854-1912) afirmă că problema celor N -corpuri nu este

integrabilă ı̂n sens Liouville pentru N ≥ 3. Cu toate acestea, pe baza unor ipoteze pre-

liminare, este posibilă modelarea unor probleme care apar ı̂n astrodinamică folosind o

aproximare rezonabilă ce permite determinarea unor solut, ii explicite.

Fie

U = U0 + R (17)

potent, ialul forţelor, unde U0 este potent, ialul gravitat, ional asociat problemei celor două

corpuri s, i R este o funcţie perturbatoare (mărimea forţei asociate este mult mai mică

comparativ cu mărimea forţei gravitaţionale din problema celor două corpuri). Deoarece

perturbat, ia este mică, ne as,teptăm ca elementele orbitale ale elipsei osculatoare să se

modifice lent ı̂n timp. Pentru a descrie modul ı̂n care elementele kepleriene variază sub

efectul unor mici perturbat, ii se pot folosi ecuat, iile planetare ale lui Lagrange:
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

da

dt
=

2

na

∂R

∂M
,

de

dt
=

1

na2e

[
(1 − e2)

∂R

∂M
−
√

1 − e2
∂R

∂ω

]
,

di

dt
=

1

na2
√

1 − e2

(
cot i

∂R

∂ω
− 1

sin i

∂R

∂Ω

)
,

dM

dt
= n− (1 − e2)

na2e

∂R

∂e
− 2

na

∂R

∂a
,

dω

dt
=

√
1 − e2

na2e

∂R

∂e
− cot i

na2
√

1 − e2
∂R

∂i
,

dΩ

dt
=

1

na2
√

1 − e2 sin i

∂R

∂i
.

(18)

Dacă forţele perturbatoare nu sunt conservative, cum este cazul unui sistem disipativ, se

pot utiliza ecuaţiile lui Gauss:

da

dt
=

2

n
√

1 − e2

(
Se sin f +

pT

r

)
,

de

dt
=

√
1 − e2

na
[S sin f + T (cosE + cos f)] ,

di

dt
=

Wr cosu

na2
√

1 − e2
,

dΩ

dt
=

Wr sinu

na2
√

1 − e2 sin i
,

dϖ

dt
=

√
1 − e2

nae

[
−S cos f + T

(
1 +

r

p

)
sin f

]
+ 2

dΩ

dt
sin2 i

2
,

dϵ

dt
=

e2

1 +
√

1 − e2
dϖ

dt
+ 2

√
1 − e2 sin2 i

2

dΩ

dt
− 2

rS

na2
.

(19)

În ecuat, iile de mai sus, S, T s, i W sunt componentele radială, transversală s, i normală ale

rezultantei forţelor perturbatoare. Prin aceste două tipuri de ecuaţii se pot descrie efectele

induse de perturbaţiile cele mai importante ı̂n problema mişcării unui satelit artificial al

Pământului.

Cele mai importante perturbaţii care influent,ează mis,carea orbitală a unui satelit

al Pământului sunt prezentate ı̂n figura 5. În această figură este reprezentată magni-

tudinea forţelor ı̂n funct, ie de distant,a de la centrul Pământului. Efectele induse de aceste

perturbaţii sunt investigate folosind cele două tipuri de ecuat, ii de mai sus.

Pentru a obt, ine informat, ii relevante referitoare la evoluţia pe termen lung a elementelor

orbitale, se poate studia dinamica seculară prin medierea funcţiei perturbatoare ı̂n raport

11



Figure 6: Propagarea orbitei unui satelit care se mişcă ı̂n jurul Pământului ı̂n regiunea GEO,
pe o durată de 30 de zile. Modelul hamiltonian neglijează termenii teserali s, i sectoriali. Linia
portocalie corespunde dinamicii hamiltoniene mediate, ı̂n timp ce curba albastră este obţinută
prin propagarea ecuaţiilor carteziene care iau ı̂n considerare toate efectele. Elementele orbitale
init, iale sunt a0 = 42500 km, e0 = 0.005, i0 = 30◦, ω0 = 30◦ s, i Ω0 = 30◦.

cu anomalia medie M a satelitului, care este o variabilă rapidă ı̂n cazul dinamicii ke-

pleriene. Apoi, folosind propagatoare numerice se poate compara evoluţia elementelor

orbitale medii s, i osculatoare, ca ı̂n figura 6. De exemplu, efectul secular al aplatizării

Pământului este descris de relaţiile

Ṁ ≃

[
6135.7

(
R

a

) 3
2

− 4.98

(
R

a

) 7
2 (1 − 3 cos2 i)

(1 − e2)
3
2

]
◦/day,

ω̇ ≃ 4.98

(
R

a

) 7
2 (5 cos2 i− 1)

(1 − e2)2
◦/day,

Ω̇ ≃ − 9.97

(
R

a

) 7
2 cos i

(1 − e2)2
◦/day.

Forma generală a funct, iei perturbatoare datorată efectelor gravitat, ionale exercitate de
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Figure 7: Reprezentarea schematică a presiunii radiaţiei solare ı̂n cazul unui reflector plat.

un al treilea corp (Soarele sau Luna) este dată de:

R3b =µ3b

∞∑
n=2

l∑
m=0

n∑
p=0

∞∑
q=−∞

∞∑
j=−∞

an

an+1
3b

ϵm
(n−m)!

(n+m)!

×Fnmph(i, i3b)Hnpq(e)Gnhj(e3b) cos(φlmphqj),

(20)

unde sufixul 3b este folosit pentru a eticheta elementele kepleriene ale celui de-al treilea

corp. Deoarece variaţia elementelor orbitale ale Lunii, atunci când acestea sunt raportate

la ecuatorul ceresc, este neliniară, urmând [14] sunt exprimate elementele orbitale ale Lunii

fat,ă de planul eclipticii. Pentru a studia variaţiile seculare ale elementelor orbitale ale

unui satelit, sunt prezentate s, i funcţiile perturbatoare dublu-mediate R⊙ s, i RM datorate

infuenţei Soarelui şi respectiv Lunii, obt, inute prin medierea ı̂n raport cu anomaliile medii

ale satelitului şi Soarelui, respectiv a Lunii.

De asemenea, sunt analizate consecinţele datorate acţiunii a două perturbaţii negravita-

ţionale, şi anume presiunea radiat,iei solare s, i efectul Yarkovsky. Acesta din urmă este

dat ca exemplu de efect care induce o variat, ie seculară a semi-axei mari. Studiul presiunii

radiaţiei solare este punctul central al ultimei părt, i a tezei.

Pentru a simplifica studiul dinamicii induse de presiunea radiat, iei solare, adoptăm

următoarele ipoteze:

• deşeurile spat, iale se comportă ca şi corpul negru, adică lumina solară absorbită nu

este reemisă;

• deşeurile spat, iale sunt oglinzi perfecte, adică fotonii care cad pe suprafet,e netede se

supun legilor reflexiei;

• intensitatea luminii difuzate este proport, ională cu cosinusul unghiului β dintre nor-

mala la dS s, i direct, ia luminii solare;
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• suprafat,a elementară dS se comportă ca o combinat, ie liniară a trei modele fizice,

adică aceasta este o combinat, ie ı̂ntre un corp negru, o oglindă perfectă s, i un difuzor.2

Dacă deşeurile au o formă simplă, atunci fort,a indusă de presiunea radiat, iei solare poate

fi exprimată prin

FSRP = −Φ⊙A

c
s, (21)

unde A este sect,iunea transversală efectivă, a cărei expresie este simplă pentru forme de

bază, cum ar fi un panou plat sau o sferă (vezi [49]), Φ⊙ este fluxul solar, c reprezintă

viteza luminii, iar s este vectorul unitar orientat spre Soare.

Pentru a obţine un model unitar care redă cu o bună acurateţe influenţa presiunii

radiaţiei solare, se presupune că satelitul/deşeul spaţial este o sferă, ceea ce, ı̂mpreună cu

considerat, iile anterioare, echivalează cu presupunerea că lumina solară cade ı̂ntotdeauna

perpendicular pe suprafat,a obiectului, adică forţa este tot timpul paralelă cu direcţia

razelor solare s. Acest model este foarte util ı̂ntrucât oferă o descriere a posibilelor orbite

spat, iale, dar poate fi utilă s, i pentru a caracteriza cu precizie dinamica unei vele solare, a

cărei orientare se poate schimba continuu, astfel ı̂ncât lumina soarelui să cadă ı̂ntotdeauna

perpendicular pe aceasta. Expresia carteziană a fort,ei datorate presiunii radiaţiei solare,

care acţionează asupra unui corp din vecinătatea Pământului este dată de

FSRP = CrPra
2
⊙
A

m

r− r⊙
∥r− r⊙∥3

, (22)

unde Cr, Pr şi a⊙ sunt constante, iar A/m reprezintă parametrul arie-pe-masă.

În plus, dacă se adoptă modelul descris mai sus, forţa datorată presiunii radiat, iei solare

este conservatoare. Astfel, se poate obţine următoarea expresie pentru funcţia perturba-

toare coespunzătoare presiunii radiat, iei solare, dezvoltare ı̂n serie care este asemănătoare

cu expresia funcţiei perturbatoare corespunzătoare unui al treilea corp:

RSRP = − CrPr
A

m

∞∑
n=1

l∑
m=0

n∑
p=0

∞∑
q=−∞

∞∑
j=−∞

an

an−1
⊙

ϵm
(n−m)!

(n+m)!

×Fnmph(i, i⊙)Hnpq(e)Gnhj(e⊙) cos(φlmphqj).

(23)

Mişcări rezonante

Testele numerice referitoare la problema mişcării unui satelit sugerează că influenţa unei

anumite perturbat, ii poate fi intensificată dacă satelitul se află ı̂n anumite regiuni ı̂n spat, iul

fazelor asociat problemei. Pentru a justifica această afirmaţie observăm mai ı̂ntâi că prin-

cipale perturbaţii au fost exprimate ı̂n serii Fourier (infinite). Forma generală a fiecărui

termen este dată de

Rσ ∝ a−ℓF (i)G(e) cos(σ), (24)

unde funct, iile F s, i G se exprimă cu ajutorul funct, iilor de ı̂nclinare Kaula s, i funct, iilor de

excentricitate determinate din coeficient, ii Hansen. Unghiul σ este o combinat, ie liniară

2Parametrii care codifică absorbt,ia, reflexia s, i difuzia radiat, iei solare descriu complet pro-
prietăt, ile optice ale corpului fizic.
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cu coeficient, i ı̂ntregi a unghiurilor ce descriu orbita satelitului s, i, eventual, a orbitei unui

corp perturbator. În cazul unui corp care se roteşte uniform ı̂n jurul axei sale, cum ar fi

Pământul, σ poate depinde liniar şi de variabila unghiulară care descrie rotat, ia corpului.

În general, argumentul funcţiei trigonometrice cosinus, care apare ı̂n Rσ, are forma:

σ = j1ω + j2(Ω − θ) + j3M + j4ω3b + j5Ω3b + j6M3b, (25)

unde am folosit sufixul 3b pentru a eticheta elementele orbitale ale corpului perturbator

(Soarele sau Luna) s, i simbolul θ pentru a descrie rotat, ia Pământului ı̂n jurul axei sale.

Variaţia pe termen lung a orbitei satelitului depinde de condit, iile sale init, iale. Într-

adevăr, o alegere diferită a condit, iilor init, iale conduce la o altă evoluţie a elementelor

orbitale. Dacă unghiul σ este un unghi rapid, a cărui rată de variaţie este mare s, i com-

parabilă cu mis,carea medie, efectul rezultat va fi de scurtă durată s, i nu va modifica

semnificativ mis,carea pe termen lung a satelitului. Mis,carea rezonantă apare atunci când

unghiul σ este aproape constant ı̂n timp, adică atunci când σ̇ = 0. Ca o consecinţă, efectele

datorate termenului Rσ se acumulează ı̂n timp, producând modificări cu perioadă lungă,

sau (uneori) liniare, ale elementelor orbitale.

Rezonant,ele sunt adesea asociate cu un spat, iu al fazelor echivalent topologic cu cel al

unui pendul simplu

H1(J, ψ) =
1

2
J2 − cos(mψ). (26)

Cu toate acestea, ı̂n ultimele decenii, au fost dezvoltate s, i alte modele fundamentale

de rezonant, ă, cum ar fi al doilea model fundamental de rezonant,ă, introdus de Hen-

rard s, i Lemaitre, [22], şi exprimat prin următoarea funct, ie a lui Hamilton, depinzând de

parametrul δ:

H̃ = R2 − 3(δ + 1)R− 2
√

2R cos r, (27)

precum s, i modelul fundamental de rezonant,ă extins definit de Breiter ([8]) prin hamilto-

nianul

M1 = J3 +
1

2
uJ2 + vJ +

√
2J cosψ, (28)

care depinde de doi parametri (u, v). Figura 8 ilustrează spat, iul fazelor ı̂n termenii vari-

abilelor Poincaré

x =
√

2R sinψ, X =
√

2J cosψ, (29)

pentru modelul fundamental de rezonanţă extins.

O metodă pentru calculul diametrului regiunii rezonante ı̂n cazul unei rezonanţe teserale

p : q, unde p şi q sunt numere naturale nenule, este prezentată ı̂n articolul [9]. Acelaşi

articol arată cum poate fi utilizat indicatorul FLI pentru a cartografia spaţiul fazelor ı̂n

cazul unei rezonanţe (a se vedea figura 9).

Referitor la rezonant,ele datorate perturbat, iilor lunisolare, sunt trecute ı̂n revistă rezul-

tate obţinute de diverşi autori care descriu efectele acestora folosind diferite metode.

Aceste perturbat, ii, des, i relevante ı̂n numeroase cazuri, vor fi neglijate ı̂n studiul rezonan-

t,elor care apar ca o consecint, ă a cuplării efectului datorat aplatizării Pământului s, i a

presiunii radiat, iei solare pentru obiecte cu valori mari ale parametrului arie-pe-masă,

deoarece ı̂n acest scenariu presiunea radiaţiei solare domină perturbaţiile induse de Soare

şi Lună.
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Figure 8: Spat, iul fazelor pentru Hamiltonianul M∗
1 ı̂n cazul (u, v) = (−8, 1). Axa orizontală

reprezintă momentul canonic, ı̂n timp ce cea verticală reprezintă coordonata canonică. Curbele
separatoare asociate punctului de echilibru de tip şa sunt reprezentate ı̂ngroşat.

Figure 9: Indicatorul FLI, calculat prin utilizarea ecuat, iilor carteziene, pentru 100x100
orbite, ı̂n cazul rezonanţei 1:1 aflată ı̂n regiunea GEO. Condiţiile iniţiale sunt e = 0, 005,
i = 30◦, ω = 0◦, Ω = 0◦. Această figură este o reproducere a figurii 5 din articolul [9].

Rezonanţe semi–seculare datorate presiunii radiaţiei

solare

Ultima parte a tezei este dedicată culegerii principalelor rezultate referitoare la studiul

influenţei presiunii radiaţiei solare. Rezultatele sunt publicate de autor ı̂n articolul [39].
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Este prezentată o analiză detaliată a rezonant,elor semi-seculare care act, ionează pe scări

de timp de ordinul deceniilor, sau chiar secolelor.

Problema cuplării efectelor induse de termenul armonic J2 s, i presiunea radiaţiei so-

lare a fost recent studiată ı̂n multe lucrări. Astfel, lucrarea [16] realizează un studiu

parametric pentru diferite valori ale semiaxei mari s, i ale raportului arie-pe-masă, pentru

a obţine poziţia punctelor de echilibru care apar ca o consecint, ă a cuplării. Articolul

[1] descrie spat, iul fazelor asociat problemei. Lucrarea [44] foloseşte tehnici de analiză a

frecvent,elor pentru a studia orbitele joase din vecinătatea Pământului, perturbate de pre-

siunea radiaţiei solare. Articolul [48] realizează o analiză detaliată a dinamicii ı̂n regiunea

GEO pentru obiecte care au raportul arie-pe-masă foarte mare. Cercetarea realizată de

autor ı̂s, i propune să completeze rezultatele lucrărilor anterioare prin furnizarea de for-

mule analitice pentru a determina locat, ia, diametrul s, i perioada rezonant,elor rezultate

din cuplarea efectelor induse de termenul armonic J2 s, i presiunea radiaţiei solare. Pentru

a da o nouă perspectivă asupra problemei, se utilizează diverse modele fundamentale ale

rezonanţelor, inclusiv modelul de rezonanţă extins pentru a descrie calitativ şi cantitativ

efectele rezonanţelor.

Hamiltonianul problemei are forma

H = HJ2
+ HSRP, (30)

unde HJ2
codifică efectul (secular) al lui termenului armonic J2 s, i este dat de

HJ2
=

1

4

J2R
2
Eµ

5
2

a
3
2G3

(
1 − 3H2

G2

)
. (31)

Componenta HSRP include suma celor mai important, i s,ase termeni din dezvoltarea ı̂n

serie a funcţiei perturbatoare asociată presiunii radiaţiei solare:

HSRP =
∑
j,k

Hj,k
SRP =

∑
j,k

Cj,k cosσj,k, (32)

Unghiul σj,k are forma σj,k = ω + jΩ + kM⊙ + kω⊙, iar coeficienţii Cj,k sunt daţi de

relaţia:

Cj,k = −3

2
CrPr

A

m

L2

µ
e Fj,k(i, i⊙), (33)

Spunem că se produce o rezonant, ă atunci când următoarea ecuat, ie este satisfăcută:

ω̇ + jΩ̇ + kn⊙ = 0. (34)

În relaţia de mai sus, n⊙ = Ṁ⊙ reprezintă viteza unghiulară medie a Soarelui, iar

numerele ı̂ntregi j şi k iau valori ı̂n mulţimea j ∈ {−1, 0, 1}, k ∈ {−1, 1}. Rezonat,ele care

implică anomalia medie a Soarelui sau a Lunii, sunt denumite rezonant,e semi-seculare

ı̂n lucrarea [15]. Pe de altă parte, rezonant,e care implică argumentul perigeului ω sunt

cunoscute sub numele de rezonant,e apsidale (a se vedea articolul [7]). Când ecuat, ia (34)

este satisfăcută, termenul perturbativ asociat, numit termen rezonant, are o influenţă

mărită din punct de vedere dinamic, iar pentru a-i caracteriza efectele, problema poate

17



fi redusă local la un model fundamental de rezonanţă, precum este pendulul simplu, al

doilea model introdus de Henrard s, i Lemaitre [22], sau modelul descris de Breiter [8].

Pentru a determina o locaţie aproximativă a acestor rezonanţe ı̂n spaţiul fazelor, se

pot folosi expresiile pentru ω̇ s, i Ω̇, obţinute prin reţinerea infuenţei exercitate de termenul

armonic J2 şi neglijând ı̂n acelas, i timp alte influenţe. În lucrarea [7], această abordare

este folosită pentru a calcula pozit, iile aproximative ale rezonant,elor absidale lunisolare.

Prin neglijarea termenilor rezonant, i ı̂n problema determinării locaţiei rezonanţelor se

presupune de fapt că punctele de echilibru cu stabilitate diferită se obţin pentru aceeas, i

valoare a excentricităt, ii, ceea ce simplifică analiza problemei bifurcaţiilor.

Pentru a obţine formule analitice care caracterizează rezonanţele, hamiltonianul general

poate fi redus local la modele simple, de tipul celor fundamentale descrise mai sus. Mai

precis, putem considera următoarele modele simplificate descrise de:

Hj,k(G,H, ω,Ω;L) = HJ2
+ Hj,k

SRP . (35)

Fiecare model, definit prin intermediul relaţiei (35), se obţine prin medierea tuturor terme-

nilor din dezvoltarea ı̂n serie a funcţiei perturbatoare asciate presiunii radiaţiei solare, cu

except, ia unuia, corespunzător rezonanţei. Sunt determinate punctele de echilibru s, i este

analizat modul ı̂n care se modifică dinamica odată cu modificarea parametrilor orbitali,

ı̂n particular cu variaţia ı̂nclinării s, i semi-axei mari.

Pentru a atinge acest obiectiv, transformăm hamiltonianul Hj,k ı̂ntr-un hamiltonian

autonom prin introducerea act, iunii Λ⊙ conjugată anomaliei medii M⊙ a Soarelui. Ex-

primăm hamiltonianul ı̂n funcţie de semi-axa mare a ı̂n locul impulsului L, deoarece

ambele catităţi sunt constante ale mis,cării. Hamiltonianul modificat, notat prin H̃j,k, are

trei grade de libertate s, i poate fi scris astfel:

H̃j,k = n⊙Λ⊙ + n a2(Z(G,H) + Pj,k(ω,Ω,M⊙, G,H)). (36)

Termenul Z(G,H) cuantifică efectele seculare datorate termenului armonic J2 s, i altor

perturbat, ii seculare, ı̂n timp ce Pj,k(ω,Ω,M⊙, G,H) reprezintă termenul rezonant specific,

asociat presiunii radiaţiei solare.

Numărul gradelor de libertate poate fi redus utilizând o transformare canonică adec-

vată. Pentru orice pereche de indici (j, k) putem efectua următoarea transformare canonică

κj,ka , depinzând de constanta a, unde noile variabile sunt adimensionale:

κj,ka : (ω,Ω,M⊙, G,H,Λ⊙;Hj,k) −→ (σj,k, ψj,k, χj,k,Φj,k,Ψj,k, Xj,k;H∗
j,k), (37)
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unde

σj,k = ω + jΩ + kM⊙ + kω⊙, (38)

Φj,k =
G

√
µa

= η, (39)

ψj,k = Ω, (40)

Ψj,k =
H − jG
√
µa

= η(c− j), (41)

χj,k = M⊙, (42)

Xj,k =
Λ⊙ − kG
√
µa

. (43)

Hamiltonianul exprimat ı̂n noile variabile canonice (după eliminarea termenilor constant, i)

este dat de

Kj,k = k n⊙ η + Z + Cj,k cosσj,k. (44)

După o analiză a formei funct, iei hamiltoniene Kj,k, pentru diferite valori ale indicilor j s, i

k, ı̂ncepem prin a investiga punctele de echilibru ale problemei reduse. Ecuat, iile canonice

ale mis,cării sunt date de:

σ̇j,k =
∂Kj,k

∂η
= k n⊙ + Z ′ + C ′

j,k cosσj,k, (45)

η̇ = −
∂Kj,k

∂σj,k
= −Cj,k sinσj,k, (46)

unde simbolul ” ′ ” indică derivate part, iale ı̂n raport cu η.

Figure 10: Regiunea evident, iată a planului
(
a, A

m

)
corespunde valorilor pentru care ϵ < 0.1

(vezi ecuat, ia (48)) s, i care ne permite să aproximăm ecuaţia (47) prin (49); Figura din stânga
corespunde intervalului a ∈ [RE , 4RE ]; Figura din dreapta măreşte colt,ul din dreapta jos al

figurii din stânga. În regiunea LEO, această aproximare este valabilă până la valori foarte mari
ale raportului arie-pe-masă, ı̂n timp ce ı̂n regiunea MEO inferioară, valorile raportului arie-pe-
masă nu pot depăşi o valoare prag (până la ≃ 1 m2/kg pentru a = 25000 km).
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Valoarea variabilei η pentru punctele critice poate fi obt, inută din condit, ia de rezonant, ă

σ̇j,k = 0, adică,
∂Kj,k

∂η
= k n⊙ + Z ′ + γC ′

j,k = 0. (47)

Ecuat, ia de mai sus poate fi adusă la o formă mai simplă atunci când orbita satelitului este

suficient de joasă. Valabilitatea acestei aproximări se exprimă ı̂n termenii unui parametru

dat prin

ϵ :=
CrPra

J2R2
En

2

A

m
. (48)

Dacă acest parametru este mic, spre exemplu ϵ < 0.1, atunci magnitudinea termenului Z ′

este mult mai mare comparativ cu magnitudinea termenului C ′
j,k, iar cel din urmă ı̂l putem

neglija. Această aproximare este valabilă ı̂n regiunea gri descrisă ı̂n figura 10. Trebuie

remarcat faptul că, ı̂n această aproximare, putem considera valori mari ale raportului

arie-pe-masă ı̂n regiunea LEO s, i valori moderate (comparabile cu 0,5 m2/kg) până ı̂n

regiunea GPS, aflată la mai puţin de 2000 km distanţă de a = 25000 km.

Neglijând contribut, ia presiunii radiaţiei solare ı̂n ecuat, ia (47), se obt, ine

kn⊙ + Z ′ = 0. (49)

În teză, se determină locat, ia rezonant,elor pentru cele s,ase modele simplificate, iar rezul-

tatele sunt vizualizate folosind figuri precum figura 11.

Utilizând aproximaţia de mai jos a hamiltonianului, similară pendulului matematic

K(η, σ) =
Z ′′

(η̂)

2
(η − η̂)2 + Cj,k

(
η̂;
A

m

)
cosσ, (50)

se pot dezvolta formule pentru a determina diametrul regiunii rezonante (de libraţie):

∆j,k = 2

[√
|Cj,k|
|Z ′′|

]
η=η̂

. (51)

Substituind expresiile pentru Z s, i Cjk, se obţin formule analitice care dau o estimare a

diametrului regiunii rezonante ı̂n termenii elementelor orbitale s, i a parametrului arie-pe-

masă. Mai mult, putem calcula frecvent,a fundamentală la echilibru dată prin:

ν =
Z ′′

(η̂)

4π
Cj,k

(
η̂;
A

m

)
, (52)

care poate fi utilizată pentru a calcula perioada fundamentală corespunzătoare punctului

de echilibru stabil:

T = ν−1. (53)

Aceste marimi, diametrul si perioada, ne permit sa clasificam rezonantele semiseculare

induse de presiunea radiaţiei solare. Un exemplu de clasificare a rezonant,elor este dat de

Tabelul 4, preluat din [39].
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Figure 11: Rezonant,a (1,−1): Locat, ia punctelor de echilibru s, i diametrul zonei de rezonanţă
delimitată de curbele separatoare pentru un obiect cu A/m = 1 m2/kg şi aflat pe o orbită
cu semi-axa mare medie a = 15000 km. Curbele rezonante sunt reprezentate ı̂n planul (i, e)
(panoul de sus) s, i ı̂n planul (η, α) (panoul din stânga jos). Liniile drepte gri ı̂ntrerupte marchează
excentricitatea critică care duce la reintrarea obiectului ı̂n atmosfera terestră. Curba gri punctată
reprezintă soluţiile ecuaţiei Z ′′

= 0 s, i corespunde unui maxim al curbei rezonante ı̂n planul
(η, α). Curba corespunzătoare ı̂n planul (i, e) este tangentă la curbele rezonante. Curbele violet
s, i cyan corespund valorilor α = 0, 025 s, i, respectiv, α = 1, 3. Spat, iile fazelor pentru aceste
două valori selectate ale lui α sunt prezentate ı̂n panoul din dreapta jos ı̂n termenii unghiului
de rezonant, ă σ s, i a excentricităt, ii e (coloana din stânga) s, i respectiv a unghiului canonic şi a
variabilei η (coloana din dreapta). Curbele ros, ii care ı̂nconjoară curbele rezonante delimitează
zona de libraţie. Aceste curbe corespund intersecţiei celor două ramuri ale curbei separatoare
cu o dreaptă pentru care σ = 0◦ sau σ = 180◦, ı̂n funcţie de rezonanţa luată ı̂n considerare.
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Figure 12: Rezonant,a (−1, 1). Spaţiul fazelor obţinut pentru A/m = 1 m2/kg, a = 11377.8 km
şi α−1 = 0.516343, care corespund valorii i = 114.949◦ pentru punctul de echilibru ec = 0.45.
Condit, iile init, iale sunt astfel ı̂ncât σ−1,1(t0) = 90◦, e(t0) = ec (curbele cyan s, i albastre) s, i
σ−1,1(t0) = 180◦, e(t0) = 0.414003 (curbele magenta s, i violet).

Pentru a valida modelele simplificate, comparăm rezultatele cu cele obţinute prin uti-

lizarea ecuat, iilor carteziene ale mis,cării, care iau ı̂n considerare toate efectele perturba-

toare. Acest lucru ne permite să evaluăm acuratet,ea s, i eficacitatea modelelor simplificate

ı̂n studiul dinamicii sistemului. Rezultatele sunt prezentate folosind diagrame precum

cele prezentate ı̂n Figura 12. Propagarile numerice confirmă faptul că modelele simplifi-

cate oferă o bună aproximare a dinamicii carteziane pentru rezonant,e caracterizate de

excentricităţi mici sau moderate.

Indicatorul FLI este folosit intensiv pentru a descrie numeric spat, iul fazelor asociat

rezonant,elor semi-seculare. Mai mult, acesta poate fi utilizat pentru a investiga modul

ı̂n care rezonant,ele din apropiere, asociate aceluiaşi model simplificat ar putea fuziona

ca o consecint, ă a variat, iei raportului arie-pe-masă. Dacă raportul arie-pe-masă este sufi-

cient de mare, spat, iul fazelor nu mai este asemănător pendulului ci ı̂s, i schimbă structura

fundamentală, as,a cum se poate aprecia din diagramele de pe sus al figurii 13.

Dacă centrul rezonant,ei este aproape de regiunea e = 0, reprezentarea FLI ı̂n variabilele

canonice Poincaré arată un spat, iu al fazelor care amintes,te de cel de-al doilea model

fundamental al rezonanţelor s, i de modelul extins al rezonant,elor, prezentate anterior. Un

exemplu ı̂n acest sens este prezentat ı̂n Figura 14, care se referă la rezonant,a (1,−1)

pentru diferite valori ale parametrului arie-pe-masă.

În sfârs, it, remarcăm că, ı̂n funct, ie de semi-axa mare a satelitului, rezonant,ele seculare

se pot suprapune pentru i = 90◦. O modalitate de a detecta numeric dinamica haotică care

apare ca o consecint, ă a suprapunerii rezonant,elor asociate termenilor rezonant, i diferit, i

este de a folosi indicatorul FLI. Rezultatele acestor simulări sunt prezentate ı̂n figura 15,

unde se poate aprecia dinamica haotică complicată datorată suprapunerii rezonanţelor.
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Figure 13: Această figură ilustrează fenomenul de ı̂mbinare a rezonant,elor prin variat, ia
parametrului arie-pe-masă. Cazul testat este rezonant,a (0, 1), pentru a = 1.405 RE , Ω = 0◦ s, i
α0 = 0.305, care corespunde valorii ı̂nclinaţiei i = 72.24◦ atunci când e = 0. Timpul de propa-
gare este 75 de ani, pasul de integrare 10 zile. Primele două diagrame arată portretele spaţiului
fazelor ı̂n planul (σ0,1, e), pentru A/m = 9 s, i 16 m2/kg, ı̂n timp ce, diagramele de pe al doilea
rând, prezintă fenomenul bifurcat, iilor, adică cum se comportă punctele de echilibru s, i curbele
separatoare la variat, ia raportului arie-pe-masă, până la 20 m2/kg. Aceste două grafice arată
cum variază sect, iunile obt, inute prin intersecţia portretului spaţiului fazelor cu liniile σ0,1 = 0◦

(stânga), sau σ0,1 = 180◦ (dreapta) ı̂n raport cu valorile parametrului A/m. Linia punctată albă
corespunde valorii critice a excentricităt, ii, care ı̂n acest caz este egală cu ecrit ≃ 0.288.
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Figure 14: Rezonant,a (1,−1). Portretul spaţiului fazelor ı̂n vecinătatea regiunii e = 0,

obţinut prin calculul indicatorului FLI ı̂n planul (e cosσ, e sinσ). Condit, iile init, iale sunt

a = 1.589RE , α1 = 1.45, Ω = 0. Graficele au fost obţinute pentru următoarele valori

ale parametrului arie-pe-masă: 1, 1.9, 2.5 s, i, respectiv, 4 m2/kg. Curba strălucitoare care

trece prin punctul (0,0) evident, iază singularităt, ile formulării considerate.
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Figure 15: Suprapunerea rezonant,elor cu k = 1 pentru orbitele polare, demonstrată prin uti-
lizarea indicatorul FLI. Hărt, ile sunt obt, inute prin fixarea condit, iilor init, iale a = 1.67 RE , i =
90◦, A/m = 1 m2/kg s, i Ω = Ω0 s, i calcularea indicatorului FLI peste un număr mare de orbite
distribuite ı̂n planul (e, σ0,1). Graficele de sus corespund valorilor Ω0 = 0◦ s, i Ω0 = 45◦, ı̂n timp
ce cele de jos corespund valorilor Ω0 = 90◦ s, i Ω0 = 180◦ . Linia albă punctată corespunde valorii
critice a excentricităt, ii, egală cu 0.401.
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