Dinamica rezonantelor si a haosului in stiintele spatiale
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Rezumat

Prezenta teza include o serie de rezultate clasice si originale, referitoare la dinamica cor-
purilor ceresti naturale sau artificiale. Un accent deosebit este pus pe studiul rezonantelor,
fiind vizate aspecte privind modelarea analitica si numerica a acestora. Teza a fost elabo-
rata de autor pe perioda studiilor sale, atat ca student doctorand, cat si ca asistent de
cercetare al Universitatii Alexandru Ioan Cuza din Iasi in cadrul proiectului Stardust-R
Innovative Training Network, finantat prin programul Marie Sklodowska-Curie. Teza isi
propune sa culeaga o serie de rezultate relevante obtinute in domeniul mecanicii ceresti si
si al stiintelor spatiale. Cu toate ca principalele rezultate originale se refera la dinamica
deseurilor spatiale, multe dintre subiectele discutate in prezenta teza pot fi adaptate la
teoria dinamicii particulelor aflate in vecinatatea corpurilor extinse, de forma neregulata,
cum ar fi asteroizii care populeaza sistemul nostru solar. Programele FORTRAN plarrt,
disponibile online la adresa https://github.com/bubberio/plarrt, au fost realizate ca
instrument de lucru ce insoteste prezenta teza cu scopul de a utiliza nu doar rezultate
teoretice dar si instrumente numerice deosebit de utile precum metodele Runge-Kutta
pentru propagarea orbitelor si indicatorul FLI pentru a distinge obitele haotice fata de
cele regulate. Toate simularile numerice prezentate in acesta teza au fost realizate in mod
independent de catre autor folosind un astfel de cod. Cu exceptia unor cazuri singulare
pentru care este mentionata sursa, toate figurile au fost obtinute de autor.

Notiuni preliminare

Pentru prezentarea rezultatelor tezei, sunt descrise mai intai cateva notiuni preliminare,
inclusiv legile fundamentale ale mecanicii, aspecte din domeniul sistemelor dinamice, pro-
prietati ale punctelor fixe si ale varietatilor invariante asociate. Migcarea studiata in
prezenta teza este descrisa de o serie de ecuatit diferentiale ordinare, care modeleaza modul
in care o anumita marime, cum ar fi pozitia unei particule infinitezimale, se modifica in
timp ca urmare a unor accelerari datorate unei forte date. Se reamintesc cateva notiuni
legate de formalismul hamiltonian, unde evolutia unui sistem dat este descrisa in termenii
unei functii netede H = H(q, p), care depinde de coordonatele canonice q si de impul-
surile conjugate p, unde q, p € R", iar n este numarul de grade de libertate al problemei
considerate. Ecuatiile care descriu miscarea, numite ecuatiile canonice ale lui Hamilton
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Table 1: Tabelul Butcher pentru metoda Runge-Kutta de ordinul 6 cu 7 etape.
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Sunt prezentate teorema lui Liouville privind integrabilitatea sistemelor hamiltoniene si
derivarea variabilelor unghiuri-actiuni (¢, I), care permit rescrierea unui sistem hamilto-
nian integrabil numai in termenii actiunilor I, adica K = K(I). Mai mult, sunt prezentate
formularile hamiltoniene ale unor probleme clasice, inclusiv problema pendulului sim-
plu. Sunt amintite si metodele numerice de rezolvare a ecuatiilor diferentiale ordinare,
si anume clasa metodelor Runge-Kutta cu un singur pas si algoritmul predictor—corector
Adams-Bashfort-Moulton care implica metode liniare explicite si implicite cu mai multi
pagi. Codul sursa plarrt include implementarea metodei Runge-Kutta de ordinul 6 cu 7
etape (RK6) in limbajul de programare FORTRAN. Tabloul Butcher care defineste aceasta
metoda este dat in Tabelul [I} Schema Adams-Bashfort-Moulton a fost, de asemenea, im-
plementata si folosita ca alternativa in diverse probleme. Mentionam ca renumitul cod
ode, implementat de Shampine si Gordon (disponibil gratuit online), poate fi interfatat
cu plarrt atunci cand este nevoie de o acuratete maxima.

Problemele dinamicii spatiale sunt modelate in mod realist prin considerarea actiunii
concomitente a diverse forte, care pot fi atat gravitationale, cat si negravitationale. Mo-
delarea analitica a interactiunilor complexe dintre forte diferite este dificila. De multe ori,
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Figure 1: Schema problemei celor doua corpuri pentru doua mase punctuale (sau echiva-
lent doua corpuri sferice).

aceste interactiuni conduc la comportamente haotice. In scopul analizarii unor astfel de
migcari, este folosit indicatorul FLI (Fast Lyapunov Indicator), un instrument numeric,
dezvoltat la sfarsitul anilor 1990, cu numeroase aplicatii in ultimul deceniu. Indicatorul
FLI este folosit pentru a distinge intre miscarile haotice si miscarile regulate. In practics,
este utilizat pentru a oferi o reprezentare vizuala a spatiului fazelor unei probleme date.
In cadrul tezei, indicatorul FLI este utilizat pentru a analiza dinamica rezonantelor, trasa
"numeric” in spatiul fazelor varietatile invariante asociate punctelor fixe hiperbolice si
pentru a detecta aparitia comportamentelor haotice.

Miscarea kepleriana

Pentru a descrie miscarea corpurilor ceresti, este potrivit sa consideram mai intai o apro-
ximare simpla a problemei, iar apoi sa adaugam mici perturbatii. Aproximand cele doua
corpuri prin mase punctuale, reamintim mai intai cateva detalii referitoare la problema
clasica (kepleriana) a celor doua corpuri (vezi Figura [l|). Problema restransa a celor
doua corpuri este introdusa ca o versiune echivalenta a problemei celor doua corpuri care
aproximeaza cazul in care o masa este mult mai mare decat cealalta, adica se refera la
cazul problemer satelitului, unde un obiect de masa neglijabila se migca in jurul unui corp
masiv. Exemple de obiecte a caror miscare poate fi modelata prin problema satelitului
includ majoritatea planetelor si respectiv satelitilor artificiali ai Pamantului. Ecuatiile de
miscare care guverneaza miscarea satelitului sunt date de

M, 2)

r3
unde M este masa redusa, Mot este masa totald a sistemului si r = ||r||. Forta gravitatio-

My =

nala este conservativa, astfel acceleratia poate fi exprimata ca gradientul unui potential

U, dat de

U= G‘]‘fwt. (3)
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Figure 2: Reprezentarea geometrica a variabilelor unghiulare care apartin multimii elementelor
orbitale kepleriene. Punctele § si 7§ reprezinta nodul ascendent si, respectiv, descendent.

Folosind argumente geometrice, se poate arata ca traiectoria satelitului poate fi descrisa
prin ecuatia focala a unei conice

a(l —e?)
re=——=
1+ecosf’

(4)

unde a este semi-ara mare, e este excentricitatea orbitei, iar f este anomalia adevarata.
Aceasta din urma descrie pozitia obiectului de-a lungul orbitei sale. Mai mult, se poate
descrie pozitia in spatiu a orbitei prin intermediul a trei unghiuri, inclinatia planulus
orbital v, argumentul pericentrului w si ascensia dreapta a nodul ascendent €2, sau RAAN,
vezi Figura 2l Utilizand integralele prime ale problemei, se poate arata ca toate marimile
necesare pentru a descrie traiectoria sunt constante, cu exceptia anomaliei adevarate. Mai
mult, pentru simplitate, putem descrie pozitia de-a lungul orbitei folosind anomalia medie
M, care variaza liniar in timp. Prin urmare, in mod uzual, orbita kepleriana a unui corp
este exprimata folosind elementele orbitale kepleriene (a,e, I,w,Q, M).

Deoarece elementele orbitale nu sunt variabile canonice, se reaminteste formularea
hamiltoniana a problemei, impreuna cu derivarea variabilelor Delauney (sau echivalent
a elementelor Delauney), care sunt variabile unghiuri-actiuni asociate miscarii eliptice
kepleriane. Variabilele Delauney sunt

(L’G7H7€’g’h)7 (5)

unde (L, G, H) sunt impulsurile canonice, in timp ce unghiurile canonice conjugate sunt
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-1.0826261E-03
-0.0002670E-06
1.5746200E-06
2.5324100E-06
2.1931500E-06
0.3090400E-06
0.1005830E-06
1.6199000E-06
-0.5086400E-06
0.0783740E-06
0.0592150E-06
-0.0039830E-06

0.0000000E+00
0.0017873E-06
-0.9038700E-06
0.0000000E+00
0.2680870E-04
-0.2114310E-04
0.1972220E-06
0.0000000E+00
-0.4492650E-06
0.1481350E-06
-0.0120090E-06
0.0065250E-06

Table 2: Coeficientii armonici sferici ai Pamantului, pana la gradul si ordinul patru.

(¢,g,h). Aceste variabile pot fi exprimate in termenii elementelor orbitale kepleriene prin

L=/ua, G=1L\/1—-¢2 H=Gcosi. (6)
(=M, g=w, h=Q.

Prin urmare, problema celor doua corpuri este exprimata folosind variabilele Delauney,
reducand Hamiltonianul la forma simpla

2

a (7)

Dinamica in jurul unui corp extins

Primul pas necesar pentru a creste fidelitatea modelului dinamic este sa renuntam la
aproximarea facuta, conform careia corpul masiv este asimilat unui punct material, si sa
descriem cum sa modelam un potential gravitational ne-central care apare in urma unei
distributii de masa care nu are simetrie sferica. Prezenta teza ia in considerare doua
metode: dezvoltarea in serie clasica a potentialului folosind functii armonice sferice si
o metoda care presupune ca corpul extins poate fi modelat ca un poliedru cu densitate
constanta.

Pentru inceput este prezentata dezvoltarea in serie a potentialului folosind functii ar-
monice sferice in forma sa generala, exprimata in termenii polinoamelor Legendre asociate
si care se poate exprima fie in coordonate sferice, fie carteziene:

U — Z Z man(cos 0)[Crm cosme + Sy, sin mae). (8)

n=0 m=0

Dupa introducerea coeficientilor armonici sferici nenormalizati, amintim cum acestia pot
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Figure 3: Reprezentarea poliedrica a asteroidului (101955) Bennu.

fi utilizati pentru a descrie distributia interna a masei unui corp extins dat:

Con =2 oot I () Pontcost!) costmsptons .
9
s = Gt W) (R) Ponteos ) it ot s

unde Mp este masa corpului extins. Potentialul U poate fi folosit pentru a determina
acceleratia in coordonate carteziene, prin simpla calculare a gradientului acestuia in raport
cu variabilele (z,y, 2). insé, formula de mai sus nu poate fi folosita pentru determinarea
variatiilor elementelor orbitale. O solutie este utilizarea dezvoltarii in serie a lui Kaula,
[28], care ofera o expresie a potentialului corpului extins in termenii elementelor orbitale
kepleriene:

r=%"%" Giﬁf Z Frump(i) Z Grpa(€) Snmpq(w, 0, M, v), (10)

n=0 m=0 q=—00
unde
l—m even
Snmpq = [_Cg;nm]lim odd COS[(TL - 2p)w + (TL —2p+ Q)M + m<Q - V)]
S l—m even (11)
+ [CZ::]Z—m odd sin[(n — 2p)w + (n — 2p + ¢) M + m(Q2 — v)].

Remarcam ca rotatia corpului central in jurul axei sale este descrisa de variabila v, in
timp ce Fimp(t) si Gppg(e) reprezinta functiile de inclinatie si respectiv functiile de ex-
centricitate.



Studiul potentialului unui poliedru cu densitate constanta ([54]) a fost impulsionat
de disponibilitatea unui numar mare de forme poliedrice ale obiectelor ceresti obtinute in
urma misiunilor spatiale care exploreaza sistemul nostru Solar. Un exemplu de reprezentare
vizuala a unui model de forma poliedrica este prezentat in figura [3| care reda forma aste-
roidului (101955) Benmﬂ Ipoteza conform careia corpul central are densitate constanta
ar putea fi perceputa ca fiind restrictiva. Cu toate acestea, multi asteroizi din centura
principala de asteroizi au o densitate aproape constanta.

Dupa descrierea instrumentelor geometrice necesare pentru a preciza pozitia relativa a
corpului extins si a satelitului modelat printr-un punct material sunt obtinute urmatoarele
formule:

e Potentialul gravitational

1 1
U:§Ga Z re-Ee-re-Le—EGa Z ry-Fporp-wy (12)

e € edges f € faces
e Acceleratia
VU = —-Go Z E.-r.-L.+Go Z Fpory-wyr (13)
e € edges f € faces

e Matricea gradient

VVU=Go Y Ee-Le—Go » Fiowp, (14)
e € edges f € faces
e Laplacianul
VU =-Go > wy. (15)
f €faces

Matricele E. si Fr, definite in tezd, sunt simetrice si corespund unei muchii si, respectiv,
unei fete. Cantitatea wy, necesard pentru a calcula laplacianul, are urmatoarea forma in
cazul unui poliedru cu fete triunghiulare.

r;-r; Xrg
TiriTE + ’f’z‘(rj 1) + Tj(rk: - 1) + g(r - rj)’

Az
Wy = Jf = dS = 2 arctan (16)

triangle

unde r;, r; siry sunt vectorii care unesc punctul campului cu varfurile fetei triunghiulare,
ordonati astfel incat normala fetei sa fie orientata spre exterior.

Remarcam formula simpla pentru laplacian. Aceasta este deosebit de convenabila intr-
un scenariu in care poliedrul aproximeaza un corp cu forma foarte neregulata, deoarece
laplacianul poate fi folosit pentru a determina daca punctul campului este in interiorul sau
in afara poliedrului. Astfel, suma de mai sus este nula numai cand punctul campului este

1(101955) Bennu este un asteroid NEA (Near Earth Asteroid) care a fost tinta misiunii
OSIRIS-REx (vezi [6]). Aceastd misiune a colectat fragmente de materie de pe suprafata aster-
oidului si le-a adus pe Pamant.
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Figure 4: Evolutia elementelor orbitale ale unui satelit care orbiteaza in jurul asteroidului
Bennu.

in afara poliedrului. Deoarece cantitatile w; sunt necesare pentru a calcula acceleratia
unui corp care orbiteaza poliedrul, calculul laplacianului ofera o metoda de detectare
rapida a intrarilor/iesirilor, fara resurse suplimentare.

Un exemplu este prezentat in figura , care arata evolutia elementelor orbitale (cu
exceptia anomaliei medii) ale unui satelit care orbiteaza in jurul asteroidului Bennu. Or-
bita corespunde conditiilor initiale ag = 400m, eg = 0,001, 79 = 30°, wp = 45°, Qp = 30°
si My = 180°, timpul total de integrare este de aproximativ 19 zile, pana cand satelitul
se ciocneste de asteroid.

In principiu, aceasta metoda, pe care o vom numi in continuare dinamaica poliedrului, se
poate folosi pentru a modela miscarea unui corp infinitezimal care orbiteaza un asteroid
dat. Cu toate acestea, testele numerice care utilizeaza codul plarrt arata ca aceasta



1.0000000 0 - 5.970015E-06  2.870480E-06
2.154569E-05 0 4.783943E-06  -1.502941E-06
1.503074E-04 -3.1032743E-06 5.445080E-07 5.999735E-07

-2.826462E-02 0 -3.3880350E-03 0

1.371946E-06
2.696969E-03

-1.3425662E-07
-5.3982740E-06
8.985971E-03 0

1.028504E-03  1.0152399E-03

m

0

0

1

0

1 3.5032387E-04
2

0

1

2 2.175383E-05  2.2954929E-05
3

0

1

2

3

4

0

1

2

3.4467426E-05
1.0520645E-05

m
3
4
5
0
1 -9.3651971E-06
2 -1.3498088E-05
3 -7.5062734E-06
4 -7.5171068E-07 -9.9541588E-07
5  4.2447140E-08 -1.7527133E-07
2.241432E-04  -7.7688388E-05 6
1.594519E-02 0 0
1.997188E-0  9.1852075E-04 1
-2.505303E-04  8.7344928E-05 2
-3.327548E-05  2.9055773E-06 3
2.394719E-05  3.4124413E-05 4
-1.914364E-03 0 5
2.071309E-04 -4.1788926E-05 6
3.678853E-05 -8.8653134E-05 7

6.2035740E-08  -2.9571149E-09
1.1060811E-03 0

1.2040838E-04  7.8057602E-05
1.3391124E-06  2.5729814E-06
1.6182732E-07 -8.1730514E-07
-1.5426714E-08  1.1347929E-07
-7.3838247E-08  1.5887688E-09
-6.7912956E-09  7.4592830E-09
5.7264210E-09  -2.2932176E-09
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Table 3: Coeficientii armonici sferici nenormalizati ai asteroidului Bennu, extrasgi din
fisierul Bennu_Radar.obj.

metoda este costisitoare din punct de vedere computational si nepotrivita pentru calcule
pe termen lung, deoarece costurile sale de calcul depind de numarul de varfuri si fete
ale modelului luat in considerare. Pentru a rezolva aceasta problema, codul numeric
include implementarea FORTRAN a unui subprogram, dezvoltat pe baza teoriei descrise
in articolul [53], pentru a calcula coeficientii armonici sferici asociati unui poliedru cu
densitate constanta. Metoda exploateaza o relatie de recurenta obtinuta din proprietatile
polinoamelor Legendre asociate. Aceast subprogram a fost testat pe un numar mare
de modele de forma poliedrica, iar rezultatele au fost colectate intr-un proiect numit
Asteroid spherical harmonic coeficients database (ASHCD) coordonat de autor si care este
accesibil gratuit la cerere. Spre exemplu, lista coeficientilor armonici sferici ai asteroidului
Bennu este prezentatd in tabelul [3] Utilizarea coeficientilor armonici sferici calculati
numeric permite propagarea orbitelor la un cost de calcul mult mai mic comparativ cu
dinamica poliedrului. Cu toate acestea, dinamica poliedrului este exacta pana la suprafata
obiectului, in timp ce dinamica armonicilor sferice poate fi utilizata numai in afara sferei

Brillouin, adica in afara celei mai mici sfere care circumscrie obiectul.

Problema celor doua corpuri perturbata

Implementarea unui model cartezian pentru potentialul si acceleratia gravitationala per-
mite propagarea numerica a orbitelor deseurilor spatiale aflate in vecinatatea unui corp
extins. Cu toate acestea, un astfel de model nu permite realizarea unor predictii privind
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Figure 5: Comparatie a magnitudinii perturbatiilor care influenteaza miscarea orbitala a unui
obiect care orbiteaza necontrolat in jurul Pamantului. Daca raportul arie-pe-masa este suficient
de mare, atunci efectul SRP (liniile orizontale intrerupte) domina perturbatiile lunisolare (liniile
portocalii si roz), cel putin in regiunile LEO superioare si MEO inferioare. Termenul cel mai
important al geopotentialui este cel corespunzator lui Js.

migcarea degeurilor, care este de fapt scopul principal al studiului dinamicii deseurilor
spatiale. Chiar daca este posibil sa se faca predictii simple asupra miscarii unor obiecte
din spatiul cosmic folosind rezultatele clasice ale problemei celor doua corpuri, totusi
dinamica kepleriana nu este suficient de exacta pentru a descrie dinamica complexa a
Sistemul Solar si a dinamicii obiectelor aflate in mediul circumterestru. Un rezultat bine-
cunoscut al lui Henri Poincaré (1854-1912) afirma ca problema celor N-corpuri nu este
integrabila in sens Liouville pentru N > 3. Cu toate acestea, pe baza unor ipoteze pre-
liminare, este posibila modelarea unor probleme care apar in astrodinamica folosind o
aproximare rezonabila ce permite determinarea unor solutii explicite.
Fie
U=Up+R (17)

potentialul fortelor, unde Uy este potentialul gravitational asociat problemei celor doua
corpuri si R este o functie perturbatoare (marimea fortei asociate este mult mai mica
comparativ cu marimea fortei gravitationale din problema celor doua corpuri). Deoarece
perturbatia este mica, ne asteptam ca elementele orbitale ale elipsei osculatoare sa se
modifice lent in timp. Pentru a descrie modul in care elementele kepleriene variaza sub
efectul unor mici perturbatii se pot folosi ecuatiile planetare ale lui Lagrange:

10



(da 2 OR

dt  nadM’
de 1 OR oR
= — 1 —e2)== — /1 — 2222
dt  na2e l( © >8M ¢ &u] ’
di 1 OR 1 OR
dt n na2y/1 — e2 0 Z@w sini 02 )’
. (18)
M 0-or 20R
dt - nale Oe nada’

dw_\/l—BQ% cot ¢ OR

dt ~  na2e de na2v'1 _6257

Q) 1 OR
( dt  na2V1— e2sini Oi
Daca fortele perturbatoare nu sunt conservative, cum este cazul unui sistem disipativ, se
pot utiliza ecuatiile lui Gauss:

(da 2 . pT
E = n\/ﬁ (Sesmf+7> s

_ 52
% = M Gin £+ T(cos B + cos £)]
na

di B Wrcosu ds} B Wrsinu
) At na2v1—e2  dt  na2v/1— eZsini

d V1 — e2 dQ) '
vy < {—Scosf—l—T(l—kC) sinf} +2—sin2£,
p

(19)

dt nae dt 2

FovT— @sin? 140 970

dt na

de e? dww
Ldt 14+ 1—e2 dt
In ecuatiile de mai sus, S,T si W sunt componentele radiala, transversala si normala ale

rezultantei fortelor perturbatoare. Prin aceste doua tipuri de ecuatii se pot descrie efectele
induse de perturbatiile cele mai importante in problema miscarii unui satelit artificial al

Pamantului.

Cele mai importante perturbatii care influenteaza miscarea orbitala a unui satelit
al Pamantului sunt prezentate in figura In aceastd figurd este reprezentatd magni-
tudinea fortelor in functie de distanta de la centrul Pamantului. Efectele induse de aceste
perturbatii sunt investigate folosind cele doua tipuri de ecuatii de mai sus.

Pentru a obtine informatii relevante referitoare la evolutia pe termen lung a elementelor
orbitale, se poate studia dinamica seculara prin medierea functiei perturbatoare in raport

11
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Figure 6: Propagarea orbitei unui satelit care se misca in jurul Pamantului in regiunea GEO,
pe o durata de 30 de zile. Modelul hamiltonian neglijeaza termenii teserali si sectoriali. Linia
portocalie corespunde dinamicii hamiltoniene mediate, in timp ce curba albastra este obtinuta
prin propagarea ecuatiilor carteziene care iau in considerare toate efectele. Elementele orbitale
initiale sunt ag = 42500 km, eg = 0.005, 79 = 30°, wg = 30° si Qy = 30°.

cu anomalia medie M a satelitului, care este o wvartabila rapida in cazul dinamicii ke-
pleriene. Apoi, folosind propagatoare numerice se poate compara evolutia elementelor
orbitale medii si osculatoare, ca in figura [f] De exemplu, efectul secular al aplatizarii
Pamantului este descris de relatiile

3 7
2 2 (1 — 2
6135.7 (5> —4.98 <5> (1 = 3cos7d) ° Jday,

N~ :
a a (1—e€2)2
7

_ R\? (5cos?i—1)

~ 4, — - 7’°
w 98 (a) e /day,
7
. R\?2 cosi
O~ —9, — | —— °/day.
997(@) i /day

Forma generala a functiei perturbatoare datorata efectelor gravitationale exercitate de
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Figure 7: Reprezentarea schematica a presiunii radiatiei solare in cazul unui reflector plat.

un al treilea corp (Soarele sau Luna) este data de:

m)!
Rap —M3bz Z Z Z Z n+1 n—{—m;! (20)

n=2 m=0 p= Oq——OO]—foO

X fnmph(iv iSb)anq(e>gnhj (636> COS(‘lephqj)v

unde sufixul 3b este folosit pentru a eticheta elementele kepleriene ale celui de-al treilea
corp. Deoarece variatia elementelor orbitale ale Lunii, atunci cand acestea sunt raportate
la ecuatorul ceresc, este neliniara, urmand [14] sunt exprimate elementele orbitale ale Lunii
fata de planul eclipticii. Pentru a studia variatiile seculare ale elementelor orbitale ale
unui satelit, sunt prezentate si functiile perturbatoare dublu-mediate R si Rys datorate
infuentei Soarelui si respectiv Lunii, obtinute prin medierea in raport cu anomaliile medii
ale satelitului gi Soarelui, respectiv a Lunii.

De asemenea, sunt analizate consecintele datorate actiunii a doua perturbatii negravita-
tionale, si anume presiunea radiatier solare si efectul Yarkovsky. Acesta din urma este
dat ca exemplu de efect care induce o variatie seculara a semi-axei mari. Studiul presiunii
radiatiei solare este punctul central al ultimei parti a tezei.

Pentru a simplifica studiul dinamicii induse de presiunea radiatiei solare, adoptam
urmatoarele ipoteze:

e deseurile spatiale se comporta ca si corpul negru, adica lumina solara absorbita nu
este reemisa;

e deseurile spatiale sunt oglinzi perfecte, adica fotonii care cad pe suprafete netede se
supun legilor reflexiei;

e intensitatea luminii difuzate este proportionala cu cosinusul unghiului g dintre nor-
mala la dS' si directia luminii solare;
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e suprafata elementara dS se comporta ca o combinatie liniara a trei modele fizice,
adica aceasta este o combinatie intre un corp negru, o oglinda perfecta si un difuzorE|

Daca degeurile au o forma simpla, atunci forta indusa de presiunea radiatiei solare poate
fi exprimata prin

PpA
FSRP:_ i S, (21)

unde A este sectiunea transversald efectiva, a carei expresie este simpla pentru forme de

baza, cum ar fi un panou plat sau o sfera (vezi [49]), @ este fluxul solar, ¢ reprezinta
viteza luminii, iar s este vectorul unitar orientat spre Soare.

Pentru a obtine un model unitar care reda cu o buna acuratete influenta presiunii
radiatiei solare, se presupune ca satelitul /degeul spatial este o sfera, ceea ce, impreuna cu
consideratiile anterioare, echivaleaza cu presupunerea ca lumina solara cade intotdeauna
perpendicular pe suprafata obiectului, adica forta este tot timpul paralela cu directia
razelor solare s. Acest model este foarte util intrucat ofera o descriere a posibilelor orbite
spatiale, dar poate fi utila si pentru a caracteriza cu precizie dinamica unei vele solare, a
carei orientare se poate schimba continuu, astfel incat lumina soarelui sa cada intotdeauna
perpendicular pe aceasta. Expresia carteziana a fortei datorate presiunii radiatiei solare,
care actioneaza asupra unui corp din vecinatatea Pamantului este data de

s A r—1g

FSRP = OTPTCLQ (22)

m ||r — rol*’

unde C,., P, si ap sunt constante, iar A/m reprezinta parametrul arie-pe-masa.
In plus, daca se adopta modelul descris mai sus, forta datorata presiunii radiatiei solare

este conservatoare. Astfel, se poate obtine urmatoarea expresie pentru functia perturba-

toare coespunzatoare presiunii radiatiei solare, dezvoltare in serie care este asemanatoare

cu expresia functiei perturbatoare corespunzatoare unui al treilea corp:

00 l

RSRP:—CrPrmZZZZ Z nl n—i—m§! (23)

n=1 m=0 p=0 g=—o00 j=—

X ‘anph(iv i@)HHPQ(e)gnhj(e®> Cos(wlmphqj)-

Miscari rezonante

Testele numerice referitoare la problema migcarii unui satelit sugereaza ca influenta unei
anumite perturbatii poate fi intensificata daca satelitul se afla in anumite regiuni in spatiul
fazelor asociat problemei. Pentru a justifica aceasta afirmatie observam mai intai ca prin-
cipale perturbatii au fost exprimate in serii Fourier (infinite). Forma generald a fiecarui
termen este data de

R x a “F(i)G(e) cos(o), (24)

unde functiile I’ si G se exprima cu ajutorul functiilor de inclinare Kaula si functiilor de
excentricitate determinate din coeficientii Hansen. Unghiul o este o combinatie liniara

2Parametrii care codifica absorbtia, reflexia si difuzia radiatiei solare descriu complet pro-
prietatile optice ale corpului fizic.
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cu coeficienti intregi a unghiurilor ce descriu orbita satelitului si, eventual, a orbitei unui
corp perturbator. In cazul unui corp care se roteste uniform in jurul axei sale, cum ar fi
Pamantul, o poate depinde liniar si de variabila unghiulara care descrie rotatia corpului.
In general, argumentul functiei trigonometrice cosinus, care apare in R, are forma:

o = jiw+ j2(2 = 0) + jsM + jawsy + 75823 + J6 Map, (25)

unde am folosit sufixul 3b pentru a eticheta elementele orbitale ale corpului perturbator
(Soarele sau Luna) si simbolul 6 pentru a descrie rotatia Pamantului in jurul axei sale.

Variatia pe termen lung a orbitei satelitului depinde de conditiile sale initiale. Intr-
adevar, o alegere diferita a conditiilor initiale conduce la o alta evolutie a elementelor
orbitale. Daca unghiul o este un unghi rapid, a carui rata de variatie este mare si com-
parabila cu miscarea medie, efectul rezultat va fi de scurta durata si nu va modifica
semnificativ miscarea pe termen lung a satelitului. Miscarea rezonanta apare atunci cand
unghiul o este aproape constant in timp, adica atunci cand ¢ = 0. Ca o consecinta, efectele
datorate termenului R, se acumuleaza in timp, producand modificari cu perioada lunga,
sau (uneori) liniare, ale elementelor orbitale.

Rezonantele sunt adesea asociate cu un spatiu al fazelor echivalent topologic cu cel al
unui pendul simplu

Hi(J,Y) = %ﬁ — cos(ma). (26)

Cu toate acestea, In ultimele decenii, au fost dezvoltate si alte modele fundamentale
de rezonanta, cum ar fi al doilea model fundamental de rezonanta, introdus de Hen-
rard si Lemaitre, [22], si exprimat prin urmatoarea functie a lui Hamilton, depinzand de
parametrul ¢:

H=R>—-3(6+1)R —2V2Rcosr, (27)

precum si modelul fundamental de rezonanta extins definit de Breiter ([8]) prin hamilto-
nianul

1
My =J3+§uJ2+UJ+\/2JCOS¢, (28)

care depinde de doi parametri (u,v). Figura [§]ilustreaza spatiul fazelor in termenii vari-
abilelor Poincaré

z=V2Rsiny, X =+v2Jcos, (29)

pentru modelul fundamental de rezonanta extins.

O metoda pentru calculul diametrului regiunii rezonante in cazul unei rezonante teserale
p : ¢, unde p si ¢ sunt numere naturale nenule, este prezentata in articolul [9]. Acelasi
articol arata cum poate fi utilizat indicatorul FLI pentru a cartografia spatiul fazelor in
cazul unei rezonante (a se vedea figura [9).

Referitor la rezonantele datorate perturbatiilor lunisolare, sunt trecute in revista rezul-
tate obtinute de diversi autori care descriu efectele acestora folosind diferite metode.
Aceste perturbatii, desi relevante in numeroase cazuri, vor fi neglijate in studiul rezonan-
telor care apar ca o consecinta a cuplarii efectului datorat aplatizarii Pamantului si a
presiunii radiatiei solare pentru obiecte cu valori mari ale parametrului arie-pe-masa,
deoarece in acest scenariu presiunea radiatiei solare domina perturbatiile induse de Soare
si Luna.
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Figure 8: Spatiul fazelor pentru Hamiltonianul M7 in cazul (u,v) = (—8,1). Axa orizontala

reprezinta momentul canonic, In timp ce cea verticala reprezinta coordonata canonicd. Curbele
separatoare asociate punctului de echilibru de tip sa sunt reprezentate ingrosat.
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Figure 9: Indicatorul FLI, calculat prin utilizarea ecuatiilor carteziene, pentru 100x100
orbite, in cazul rezonantei 1:1 aflata in regiunea GEQO. Conditiile initiale sunt e = 0, 005,
i =30° w=0° Q=0° Aceasta figura este o reproducere a figurii 5 din articolul [9].

Rezonante semi—seculare datorate presiunii radiatiei
solare

Ultima parte a tezei este dedicata culegerii principalelor rezultate referitoare la studiul
influentei presiunii radiatiei solare. Rezultatele sunt publicate de autor in articolul [39].
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Este prezentata o analiza detaliata a rezonantelor semi-seculare care actioneaza pe scari
de timp de ordinul deceniilor, sau chiar secolelor.

Problema cuplarii efectelor induse de termenul armonic Js si presiunea radiatiei so-
lare a fost recent studiata in multe lucrari. Astfel, lucrarea [16] realizeaza un studiu
parametric pentru diferite valori ale semiaxei mari si ale raportului arie-pe-masa, pentru
a obtine pozitia punctelor de echilibru care apar ca o consecinta a cuplarii. Articolul
[1] descrie spatiul fazelor asociat problemei. Lucrarea [44] foloseste tehnici de analiza a
frecventelor pentru a studia orbitele joase din vecinatatea Pamantului, perturbate de pre-
siunea radiatiei solare. Articolul [48] realizeaza o analiza detaliata a dinamicii in regiunea
GEO pentru obiecte care au raportul arie-pe-masa foarte mare. Cercetarea realizata de
autor isi propune sa completeze rezultatele lucrarilor anterioare prin furnizarea de for-
mule analitice pentru a determina locatia, diametrul si perioada rezonantelor rezultate
din cuplarea efectelor induse de termenul armonic .J5 si presiunea radiatiei solare. Pentru
a da o noua perspectiva asupra problemei, se utilizeaza diverse modele fundamentale ale
rezonantelor, inclusiv modelul de rezonanta extins pentru a descrie calitativ si cantitativ
efectele rezonantelor.

Hamiltonianul problemei are forma

H =Hy, + Hsrp, (30)

unde H j, codifica efectul (secular) al lui termenului armonic J; si este dat de

1 JyRE s 312
S W 1
HJQ 4 a%G?’ G2 (3 )

Componenta Hgprp include suma celor mai importanti sase termeni din dezvoltarea in
serie a functiei perturbatoare asociata presiunii radiatiei solare:

n
Hsrp = ZHA]SRP = Z Cjycosojp, (32)
ik ik

Unghiul 0, are forma o; ) = w + jQ + kMg + kwe, iar coeficientii C ;. sunt dati de
relatia:

3 A L? .
Cj,k = —§Crpra ? € }—j,k(%Z@): (33)

Spunem ca se produce o rezonanta atunci cand urmatoarea ecuatie este satisfacuta:

&+ jQ + kng = 0. (34)

In relatia de mai sus, ng = M@ reprezinta viteza unghiulara medie a Soarelui, iar
numerele intregi j si k iau valori in multimea j € {—1,0,1}, k € {—1,1}. Rezonatele care
implica anomalia medie a Soarelui sau a Lunii, sunt denumite rezonante semi-seculare
in lucrarea [I5]. Pe de alta parte, rezonante care implica argumentul perigeului w sunt
cunoscute sub numele de rezonante apsidale (a se vedea articolul [7]). Cand ecuatia (34))
este satisfacuta, termenul perturbativ asociat, numit termen rezonant, are o influenta
marita din punct de vedere dinamic, iar pentru a-i caracteriza efectele, problema poate
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fi redusa local la un model fundamental de rezonanta, precum este pendulul simplu, al
doilea model introdus de Henrard si Lemaitre [22], sau modelul descris de Breiter [g].

Pentru a determina o locatie aproximativa a acestor rezonante in spatiul fazelor, se
pot folosi expresiile pentru w si (), obtinute prin retinerea infuentei exercitate de termenul
armonic Jo i neglijand in acelasi timp alte influente. In lucrarea [7], aceasta abordare
este folosita pentru a calcula pozitiile aproximative ale rezonantelor absidale lunisolare.
Prin neglijarea termenilor rezonanti in problema determinarii locatiei rezonantelor se
presupune de fapt ca punctele de echilibru cu stabilitate diferita se obtin pentru aceeasi
valoare a excentricitatii, ceea ce simplifica analiza problemei bifurcatiilor.

Pentru a obtine formule analitice care caracterizeaza rezonantele, hamiltonianul general
poate fi redus local la modele simple, de tipul celor fundamentale descrise mai sus. Mai
precis, putem considera urmatoarele modele simplificate descrise de:

(G How, QO L) = Hy, + HEE . (35)

Fiecare model, definit prin intermediul relatiei , se obtine prin medierea tuturor terme-
nilor din dezvoltarea in serie a functiei perturbatoare asciate presiunii radiatiei solare, cu
exceptia unuia, corespunzator rezonantei. Sunt determinate punctele de echilibru si este
analizat modul in care se modifica dinamica odata cu modificarea parametrilor orbitali,
in particular cu variatia inclinarii si semi-axei mari.

Pentru a atinge acest obiectiv, transformam hamiltonianul H;j intr-un hamiltonian
autonom prin introducerea actiunii Ag conjugata anomaliei medii My a Soarelui. Ex-
primam hamiltonianul in functie de semi-axa mare a in locul impulsului L, deoarece
ambele catitati sunt constante ale miscarii. Hamiltonianul modificat, notat prin H; s, are
trei grade de libertate si poate fi scris astfel:

Hix = noho +nd(Z(G, H) + Pjilw, Q, My, G, H)). (36)
Termenul Z(G, H) cuantifica efectele seculare datorate termenului armonic Js si altor
perturbatii seculare, in timp ce P; ;. (w, 2, M, G, H) reprezinta termenul rezonant specific,
asociat presiunii radiatiei solare.
Numarul gradelor de libertate poate fi redus utilizand o transformare canonica adec-
vata. Pentru orice pereche de indici (7, k) putem efectua urmatoarea transformare canonica

k%", depinzand de constanta a, unde noile variabile sunt adimensionale:

’ig’k : (CU, Qa M®7 G7 H7 A@a Hj,k) — (O-jJ{:v wj,ka XjJ{:a (Pjﬂﬁ qjj7k7 X],k) H;‘:k)7 (37)
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unde

Ojk :w+jQ+kM@+kw@, (38)
G
Djp = =1, 39
D \/m ( )
H -G .
Uy = 2 = le ), 11
Js \/m ( ) ( )
Xjk = M@? (42)
Ao — kG
Xjp=—2—" (43)

Jia

Hamiltonianul exprimat in noile variabile canonice (dupa eliminarea termenilor constanti)
este dat de
Kjir=kngn+Z+Cjcos0jy. (44)

Dupad o analiza a formei functiei hamiltoniene KC; j, pentru diferite valori ale indicilor j si
k, incepem prin a investiga punctele de echilibru ale problemei reduse. Ecuatiile canonice
ale miscarii sunt date de:

oK ;
J_],k — a/";’k = I{j TL@ + Z/ + O.;vk COS O-j7]€, (45)
. oK i .

W

unde simbolul 7 /7 indica derivate partiale in raport cu 7.

40 | T T = 20

Area-to-Mass ratio [m*2/kg]
Area-to-Mass ratio [m"2/kg]

[=]

n 1 n n n n 1 n L n n 1 W 1 1
10000 15000 20000 25000 20000 21000 22000 23000 24000 25000

a [km] a [km]

Figure 10: Regiunea evidentiata a planului (a, %) corespunde valorilor pentru care € < 0.1

(vezi ecuatia ) si care ne permite sa aproximam ecuatia prin ; Figura din stanga
corespunde intervalului @ € [Rg,4Rg|; Figura din dreapta mareste coltul din dreapta jos al
figurii din stanga. In regiunea LEQO, aceastd aproximare este valabila pana la valori foarte mari
ale raportului arie-pe-masa, in timp ce in regiunea MEQ inferioars, valorile raportului arie-pe-
masi nu pot depisi o valoare prag (pani la ~ 1 m?/kg pentru a = 25000 km).
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Valoarea variabilei 1 pentru punctele critice poate fi obtinuta din conditia de rezonanta
o = 0, adica,
oK k
on

Ecuatia de mai sus poate fi adusa la o forma mai simpla atunci cand orbita satelitului este

=kne+ 2" +~0];, =0. (47)

suficient de joasa. Valabilitatea acestei aproximari se exprima in termenii unui parametru
dat prin

 CyPa A

= ) 48
‘ JQR%TLQ m (48)

Daca acest parametru este mic, spre exemplu € < 0.1, atunci magnitudinea termenului 2’
este mult mai mare comparativ cu magnitudinea termenului C} i» 1ar cel din urma il putem
neglija. Aceasta aproximare este valabila in regiunea gri descrisa in figura [0, Trebuie
remarcat faptul ca, in aceasta aproximare, putem considera valori mari ale raportului
arie-pe-masa in regiunea LEO si valori moderate (comparabile cu 0,5 m?/kg) pana in
regiunea GPS, aflata la mai putin de 2000 km distanta de a = 25000 km.

Neglijand contributia presiunii radiatiei solare in ecuatia , se obtine

kne + Z' = 0. (49)

In tezd, se determind locatia rezonantelor pentru cele sase modele simplificate, iar rezul-
tatele sunt vizualizate folosind figuri precum figura [11}
Utilizand aproximatia de mai jos a hamiltonianului, similara pendulului matematic
. Z// (/]/7) ) R A
Kn,o) = T(n—n)2+0j,k 7 | coso, (50)

se pot dezvolta formule pentru a determina diametrul regiunii rezonante (de libratie):

1Cj k|
|Z"|

Ajp =2 (51)
n=f

Substituind expresiile pentru Z si Cjy, se obtin formule analitice care dau o estimare a
diametrului regiunii rezonante in termenii elementelor orbitale si a parametrului arie-pe-
masa. Mai mult, putem calcula frecventa fundamentala la echilibru data prin:

2" (i) A
V= = Cij (77; E) ) (52)

care poate fi utilizata pentru a calcula perioada fundamentala corespunzatoare punctului
de echilibru stabil:

T=v1 (53)

Aceste marimi, diametrul si perioada, ne permit sa clasificam rezonantele semiseculare
induse de presiunea radiatiei solare. Un exemplu de clasificare a rezonantelor este dat de
Tabelul [d] preluat din [39].
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Figure 11: Rezonanta (1, —1): Locatia punctelor de echilibru si diametrul zonei de rezonanta
delimitatd de curbele separatoare pentru un obiect cu A/m = 1 m?/kg si aflat pe o orbiti
cu semi-axa mare medie a = 15000 km. Curbele rezonante sunt reprezentate in planul (i,e)
(panoul de sus) siin planul (1, «) (panoul din stanga jos). Liniile drepte gri intrerupte marcheaza
excentricitatea critica care duce la reintrarea obiectului in atmosfera terestra. Curba gri punctata
reprezinti solutiile ecuatiei 2 = 0 si corespunde unui maxim al curbei rezonante in planul
(n, ). Curba corespunzatoare in planul (i, e) este tangenta la curbele rezonante. Curbele violet
si cyan corespund valorilor @ = 0,025 si, respectiv, « = 1,3. Spatiile fazelor pentru aceste
doua valori selectate ale lui o sunt prezentate in panoul din dreapta jos in termenii unghiului
de rezonanta o si a excentricitatii e (coloana din stinga) si respectiv a unghiului canonic si a
variabilei n (coloana din dreapta). Curbele rosii care Inconjoara curbele rezonante delimiteaza
zona de libratie. Aceste curbe corespund intersectiei celor doua ramuri ale curbei separatoare
cu o dreapta pentru care o = 0° sau ¢ = 180°, in functie de rezonanta luata in considerare.
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Figure 12: Rezonanta (—1,1). Spatiul fazelor obtinut pentru A/m = 1 m?/kg, a = 11377.8 km
si a—1 = 0.516343, care corespund valorii ¢ = 114.949° pentru punctul de echilibru e, = 0.45.
Conditiile initiale sunt astfel incat o_11(to) = 90°, e(ty) = e. (curbele cyan si albastre) si
o_1,1(to) = 180°, e(tyg) = 0.414003 (curbele magenta si violet).

Pentru a valida modelele simplificate, comparam rezultatele cu cele obtinute prin uti-
lizarea ecuatiilor carteziene ale miscarii, care iau in considerare toate efectele perturba-
toare. Acest lucru ne permite sa evaluam acuratetea si eficacitatea modelelor simplificate
in studiul dinamicii sistemului. Rezultatele sunt prezentate folosind diagrame precum
cele prezentate in Figura 12, Propagarile numerice confirma faptul ca modelele simplifi-
cate ofera o buna aproximare a dinamicii carteziane pentru rezonante caracterizate de
excentricitati mici sau moderate.

Indicatorul FLI este folosit intensiv pentru a descrie numeric spatiul fazelor asociat
rezonantelor semi-seculare. Mai mult, acesta poate fi utilizat pentru a investiga modul
in care rezonantele din apropiere, asociate aceluiagi model simplificat ar putea fuziona
ca o consecinta a variatiei raportului arie-pe-masa. Daca raportul arie-pe-masa este sufi-
cient de mare, spatiul fazelor nu mai este asemanator pendulului ci isi schimba structura
fundamentala, asa cum se poate aprecia din diagramele de pe sus al figurii

Daca centrul rezonantei este aproape de regiunea e = 0, reprezentarea FLI in variabilele
canonice Poincaré arata un spatiu al fazelor care aminteste de cel de-al doilea model
fundamental al rezonantelor si de modelul extins al rezonantelor, prezentate anterior. Un
exemplu in acest sens este prezentat in Figura , care se refera la rezonanta (1,—1)
pentru diferite valori ale parametrului arie-pe-masa.

In sfarsit, remarcam ca, in functie de semi-axa mare a satelitului, rezonantele seculare
se pot suprapune pentru ¢ = 90°. O modalitate de a detecta numeric dinamica haotica care
apare ca o consecinta a suprapunerii rezonantelor asociate termenilor rezonanti diferiti
este de a folosi indicatorul FLI. Rezultatele acestor simulari sunt prezentate in figura |15
unde se poate aprecia dinamica haotica complicata datorata suprapunerii rezonantelor.
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Figure 14: Rezonanta (1, —1). Portretul spatiului fazelor in vecinatatea regiunii e = 0,
obtinut prin calculul indicatorului FLI in planul (ecoso,esino). Conditiile initiale sunt
a = 1.589REp, a1 = 1.45, Q2 = 0. Graficele au fost obtinute pentru urmatoarele valori
ale parametrului arie-pe-masa: 1,1.9,2.5 si, respectiv, 4 m?/kg. Curba stralucitoare care
trece prin punctul (0,0) evidentiaza singularitatile formularii considerate.
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Figure 15: Suprapunerea rezonantelor cu k = 1 pentru orbitele polare, demonstrata prin uti-
lizarea indicatorul FLI. Hartile sunt obtinute prin fixarea conditiilor initiale a = 1.67 Rg,i =
90°, A/m =1 m?/kg si Q = Qg si calcularea indicatorului FLI peste un numar mare de orbite
distribuite in planul (e, 09,1). Graficele de sus corespund valorilor €y = 0° si g = 45°, in timp
ce cele de jos corespund valorilor g = 90° si {9 = 180° . Linia alba punctata corespunde valorii
critice a excentricitatii, egala cu 0.401.
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