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Introducere

Lucrarea de fata este organizata intr-un capitol introductiv care contine preliminarii si
doué capitole principale in care studiem unele probleme de optimizare cu ordine fixa,
respectiv cu ordine variabila.

In primul capitol facem o scurtd prezentare a notiunilor si rezultatelor principale de
analiza variationala si optimizare pe care le folosim in lucrare. Cele mai consultate
referinte pentru acest capitol au fost [7], [32], [44] si [58].

In al doilea capitol studiem dous notiuni de eficienta Pareto directionala in raport
cu una, respectiv doud multimi de directii, introduse in [8] si [27]. Obiectivul princi-
pal al studiului este sa obtinem conditii necesare de optimalitate pe spatii primale si
duale. In prima sectiune obtinem astfel de conditii pentru probleme fara restrictii folo-
sind urméatoarea schema de lucru: intai stabilim unele conditii suficiente de deschidere
directionala pentru multifunctii, apoi, rezultatele cu conditii de optimalitate le construim
cu ipoteza de minimalitate gi cu o parte din conditiile suficiente de regularitate; apoi,
bazédndu-ne pe incompatibilitatea dintre deschidere gi minimalitate (adaptata la cadrul
nostru directional), deducem conditii de optimalitate prin negarea celorlalte conditii
suficiente de deschidere. Ideile noi pe care le folosim in demersul nostru, fata de alte re-
zultate asemanatoare din literatura, sunt ca evitam ipoteza de inchidere a multifunctiei
epigraf asociata cu multifunctia obiectiv si folosim doar inchiderea acesteia din urma si,
in al doilea rdnd, propunem o versiune adaptata la cadru directional pentru binecunos-
cutul Principiu Variational al lui Ekeland.

In Sectiunea 2 obtinem conditii de optimalitate pentru o problema de optimizare cu
restrictii, in raport cu un minim directional in raport cu doua multimi de directii. Me-
toda de lucru este destul de directa; pornim de la faptul ca un punct de minim pentru
o problema cu restrictii este punct extremal pentru un sistem in care sunt implicate
multifunctia obiectiv si restrictiile problemei, apoi folosim faptul ca Principiul Extremal
Aproximativ este satisfacut pe spatii Asplund.

In Sectiunea 3 abordam din nou o problema de optimizare fara restrictii, de data aceasta
directionale pentru un sir de perturbari ale multifunctiei obiectiv F' este punct critic
pentru F', in sens Fermat generalizat exprimat folosind coderivate Mordukhovich. Pen-
tru acest scop folosim unele rezultate auxiliare, care au de asemenea importanta de sine
statatoare. Introducem o notiune mai slaba de deschidere directionala (a se vedea [22] si
[27]) in raport cu doud multimi de directii in spactiile de pornire gi de sosire, respectiv,
si de asemenea 1n raport cu conul de ordonare din spatiul de sosire; in raport cu aceasta
notiune, aratdm ca suma dintre o multifunctie in acest fel directional deschisa i una
directional Aubin continuad raméne directional deschisa, atat intr-o versiune locala cét si
in una globala.



Studiul din Sectiunea 4 are ca punct de pornire o dilema pe care o descriem pe scurt
in continuare. Daca ne referim la o problema de optimizare cu restrictii, In general,
pentru a scrie conditii de optimalitate este nevoie de niste conditii de calificare. Daca
adaugam o restrictie, problema se poate schimba foarte mult si chiar daca sistemul initial
de restrictii verificd o conditie de calificare, noul sistem este posibil sa& nu o mai verifice.
Astfel, ne punem intrebarea daca putem lega intr-un fel cele doua sisteme de restrictii in
aga fel incat sa putem scrie conditii de optimalitate pentru cel de-al doilea sistem fara a
fi nevoie sa verificam o conditie de calificare pentru intregul sistem de restrictii, ci doar
pentru cel initial gi restrictia pe care o adaugam la acesta. Am inceput investigatia n
acest sens de la o problema de optimizare neteda cu restrictii de tip inegalitate si am
observat ci, pentru a mentine ipotezele minime, ajungem la o conditie de tip inegalitate
metrica; acest tip de inegalitate intervine in mod natural si in alt fel de probleme de
optimizare, incluzand probleme ne-netede si de asemenea unele rezultate de penalizare
de tip Clarke. Introducem deci o conditie metrica (inegalitate) menita sa umple golul
dintre ipotezele folosite Tnainte de introducerea unei noi restrictii si cele necesare pentru
a putea scrie conditii de optimalitate pentru noua problema.

Folosim apoi schema de lucru cu care am ajuns la inegalitatea metrica pe de o parte
pentru a obtine conditii necesare de optimalitate pentru conceptele de minim directional
Pareto studiate in aceasta teza, iar pe de alta parte, pentru rezultate de penalizare
pentru probleme de optimizare nenetede cu restrictii multiple. In ultima sectiune din
capitol realizam o comparare intre conditia metrica introdusa in sectiunea anterioara si
alte conditii asemanatoare din literatura, subliniind faptul ca inegalitatea noastra are
avantajul de a fi mai usor de verificat si poate fi folositd in contexte in care lipseste
diferentiabilitatea.

Capitolul se incheie cu unele comentarii bibliografice.

incepem ultimul capitol al tezei, in care tratam probleme de optimizare cu ordine
variabila, cu o discutie legata de patru concepte de dilatari de conuri, cu proprietati si
relatii Intre ele. Apoi stabilim in cadru infinit dimensional un rezultat de separare a
conurilor in sensul dat in [33]; mai precis, avand doud conuri C; si Cy a caror intersectie
este {0}, gasim un al treilea con C3, o dilatare a lui C in fapt, care le separa, adica
intersectia dintre C3 i C este tot {0}, iar conul Cy este inclus in interiorul topologic al
lui C5. Sectiunea 2 trateaza stabilitatea a trei tipuri de eficienta aproximativa definite in
contextul ordinei variabile, pentru multimi si pentru multifunctii. Mai precis, stabilim
c& limita unui gir de minime pentru un sir de perturbéari ale unei multimi A este minim
pentru A, si similar, limita unui gir de minime pentru un sir de perturbari ale unei
multifunctii F' este punct de minim pentru F'. In Sectiunea 3 investigam unele posibilitati
de a recupera o problem& de optimizare cu ordine fixa dintr-una cu ordine variabila.
Dintr-un element robust al unei multifunctii F' in raport cu o dilatare a multifunctiei de
ordonare K recuperam un minim clasic pentru F' in raport cu limita superioara a lui
K, si dintr-un element nondominat al lui F' in raport cu o dilatare a lui K recuperam
un minim aproximativ pentru F' in raport cu limita inferioara a lui K. In final, in
ultima sectiune stabilim un rezultat de optimalitate pentru probleme de optimizare cu
ordine variabila folosind conversia la ordine fixa din sectiunea anterioard, un rezultat
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de separare a conurilor gi bine-cunoscuta functionald Gerstewitz. Incheiem capitolul cu
unele comentarii bibliografice.

Rezultatele originale din aceastd lucrare sunt continute in lucrarile [23], [24], [27] si
[42], lista lor fiind dupd cum urmeaza: Definitia 2.1.2, Teorema 2.1.7, Teorema 2.1.8,
Teorema 2.1.10, Teorema 2.1.11, Teorema 2.1.12, Teorema 2.2.2, Teorema 2.3.3, Teorema
2.3.4, Corolarul 2.3.6, Teorema 2.3.7, Teorema 2.4.1, Corolarele 2.4.3 si 2.4.4, Lema
2.4.6, Teorema 2.4.7, Propozitia 2.5.3, Propozitia 2.4.5, Teorema 2.4.8, Corolarul 2.4.9,
Teorema 2.4.11, Propozitia 3.1.8, Propozitia 3.2.4, Propozitia 3.2.6, Propozitia 3.2.10,
Propozitia 3.3.1, Propozitia 3.3.2, Propozitia 3.3.4 si Teorema 3.4.1, precum si exemplele
care ilustreaza unele rezultate si relatiile dintre diversele conditii discutate pe parcursul
lucrarii.
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Capitolul 1

Preliminarii

1.1 Elemente de analiza neliniara

Pe parcursul acestei teze notam prin X si Y spatii liniare normate, daca nu specificam
altfel. Originea spatiului X o notam explicit cu Ox, iar 0 reprezinta originea spatiului R.
Dualul topologic al lui X este notat cu X*, iar topologiile slaba si slab-stelata, respectiv,
sunt notate cu w si w*. Bila unitate deschisa, bila unitate inchisa si sfera unitate din
X sunt notate cu Bx, Dx si Sx. Bila deschisa de centru x € X si raza r > 0 o notam
cu B(xz,r). Notatiile int A, cl A si bd A sunt pentru interiorul topologic, inchiderea si
frontiera unei multimi nevide A C X. Multimea vecinatatilor unui punct T € X este
V(x). O submultime A a lui X este local inchisa in jurul unui punct T € A daca este o
vecinatate U a lui T astfel incdt AN U este inchisa.

Distanta de la un punct € X la o multime nevida Q C X este d(z, Q) := inf{||x — w|| |
w € Q} si functia distanta la Q este dg : X — R data prin dg(z) := d(z, Q).

Fie f: X — RU{+oo} o functie cu valori pe axa reald extinsa. Multimile dom f :=
{reX| f(xr) <+oo}siepif:={(z,\) € X xR | f(z) < A} sunt domeniul si epigraful
lui f. Dacd dom f # (), functia se numeste proprie. Daca \ este un scalar real, multimea
de subnivel a lui f fata de X este [f < A :={x € X | f(z) <A}

Pentru o multifunctie ' : X =2 Y domeniul si graficul sunt multimile Dom F' = {z €
X |F(x)# 0} si Gr F ={(z,y) € X XY |y € F(x)}. Dat (z,y) € Gr F, spunem ca F
este de tip Lipschitz in jurul lui (Z,7) cu modul [ > 0 daca exista o vecinatate U a lui T
astfel Incat

F(z) C F(u) + || —u||Dx, Vx,u € U.

F este inferior semicontinua in (x,y) € Gr F' daca pentru orice gir x,, — x, exista un sir
Yn — Yy cu (Tn,yn) € Gr F pentru orice n.

Un con K C Y se numeste propriu daca nu este nici {Oy } nici spatiul intreg Y'; daca
intersectia K N —K = {0y}, conul K este punctat; daca int K # (), K este numit solid.
infe@urétoarea conica a unei multimi nevide C' C Y este notata cu cone C.

Un con convex induce o relatie de preordine pe un spatiu liniar, compatibila cu structura
liniara. Daca in plus conul convex este si punctat, relatia de preordine devine o relatie
de ordine partiala.

Conul dual pozitiv al conului K C Y se defineste prin

Kt={y"eY*|(y*y) >0, Vy € K}.
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1.2 Elemente de analiza variationala si diferentiere generalizata

In aceastd lucrare folosim definitiile conului tangent in sens Bouligand, Ursescu gi
Dubovitskiy-Miljutin.

Fie Q C X o submultime a spatiului normat X si £ € X. Conul contingent cone
(Bouligand), conul adiacent (Ursescu) si conul interior contingent (Dubovitskiy-
Miljutin), respectiv, la © in T sunt descrise prin

Tp(,7) ={u € X |3t, = 0" and Ju,, — u s.t. T+ tyu, € Q, Vn € N}; (1.1)
Ty(Q,7) = {u € X | Vt, — 0" and Ju,, — u s.t. T+ tyu, € Q, Vn € N};
Tom(Q,7) = {u € X | Vt, — 0" and Vu, — u Ing € N s.t. T+ tyu, €Q, Vn > ng}.

Derivata Bouligand a unei multifunctii intr-un punct se definegte prin conul tangent
Bouligand dupa cum urmeaza (a se vedea [1]).

Definitia 1.2.1 Fie F': X =2'Y o multifunctie si (Z,7y) € Gr F'. Derivata Bouligand a
lui F in (T,7) este multifunctia DpF(Z,7) : X =Y astfel incat

Gr DpF(z,y) = TB(Gr F, (,7)).

Obiectul de diferentiere generalizata principal care ne trebuie in aceasta lucrare, pe care
il amintim din [8], este o varianta directionald a derivatei Bouligand de mai sus.

Definitia 1.2.2 Fie F : X = Y o multifunctie, (T,7y) € GrF i ) # L C Sx, 0 #
M C Sy. Derivata Bouligand a lui F' in (Z,5) in raport cu L gi M este multifunctia
Dé’MF(T, y): X =Y definita prin

Dé’MF(E,g)(u) ={veY|Ft, = 0", Ju, cone b, u, 3 v, cone M,
such that for all n, § + tyv, € F(T + tyuy)},

. . L. . . ;

unde prin notatia u, —— u intelegem cd (up) C cone L i u, — u.
Se poate verifi i DEMF(z,7) est iti 3
poate verifica ugor ca Dy (Z,7) este pozitiv omogena.

Un alt instrument important in analiza neliniard util pentru studiul problemelor de
optimizare il reprezinta conurile normale. In aceastd lucrare folosim constructiile de
diferentiere generalizata dezvoltate de Mordukhovich gi colaboratorii sai (a se vedea
[44]) pe spatii duale.

Fie X un spatiu Banach si fie €2 o submultime nevida a lui X, ¢ > 0 si T € 2. Multimea
e—normalelor la  In T este

N.(Q,7):={a* e X*| limsup@Lim> <eyp,
o lz—7
T—>T

. Q _ . v v . _ v .
unde notatia x — T inseamna ca x € ) si x — T. Daca € = 0, elementele din partea
dreapta a expresiei de mai sus se numesc normale Fréchet, iar multimea lor este conul
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normal Fréchet la Q in T, notat prin N (Q,7).
Conul normal Mordukhovich la € in T este

N(Q,7) = {z* € X* | 3e,, = 0", 2, &E,x;‘l wr, ¥,z € ]Ven(Q,wn),Vn € N},

. w* ~ o VN . o
unde notatia ), — =* Inseamna convergenta in topologia slab-stelata.
Daca ) este convexa, atunci conul normal Fréchet gi conul normal Mordukhovich la
in T coincid cu conul normal din analiza convexa, adica

N(Q,T) = N(Q,7) = {z* € X*| (¥, 2 —T) <0, Yz € Q}.

Cand X este spatiu finit-dimensional, relatia dintre conurile tangente si normale este
data de [44, Theorem 1.10], anume

N(Q,T) = —(Ts(2,7))*.

Daca X este Asplund (i.e., un spatiu Banach in care orice functie continua convexa
f : U — R definitd pe o multime deschisa convexa U din X este Fréchet diferentiabila
pe o submultime densa a lui U) si Q este local inchisa in jurul lui Z, are loc ca N(Q,7) =
Limsup N (Q, 7).

T—T
Alta proprietate topologica importanta a spatiilor Asplund este ca orice gir marginit din
dualul unui spatiu Asplund admite un subsgir w*—convergent.

Asa cum conurile tangente sunt la baza constructiei derivatelor pentru multifunctii in
spatii primale, conurile normale sunt esentiale pentru constructia coderivatelor multifunc-

tiilor, in spatii duale. Pentru o multifunctie F' : X = Y intre spatiile Banach X si
Y, coderivata Fréchet a lui F in (z,7) € Gr F este multifunctia D*F(Z,7) : Y* = X*
data prin R R

D*F(E,y)(y") == {z" € X* | (27, —y") € N(Gr F, (7,9))},
si coderivata Mordukhovich a lui F in (Z,7) € Gr F este multifunctia D*F(Z,7) : Y* =
X* data prin

D*F(z,9)(y") = {«" € X" | (z", —y") € N(Gr F', (7, 7)) }-

Cand F := f este o functie, 7 = f(T) si scriem ﬁ*f(f) in loc de lA?*F(T, y) si D*f(T) in
loc de D*F(Z, 7).

Daca f : X — R U {£oo} este o functie convexa finitd in Z € X. Subdiferentiala
Fenchel a lui f in T este definita prin

of (@) :={z" € X* | (z",z) — (",7) < f(z) — f(T),Vx € X}.

Pentru o functie f : X — R U {£oo} finitd in T € X, subdiferentialele Fréchet si
Mordukhovich ale lui f in T sunt multimile

0f(@) :={a* € X" | (z*,~1) € N(epi /. (@, f(@)))},
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respectiv
Of (@) :={a" € X* [ (2", 1) € N(epi f, (7, f(7)))}.

Folosim aceeasi notatie pentru subdiferentialele Fenchel si cele la limita intrucat coincid
pentru functii convexe.

Are loc incluziunea Of(Z) C 8f(T) si o regulil generalizatii de tip Fermat: daci T este
punct de minim local pentru f atunci Ox« € d f(@).

1.3 Cateva instrumente pentru probleme de optimizare cu
multifunctii

Prezentam cateva instrumente tehnice pe care le vom folosi in aceasta teza.

e Consideram 2 C X si M C Sx doua multimi nevide. Functia directionald de timp
minimal in raport cu M, Ty/(-,Q) : X — [0, 00], este data prin

Tr(z,Q) :=inf{t > 0| Jue M : x+ tu € Q} pentru orice z € X. (1.2)

Cénd 2 are doar un element, scriem Th/(x,{u}) =: Th(x,u). Este usor de verificat ca
T (z,u) este 400 daca si numai daca u—x ¢ cone M, si este ||[u—z|| daca si numai daca
u—x € cone M. Daca una din multimile M si 2 este Inchisa, iar cealalta este compacta,
atunci T (+, Q) este inferior semicontinua. Daca Q = {u} si cone M este convexa, atunci
functia de timp minimal este convexa.

e Binecunoscuta functionala de scalarizare Gerstewitz (Tammer) si unele proprietati ale
ei sunt date In urmatoarea lema.

Lema 1.3.1 Fie() # ACY, A#Y, o multime inchisa si e € Y \ {Oy} astfel incdt
A+0,00)e C A.
Atunci functionala se o 1Y — RU {£o0} data prin

SeA(y) ==inf{A e R | Xe e y+ A} (1.3)

este inferior semicontinuda si, in plus, s. A este converda dacd si numai dacd A este
converd.

e Principiul Variational al lui Ekeland

Teorema 1.3.2 Fie (X,d) un spatiu metric complet si f : X — RU {400} o functie
proprie, inferior semicontinud si marginita inferior. Pentru orice o € dom f si orice
€ >0, existd x: € X astfel incdt

f(xe) < f(z0) — ed(zo, )

)
f(ze) < f(z) + ed(x,xe), Ve € X \ {z:}.
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e Dam acum definitii pentru unele proprietati de compactitate generalizata (a se vedea
[16]).
Definitia 1.3.3 Fiec X si Y spatii Asplund.
(i) O multime Q@ C X local inchisa tn jurul lui T € Q se numeste secvential normal
compacta (prescurtat (SNC)) in T dacd pentru orice siruri (xn,z)) C Q x X* care
verificd
Ty = T, T, € ]\Af(Q,:nn)andx?*1 2 0x-,

urmeaza ca x, — Ox+ pentru n — oo.

(i) O multifunctie F : X = Y local inchisa in jurul lui (T,5) € GrF se numeste
partial secvential normal compacta (prescurtat (PSNC)) in (T,7) dacd pentru orice siruri
(Tny Yn, i yt) € GrF x X* X Y* care verifica

*

(fﬂm?/n) — (f7y)a .’L’;’; € B*F(xnayn)(y:;)v xn w—> OX*7 and y:;, — OY*)
urmeaza ca x, — Ox« pentru n — oo.

Definitia 1.3.4 Fie Q0 si Qo doud mulfimi inchise nevide ale spatiului X . Spunem ca
Q1 si Qo sunt aliate in T € Q1 N Qo dacd pentru orice (i) ELN T, xf, € ]\A/(Qi,xm),
1 = 1,2, relatia 7, + x5, — Ox~ implica =7, — Ox= st x5, — Ox=.

In aceastd lucrare studiem urmitoarea problema de optimizare cu restrictii geometrice:
(P) min F(x), subject to x € €,

unde F' : X = Y este o multifunctie si 2 C X este o multime nevida. Conceptele de
minimalitate sunt in raport cu o relatie de ordine indusa de un con K C Y. In general,
pe parcursul lucrarii, cdnd ne referim la minimalitate in raport cu K, intelegem ca acesta
este propriu, convex si inchis.

Multifunctia epigraf asociati cu F este multifunctia F : X = Y datd prin ﬁ(:c) =
F(z) + K pentru orice x € X.

Notiunea de minim cu care lucram este cea de minim Pareto care se refera, in linii mari,
la a gasi un punct in jurul caruia nu se pot obtine valori mai mici pentru un obiectiv
fara a dauna altui obiectiv. Formal, avem urmatoarea definitie.

Definitia 1.3.5 (i) Un punct (z,7) € Gr F'N (2 x Y) se numeste minim local Pareto
pentru F' pe Q daca existd o vecinatate U a lui T astfel incat

(F(UNQ) —7) N (-K) C K. (1.4)

(ii) Dacd int K # 0, (z,7) € Gr FN (2 x Y) se numeste minim local Pareto slab pentru
F pe Q dacad existd o vecindtate U a lui T astfel incat

(F(UNQ)—y)N(—intK) = 0.

Daca U = X, obtinem notiunile globale corespunzdtoare.
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Cand Y := R consideram K = [0,00) si astfel notiunile de eficienta de mai sus se
reduc la conceptul clasic de minim din optimizarea scalara.

In continuare enuntam doua exemple de rezultate ce contin conditii de optimalitate
care ne-au fost puncte de start pentru rezultatele obtinute in aceasta teza.

Propozitia 1.3.6 [17, Proposition 3.3] Fie X si Y spatii Banach, F : X =Y o
multifunctie, K un con tnchis conver i fie (T,y) € Gr F un minim local Pareto pentru
F. Presupunem cd F este local inchis in jurul lui (T,7) i K\ —K # 0. Atunci pentru
orice € > 0 existd (z.,y:) € Gr F N B((Z,7),¢), z- € B(0y, )\ {0y} astfel incit

Ze ¢ CI(DBﬁ(xsays)(B(OXa 1)))

Teorema 1.3.7 [16, Theorem 3.11] Fie X, Y spatii Asplund, F : X =Y o multifunctie
st (Z,7y) € Gr F un minim local Pareto pentru F. Presupunem cd are loc una din ipotezele
de compactitate asupra lui K, anume K sd fie SNC in Oy sau F~! sd fie PSNC in
(¥, T). Dacd Gr F este local inchis in jurul lui (Z,7), atunci existd y* € KT\ {0y} astfel
incat

Ox- € D*F(@,9)(y").
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Eficienta Pareto generalizata in optimizarea
cu ordine fixa

Scopul acestui capitol este de a obtine conditii de optimalitate necesare pentru o notiune
de eficientda Pareto generalizata, pe care o introducem mai jos. Pe langa aceasta, mai
propunem o conditie de calificare in forma metrica si discutam despre utilitatea ei in unele
probleme de optimizare. Continutul acestui capitol se bazeaza pe lucrarile [23], [27] si
[42]. Principalele contributii originale sunt Definitia 2.1.2, Teorema 2.1.7, Teorema 2.1.8,
Teorema 2.1.10, Teorema 2.1.11, Teorema 2.1.12, Teorema 2.2.2, Teorema 2.3.3, Teorema
2.3.4, Corolarul 2.3.6, Teorema 2.3.7, Teorema 2.4.1, Corolarele 2.4.3 si 2.4.4, Lema
2.4.6, Teorema 2.4.7, Propozitia 2.5.3, Propozitia 2.4.5, Teorema 2.4.8, Corolarul 2.4.9,
Teorema 2.4.11 si exemplele care ilustreaza unele rezultate si relatiile dintre diferitele
conditii tratate pe parcursul lucrarii.

2.1 Conditii de optimalitate pentru minimalitate directionala
fara restrictii

In acest capitol, daci nu se precizeazi altfel, X si Y reprezinta spatii Banach reale, iar
K C Y un con convex inchis si propriu. Fie F' : X = Y o multifunctie si 2 C X o
multime nevida. Problema de optimizare pe care o avem in vedere este

(P) min F(z), subject to z € Q.

Definim in continuare notiunile de minim directional care stau la baza studiului din acest
capitol. Prima notiune este aceea de minim directional in raport cu o multime inchisa
de directii din sfera unitate a spatiului X, anume () # L C Sx. Aceastd notiune a fost
introdusa in [8].

Definitia 2.1.1 (i) Spunem ca (Z,7) € Gr F N (Q x Y) este minim directional Pareto
local pentru F' pe Q in raport cu multimea de directic L daca existd o vecinatate U a lui
T astfel incat

(FUNQN(T+conel)) —g)N(—K) C K. (2.1)
(ii) Dacd int K # 0, spunem ca (T,75) € Gr F N (Q xY) este minim directional Pareto
local slab pentru F' pe Q in raport cu multimea de directii L dacd existd o vecindtate U
a lui T astfel incat

(F(UNQN(T+conel)) —y)N(—int K) = 0.
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Desigur, dacd L = Sx, notiunile directionale de minimalitate Pareto definite mai sus se
reduc la notiunile clasice de eficienta Pareto din Definitia 1.32. De asemenea, se observa
cu usurinta ca un punct de minim Pareto local in sens clasic este minim directional
Pareto local in raport cu orice multime de directii. Implicatia inversa nu este In general
valabila.

Pentru a doua varianta de minim directional, introdusa in [27], consideram alta multime
inchisa de directii, de data aceasta din spatiul Y, anume () # M C Sy.

Definitia 2.1.2 (i) Spunem ca (Z,7) € Gr F N (Q x Y) este minim directional Pareto
local pentru F pe § in raport cu L C Sx si M C Sy daca exista o vecinatate U a lui T
astfel incat

[F(UNQN(T+conel))N(g—coneM)—-g|N(—-K) C K. (2.2)

(ii) Daca int K # 0, spunem ca (Z,7) € Gr FN(Q xY) este minim directional Pareto
local slab pentru F pe ) in raport cu L C Sx $i M C Sy dacd existd o vecindtate U a
lui T astfel incat

[F(UNQN (T4 coneL))N (g —cone M) — 7] N (—int K) = 0.

Observatia 2.1.3 In cazul in care F := [ este o functie, nu se mai precizeazd y intrucat
y = f(x). De asemenea, dacd Q = X atunci avem minimalitate fard restrictii $i nu mai
mentiondm “pe Q7 iar daca U = X atunci obtinem notiunile globale corespunzdtoare.

Observam ca relatia (2.2) este echivalenta cu
[F(UNQN(T+coneL)) —g]N(—coneM)N(-K) C K,

si astfel, daca avem K C cone M, relatia de mai sus se reduce la relatia (2.1). Cu
alte cuvinte, In cazul K C cone M, multimea de directii M nu mai joaca niciun rol in
notiunea de eficientd din Definitia 2.1.2(7) si cea din urma se reduce la notiunea din
Definitia 2.1.1(4).

In cazul particular in care M = Sy, cele doui notiuni directionale de minimalitate Pa-
reto din Definitiile 2.1.1 gi 2.1.2 coincid. Observam ca (2.1) implica (2.2), dar implicatia
inversa nu este in general adevarata.

In aceasta sectiune ne propunem sa obtinem conditii necesare de optimalitate pentru
notiunile de eficienta directionala considerate in aceasta lucrare atat pe spatii primale
cat si pe spatii duale. Pentru a face acest lucru urmam doi pasi. Intai amintim un
rezultat de incompatibilitate Intre un concept de deschidere directionala si eficienta Pa-
reto directionald cu care lucram. Ideea unui astfel de rezultat vine dintr-o observatie
in cazul scalar care afirma ca o functie nu poate fi deschisa Intr-un punct de minim.
Aceasta observatie a fost generalizata la cadre mai generale in mai multe lucrari (a se
vedea, de exemplu, [16] si [? ]). Al doilea pas, motivat de primul, este de a obtine
conditii suficiente pentru deschiderea directionala a multifunctiilor folosind atat derivate
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generalizate, cit si coderivate.
Conceptul de dechidere directionala folosit in continuare este dat in urmatoarea definitie
(pentru mai multe detalii despre regularitatea directionald a multifunctiilor, citam [20]).

Definitia 2.1.4 Fie multifunctia F : X = Y, un punct (Z,y) € GrF, ) # L C Sx, si
) # M C Sy. Spunem ca F este deschisda directional in (T,7) in raport cu L i M dacd
pentru orice € > 0, exista r > 0 astfel incat

B(g,r)N (g — cone M) C F((B(z,e) N (T + cone L)) .

Observatia 2.1.5 Se constatd cu usurinid ca dacd F este deschisa directional in (Z,7)
in raport cu L g1 M, atunci st multifunctia epigraf asociata lui F', anume F, este deschisd
directional in (T,7) in raport cu L gi M.

Citdm acum din [8, Proposition 3.7] rezultatul de incompatibilitate care aratd ca o
multifunctie nu poate fi deschisa directional in raport cu doua multimi de directii intr-
un punct de minim directional in raport cu multimea de directii corespunzatoare din
directiile deschiderii.

Propozitia 2.1.6 Daca (Z,7) € Gr F' este punct de minim directional Pareto local pen-
tru F' in raport cu L C Sx, atunci oricare ar fi M C Sy cu M N (K \ —K) # 0,
multifunctia F nu este deschisd directional in (Z,y) in raport cu L gi M. In particular,
F nu este deschisa directional in (T,7) in raport cu L gi M.

Demonstram mai departe un rezultat contindnd conditii suficiente de deschidere directionala
cu ipoteze exprimate folosind derivate directionale Bouligand. Acest rezultat este o ver-
siune directionald a unui principiu privind obtinerea deschiderii unei multifunctii avand
ca ipoteza o deschidere aproximativa a unei derivate a ei. Pentru a vedea forma originala

a acestul principiu, facem trimitere la lucrarile lui Penot [47] si Ursescu [56].

Teorema 2.1.7 Fie F': X =Y o multifunctie, W C X XY o multime deschisd astfel
incat Gr F N clW este inchisd, si fie 0 # L C Sx, 0 # M C Sy multimi inchise astfel
incdt cone L gi cone M sunt conveze. Fie (Z,7) € Gr F si presupunem ca existd A > 0
astfel incat pentru orice (x,y) € Gr FNW N [(T + cone L) x (g — cone M)| avem

B(0y,\)NAc Dy MF(z,y)(B(0x,1)) + K N B(0y,1)], (2.3)

unde A := cone M — cone M — K.
Atunci, pentru orice € > 0 i orice (x,y) € Gr F N ((T+ cone L) x (g —cone M)) astfel
incdt B(x,e) x By, ( A+ 1)e) C W, avem

B(y,Xe) N (y —cone M) C F(B(z,e) N (T + cone L)) + K N B(0y,¢).

Pe baza celor aratate pana acum, formulam conditii necesare de optimalitate pentru
conceptul de minim directional in raport cu o multime de directii, folosind o versiune
directionala a derivatei Bouligand.
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Teorema 2.1.8 Fie F': X =Y o multifunctie si fie (z,7) € Gr F un punct de minim
directional Pareto local pentru F in raport cu ) # L C Sx. Presupunem cd GrF i L
sunt inchise si cone L este convexd.

Atunci, pentru orice € > 0 si M C Sy astfel incit M N (K \ —K) # () i cone M este
convezd, existd (ze,y:) € Gr FN((T+cone L) X (y—cone M)), z. € B(0y, )N (cone M —
cone M — K) \ {0y} astfel incat

z ¢ D MF(z.,y.)(B(0x,1)) + K N B(Oy, 1)].

Tlustram validitatea acestui rezultat prin urmatorul exemplu.

Exemplul 2.1.9 Fie F : R = R?, F(z) = [z,00) x {0} pentru orice z € R, K = R? si
L = {1}. Se verifica usor ca (z,7) = (0, (0,0)) este punct de minim directional Pareto
local pentru F' in raport cu L, in esenta datorita faptului ca F'(z) este o submultime a
axei absciselor pentru orice x; toate celelalte ipoteze din Teorema 2.1.8 sunt de asemenea
satisfacute.

Consideram multimea M = {(z,y) | > + y?> = 1, y > 0} si pentru orice ¢ > 0 alegem
(ze,9:) = (%,7). Din calcul direct obtinem ca

{(v,0) [ v =}, ifu >0,

Dy MF(a, =

si apoi
Dy~ F(x,y)(B(0, 1) = [0,00) x {0}

Dupa aceea, observam ca
ADE M F(x.,y:)(B(0,1)) + K N B(Og2,1)] = {(x + a,b) | z,a,b > 0, a®+ b < 1},

si astfel putem mereu gasi z. € B(Ogz2,¢) N (cone M —cone M — K) \ {Og2} = B(Ogz,¢) \
{Og2} astfel incat

zo ¢ A[DE M F(z.,y:.)(B(0,1)) + K N B(0ge,1)].

In continuare vrem si obtinem conditii de optimalitate pe spatii duale. Observam ca
Teorema 2.1.7 se bazeaza pe Principiul Variational al lui Ekeland asa ca ne propunem sa
demonstram o varianta generalizata a acestui Principiu pe un produs de spatii Banach
in care inlocuim distanta uzuala pe spatiul produs X X Y cu suma dintre o functie de
timp minimal pe X si norma pe Y. Vom folosi acest rezultat pentru a obtine conditii
suficiente de regularitate directionala pe spatii duale.

Enuntam acum varianta adaptata a Principiului Variational al lui Ekeland.

Teorema 2.1.10 Fie X $i Y spatii Banach, A C X xY o multime inchisd si ) # L C
Sx o multime inchisa astfel incit cone L este convexd. Consideram f: A — RU{+o0}
o functie marginita inferior si inferior semicontinua. Atunci, pentru orice (xo,yo) € A
st orice € > 0, existd (xe,y:) € A astfel incat

[ (e, 9e) < f (20, 90) — € (T (ze, %0) + ||y — voll) (2.4)

10
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st pentru orice (z,y) € A\ {(zs,v:)},
f@e,ye) < f @ y) +e(Th(z2e) + [lye —yl) - (2.5)

In continuare propunem si demonstram niste conditii suficiente pentru deschiderea
directionala a multifunctiilor cu ipoteze exprimate cu ajutorul coderivatelor Fréchet.
Urmatorul rezultat este o adaptare a [49, Theorem 2.3] adaptata cadrului nostru: obtinem
deschiderea directionalda a multifunctiei epigraf fara a presupune inchiderea acesteia, ci

mai ugor de verificat inchiderea unei singure multimi decat a unei sume de multimi.

Teorema 2.1.11 Fie X si Y spatii finit dimensionale, F : X = Y o multifunctie,
(Z,y) € Gr F gi fie ) # L C Sx si ) # M C Sy multimi inchise astfel incat cone L gi
cone M sunt convexe. Presupunem cd urmdatoarele ipoteze sunt satisfacute:

(i) Gr F' este inchis;

(ii) existd ¢ > 0, r > 0 astfel incat pentru orice w € M si y* € K* cu (y*,u) =1 si
pentru orice z* € B(Oy,2¢), (x,y) € Gr FN(B(Z,r) x B(y,r)) and 2* € D*F(z,y)(y* +
2*), exista w € L astfel incat

— (& w) = clly” + 27

Atunci, existd € > 0 astfel incat pentru orice a € (0,c), pentru orice p € (0,¢) si pentru
orice (x,y) € Gr F N (B(z,271r) x B(y,27'r)),

B(y,pa) N (y — cone M) C F(B(z,p) N (x+ conel)) + K.

Urmatorul rezultat contine conditii necesare de optimalitate cu ipoteze exprimate cu
ajutorul coderivatei Mordukhovich a multifunctiei obiectiv. Abordarea noastra implica
trecerea la limita intr-o conditie data de teorema anterioara, lucru care nu este deloc o
chestiune evidenta intrucat impune conditia ca interiorul conului K sa fie nevid.

Teorema 2.1.12 Fie X, Y spatii finit dimensionale, F : X = Y o multifunctie cu
grafic inchis si (Z,y) € Gr F. Consideram o directie u € (int K \ —K)NSy §i o multime
tnchisa de directit L C X cu cone L convexd. Presupunem ca F este de tip Lipschitz
in jurul lui (T,75) si ca (T,7) este punct de minim directional Pareto local pentru F in
raport cu L.

Atunci, existd x* € X*, y* € KT cu (x*,1) > 0 pentru orice | € L si (y*,u) =1 astfel
incat

x* € D*F(Z,9)(y").

Pentru a ilustra conditiile de optimalitate din acest rezultat propunem urmatorul exem-
plu.

Exemplul 2.1.13 Fie F : R =2 R? dati prin

F(z) = {{(a, a) |a € [—x,0]}, %fx >0,
{(a,0) |a € [¢,0]}, ifz <0,

11
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K = {(z,y) € R xR |y > 0}, si consideraim pe R? norma euclidiani uzuald. Atunci
(0,(0,0)) € GrF este punct de minim directional Pareto local pentru F' in raport cu

1 1
L = {—1} si F este de tip Lipschitz in jurul lui (0, (0,0)). Alegem u = (\/Q’ \/5)
€ (int K \ —K) N Sg2.
Trebuie s& gasim z* € R, y* € K = {(0,y) € R xR | y > 0} astfel incAt z*] > 0 pentru
orice | € L, (y*,u) = 1 si de asemenea ca z* € D*F(0,(0,0))(y*), sau echivalent, ca
(z*,—y*) € N(Gr F,(0,(0,0))).
Folosind c& N(Gr F, (a, (b, ¢))) = —=Tg(Cr F, (a, (b, ¢)))" pentru (a, (b, c)) € Gr F, obtinem
dupa cateva calcule, Intai ca

Tp(Gr F,(0,(0,0))) = {(u,v,v) |u >0, v € [-u,0]} U{(u,v,0) | u<0, veElu,l}

si
{(u,v,v) |v <0, uelR}, ifa>0 b=c=0,
{(u,v,v) | —u <wv, u,v €R}, fa>0 b=c=—a,
R if b= -
Ty (Gr F. (a, (b, ¢))) = {(u,v,v) | u,v € R}, %a>0, ¢ € (—a,0),
{(u,v,0) |u e R, v<0}, ifa<0, b=c=0,
{(u,v,0) |u,v € R, u <wv}, ifa<0,¢c=0,a=5b
{(u,v,0) | u,v € R}, ifa<0, c=0, b€ (a,0),

iar apoi ca

N(GrF,(0,(0,0)) = {(0,¢,7) |7 €R, ¢ =0, ¢+r >0}

si
{(0,¢,7) | ¢,r € R, ¢ +1r >0}, ifa >0 b=c=0,
{(g+r,q7)|q,r €ER, g+7 <0}, ifa>0, b=c= —a,

~ 0, R, =0 if 0, b= —a,0

N(GI‘F,(CL,(I),C))): {( q,T )‘%Te q+r } ?a> s CG( a, ),
{(0,q,7) | r € R, g >0}, ifa<0, b=c=0,
{(p,=p,7) |r €R, p>0}, ifa<0, c=0, a=Db,
{(0,0,7) | r € R}, ifa<0, ¢c=0, b€ (a,0).

Prin urmare,

N(GrF,(0,(0,0)) ={(0,¢,7) | g+ 7 >0} U{(p,—p,7) | p >0, r € R}
U{(g+r,qr)|g+r<0}u{(0,q,7)|re€R,q>0}.

Alegem acum z* = 0si y* = (0,1/2) si verificAm ca intr-adevar are loc concluzia Teoremei
2.1.12.

12
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2.2 Conditii de optimalitate pentru eficienta directionala cu
restrictii

In aceastd sectiune obtinem conditii de optimalitate pentru problema (P) in raport cu
notiunea de minim directional din Definitia 2.1.2 folosind principiul extremal dezvoltat
de Kruger si Mordukhovich (a se vedea [43]). Acest principiu extremal este un analog
variational al principiului de separare convexa in cadru neconvex, si ca atare este util in
deducerea de conditii de optimalitate in probleme de optimizare cu restrictii (a se vedea
129, [28)).

Dam acum definitia unui sistem extremal.

Definitia 2.2.1 Fie Qy, Qo C X si fieT € Q1NQo. Sistemul {Q1,Qa, T} se numeste ex-
tremal dacad existd niste siruri convergente aiy, as, — 0 pentru n — oo si U o vecindtate

a lui T astfel tncat
(Ql — aln) N (QQ — agn) NU = @, Vn.

Punctul T se numesgte punct extremal local pentru sistemul de mulgimi {Qq, Qa}.

Rezultatul obtinut in continuare este o extindere directa a Teoremei 3.7 din [8] in cazul
eficientei directionale Pareto in raport cu doua multimi de directii.

Teorema 2.2.2 Fie F': X = Y o multifunctie intre spatiile Asplund X siY, K cu
interior nevid, L C Sx si M C Sy doud multimi inchise cu coneM convezd si (T,7) €
GrF. Presupunem ca F este de tip Lipschitz in jurul lui (,7), Q si (T 4+ coneL) sunt
aliate in T, K N coneM este (SNC') in Oy, int K NconeM # () si (T,7) este punct de
minim directional Pareto local slab pentru F' pe Q in raport cu multimile de directii L st
M.

Atunci existd y* € (K NconeM)™ \ {0y} astfel incat

Ox+ € D*F(z,9)(y") + N(Q,T) + N(coneL,0x).

In continuare ddm un exemplu simplu pentru a justifica validitatea acestui rezultat.

Exemplul 2.2.3 Fie F': [0,00) = [0,00), F(z) = [z,z+ 1], L= M = {1}, K = [0, 00),
Q2 =10,1] si (z,7) = (0,0). Este usor de verificat ca toate ipotezele teoremei anterioare
sunt Tmplinite pentru aceste alegeri gi, in final, verificarea concluziei se reduce la gasirea
unui element y* € (K Ncone M)* \ {0} = (0, 00) astfel incat

(0, —y*) € N(Gr F, (0,0)).

Or, datorita faptului ca Gr F este convex, asta revine mai departe la a gasi un y* € (0, 00)
astfel incat
y y=>0

pentru orice x € [0,00) si orice y € [z, z + 1], ceea ce este evident adevirat.

13
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Observatia 2.2.4 Observam cad in cazul M = Sy, rezultatul de mai sus este asemandtor
Teoremei 3.7 din [8], acolo fiind tratat cazul minimalitatii tari. Mai mult, dacd F este
o functie i atat L cat si M sunt sferele unitate din X, respectivY, adica dacd (T,7)
este punct de minim Pareto local clasic pentru F := f, atunci rezultatul nostru revine la
conditia de optimalitate standard ca Ox~ € O(v*o f)(ZT)+ N(Q,T) pentru un multiplicator
nenul gi pozitiv v* € K+ \ {Oy«}.

2.3 Stabilitate pentru deschiderea directionala si consecinte

Amintim din [20] o notiune de continuitate Aubin directionald pentru o multifunctie
in raport cu doud multimi de directii. Fie F' : X = Y o multifunctie, § # L C Sy,
0#£McCSy,a>0si(z,y) € GrF.

Definitia 2.3.1 Spunem ca F este a—directional Aubin continua in jurul lui (Z,7) in
raport cu L i M dacd exista niste vecinatati U pentru T iV pentruy astfel incdt pentru
orice x,u € U,

e(F(x)NV,F(u)) < a-Tr(u,z).

Aceasta notiune este echivalenta cu doua notiuni de deschidere directionala gi regularitate
metrica directionala a unei multifunctii in raport cu doua multimi de directii (a se vedea
[20, Proposition 2.4]).

Introducem acum o notiune de deschidere directionald a lui F' mai slaba decat cea
mentionata anterior, in raport cu directiile L si M, dar si in raport cu conul K din
spatiul Y. Pe langa «, mai consideram o constanta pozitiva g > 0.

Definitia 2.3.2 Spunem ca F este («, B)—directional deschisa in (T,y) in raport cu
directiile (L, M) si conul K dacd existd € > 0 astfel incat pentru orice p € (0,¢) are loc
urmdatoarea relatie:

B(y,ap) N (y — coneM ) C F(B(T,p) N (T + conel)) + K N B(0y, Bp).

In aceasts sectiune urmarim doua scopuri. Primul este de a demonstra ca suma dintre
o multifunctie directional deschisa in raport cu (L, M) si K si o multifunctie directional
Aubin continua In raport cu Sy si M, in orice punct din graficele lor, este de asemenea
o multifunctie directional deschisa in orice punct din grafic in raport cu (L, M) si K,
cu alte constante. Aceastd stabilitate o demonstram atat global cat si Intr-o varianta
locala. Al doilea scop este de a obtine conditii de optimalitate pentru problema (P) in
cazul 1n care 2 = X.

Primul rezultat din aceasta sectiune se referd la conservarea deschiderii directionale in
raport cu (L, M) si K la perturbari pseudo-Lipschitz directionale in cazul global. Pentru
rezultate similare facem trimitere la lucrarile [12], [22], [55] si [60]. De fapt, rezultatul
nostru este o versiune directionald a Teoremei 4.1 din [22]. Principalele instrumente
tehnice pe care le folosim in rezultatul anuntat sunt functia de timp minimal directionala
definita in (1.2) si varianta adaptata a Principiului Variational al lui Ekeland formulata
in Teorema 2.1.10.
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Teorema 2.3.3 Fiec F,G : X =Y doud multifunctii cu GrF si GrG local inchise. Fie
0#LCSx,0#MCSy doud mulfimi inchise de directii cu coneL si coneM conveze.
Presupunem ca Dom(F + G) este nevid si fie o, B, constante pozitive cu f < «. Dacd
F este (a,y)—directional deschisd in raport cu (L, M) si K in orice punct din graficul
sdu si G este f—directional Aubin continud in orice punct din graficul sdu in raport cu
Sx si M, atunci F + G este (27 (o — B),7) —directional deschisd in raport cu (L, M)
st K in orice punct din graficul sau.

Pentru a obtine o versiune locala a acestei teoreme, demonstram intai urmatorul rezultat
intermediar.

Teorema 2.3.4 Fie F,G : X =Y doua multifunctitc cu GrF st GrG local inchise. Fie
L C Sx, M C Sy doud mulf{imi nevide inchise de directii cu coneL si coneM conveze.
Presupunem ca Dom(F +G) este nevid i v, 5,7 sunt constante pozitive cu f < «. Dacd
F este (a,y)—directional deschisa in raport cu (L, M) si K in jurul lui (Z,7) € GrF gi
G este p—directional Aubin continud in jurul lui (T,Z) € GrG in raport cu Sx si M,
atunci exista € > 0 astfel incat pentru orice (x,y,z) € B(T,e) x B(y,e) x B(z,¢) cu
y € F(z) si z € G(x), si pentru orice p € (0,¢), avem

B(y+z,2  (a—B)p)N(y+2z—coneM) C (F+G)(B(x, p)N(x+conel))+KNB(0y,vp).

Mai departe, pentru a obtine din rezultatul intermediar stabilitatea localda pentru suma
multifunctiilor F' si G, folosim urmétoarea notiune de stabilitate la suma a perechii
(F,G) (a se vedea [22]).

Definitia 2.3.5 Fie F,G : X = Y doud multifunctii si fie (Z,7,Z) € X xY x Y.
Perechea (F,G) se numeste local stabila la suma in jurul lui (Z,Y,Z) dacd pentru orice
e > 0 exista § > 0 astfel incat pentru orice x € B(T, ) si oricew € (F+G)(x)NB(y+%,0)
exista y € F(x) N B(y,¢e) si z € G(z) N B(Z,¢) astfel incat w =y + z.

Corolarul 2.3.6 Fie F,G : X 3 Y doud multifunctii cu GrF gi GrG local inchise. Fie
L C Sx, M C Sy doud mulfimi nevide inchise de directii cu coneL si coneM conveze.
Presupunem ca Dom(F +G) este nevid i o, 3,7 sunt constante pozitive cu 8 < «. Dacd
F este (a,7y)—directional deschisa in raport cu (L, M) si K in jurul lui (Z,7) € GrF
si G este B—directional Aubin continua in jurul lui (Z,Z) € GrG in raport cu Sx si
M, si perechea (F,G) este local stabila la sumd in jurul lui (Z,7,Z), atunci F + G este
(27 (a — B), y)—directional deschisd in raport cu (L, M) si K in jurul lui (Z,7 + Z).

Pentru al doilea scop al acestei sectiuni care se refera la obtinerea de conditii de optima-
litate pentru problema fara restrictii (P), folosim conditiile suficiente pentru deschidere
directionala din Teorema 2.1.11. Conditiile de optimalitate pe care le propunem in conti-
nuare sunt bazate pe incompatibilitatea dintre deschidere si minimalitate, Insa ipotezele
nu se refera la un punct de minim pentru multifunctia obiectiv F, ci la un sir de puncte
minimale pentru un sir de perturbatii ale lui F'. Astfel, demonstram de fapt ca limita
unui astfel de sir de puncte minimale este un punct critic pentru F'.
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Teorema 2.3.7 Fie X si Y spatii finit-dimensionale si ' : X = Y o multifunctie
perturbata de sirul de multifunctic G, : X = Y, n € N. Fie L C Sx o mulfime
inchisd nevida cu cone L conveza si fie (Z,7) € Gr F limita unui sir de puncte de minim
directional Pareto locale (xy,yn) € Gr(F + G,,) pentru F + Gy, in raport cu directiile din
L. Presupunem ca au loc urmdtoarele:

(i) KCY, K#Y, este un con convez solid inchis gi u € Sy Nint K;

(i) Gr F este inchis si pentru orice n € N\ {0}, Gr G,, este local inchis in jurul tuturor
punctelor apropiate de (Z,0y);

(iti) F este de tip Lipschitz in jurul lui (T,7) si pentru orice n existd B, > 0 cu B, — 0
astfel incdt G, este (B, — directional Aubin continud in raport cu Sx si {u} in jurul
tuturor punctelor din graficul sau apropiate de (Z,0y);

(iv) pentru orice n, perechea (F,G,) este local stabila la suma in jurul lui (Z,7,0y).

Atunci, existd x* € X*, y* € KT cu (x*,1) > 0 pentru orice | € L si (y*,u) =1 astfel
incat
v € DF(T, 7)), (2.6

Observatia 2.3.8 Acest rezultat poate fi vazut ca o generalizare a Propozitiei 8.7 din
[8], in sensul ca demonstram nu doar ca o multifunctie nu poate fi directional deschisd
ntr-un punct de minim directional, ci nu poate fi deschisd in punctul limitd al unui sir
de minime directionale ale unor perturbari ale ei de tip Lipschitz.

2.4 Conditii metrice slabe pe multimi si consecinte

In aceast’ sectiune propunem o inegalitate metrica cu scopul de a raspunde la urmatoarea
chestiune: daca avem o problema de optimizare cu restrictii inegalitate gi apoi aceeasi
problema la care mai adaugam o inegalitate la restrictii, cum putem gasi o legatura intre
conditiile de calificare necesare pentru a scrie conditii de optimalitate pentru cele doua
probleme atat de legate intre ele? Demonstram ca aceasta conditie metricd pe care o
introducem ca raspuns la Intrebarea de mai sus este folositoare si pentru alte tipuri de
probleme de optimizare gi pentru unele rezultate de penalizare de tip Clarke. In final
folosim aceasta conditie si pentru a scrie niste conditii de optimalitate pentru conceptul
de eficienta directionala studiat in aceasta lucrare.

fncepem prin a ilustra in cazul unei probleme de optimizare neteda chestiunea principala
de care ne ocupam in aceasta sectiune. Fie X un spatiu liniar normat gi fie f,g: X — R
doua functii diferentiabile. Consideram problema de optimizare standard

min f(z), subject to g(z) <0,

gi fie T € X un minim local pentru aceasta problemé, in sensul ca existda o vecinatate
U € V(z) astfel incat pentru orice x € U avem g(x) < 0 si f(Z) < f(z). Conditia de
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optimalitate de ordinul Intéi se scrie astfel
Vf(@)(u) >0, Yu € Tg(M,y,T), (2.7)

unde
My :={xe X |g(x) <0}

este multimea punctelor fezabile. Observam ca este important sa descriem conul Tg(My, T).
Sigur, daca restrictia nu este activd in punctul fezabil T (adica ¢g(Z) < 0), atunci
Tp(Mgy, @) = X si (2.7) devine Vf(Z) = Ox+ (Teorema Fermat).

In caz contrar, daca restrictia este activa in Z, i.e., g(T) = 0, trebuie s presupunem ca
Vg(T) # 0x+ pentru a obtine ca

TB(Mg,T) = TU(MQ,T) = CITDM(Mg,T) = {u e X | Vg(f)(u) < O} . (28)
Pentru a arata acest lucru, observam intai ca
CITDM(Mg,f) C TU(Mg,f) (- TB(MQ,E).

Fie acum u € Tp(My, T), insemnand c& exista ¢, — 07, u,, — u, astfel Incat pentru orice
n €N,
9 (T +thu,) <O0.

Intrucat g este diferentiabila, exista v, — 0 astfel Incat pentru orice n € N,
9 (T + tyun) = 9(T) + ta Vg(T)(un) + tnvn,

deci,
tn (Vg(T)(up) +vn) <0, Vn € N.

Astfel, trecdnd la limita in relatia Vg(T)(u,) + vy, < 0, obtinem ca Vg(z)(u) < 0.
Luam acum u € X astfel incat Vg(Z)(u) < 0. Un astfel de element exista pentru ca
Vg(T) # Ox+. Luam t, — 0" i u, — w. Din nou, folosind diferentiabilitatea lui g,
exista v, — 0 astfel incat pentru orice n € N,

g (f + tnun) = g(j) + thg(f) (un) + thup
=t (Vg(Z)(un) + vn) -

Intrucat Vg(z)(u) < 0 si u, — u, pentru orice n destul de mare, Vg(Z)(un) 4 vn < 0,
deci g (Z + tpun) < 0. Asta inseamna ca T + t,u, € My si obtinem ca u € Tpy (Mg, T).
Fie acum v € X astfel incat Vg(z)(v) <0, u € X astfel incat Vg(Z)(u) < 0si A € (0,1).
In mod clar

Vg(Z)(Au+ (1 — Av) <0,

de unde, din pasul anterior, Au + (1 — X)v € Tpp (Mg, T). Trecand la limita cu A — 0,
obtinem ca v € clTpy (Mg, T), si toate incluziunile sunt demonstrate.
Vrem sa subliniem ca ipoteza esentiald pentru a obtine (2.8) este ca Vg(Z) # 0x+.
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Acum, pentru ¢g(Z) = 0, conditia (2.7) devine
V£(@)(u) > 0, subject to Vg(z)(u) <0,

care poate fi interpretata ca faptul ca Ox este punct optimal pentru problema liniara
min V f(Z)(u), subject to Vg(z)(u) < 0.

Apoi, pentru ca pentru probleme liniare nu este nevoie de conditii de calificare pentru a
aplica Teorema Karush-Kuhn-Tucker, exista A > 0 astfel ca

Vf(@)+ AVyg(T) =0.

Pentru functia scalard g, conditia Vg(T) # Ox+ este echivalentd cu bine-cunoscuta
conditie de calificare Mangasarian-Fromowitz, conditie pe care o amintim in cadru mai
general in continuare.

Consideram un sistem general de restrictii h(x) < Ogn, unde h : X — R este o functie
de clasi C! si h(z) < Ogn inseamni ci h;(z) < 0 pentru orice i € T,n. Conditia
Mangasarian-Fromowitz In T cand h este activa in T este:

Ju € X : Vh(z)(u) < 0, (MFCQ)

insemnand ca Vh;(T)(u) < 0 pentru orice i € I,n. Este de asemenea bine-cunoscut (a
se vedea [6]) ca (MFCQ) este echivalenta cu regularitatea metrica in jurul lui (7, Ogn) a
multifunctiei A : X = R” data prin

h(x):=h(x) +R7.

Observam ca (Z,0gn) € Grh. Notim aceastd conditie de regularitate metrica prin
(MRCQ). Conditiile (MFCQ) si (MRCQ) sunt echivalente (a se vedea [51]).
Amintim ca o multifunctie F' : X = Y intre douéa spatii vectoriale normate se numeste
metric subregulata intr-un punct (Z,7) € Gr F' daca exista r,« > 0 astfel incat pentru
orice x € B(T,r) are loc

d(z, F~1(y)) < ad(g, F(z)).

Sunt multe lucrari in literatura de specialitate care accentueaza faptul ca subregularita-
tea metrica este suficientda pentru a valida multe rezultate in optimizare gi, in particu-
lar, poate inlocui regularitatea metrica in conditii de calificare (a se vedea [35], [59] si
referintele continute acolo). De exemplu, in contextul discutat aici, conditia de calificare
de subregularitate metrica (pe scurt, (MSCQ)) introdusa in [31] si studiatd pe larg in
multe lucrari (a se vedea [30] si referintele de acolo) revine la a spune ca multifunctia h
este metric subregulata in (7, 0grn ) ; adicd (MSCQ) se refera la subregularitatea metrica
a multifunctiei epigraf asociate cu sistemul de restrictii de tip inegalitate.

Continuam prezentarea noastra prin adaugarea unei noi restrictii inegalitate. Astfel,
presupunem ci restrictiile sunt exprimate printr-o functie ¢ = (g1,¢92) : X — R2. Fie

18



Capitolul 2 Eficienta Pareto generalizata in optimizarea cu ordine fixa

T un punct fezabil. In cazul in care ambele restrictii sunt active, adicd ¢g(Z) = Oge,
conditia Mangasarian-Fromowitz spune ca existda u € X astfel incdt Vg1 (Z)(u) < 0 si
Vg2(T)(u) < 0. Aceasta conditie asigura ca

TB(MQ,T) = TU(Mg,f) = ClTDM(Mg,T)
={u e X | Vg1 (Z)(u) <0,Vga(z)(u) <0}

In particular, asta inseamna ca
TB(MQ’f) = TB(Mglvj) N TB(Mgzvf)

si, de fapt, asta este relatia esentiala pentru a obtine, cu aceeasi justificare ca in cazul
unei singure restrictii, ca exista A, Ay > 0 astfel incat

V(@) + M Vgi(T) + A2Vga(T) = 0.

Daca adaugam inca o restrictie, adica daca vom avea g = (g1, 92,93) : X — R3, atunci
pentru o solutie optimala ¥, daca noua restrictie este gi ea activa, conditia Mangasarian-
Fromowitz (exista u € X astfel incdt Vg;(Z)(u) < 0 pentru ¢ € 1,3) asigura, in mod
similar, ca

B(M,,T) = ﬂTB P

sl apoi ca exista Ai, A2, A3 > 0 astfel Incat
3
+ ZANgi(f) = 0.
=1

Prin urmare, conform celor de mai sus, de fiecare data cind adaugam o restrictie activa in
punctul fezabil Z, trebuie sa impunem conditia Mangasarian-Fromowitz pentru a obtine
conditiile necesare de optimalitate. Ideea noastra este ca aceasta conditie Mangasarian-
Fromowitz scrisa pentru intregul sistem de restrictii este mai tare decat aceeasi conditie
scrisa pentru fiecare restrictie in parte si ca atare, ne propunem sa prezentam o situatie
in care putem inlocui conditia Mangasarian-Fromowitz generala cu cea scrisa pentru
fiecare restrictie in parte, In prezenta unei ipoteze suplimentare.

Considersm din nou situatia in care ¢ = (g1, ¢92) : X — R2. Presupunem ci ¢1(%) = 0,
92(T) = 0, Vg1(T) # 0 si Vgo(T) # 0. Analizand din nou argumentele de mai sus,
observam ca

TB(Mgvf) C TB(Mgl’f) N TB(MQWE) = TU(MQUE) N TB(MHWE)
= TB(MQUE) N TU(MQWf) = TU(MQNT) N TU(M927T)‘

Cu alte cuvinte, (MFCQ) se foloseste tocmai pentru a arata ca incluziunile inverse din
relatia de mai sus sunt adevarate. In urmatorul rezultat introducem in mod natural o
conditie metrica care implica incluziunile dorite. Vom vedea mai apoi ca aceasta conditie
este de fapt o conditie de subtransversalitate pe multimi studiata in profunzime de mai
multi autori.
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Teorema 2.4.1 Fie X un spatiuv vectorial normat st M1, Mo C X doud multimi inchise.
Fie T € M; N Ms. Presupunem cd are loc urmdtoarea ipotezd de regularitate: existd
s> 0,p > 0 astfel incat pentru orice v € B(T,s) N My,

d(z, My N M) < pd(z, Ma). (MC)

Atunci
T(My,7) N Ty(Ma,7) C Tp(My N M2, T)
Ty(My,T) N Tp(Ms,T) C Tp(My N M, T) (CHIP)
TU(Ml,f) N TU(MQ,f) = TU(M1 M Mg,f).

Observatia 2.4.2 Observam cd daca X este finit dimensional, conditia (MC) implica
st urmdatoarea afirmatie, mai tare decdt cea de mai sus: pentru orice uw € Tp(My,T) i
v € Ty(Mas,T), exista w € Tg(My N M, T) astfel incat

lw —ul < pllv—wull.

Inegalitatea metrica (MC) si teorema de mai sus conduc la doud consecinte pentru
sistemele cu restrictii multiple considerate la inceputul acestei sectiuni.

Corolarul 2.4.3 Fie g = (g1,92) : X — R? diferentiabild si consideram T € X astfel
incdt g1(T) = g2(T) = 0 §i Vg1 (T) # 0,Vg2(T) # 0. Daca exista s > 0, u > 0 astfel incat
pentru orice x € B(T,s) N My,

d(z, Mg, N Mgz) < pd(, Mgz)v

atunci
Tp(M,,7) = {u € X | Vg(@)(u) <0}

Corolarul 2.4.4 Fie g = (g1,92,93) : X — R? diferentiabild si consideram ® € X astfel
incat g;(T) = 0 §i Vg;(T) # 0 pentrui € 1,3. Dacd existd s,t, ju,y > 0 astfel incat pentru
orice x € B(T,s) N Myg,,

d(z, Mg, N Myg,) < pd(z, My, ),
si pentru orice v € B(T,t) N Mg, N My,,
d(z, Mg, " Mg, N Myg,) < ~vd(x, Mg,),
atunci

Tp(M,,®) = {u € X | Vg(@)(u) < 0}.

Ne continuam prezentarea cu unele consecinte ale conditiei metrice discutate mai sus in
cateva probleme de optimizare. Dam de asemenea niste conditii asemanatoare care pot
fi folosite in diverse contexte. Primul rezultat contine conditii necesare si suficiente de
optimalitate pentru conceptul de minim directional Pareto in raport cu o multime de
directii, In cazul scalar.
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Fie o functie scalara f : X — R; amintim ca derivata directionald superioara Hadamard
pentru f in T € X pe directia u € X este

dyf(T,u) = limsup t7(f(T +tu') — f(T)),

u —u,t—0t

iar derivata directionald inferioara Hadamard pentru f in T € X pe directia u € X este

d_f(T,u) = liminf t'(f(T+td') — f(T)).
u' —u,t—0t
Propozitia 2.4.5 Fie f: X — R o functie, A C X, L C Sx multimi inchise nevide si
T € A. Presupunem cd exista s > 0, > 0 astfel incdt

Vr € B(z,s)NA:d(x,AN(T+ cone L)) < ud(x,T + cone L). (2.9)

(i) Daca T este minim directional Pareto local pentru f pe A in raport cu L, atunci
di+ f(Z,u) > 0 pentru orice u € Tg(A,Z) N L.

(i) Mai mult, daca X este finit dimensional si d_f(ZT,u) > 0 pentru orice u €
Tp(A,T) N L, atunci exista o > 0 astfel incat T este minim directional Pareto local
pentru f (1) — a||- — T|| pe A in raport cu L.

Amintim (a se vedea [18]) ca o functie f : X — Y este metric subregulata in (Z, f(T))
in raport cu A C X daca T € A si existda s > 0, u > 0 astfel Incdt pentru orice
u € B(T,s)N A,
d(u, fH(f(@) N A) < pllf@) = fwll.

Folosind aproximativ aceeasi tehnica de mai sus pentru adaugarea unei noi restrictii
la un sistem initial de restrictii, formulam in continuare un rezultat auxiliar pentru
scopul principal al acestei sectiuni care este obtinerea de conditii de optimalitate pentru
conceptul de minim directional in raport cu doua multimi de directii.

Lema 2.4.6 Fie X,Y spatii Banach, f : X — Y o functie diferentiabila, M C Sy
o multime inchisa nevida, si T € X. Presupunem cd are loc unul din urmdtoarele
seturi de ipoteze: (i) cone M este convexd si exista ug € X astfel incat V f(T)(up) €
— int(cone M);

(ii) functia g : X XY — Y data de g(z,y) = f(x) — y este metric subregulad in
(z, f(T),0y) in raport cu X X (f(T) — cone M).

Atunci

Ts(f~Y(f(@) — cone M), Z) = V f(Z) " (— cone M). (2.10)

Folosind acest rezultat si in mod esential functionala de scalarizare Gerstewitz (Tammer),
obtinem in continuare conditii de optimalitate pentru minimul diretional in raport cu
doua directii.

Teorema 2.4.7 Fie X, Y spatii Banach, f : X — Y o functie diferentiabild, K C Y
un con convex inchis cu interior nevid, A C X, L C Sx st M C Sy multimi inchise
nevide, st T € A. Presupunem ca existd s, i, t,y > 0 astfel incat

d(x, AN (T + conel)) < pud(xz,T + cone L), Vx € B(T,s) N A,
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)
d(z, AN (T + coneL) N fH(f(F) — coneM)) < ~vd(z, f 1 (f(ZT) — coneM)),

Vz € B(z,t) N AN (T + cone L).

Presupunem de asemenea cd (i) sau (ii) din Lema 2.4.6 are loc i T este minim directional
Pareto local slab pentru f pe A in raport cu L gi M.
Atunci

VF(@)(u) ¢ —int K, Yu € Tg(A,Z) NconeL NV f(Z) " (—coneM).

In continuare prezentam cateva rezultate de penalizare in care se vede utilitatea unor
conditii metrice de tipul (MC).

Teorema 2.4.8 (penalizarea unei intersectii de multimi) Fie f : X — R o functie
si A, B C X multimi inchise nevide. Fie T € AN B punct de minim local pentru f pe
AN B. Presupunem cd

(i) exista € > 0 gi £ > 0 astfel incat f este {—Lipschitz pe B(T,¢);

(ii) exista s > 0, > 0 astfel incat pentru orice x € B(T,s) N A,

d(z,ANB) < pd(z, B).

Atunci T este punct de minim local pentru f + Lud(-, B) pe A si punct de minim local
(fara restrictii) pentru

FA L+ p)d(, A) + Lud(-, B). (2.11)

Folosim acest rezultat de penalizare pentru a obtine conditii necesare de optimalitate in
spatiul dual pentru minime directionale, in cazul scalar.

Corolarul 2.4.9 Fie X un spafiu Asplund, f : X — R o funcfie, A C X, L C Sx
mulfimi inchise nevide $i T € A. Presupunem ca:

(i) T este minim directional Pareto local pentru f pe A in raport cu L;

(ii) exista e > 0 gi £ > 0 astfel incat f este {— Lipschitz on B(Z,¢€);

(iii) exista s > 0, > 0 astfel incdt pentru orice v € B(T,s) N A,

d(x, AN (T +conel)) < pd(x,T + cone L).
Atunci ezista u* € N(A,T),v* € N (coneL,0) cu |[u*]] < (14 p) si||v*]| < Lp, astfel
incat
—u* —v" € 0f(T).
Tlustram acest rezultat prin urmatorul exemplu.

Exemplul 2.4.10 Fie X := R?, A := [0,1]*, L := Sg2 N {(z,y) € R? |y >z > 0}.
Consideram functia f : R? = R, f(z,y) = 2y — x. Evident, (0,0) este minim directional
pentru f pe A in raport cu L. Mai mult, ipotezele Corolarului 2.4.9 sunt verificate cu
¢ =+/5, u=1siorice s >0, e > 0. Atunci 9f(0,0) = {(—1,2)} si existd u* = (0,—1) €
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N(4,(0,0)), v* = (1,—1) € —L™ care verificd concluzia.
Pe de alta parte, daca schimbam multimea de directii

L::SRzﬂ{(x,y)eRQ\y23_1-$20},

nu se poate gisi u*, v* care sa verifice concluzia, confirmind ca de data aceasta (0,0) nu
este minim directional pentru f pe A in raport cu L, intrucét toate celelalte presupuneri
sunt adevarate.

In rezultatul urmétor evidentiem faptul cd putem impune o conditie metrica si in cazul
restrictiilor functionale pentru a obtine rezultate de penalizare. Fie Z un spatiu vectorial
normat, g : X — Z o functie continua si ) C Z un con convex punctat inchis . Ca mai
sus, definim multifunctia § : X = Z prin g(z) := g(x) + Q si considerim g~! (—Q) =
371 ({0z}) multimea punctelor fezabile.

Teorema 2.4.11 (penalizare pentru o restrictie functionald) Fie f : X — R o
functie si fie T € g~ (—=Q) minim local pentru f pe g~'(—Q). Presupunem cd

(i) exista € > 0 gi £ > 0 astfel incat f este {— Lipschitz pe B(T,¢);

(ii) existd s, > 0 astfel incdt pentru orice x € g~ (—Q + B(0z,s)) N B (7, 5)

d(z, 97 (~Q)) < pd(0z. §(x) N B(0z, 5)).

Atunci (Z,07) este minim local pentru functia
(z,2) = fz) + Lzl + £(1 + p) d((, 2) , Gr g).
Mai mult, dacdX,Z sunt spatii Asplund, atunci

—0f(@) N D(0x+, € (1+p)) N D*G(T,02)(Q7 N D(0z-, () # 0.

2.5 Compararea unor conditii de calificare

In aceastd sectiune comparam conditia (MC) cu alte conditii asemanatoare din literatura
pe care le-am mentionat deja, anume (MRCQ), (MFCQ), (MSCQ), (CHIP) si alte cateva
pe care le vom aminti in continuare.

Prezentam intai echivalenta unor conditii metrice, echivalenta pana la o schimbare a
constantelor.

Propozitia 2.5.1 Fie My C X, My C X multimi inchise si fie T € MiNMs. Urmadatoarele
afirmatii sunt echivalente:
(i) exista s, > 0 astfel incat pentru orice x € B(T,s) N My,

d(z, My N M) < pd(z, Ma).
(ii) exista r,t, > 0 astfel incat pentru orice x € B(T,r) N My,

d(x, M1 N Ms) < ud(z, B(Z,t) N Ms).
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(iii) exista r,v > 0 astfel incat pentru orice x € B(T,r) N Ma,
d(x, My N Ms) < vd(x, My).
(iv) exista r,v > 0 astfel incat pentru orice x € B(T,r),
d(x, My N M) < v (d(z, My) + d(z, Ms)) . (Str)

(v) functia g : X x X — X data prin g(x,y) := x — y este metric subrequlata in
(z,7,0x) in raport cu My x M.

(vi) functia h : X x X — R data prin h(zx,y) := ||x — y|| este metric subregulatd in
(z,7,0) in raport cu My x Ms.

Observatia 2.5.2 Observam ca (MC) inseamna tocmai faptul ca T este minim local pe
M pentru functia
T = /‘sz (SU) - dMlﬂM2 (x)

Intrucét aceasta este o functie (14p)— Lipschitz, din principiul de penalizare al lui Clarke
([13, Proposition 2.4.3]), T este minim local fard restrictii pentru

T = pdagy (@) — danynng () + (1 + p) dag, (),
ceea ce implica faptul ca pentru x aproape de T,
daninng () < pdag () + (14 1) dagy (2) < (1 + ) (dar (7) + dagy (2)) -
Acesta poate fi alt argument pentru implicatia (i) = (iv) din propozitia anterioard.

Consideram acum o functie de clasa C', g = (g1,92) : X — R?, sistemul de restrictii
asociat g(z) < Ogz, si fie T un punct fezabil in care ambele restrictii sunt active. Dam
acum o relatie intre conditiile (MFCQ), (Str) si (MSCQ).

Propozitia 2.5.3 In notatia de mai sus avem urmdatoarele implicatii: :
(i) (MFCQ) < (MRCQ) = (MSCQ);
(ii) (MSCQ) = (Str);
(iii) [(MSCQ) pentru g1 si go] + (Str) = (MSCQ) pentru (g1, g2).

Prezentam mai departe cateva exemple ilustrative in care ne propunem sa discutam
diverse situatii din perspectiva proprietatilor pe care le studiem aici, anume (MFCQ),
(CHIP), (MSCQ), (Str).

Exemplul 2.5.4 Fie g1, go : R2— R date prin

g, y) =2 -y, gaz,y) =2* -z +y.

Consideram multimile

Mleglz{(q:,y)ER2|:c§y} §iM2:M92:{(m,y)ER2|y§x—x2}.
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Luam (Z,7) = Oge si observam ca Vg1 (Z,7) = (1,—1) = —Vg2 (Z,7) si MFCQ) are loc
pentru g; si g2 in (Z,7), Insa nu are loc pentru (g1, g2). Avem

T(M,0pe) = {(2,y) € R* | <y} 5i Tp(Ma,0pe) = {(w,) € R? |y <},

deci
Tip(My, Op2) N Tp(Ms, Og2) = {(2,y) € R* |z =y}

Pe de alta parte, M; N My = {Og2}, deci Tp(My N Ma,0gz2) = {Og2}, si astfel Tp(M; N
My, 0r2) # Tp(Mi,0r2)NTp(Ma,0r2). Totusi, nici relatia (MC) nu are loc. Intr-adevar,
relatia (MC) ar implica existenta unui g > 0 astfel incat pentru orice z > 0 mic,

r<zV2=d((z,z), M N M) < pud((z,z), M) < ,uH(:L‘,a:) - (a:,:n - mQ)H = pa?,

ceea ce este imposibil. Deci, (MC) nu are loc.
Mai mult, (MSCQ) pentru g = (g1, g2) ar insemna existenta unui « > 0 astfel incat

I(z,y)| <« [max {z —y,0} + max {x2 —z+vy, OH
pentru orice (x,y) aproape de (0,0). Dar, pentru = y, asta ar insemna
V2|z| < ax?
pentru orice x mic, iar asta nu este adevarat. Prin urmare (MSCQ) nu are loc.
Exemplul 2.5.5 Fie g1, go : R2— R date prin
gi(zy) =z -y, g(z,y) = -z +y.
Consideram multimile
M, =M,y = {(x,y) eR? |z Sy}
My = My, = {(z,9) € R? | y <z},
Luam (Z,7) = Oz si observam ca Vgi1(Z) = (1,—1) = —Vg2(Z) si (MFCQ) are loc
pentru g; si g2 In (Z,7), Insa nu are loc pentru (g1, g2). Avem
Tp(My, Op2) = {(z,9) € R?* | 5 <y} si Ti(Ma,0pe) = { (v,) € R? |y <},
de unde obtinem
(M, Ope2) O Ti(Ma, Oge) = { (z,9) € R |2 =y}
Pe de alta parte,
MiN M,y = {(:x,y) e R? |x:y},

deci
Tp(Mi 1 My, 0p2) = { () € B | 2 =y},

adica avem Tg(My N My, 0g2) = Tp(Mj,0p2) N Tr(Ms,0p2). Mai mult, nu este greu de
vazut ca relatia (MC) are loc pentru s si g = 1 destul de mici. Astfel gi conditia (Str)
are loc. De asemenea, un calcul simple arata ca (MSCQ) are loc pentru g = (g1, g2).

25



Capitolul 2 Eficienta Pareto generalizata in optimizarea cu ordine fixa

Dam acum doud exemple care arata ca implicatiile inverse in Propozitia 2.5.3 (i), (ii)
nu sunt in general adevarate.

Exemplul 2.5.6 Fie g1,g2 : R — R date prin

g1(z) = g2 (x) = —a*.

Luam 7 = 0 € R. Este clar ca (MFCQ) nu are loc pentru g; si g2. Totusi, (MSCQ) are
loc pentru g = (g1, g2) deoarece g; ' (0)Ngy * (0) = R, si astfel d (ac, gto)ng!t (O)) =0
pentru orice x.

Exemplul 2.5.7 Consideram acum g1, g2 : R — R date prin

g1(z) =22, g2 (z) = —2°.

Consideram 7 = 0 € R. Pentru acest sistem de restrictii (MSCQ) nu are loc pentru
g = (91, 92), caci altfel ar trebui sa gasim « > 0 astfel incat

d (2,571 (0)Ng;" (0) = 2] < az?,

pentru orice x aproape de 0, ceea ce nu este posibil. Pe de alta parte, (Str) are loc in
mod banal cu v = 1.

Conditiile (MC) si (MFCQ) sunt doar suficiente pentru a avea egalitatea intre intersectia
conurilor tangente si conul tangent la intersectie, dupa cum aratam in urmatorul exem-
plu.

Exemplul 2.5.8 Considerim g1, g2 : R2— R date prin

ztsin?l —y, ifx #£0

respectiv
4021 .
_ ) x7sin sty ifz#0
g2(:y) { 0,if z = 0.

Avem ca Vg1(0,0) = (0,—1) si Vg2(0,0) = (0,1), deci (MFCQ) are loc pentru g; si
pentru gs, in timp ce nu are loc pentru (g1, ¢g2). Avem ca

TB(MQU (0’ 0)) N TB(Mgzv (07 O)) = TB(Mgl N Mg,, (O’ O))
— {(a,0) | a €R}.

Conditia (CHIP) are loc.

Fie acum functia f(z) = x*sin? % pentru orice x # 0 i consideram, pentru n € N\ {0},
numarul
_ 1 ( 1 " 1 ) 2n+1
€T = —_— —_ = N
" 2r\n n+1l 2mn (n+ 1)
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si perechea

Intrucat

1
Mg, "My, ={(0,y) |y e R}U { (k’ 0) | k este numar intreg nenul} ,
7r

obtinem ca

1

(@n, [ (Tn)) € My,.

T — | < d(@n, f (7)), My, 0 M), ¥ € N\ {0}.

nm

Pe de alta parte, deoarece (Zy, f(Zy)) € My, pentru orice n € N\ {0}, avem

d((Tn, f (Tn)) , Mg,) < 2f (Tn), Vn € N\ {0},

deci (MC) ar implica existenta unei constante p > 0 astfel incat pentru orice n destul

de mare,

Tn

adica

1

nm

473 <

1
= <2
2rn(n+1) — a

( 2n + 1 )4sin2(
2t (n+1)

(2n+1)* 2mn (n+1)
1P 17 sin? () :

2n+1

27Tn(n+1)>
2n+1 ’

Desigur, asta este imposibil intrucat termenul din partea dreapta converge la 0 cand

n — 0o. Asta Inseamnd cé nici conditia (Str) nu are loc.

Relatiile dintre toate conditiile discutate mai sus sunt ilustrate in urmatoarea figura.

(MFCQ)
i

(MRCQ)

evident
=
<
Exemplu 2.5.6

(MSCQ)

Propoziéia 2.5.3

Exemplu 2.5.7

27

(MC)

II Propozitia 2.5.1

(Str)

Teorema 2.4.1
=

<=
Exemplu 2.5.8

(CHIP)




Capitolul 3

Optimizare cu multifunctii cu ordine
variabila

Dupa cum am vazut in capitolul anterior, minimalitatea pe spatii vectoriale este de
obicei Inteleasa in raport cu o relatie de ordine partialda indusa de un con convex inchis
si punctat. Optimizarea cu ordine variabila (pe scurt, VOS (in engleza variable order
structures)) se refera la cazul mai general cidnd nu se lucreaza doar cu un con, ci cu o
multifunctie cu valori conuri. Mai precis, in acest cadru studiem problema

(P) min F(z), =z € Q,

unde F': X =3 Y este multifunctia obiectiv, 2 C X este multimea restrictiilor gi X,Y
sunt spatii vectoriale normate; conceptele de minim sunt in raport cu o relatie de ordine
partiala indusa de o multifunctie K : X = Y ce are ca valori conuri convexe inchise
punctate proprii. Printre notiunile cunoscute de eficientd se numara punctele de minim
nondominate, elemente robuste si minime de tip Henig (a se vedea [5], [11] si [32]).
Ideea structurilor de ordine variabild a aparut inca din 1974 prin lucrarea [57] alui Po
Lung Yu, care a folosit termenul de structuri dominate si a definit elementele nondomi-
nate. Problemele de optimizare cu ordine variabila sunt folosite pentru a modela situatii
in care criteriile de preferinta se pot schimba in timpul procesului de optimizare, ceea ce
revine la un procedeu de comparare a doua elemente in spatiul de sosire depinzand de
punct. Interesul pentru structuri cu ordine variabila in optimizare a inceput de la o pro-
blema aplicativa in domeniul ingineriei medicale in procesarea imaginilor obtinute prin
tomografie computerizatd, prin ultrasunete sau prin tomografii cu rezonanta magnetica.
Alte aplicatii pentru VOS includ problema portofoliului si teoria locatiei (a se vedea [2],
[25], [26] si referintele incluse acolo).

Acest capitol urmeaza indeaproape prezentarea din lucrarea [24]. Considera, probleme
de optimizare cu ordine variabila cu restrictii, in sensul definit in [19] si dezvoltat in [21],
urmarind doud scopuri: unul este de a deduce conditii de stabilitate pentru eficienta unor
astfel de probleme la perturbari ale multifunctiei obiectiv gi ale multimii de restrictii, iar
al doilea este de a studia unele posibilitati de a recupera din VOS probleme de optimizare
cu ordine fixa. Abordarea noastra consta in studiul a patru tipuri de dilatari ale unui con
dat cu scopul de a obtine rezultate utile pentru scopurile lucrarii mentionate mai sus si
in final, pentru a obtine nigte conditii de optimalitate. Principalele contributii originale
sunt Propozitia 3.1.8, Propozitia 3.2.4, Propozitia 3.2.6, Propozitia 3.2.10, Propozitia
3.3.1, Propozitia 3.3.2, Propozitia 3.3.4 and Teorema 3.4.1.
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3.1 Dilatari de conuri si separare a conurilor

In aceastd sectiune tratam patru variante de dilatari de conuri, cu proprietati si unele
relatii intre ele. Stabilim apoi, in cadru infinit dimensional, un rezultat de separare
pentru conuri in sensul dat in [33]. Mai precis, avind, intr-un spatiu vectorial normat
X, doua conuri Cy i Cs cu intersectia {Ox }, cautam alt con C5 care le separa, adica un
con pentru care C3NCy = {0x} si al cirui interior topologic il include pe Cy \ {0x}. In
rezultatul nostru conul C3 este o dilatare a conului Cs.

Fie X un spatiu vectorial normat gi C C X un con convex inchis. Spunem ca C
admite o baza daca exista o multime convexa B astfel incdt Ox ¢ cl B si C' = cone B.
Daca B este si marginita, spunem ca C este well-based si In acest caz, deoarece C' este
presupusd inchisa, putem considera ca si B este inchisa (a se vedea [32, Definition 2.2.14]
si comentariile care o succed). Mai mult, este bine-cunoscut faptul ca un con care admite
o baza este punctat.

Consideram si comparam patru tipuri de dilatari pentru C'. Mai Intai remarcam faptul
evident ca

C = cone (CN Sx)

gi notam prin S¢ multimea C'NSx. Definim in continuare primele trei tipuri de dilatari.

Definitia 3.1.1 Fiee > 0 $iC' C X un con convex inchis gi punctat. Definim urmdtoarele
dilatari pentru C':
(i) dilatarea de tipul 1 este

CWe = cone ({x € Sx | d(x,C) <e});
(ii) dilatarea de tipul 2 este
C®2 = cone ({x € Sx | d(x,5¢) <¢e});
(iii) daca C' admite baza B, dilatarea de tipul 3 este
C®)% = cone ({x € X | d(z,B) <e}).

Observatia 3.1.2 Aceste tipuri de dilatari nu sunt noi; mentionam cdteva surse bibli-
ografice in care sunt tratate.
(i) Observam ca, de fapt, pentru orice € > 0,

CWe={zeX|d(xC)<e|z|}.

Este clar ca

C\ {0x} CintCV=

intrucat, potrivit [15, Proposition 4], pentru orice x € C,

D(z,(1+¢) e ||z||) c cVe,
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(ii) Dilatarea de tipul 2 a fost introdusa si studiata in [9] in legdturd cu unele probleme
de optimizare directionale. Se stie ca ([9, Proposition 2.9])

C\ {0x} C int C®=, pentru orice e > 0.

(iii) Dilatarea de tipul 3 este bine-cunoscuta procedurd de dilatare Henig (a se vedea
[32, Lemma 3.2.51]). Pentru orice € € (0,6), unde § = d(0x, B) > 0, C®¢ este un con
convex inchis si

C\ {0x} Cint C®=,

Pentru a defini dilatarea de tipul 4, avem nevoie de urmatoarea lema (a se vedea [32,
Section 2.2]).

Lema 3.1.3 Fie C C X un con convex inchis. Atunci

(i) C admite o baza dacd si numai daca ezista v* € X* astfel incat x* (x) > 0 pentru
orice x € C\{0x}. In acest caz CN{x € X | z* () = 1} este o bazd pentru C;

(ii) C' este well-based dacd gi numai daca x* € X* gi a > 0 astfel incat x* (z) > o ||z||
pentru orice x € C. In acest caz CN{x € X | x* (x) =1} este o bazd mdrginitd pentru

C.

Definitia 3.1.4 Fie C C X un con convex inchis well-based i € > 0. Fie x* € X*
functionala din Lema 3.1.83 (ii) si A :={u € X | 2* (u) = 1} . Dilatarea de tipul j este

CWe = cone({z € A|d(z,CNA)<e}).

Observatia 3.1.5 Deoarece A st C'N A sunt convexe si inchise, aceleasi proprietdti le
va avea §1 mulfimea

B.:={zxe€A|ld(z,CNA) <e}.

Mai mult, evident Ox ¢ B. pentru ca Ox ¢ A. Marginirea lui C'N A implicd de asemenea
mdrginirea lui B.. Se poate ardta cd niciun element ¢ € —C \ {Ox} nu este in C'4e,
prin urmare C¢ este mereu un con convex inchis punctat propriu si well-based.

Observiim c& C'®) este mereu convex, dar este definit doar daci C admite o bazi, in
timp ce CWe gi C@¢ sunt mereu bine-definite, dar pot fi si neconvexe. Analizim acum
unele relatii intre aceste patru tipuri de dilatari.

Propozitia 3.1.6 Fie C C X un con convex inchis si fie € > 0. Atunci

(i) C= c e gi existd 6 > 0 astfel incat CM° ¢ O,

(ii) daca C este well-based, atunci existd 0 > 0 astfel incat Cc® - cWe i existd
n > 0 astfel incat CH1 ¢ CB)e;

(iii) daca C este well-based, atunci existd 6 > 0 astfel incat CcWd « cWe g existd
n >0 astfel incat CH1 ¢ CWe,

Rezultatele de separare, in general, sunt foarte utile In obtinerea conditiilor de optima-
litate. In particular, utilitatea rezultatului urmator vine din faptul ca permite trecerea de
la lucrul cu un con cu interior vid la lucrul cu un con solid, si astfel deschide posibilitatea
de a lucra cu concepte de eficienta slaba.

30



Capitolul 3 Optimizare cu multifunctii cu ordine variabila

Teorema 3.1.7 Fie X un spatiu Banach reflexiv, P,Q C X conuri astfel incat P, Q
sunt slab inchise gi P este well-based. Daca PN Q = {0x}, atunci exista ¢ > 0 astfel
incat PP N Q = {0x}.

Un rezultat asemanator are loc in prezenta unor ipoteze suplimentare de convexitate.

Propozitia 3.1.8 Fie X un spatiu Banach reflexiv si P,Q C X conuri convexe inchise
astfel incat PNQ = {0} . Dacd P este well-based cu baza B, atunci exista U o vecinatate
slaba a originii astfel incat

cone(B+U)NQ ={0x}.

In particular, existd €; > 0 astfel tncat PMei N Q = {0x}, pentru orice i € 1,4.

3.2 Stabilitate pentru eficienta aproximativa

Cadrul pentru aceasta sectiune este urmatorul: fie Y un spatiu vectorial normat, A CY
o multime nevida si K : Y = Y o multifunctie pentru care K(y) este un con convex
inchis punctat propriu pentru orice y € Y. Cu ajutorul lui K putem defini trei relatii
de pseudo-ordine pe Y:

y1 <1y2 <= Y2 —y1 € K (y2),
Y1 <oy2 = y2—y1 € K (y1),
y1 <3y = 2 —y1 € K(y), Yy € A

Desigur, daca multifunctia K are valori solide, atunci putem considera relatiile de
pseudo-ordine strictd corespunzatoare pe Y, anume <i1,<sg gi <3 . Acestea conduc la
trei concepte diferite de minimalitate In sens slab (a se vedea [25] si [34]), care de fapt
reprezinta extinderi ale eficientei din cazul cu ordine fixa la cazul structurilor cu ordine
variabila.

Definitia 3.2.1 Fie T € A.
(i) Presupunem cd int K (Z) # 0. Elementul T este punct minimal slab pentru A in
raport cu K dacd x £1 T pentru orice x € A, i.e.,

{z—z}N(—int K (%)) =0, Vz € A.

(ii) Presupunem cd int K (z) # () pentru orice x € A. Elementul T este punct nondo-
minat slab pentru A in raport cu K daca x £2 T pentru orice x € A, i.e.,

{z—7T}N(—int K (z)) =0, Vz € A.

(iii) Presupunem cd int K (x) # () pentru orice x € A. Elementul T este punct robust
slab pentru A in raport cu K dacd x <3 T pentru orice x € A, 1i.e.,

{r—7}N(—int K (2)) =0, Va,z € A.
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Conceptele corespunzatoare de minimalitate aproximativa sunt dupa cum urmeaza.

Definitia 3.2.2 Fiez € A, cc Y \ {0y} sie > 0.
(i) Presupunem cd int K (Z) # (0. Elementul T este punct ec—minimal slab pentru A
in raport cu K dacd x + ec £1 T pentru orice x € A, i.e.,

{r—ZT+ectn(—int K (7)) =0, Va € A.

(ii) Presupunem caint K (z) # () pentru orice x € A. Elementul T este punct ec—nondo-

minat slab pentru A in raport cu K dacd x £9 T — ec pentru orice x € A, i.e.,
{z —T+ec}nN(—int K (z)) =0, Vz € A.

(iii) Presupunem cd int K (x) # 0 pentru orice x € A. Elementul T este punct
ec—robust slab pentru A In raport cu K dacd x £3 T — ec pentru orice x € A, 1i.e.,

{r—ZT+ec}N(—it K (2)) =0, Vz,z € A.

Scopul acestei sectiuni este de a demonstra ca, in anumite ipoteze, un sir de minime
aproximative pentru un sir de mul{imi converge, Intr-un anume sens, la un punct de
minim aproximativ pentru limita girului de multimi. Cu alte cuvinte, conceptul de
eficienta aproximativa pentru multimi este stabil la perturbari ale multimii. Demon-
stram de asemenea cd o astfel de stabilitate are loc si pentru eficientd aproximativa
pentru multifunctii.

Notam prin (e, ¢) — WMin (A, K) multimea punctelor ec—minimale slabe pentru A in
raport cu K, prin (g, ¢) —WNond (A, K) multimea punctelor ec—nondominate slabe pen-
tru A in raport cu K si prin (g,¢) — WRob (A, K) multimea punctelor ec—robuste slabe
pentru A in raport cu K. Pentru conceptele din Definitia 3.2.1 folosim aceleagi notatii,
fara a mai mentiona (g, ¢) . Pentru mai multe detalii despre proprietatile conceptelor de
minimalitate de mai sus si diferentele dintre ele, a se vedea, de exemplu, [25], [52] si [53].

In continuare, formulam rezultate de stabilitate pentru notiunile de eficienta apro-
ximativa introduse In Definitia 3.2.2 la perturbari ale multimii A cu sgiruri de multimi
convergente in sensul Painlevé-Kuratowski. Amintim urmétoarea definitie.

Definitia 3.2.3 Fie A gi (Ay,)n multimi nevide din Y. Spunem cd A este limita Pain-
levé-Kuratowski a sirului (A,) dacd
A C Liminf A,, $¢ Limsup A,, C A,
n—oo n—00
unde
Liminf A, ={z €Y |3 (zy),2n € A,,Vn € N: 2, = 2}
n—oo
st
Limsup A, ={z €Y |3 (nk), I (xn,) ,xn, € Apn,,Vk e N: 2, — x}.

n—00

o P-K . P-K_ o . . . VR
Notam A, —— A. Scriem A, ——— A daca are loc incluziunea din partea stangd si

P-K C . . . o
A, — A dacd are loc incluziunea din partea dreaptd.
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Dam acum rezultatul nostru privind stabilitatea mentionata pentru conceptul de mi-
nim robust slab.

Propozitia 3.2.4 Fie ) # A C Y o multime inchisa, (A,) C Y un gir de multimi
inchise nevide, € > 0 si consideram multimea C' := int ({K (yn) | yn € An, cun € N*}) #
0. Fie c € C si presupunem cd int K (z) # () pentru orice x € A, A, it (SO W,

K(A,) PR K(A). Atunci, pentru orice § € [0,¢),

Limsup (6, ¢) — WRob (4,, K) C (¢,¢) — WRob (4, K) .
n—oo
Observatia 3.2.5 Evident, (¢,¢) — WRob (A, K) C (g,¢) — WNond (A, K) pentru orice
e>0giceY\{0}. Astfel, in ipotezele propozitiei anterioare, obtinem ca

Limsup (e1,¢) — WRob (4,,, K) C (e2,¢) — WNond (4, K),

n—oo

pentru orice 0 < e1 < ey gic € C.

In continuare obtinem un rezultat asemanator de stabilitate pentru eficienta nondo-
minata slaba.

Propozitia 3.2.6 Fie ) # A C Y o mulfime inchisa, (A,) C Y un sir de multimi
inchise nevide, € > 0. Presupunem cd C := int (\{K (yn) | yn € Apn, cun € N*}) £ 0,
Ay oK, A, K este inferior semicontinud in (x,y) € Gr K pentru orice v € ANDom K

st fie c € C. Atunci, pentru orice 6 € [0,¢),

Limsup (6, ¢) — WNond (A4, K) C (e,¢) — WNond (4, K) .

n—oo

Era de agteptat sa fie nevoie de o ipoteza mai tare pentru stabilitatea eficientei non-
dominate decadt pentru cea robusta. Conditia de inferioara semicontinuitate a lui K in

(x,y) € Gr K pentru orice z € AN Dom K implica faptul ca avem K (A,) LN K(A)

daca A4, 2= A, intrucat pentru orice k € K(a) cu a € ANDom K inferioara semicon-
tinuitate da un sir (k,) convergent la k, cu k, € K(a,) C K(A,), corespunzator unui

. . . o P-K
sir a, — a, cu a, € A, pentru orice n, dat de ipoteza de convergenta A, —— A.
Implicatia inversa nu are loc, dupa cum se poate vedea din urmatorul exemplu simplu.

Exemplul 3.2.7 FieY = R2 K = cone conv{(0,2); (1,2)}, Ko = coneconv{(2,1);(2,0)}
si K : R? = R? data de
Ky, if 2
K(IL’) _ 1, L x ¢ QQ
Ko, if z € Q.
K este inferior semicontinua doar in punctele (z,0p2), pentru orice x € R?. Totusi,
alegand A = [0,1] x [0,1] si A, = [-n"1, 14+ n71] x [-n~!,1 4+ n71], este usor de vazut

i A, 225 A si K(Ay) R, K (A) deoarece K(Ay) = Ug,ea, K(an) = K1 UKy =
UseaK (a) = K(A).
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Observatia 3.2.8 (i) In ipotezele Propozitiei 3.2.6, putem obtine de asemenea cd pentru
orice 0 € [0,¢)
Limsup (6, ¢) — WMin (4, K) C (e,¢) — WMin (4, K) .

n—oo
(i1) In ipotezele propozitiei anterioare, pentru § = 0 si e > 0 obfinem

Limsup WNond (A,,, K) C (¢,¢) — WNond (4, K) .
n— oo
Ne ocupam mai departe de cazul eficientei pentru multifunctii. Consideram o multifunctie
F : X =2 Y intre spatiile vectoriale normate X gi Y, multifunctia K intre aceleasi spatii
casi I, gi A C X multimea restrictiilor. Avem astfel urmatoarea problema:

min F' (z), x € A. (Py)

Urmatorul concept de solutie aproximativa pentru problema (P4) a fost definit in [54]
si reprezinta o generalizare a conceptului de eficienta aproximativa din cazul ordinei fixe
la structuri cu ordine variabila.

Definitia 3.2.9 FieT € A, c€ Y \ {0y} sie > 0. Presupunem cd int K (x) # () pentru
orice x € A. Elementul (T,y) € Gr F este punct ec—nondominat slab pentru F pe A in
raport cu K daca

(F(z)—y+ec)N(—int K (z)) =0, Vz € A.

Notam prin (g,c¢) — WNond (A, K, F') multimea punctelor ec—nondominate slabe pen-
tru F pe A in raport cu K. Observam ca daca ¢ = 0 obtinem conceptul clasic de minim
aproximativ care a fost definit gi studiat in [19].

Mai departe prezentam un rezultat de stabilitate pentru solutia nondominata la per-
turbari ale multifunctiei F' si ale multimii A.

Propozitia 3.2.10 Fie F : X = Y o multifunctie cu grafic inchis, (F,) un sir de
multifunctii de la X la'Y cu grafice inchise, ) # A C'Y o multime inchisa, (A,) CY
un sir de mulfimi inchise nevide.
Presupunem cd C := int (\{K (yn) | yn € Apn, cun € N*}) # (), consideram un ¢ € C
§i presupunem cd:

(i) exista € > 0 §i (zn,yn) — (T,7) astfel incdt (xy,yn) € (¢,¢) — WNond (4, K, F,)
pentru orice n destul de mare;

.. P-K_ ) P-K_

(ii) A, —— A si Gr F,, —— Gr I

(iii) pentru orice (x,y) € Gr F, exista V o vecindtate a lui y astfel incat pentru orice
zh =z si 22 — x, existd (\y) C (0,00) cu A ||zl — 22| — 0 si

B, (x}l) NV CF, (:vi) + An Hx,ll — x%H Dy,

pentru orice n destul de mare;
(iv) K este inferior semicontinud in (z,y) € Gr K pentru orice v € AN Dom K.
Atunci, pentru orice 6 > ¢, (%,7y) € (6,¢) — WNond (A, K, F).
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Observatia 3.2.11 Rezultate asemdndtoare pot fi date pentru solutiile robuste si mini-
male ale problemei (Py).

Rezultatele din aceasta sectiune generalizeazd niste rezultate din [14] si [10] pe care le-am
adaptat din cadrul optimizarii cu ordine fixd la optimizare cu ordine variabild.

3.3 Eficienta in ordine variabila vazuta ca eficienta in ordine
fixa

Fie X, Y spatii vectoriale normate gi fie F, K : X == Y multifunctii cu K avand ca valori
conuri convexe Inchise punctate proprii. Scopul acestei sectiuni este de a prezenta unele
rezultate in care convertim punctele nondominate si robuste ale lui F' in raport cu o
dilatare a lui K in puncte de minim Pareto, respectiv Pareto aproximativ, ale lui F' in
raport cu o limita a multifunctiei K. Cu alte cuvinte, facem din eficienta in cazul ordinei
variabile eficienta intr-un cadru cu ordine fixa, printr-un procedeu de trecere la limita.

Folosim limitele inferioare si superioare Painlevé-Kuratowski pentru multifunctia F,
care sunt definite dupa cum urmeaza, pentru T € X,

Liminf F (z) ={y €Y |VV €V (y),3U € V() ,Yu e U, F (u) NV # 0}

T—T

={yeY |Va, =T, Iyn — y,yn € F (x,),Vn € N}
si
Limsup F (z) ={y € Y |VV €V (y),YU € V(Z),Fu e U, F (u) NV # 0}

T—T

={yeY |3, =T, Iyn = y,yn € F (x,),Vn € N}.

Aceste multimi sunt mereu inchise si Liminf F'(z) C cl F () C Limsup F (z). Daca
T =T

Liminf F' (x) este nevida, atunci T € int Dom F.
T—T

Daca F (z) C Liminf F' () atunci spunem ca F' este inferior semicontinud in 7.
T—T

Propozitia 3.3.1 Fie (7,7) € Gr F gi presupunem cd exista U € V (T) gi € > 0 astfel
tncat pentru orice x,u € U,

(F (2) =7) N (=KW* (u)) € {0y},
Atunci exista U' € V (T) astfel incat

(F(U") —g)N(—Limsup K (z)) C {0y }.

T—T

Relatiile de pseudo-ordine discutate in sectiunea anterioara determina urmatoarele
notiuni de minimalitate pentru multifunctii:
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(i) (z,7) € Gr F se numegte punct robust local pentru F' in raport cu K dacd exista
U € V(T) astfel incat pentru orice z,z € U,

(F(z) —y) N (=K (2)) C {0y}
i similar,

(ii) (7,y) € GrF se numeste punct nondominat local pentru F' in raport cu K daca
exista U € V() astfel incat pentru orice x € U,

(F(z) —y) N (-K(z)) C {0y}

Astfel, relatia din ipoteza rezultatului de mai sus spune ca (Z,7) este punct robust
local pentru F in raport cu K2 jar concluzia spune ci acelagi punct este minim Pareto
local pentru F' in raport cu Limsup K (z) (con inchis).

Urmatorul rezultat transfoﬁgg un punct nondominat in ordine variabila pentru F'
intr-un punct de minim Pareto aproximativ pentru F' in ordine fixa. Concluzia este de
fapt ceva mai tare decit atat, iar forma ei particulara o face potrivitd pentru rezultate
de separare de conuri, si prin asta, folositoare pentru a obtine conditii de optimalitate.

Propozitia 3.3.2 Fie (7,7) € Gr F astfel incdt exista U € V(T) si e > 0 astfel incdt
pentru orice x € U,

(i) KWe(z) este convexd si KW (x) N (=K (x)) = {0y} ;

(i) (F (z) =9) N (=K1 (2)) < {0y}

Fie C = ﬂ K (z) | si presupunem cd ezista e € C \ {Oy }. Presupunem ca existd
zelU
L > 0 astfel incdt pentru orice x,z € U,

F(z) CF(z) = Lllz — 2l e + K (2) .
Atunci, pentru orice § > 0, exista Us € V (T) astfel incat
(F (Us) — 5+ de) N (— Liminf K (x)) = 0.
Tr—T

Observatia 3.3.3 In notatia Propozitier 3.3.2, presupunem ca pentru orice x € U co-

nul K (x) este well-based cu baza B (x), |J B (x) este marginita si Oy ¢ cl |J B (x).
zelU zelU
Atunci, ca in Lema 3.1.3 (it), exista y* € Y™ si a > 0 astfel incat y* (y) > ao|ly| pen-

tru oricey € U K (x) gi in acest caz E(z) = K (z)N{y €Y | y*(y) =1} este o baza
zelU
marginita pentru K (x) pentru orice x € U. Astfel, am construit cel de-al patrulea tip de

dilatare pentru toate conurile K (z) folosind aceste baze mdrginite.

In general, se poate arita ci Limsup K () este con inchis. In contrast, Liminf K (x)
T—T T—T

este un con nchis care este gi convex daca valorile multifunctiei K sunt conuri convexe.
Mai mult, pentru ca pentru orice vecinatate U a lui T,

ﬂ K (z) C Liminf K (z) C cl K (Z),
T—T
zelU

36



Capitolul 3 Optimizare cu multifunctii cu ordine variabila

Liminf K (z) este si con punctat dacd imaginea K (T) este con inchis si punctat.
T—T

Propozitia 3.3.4 Presupunem cd valorile multifunctiei K intr-o vecindatate U a lui T
sunt conuri punctate $i well-based; notam cu B multifunctia care asociazd fiecarui x € U
baza inchisd si marginita corespunzatoare a lui K(x). DacaOy ¢ cl U B(x) si U B (x)
zeU zeU
este marginita, atunci D = Liminf B (x) este o baza marginita pentru Liminf K (z).
T—T T—T
Urmaétorul rezultat este interesant prin faptul ca da inferioara semicontinuitate a multifunctiei
limita inferioara.
Propozitia 3.3.5 Fie K : X =Y o multifunctie ale cdrei valori sunt conuri, T € X si
U o vecindtate deschisd a lui T. Presupunem cd existd un con P cu interior nevid astfel
incat
Pc (K ().
xzelU
Daca P + K (z) C K (z) pentru orice x € U (in particular, dacd valorile lui K sunt
conveze), atunci multifunctia G : X =Y,
G (z) = Liminf K (u)

U—x

este inferior semicontinud in orice punct x € U.

3.4 Conditii de optimalitate

Ultima sectiune a acestei lucrari este dedicata obtinerii de conditii de optimalitate pentru
eficienta in cadru VOS pe spatii duale.

Teorema 3.4.1 Fie X un spatiu Asplund st Y un spativ Banach reflexiv, si F, K : X =

Y multifunctii cu (T,7) € Gr F. Presupunem cd existd o vecindtate U a lui T astfel incat

(i) valorile lui K in vecindtatea U sunt conuri convezre inchise punctate well-based;

(ii) Oy ¢ cl U B (x) si U B(x) este marginita, unde prin B notam multifunctia care
zelU zeU

asociazd fiecarui x € U baza inchisa marginitd corespunzatoare a lui K (x);

(iii) exista e € C = ( ﬂ K (a:)) \ {0y} siL >0 astfel incat pentru orice x,z € U,
xelU
F(z)CF(z)— Lz —z|e+ K (2);
(tv) Gr F' este local inchis si cone (F' (V') — 5 + pe) este slab inchis pentru orice p > 0
mic gt orice vecindtate inchisa V destul de micd a lui T.

Daca exista € > 0 astfel incat (Z,y) € Gr F este punct nondominat local pentru F' in
raport cu dilatarea KM% descrisd in Observatia 3.5.3, atunci, pentru orice § > 0, existd

0 -k \*t * oy A
>0, (r,y) e GrFND ((x,y), 1+5> siy* € (Q(4) ) cu y* (e) = ﬁlzs’ astfel incat
0e D Fay) [y + 1/ ——Dy- | +1/——D
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unde @ = Liminf K (x).

T—T
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