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Introducere

Termenul algebric de hiperstructura desemneaza o generalizare adec-
vata a structurilor algebrice clasice, precum grup, semigrup, inel. In struc-
turile algebrice clasice, compunerea a doua elemente este un element, iar
in cadrul hiperstructurii algebrice, compunerea a doua elemente repre-
zinta o multime. F. Marty, a observat ca elementele unui grup factor sunt
multimi, iar acesta a fost punctul de plecare in cadrul teoriei hipergrupu-
rilor. El a introdus conceptul de hipergrup in anul 1934 cu ocazia celui
de-al VIII-lea Congres al matematicienilor din tarile scandinave [54].
De-a lungul timpului, au aparut rezultate noi si interesante, dar mai ales
incepand cu anii 70 aceasta teorie s-a dezvoltat foarte mult in Europa,
Statele Unite, Asia gi Australia. Cateva nume sonore din acest domeniu ar
fi Dresher, Ore [30], Koskas [42], Krasner [70] care au adus contributii in
partea de homomorfisme de hipergrupuri si in teoria subhipergrupurilor.
Hipergrupurile sunt studiate din punct de vedere teoretic, dar si pentru
aplicatiile sale in probleme de matematica pura gi aplicata: geometrie,
topologie, criptografie, teoria codurilor, grafuri, hipergrafuri, teoria auto-
matelor, grad fuzzy, probabilitati, etc. O parte dintre aceste exemple le
vegasim in [2], [27], [46], [47], [56], [81],[82], [84], [85]. In anul 1940,
Prenowitz introduce si studiaza notiunea de join space [63] si impreuna cu
Jantosciak [64] prezinta cateva tipuri de Geometrie (Proiectiva, Descrip-
tiva, Sfericd) in contextul hipergrupurilor. De asemenea in studiul inimii
unui hipergrup, un mare aport au adus Freni [34] gi Leoreanu [50], iar
Koskas [43] este cel care defineste notiunea de parte completa. In cadrul
teoriei hipergrupurilor, se regasesc relatii de echivalenta: 3, -y, numite
fundamentale, pentru ca stabilesc o legatura naturala intre hiperstructu-
rile algebrice si structurile algebrice clasice [28], [29]. Relatia 5 a fost
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6 INTRODUCERE

introdusa de Koskas [43] si a fost studiata in principal de Corsini [13] si
Vougiouklis [82]. Utilizand relatia 3, Migliorato [58] definegte notiunea
de hipergrup n— complet. Recent, Freni [33] introduce relatia v ca o
generalizare a relatiei 8 si demonstreaza ca in hipergrupuri, relatia - este
tranzitiva.

O clasa importanta de hipergrupuri se refera la hipergrupurile cano-
nice, iar Mittas [59], In anul 1970 este primul care le studiaza. Hiper-
grupurile i.p.s. reprezinta o clasa particulara de hipergrupuri canonice.
O atentie deosebitda asupra lor este datd de catre Corsini. Acesta de-
terminand forma hipergrupurilor i.p.s. péana la ordinul 9 [11], [16], iar
impreuna cu Cristea calculeaza gradul lor fuzzy [17], [20], [22]. Compor-
tamentul hipergrupurilor canonice este similar cu cel al grupurilor. Hiper-
grupurile quasi-canonice ( numite ”poligrupuri” de catre Comer [6], [7])
au fost introduse in [4], ca o generalizare a hipergrupurilor canonice. O
parte dintre proprietatile algebrice si combinatoriale, au fost descoperite
de catre Comer [8], [12].

In cadrul tezei prezentate, s-a pus accentul pe gradul de comutativitate
si functia lui Euler, aspecte ce se regasesc in cadrul teoriei grupurilor. Din
punct de vedere istoric, gradul de comutativitate a fost introdus de céatre
Gustafson [37] si reprezinta probabilitatea ca doua elemente sa comute.
Contributii in aceasta directie au adus Erdos [31] si MacHale [55], care
au stabilit ca in cazul grupurilor neabeliene, gradul de comutativitate este
mai mic decat g. O clasificare a grupurilor pentru care gradul de comu-
tativitate este mai mare de % este realizata de catre Rusin, in anul 1979
[67], iar in anul 2001, Lescot clasifica grupurile finite cu gradul de comu-
tativitate d(G), d(G) € [3,1] [53]. Mai recent, Castelaz [5] a determinat
incadrari ale gradului de comutativitate, pentru grupuri cu o structura
particulara finita. Tarnauceanu [80] prezinta o generalizare naturala al
conceptului de subgrup comutativ intr-un grup finit. In teoria grupurilor,
se cunoaste o legatura stransa intre ecuatia claselor si gradul de comu-
tativitate al unui grup, prin relatia d(G) = %, unde k(G) reprezinta
numarul claselor de conjugare.

In teoria grupurilor, functia lui Euler reprezinta ordinul grupului for-
mat din elementele inversabile ale inelului (Z,, +, ), adica ¢(n) = |U (Zy,) |,
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n € N,n > 2. Rezultate in aceasta directie regasim la Garcia [35], Hall
[38]. Tarnauceanu determina functia lui Euler pentru clase particulare
de grupuri si legaturi intre ¢ (G), ¢ (|G]) si |Aut(G)].

Teza este structurata pe sase capitole gi face trecere prin clase par-
ticulare de hipergrupuri: reversibile, complete, poligrupuri si canonice.
Primul capitol al acestei teze, contine prezentarea unor notiuni si re-
zultate din teoria hipergrupurilor, care ne vor fi necesare pe parcursul
tezei. S-a definit conceptul de hipergrup, identitatea unui hipergrup cu
mentiunea ca spre deosebire de teoria grupurilor, unde exista o singura
identitate, in acest context putem avea hipergrupuri cu o unica identi-
tate, mai multe identitati sau fara vreo identitate. Prin urmare, in ceea
ce priveste inversul unui element, situatia este similara. De asemenea,
s-a definit relatia § care face legatura intre hipergrupuri si grupuri. Prin
intermediul acestei relatii, se introduce inima unui hipergrup, concept ex-
trem de util in teoria hipergrupurilor. In finalul capitolului, este prezen-
tat gradul de comutativitate al unui grup, acesta fiind punctul de plecare
pentru capitolele urmatoare. In capitolul doi se face trimitere la teoria
hipergrupurilor reversibile, unde am studiat subhipergrupuri importante,
precum: centralizatorul unui element, centrul unui hipergrup in contex-
tul hipergrupurilor regulate reversibile, utilizand parti complete. Centrul
unui hipergrup regulat reversibil a fost introdus de catre [49]. In plus,
am determinat forma ecuatiei claselor cu ajutorul partilor complete:

[H| =" [Clai)| =) laiwn].
=1 =1

Capitolul al treilea este cel mai amplu din teza si trateaza diferite
aspecte. Dupa cum am observat in capitolul doi, am determinat ecuatia
claselor in context de hipergrupuri reversibile. Acelasi lucru ne-am propus
sa 1l studiem in limbaj de hipergrupuri complete si a fost posibil datorita
teoremei de caracterizare a hipergrupurilor complete (Teorema 6). Un
hipergrup (H,o) este complet, daca gi numai daca este de tipul H =

U Ay, unde G si Ay satisfac conditiile:
geG
(1) G este un grup;
(2) Oricare ar fi g1 # g2 avem Ay N Ay, = 0;



8 INTRODUCERE

(3) daca (a,b) € Ay, x Ag,, atunci aob = Ay, g,.

Observam ca prin intermediul teoremei, se obtine o legatura stransa
cu teoria grupurilor. Asadar, forma ecuatiei claselor In acest context, este
urmatoarea (Teorema 8):

H| = |wn|+ Y [[all.

adwpy

In cadrul celei de-a doua si de-a treia sectiuni, ne-a interesat sa calculam
gradul de comutativitate al unui hipergrup complet si sa determinam o
legatura cu ecuatia claselor, pentru ca un astfel de principiu 1l regasim
in teoria grupurilor (Teorema 9) : Daca (H,o) este un hipergrup finit
asociat grupului G si are loc |Cy (z) | = |CHx (y) |, pentru orice y € [x],
atunci gradul de comutativitate al hipergrupului complet H este

k(H)

Zl [zl - |Cr (4) |

i—
(K}{)_' ‘I{P ’

unde k(H) reprezinta numarul de clase de conjugare distincte [z;] ale
k(H)

elementelor din H astfel incat H = |J [x;]. Prin urmare, observam
i=1

ca pentru a stabili o legatura intre gradul de comutativitate gi ecuatia

claselor din teoria hipergrupurilor complete este nevoie de o conditie su-

plimentara (|Cy ()| = |Cq (y) |, pentru orice y € [x]), ceea ce in teoria

A

grupurilor, nu se intampla. In sectiunea a patra, am incercat sa dam un
raspuns la urmatoarea intrebare: ” Putem caracteriza hipergrupurile com-
plete comutative prin intermediul gradului de comutativitate?”, asa cum
in cadrul teoriei grupurilor exista un raspuns afimativ pentru grupurile
abeliene. Ideea a fost aceea de a determina valoarea maxima a functiei
d(H) (Teorema 10)

nA 2
a(H) = (d(G) - 1) (Z) + 1.
m
In sectiunea cinci, am studiat un alt aspect important si anume asocie-
rea relatiilor binare cu hipergrupurile. Pana in prezent, au fost studiate
multe legaturi intre hiperstructuri si relatiile binare, de catre Rosenberg
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[66], Corsini [8], [12], Leoreanu [19], Jantosciak [45], Cristea [23]. Sco-
pul acestei sectiuni a fost acela de a asocia relatia de conjugare (Definitia
8) cu hipergrupurile de tip Rosenberg [66]. De asemenea, in sectiunile
sase si sapte, se introduce Functia lui Euler in teoria hipergrupurilor com-
plete. Corsini [9] caracterizeaza hipergrupurile complete si Cristea [20],
[21] studiaza gradul fuzzy pentru ele. In acest context, comportamentul
periodicitatii unui element este acelasi cu ordinul unui element dintr-un
grup [18], [61]. Utilizand Teorema de Caracterizare (Teorema 6) pentru
hipergrupurile complete si definitia pentru periodicitatea unui element
(Definitia 20), se determina o legatura cu teoria grupurilor:

p(H)= > |4,
o(g)=exp(G)
unde o(g) reprezintd ordinul elementului ¢ in grupul G. De asemenea,
pentru cazul in care G = Z, , s-a stabilit o conexiune intre functia lui

Euler asociata hipergrupului complet si subhipergrupurilor sale (Teorema
13)

> e(Ka) = H| — |wu| — ¢ (H),

dn

d+ {1,n}

unde wy §i ¢ (H) reprezintd inima, respectiv functia lui Euler asociata
hipergrupului complet H. In finalul capitolului, s-a acordat o atentie
deosebita asupra grupurilor HX asociate grupului diedral D,,. Studiul
hipergrupurilor HX a fost realizat de catre Honghai si Hong-xing [40],
[41]. Zahedi [83] analizeaza proprietatile HX grupurilor, iar mai tarziu,
Corsini determina grupurile HX asociate cu Z/nZ [14], [15]. Capito-
lul al patrulea este dedicat teoriei poligrupurilor. In acest context, se
studiaza gradul de comutativitate pentru poligrupul Pg (Definitia 42) si
asupra extinderii de poligrupuri prin poligrupuri (Definitia 70). Probabi-
litatea ca un element dintr-un subgrup sa comute cu un element dintr-un
grup, a fost studiata de catre Efrain [32] si poarta numele de gradul de co-
mutativitate relativ. Pornind de la acest concept, se generalizeaza gradul
de comutativitate relativ in contextul poligrupurilor finite. Spre deosebire
de teoriile prezentate anterior, se introduce matricea comutativa asociata
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unui poligrup (Definitia 45) si matricea comutativa relativa asociatd unui
subpoligrup pentru un poligrup finit (Definitia 54). De asemenea, se ob-
serva ca exista rezultate in teoria grupurilor care nu au loc in teoria poli-
grupurilor. In ceea ce priveste capitolul al cincilea, atentia cade asupra
unei noi clase de hipergrupuri si anume, hipergrupurile canonice. Parti-
cularitatea acestor hipergrupuri consta in faptul ca sunt comutative. Prin
urmare, studiul gradului de comutativitate nu mai este relevant. Pentru
inceput, se arata ca principiul din teoria poligrupurilor, cel al extinderii,
se poate scrie si in limbaj de hipergrupuri canonice (Teorema 24 ). In plus,
se aplica functia lui Euler pentru un hipergrup canonic particular C,, si
asupra extinderii. Se determina legaturi intre functia lui Euler asociata
unui hipergrup si cea asociata extinderii (Corolar 2, Teorema 26). De
asemenea, daca ne raportam la clasa hipergrupurilor i.p.s., ce reprezinta
o clasa particulara de hipergrupuri canonice, atunci se arata ca extinderea
hipergrupurilor i.p.s. este tot un hipergrup i.p.s. si poate fi privita ca o
modalitate de constructie, ceea ce este foarte util.

Finalul tezei, capitolul sase, contine concluziile si cateva probleme
deschise pentru cercetarea viitoare.



CAPITOLUL 1

Teoria hipergrupurilor reversibile

In acest capitol, se prezintd rezultate obtinute de catre autorii Fotea,
Corsini, Sonea, Heidari [51], unde se introduce relatia de conjugare in ca-
drul teoriei hipergrupurilor reversibile. De asemenea, se studiaza anumite
subhipergrupuri fundamentale, ca centralizatorul unui element, centrul
unui hipergrup, utilizand parti complete. Centrul unui hipergrup regulat

reversibil a fost introdus de catre Leoreanu [49], dar aici se propune o
definitie echivalenta si se obtin rezultate noi. Inima unui hipergrup re-
gulat reversibil a fost studiata de catre Leoreanu in [50], iar centrul si

centralizatorul unui element in poligrupuri de catre Davvaz, [25].
1. Parti complete

In cele ce urmeazi, se considers (H,-) un hipergrup regulat reversibil.
Pentru inceput, in [26] (Teoremele 4.2.7 si 4.2.11) este demonstrat ca
C(a) = B(a). Acest lucru poate fi aratat independent astfel.

LEMA 1. Fie H un hipergrup. Atunci C(a) = B(a), pentru orice a ce
apartine lui H.

Conform lemei anterioare, avem C(ab) = f(x), pentru orice x € ab.
Din lema de mai sus, se obtine urmatorul rezultat.

COROLAR 2. Fie a,b,c,d elemente ale lui H.

i) Daca C(a) NC(b) # 0 atunci C(a) = C(b);
) Daca C(a) NC(bed) # O atunci a € C(bed);
iii) Daca C(a b) NC(cd) # O atunci C(ab) = C(cd);
iv) Daca C(I[=y ai)NC(IT;Z; b) # 0 atunci C(T[}2, ai) = C([TiZ; bj)-

11



12 1. TEORIA HIPERGRUPURILOR REVERSIBILE
OBSERVATIE 3. {C(a) | a € H} = {C(ai)};_, este o partitie a lui H.
In cele ce urmeazd, definim urmatoarea relatie in H:
a ~ b daca gi numai daca exista ¢ € H astfel incat C(ca) = C(bc).
TEOREMA 1. Relatia” ~ " este o relatie de echivalentd.

Se noteaza cu [a], clasa de conjugare a unui element a din H. Are loc
[a] = {be H | existd c € H :C(ca) =C(bc)},
sau echivalent prin Corolar 2, i7)
[a] = {b€ H | existi c€ H:be C(cac),unde ¢ € i(c)},

de unde
[a] = U C(cad).

ceH,c'€i(c)
TEOREMA 2. Daca u € cac, unde ¢ € i(c), atunci C(cac’) = C(u).

Demonstratie Rezulta din Lema 1. =

2. Ecuatia claselor

DEFINITIE 4. Fie (H,-) un hipergrup requlat reversibil. Urmatoarea
mulfime
Z(H)={ac€ H|Vbe H, C(ab) =C(ba)}

se numeste centrul lui H.

TEOREMA 3. Z(H) este o parte completd si un subhipergrup normal
in hipergrupul regulat st reversibil H.

OBSERVATIE 5. Daca Z(H) = H, atunci grupul cat H/ este comu-
tativ. Acest lucru nu inseamnd ca H este comutativ, asa cum se poate
vedea in urmdtorul exemplu.

Urmatorul exemplu satisface observatia anterioara.
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EXEMPLU 6. Se considera H = ({1,2},0), unde o se defineste astfel

o 1 2

1 1 2

2 {1,2} | {1,2}
Se observa ca H este cel mai mic hipergrup necomutativ pentru care

Z(H)=H.

OBSERVATIE 7. Conform Corolarului 2, pentru orice a € H, clasa de
conjugare a elementului a este

[a] = U C(cac).
ceH,c'€i(c)
TEOREMA 4. Fiec,d € H, ¢ €i(c),d €i(d). C(cac') = C(dad') daca
st numai dacd cCr(a) = dCy(a).

TEOREMA 5. Dacd H este un hipergrup finit requlat reversibil, atunci
are loc
|H| = [{la] | a € H}|.
Pentru a € Z(H), avem
[a] = C(a) = awy.
Daca a € H— Z(H), atunci
[a] = U C(u).
c€H ' €i(c),uccac’
Prin urmare, se obtine din nou o partitie {C(a;)}i_; a lui H.

In concluzie, ecuatia claselor in cadrul teoriei hipergrupurilor regu-

late reversibile devine:
I8

(2.1) [H| =) _[Clai)| =) _ laiwn]-
i=1

=1






CAPITOLUL 2

Teoria hipergrupurilor complete

In teoria grupurilor, s-a prezentat gradul de comutativitate al unui
grup, iar acesta reprezintd punctul de plecare al studiului facut in teoria
hipergrupurilor complete. Am ales aceastia teorie, pentru ca prin inter-
mediul Teoremei de caracterizare 6, gasim o legatura puternica cu teoria
grupurilor. Prin urmare, putem observa asemanari, dar si diferente cu
rezultatele din teoria grupurilor. In cadrul capitolului, am determinat o
corespondenta intre ecuatia claselor i gradul de comutativitate al unui
hipergrup complet. Aceste rezultate se regasesc in articolul publicat de
catre Mathematics, scris de Sonea si Cristea [74]. De asemenea, am gasit
o legatura intre relatiile introduse de catre Jantosciak [45] si relatia de
conjugare. In plus, am asociat unui hipergrup de tip Rosenberg [66],
relatia de conjugare introdusa la inceputul capitolului. Toate aceste re-
zultate se afla in lucrarea scrisa de Fotea, Corsini, Sonea si Heidari [51].
Un alt aspect care ne-a interesat, a fost acela de a introduce faimoasa
functie a lui Euler in acest context, pentru a determina similitudini cu
functia lui Euler din cadrul teoriei grupurilor [78]. Rezultatele apar in
lucrarea scrisa de catre Sonea [75]. In finalul capitolului sunt prezentate
rezultate ce fac trimitere la Grupurile HX asociate grupului diedral D,,.
Acestea se afla in articolul publicat de Journal of Multiple-Valued Logic
and Soft Computing, Sonea [72].

1. Ecuatia claselor

In cadrul acestei sectiuni, vom defini notiunea de element conjugat,
clasa de conjugare a unui element. Scopul fiind de a enunta ecuatia cla-
selor. Punctul de plecare il va constitui modalitatea de reprezentare a

15



16 2. TEORIA HIPERGRUPURILOR COMPLETE

unui hipergrup complet. Vom enunta Teorema de caracterizare a unui
hipergrup complet.

TEOREMA 6. [21] Un hipergrup (H,o) este complet, dacd si numai
daca este de tipul H = |J Ay, unde G si Ay satisfac conditiile:
geG

(1) G este un grup;
(2) Oricare ar fi g1 # g2 implica Ag, N Ag, = 0;
(3) daca (a,b) € Ay, x Ag,, atunciaob= Ay g,.

TEOREMA 7. [9] Fie (H,o) un hipergrup complet. Atunci:
(1) wy este multimea identitatilor bilaterale ale lui H.
(2) H este regulat si reversibil.

Conform Teoremei 6, este cunoscut faptul ca wy = A., unde e repre-
zinta elementul neutru al grupului G.

In cele ce urmeazi se introduce notiunea de ”conjugare” in teoria
hipergrupurilor complete si cu ajutorul ei se determina ecuatia claselor.

DEFINITIE 8. Fie (H,o) un hipergrup complet. Spunem ca elementele
a $i b sunt conjugate i notam acest lucru prin a ~g b, daca exista c € H
astfel incat are loc:

C(coa)nC(boc)#0.

OBSERVATIE 9. [9], [57] Cum (H, o) este un hipergrup complet, rezulta

v

ca
C(aob)=aob,
pentru orice a, b ce apartin lui H.

Prin urmare, Definitia 8 se poate scrie astfel.

DEFINITIE 10. Fie (H, o) un hipergrup complet. Spunem cd elementele
a $i b sunt conjugate si notam acest lucru prin a ~g b, daca exista c € H

astfel incat are loc:
coaNboc#.

PROPOZITIE 11. Relatia a ~p b, definita anterior, este o relatie de
echivalenia.
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COROLAR 12. Se noteazd clasa de conjugare a unui element din H,
astfel.
[a] ={be H|Jce H:C(coa)NC(boc)#0D}.

PROPOZITIE 13. Daca (H, o) este un hipergrup complet, atuncia ~pg b
daca si numai daca g1 ~ag g2, unde a € Ag, sibe Ag,.

PROPOZITIE 14. Daca (H,o) este un hipergrup complet si a € H,
atuncs
(L.1) lall = > 14ql,
9i~GY
unde a € Ay cu g € G.

Dupa cele afirmate anterior, se enunta teorema cu privire la ecuatia
claselor.

TEOREMA 8. In orice hipergrup complet (H,o) are loc urmdatoarea
egalitate

(1.2) H| = |wal+ > lall,
adwp

ce poarta numele de ecuatia claselor.

O consecinta imediata a rezultatului prezentat in Propozitia 13 consta
in caracterizarea hipergrupului complet H, cu un grup abelian.

PROPOZITIE 15. Daca (H,o) este un hipergrup complet si G este un
grup abelian ce se regaseste in reprezentarea hipergrupului, atunci are loc
la] = Ay, unde a € Ay.

2. Gradul de comutativitate

In studiul hipergrupurilor complete, am observat ca apare notiunea
de grup. Scopul acestei sectiuni este acela de a defini notiunea gradul de
comutativitate al unui hipergrup complet si de a determina legatura cu
gradul de comutativitate al unui grup [5], [80].

Fie (H, o) un hipergrup complet cu |H| = m si grupul G ce face parte
din reprezentarea lui H, cu |G| = n, unde n, m € N, n, m > 2. Definim
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gradul de comutativitate in mod similar ca in teoria grupurilor, mai precis,
probabilitatea ca doua elemente din hipergrup sa comute. Altfel spus,
avem urmatorul raport:

|{(a,b) € H?*| aob=boa}l
HP |
Legatura dintre gradul de comutativitate al unui hipergrup complet si
gradul de comutativitate al grupului ce caracterizeaza hipergrupul com-
plet H este data de urmatoarea relatie

d(H) =

d(Q)|G* + im? +2my(m —my) —n—2(n—1) + ¢(i,5)
d(H) = =

m2

n
Som?2 + +2my(m —mq) — 3n+ 2+ (i, )
i=1

= d(G) (£>2 +

m m?

In cele ce urmeaza, vom exprima gradul de comutativitate al unui
hipergrup complet d(H ), in functie de clasele de conjugare ale elementelor
din H. In teoria grupurilor, se cunoaste faptul ca gradul de comutativitate
al unui grup G se poate determina cu ajutorul numarului claselor de

conjugare astfel d(G) = %, unde k(G) reprezinta numarul de clase de

conjugare disjuncte ale elementelor din G, [5]

In cadrul teoriei hipergrupurilor complete vom explica de ce si cum
aceasta formula se schimba.

TEOREMA 9. Daca (H, o) este un hipergrup finit reprezentat de grupul
G si are loc |Cy (x)| = |Cu (y) |, pentru orice y € [z], atunci gradul de
comutativitate al hipergrupului complet H este

k(H)
> ]l - 1Cr () |
(2.1) d(H) = =

[H|? ’
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unde k(H) reprezintd numarul de clase de conjugare distincte [x;] ale
k(H)
elementelor din H i astfel H = | [x].

=1

3. Maximul functiei d(H)

In cadrul teoriei grupurilor, exista un rezultat extrem de important
care caracterizeaza grupurile abeliene cu ajutorul gradului de comutati-
vitate. Mai precis, existd o constantd ¢ = 2 in care, daca d(G) > c,
atunci G este un grup abelian. Ideea acestei sectiuni este de a incerca sa
aflam o astfel de constanta in cadrul teoriei hipergrupurilor complete sau
de a arata ca nu existd un rezultat similar in acest context. De aceea,
vom determina valoarea maxima a gradului de comutativitate pentru un

hipergrup complet.

TEOREMA 10. Daca (H, o) este un hipergrup complet cu |H| = m si
reprezentarea data de grupul G cu |G| = n, unde m, n € N, m,n > 2,
atunci

d(H) = (d(G) — 1) (%)2 +1

reprezintd valoarea mazxima pentru d(H).

In cele ce urmeaza, se va considera grupul diciclic D), ce caracterizeaza
hipergrupul complet H si se va realiza un tabel cu valorile maxime pe care
le poate lua d(H) in anumite situattii. Fie grupul diciclic,

D, =<a,b; a? =bt=e b lab=a"t, o =0 >,

p € N*. Gradul de comutativitate al grupului diciclic este d(D,) = %,

[5]. Vom calcula valoarea maxima pe care o poate lua un hipergrup
complet, avand grupul diciclic drept suport, unde p € {3, 10,20, 30}, iar
m = |H| il vom considera cu valori din 50 in 50. Scopul fiind de a observa
mai clar comportamentul expresiei d(H) si pentru valori mai mari ale lui
m.
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m dI{D3 dHDw dHD2O dHD30
10 | 0.8200 - — -
60 | 0.9950 | 0,9250 | 0,6833 | 0,2750
110 | 0.9985 | 0,9777 | 0,9058 | 0,7843
160 | 0.9993 | 0,9895 | 0,9555 | 0,8980
210 | 0.9996 | 0,9939 | 0,9741 | 0,9408
260 | 0.9997 | 0,9960 | 0,9831 | 0,9614
310 | 0.9998 | 0,9972 | 0,9881 | 0,9728
360 | 0,9999 | 0,9979 | 0,9912 | 0,9799
4101 0,9999 | 0,9984 | 0,9932 | 0, 9845
460 | 0,9999 | 0,9987 | 0,9946 | 0,9877
Se observa ca pentru un grup fixat G cu |G| = n, d(H) creste si tinde
spre 1. Conform tabelului de mai sus, se propune urmatoarea conjecutura.

CONJECTURA 16. Dacda (H,o) este un hipergrup complet, cu gradul
de comutativitate d(H), atunci nu existd o constantd cu ajutorul careia
sa putem caracteriza hipergrupurile complete finite comutative.

b

4. Hipergrupuri Rosenberg asociate relatiei de conjugare " " g

In aceast’ sectiune, se acorda o atentie deosebita relatiilor de echivalenta
introduse de catre Jantosciak [45]: operationala, de inseparabilitate si
esentiald. Acesta le-a numit fundamentale, dar nu au aceeasi proprietate
ca celelalte relatii fundamentale: 3, -, care conduc prin factorizare la o
structurd clasica. In cazul relatiilor date de Jantosciak, factorizand un hi-
pergrup la relatia esentiala, se obtine un hipergrup redus, [23], [48]. Ideea
sectiunii este de a aplica relatiile enuntate de Jantosciak in cadrul hiper-
grupurilor complete, studiate anterior si de a determina o corespondenta
cu relatia de conjugare. De asemenea, vom asocia unui hipergrup com-
plet, hipergrupul de tip Rosenberg [66] inzestrat cu relatia de conjugare
si vom determina legaturi cu relatiile mentionate. Rezultatele se regasesc
in articolul scris de Fotea, Corsini, Sonea si Heidari [51].

Fie R o relatie binara pe multimea H, R C H x H si pentru orice
(z,y) € H?, are loc
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xoy={z€ H|(z,2z) € Rsau (y,z) € R}.
Prin Hp se va intelege Hr = (H, o) care poate fi hipergrupoid, semi-
hipergrup, hipergrup si join space, in functie de relatia R.
Clar, se observa

zox = {ye€H| (z,y) € R}
roy = wxoxUyouy.

Asupra hipergrupoidului (H, o) au fost introduse trei relatii de echivalenta
de catre Jantosciak , vezi [45].
Relatia operationala, notata ” ~, 7 definita astfel

T~oyYy&Saoxr=aoy; xroa=yoa; Vac H.

7

Relatia de inseparabilitate, notata ” ~; ” in modul urmator

T~;y< pentrua, be H x €aobs yecaob.

Relatia esential distincta, notata ” ~.”

T el ST~y S1x o~y Y.

Prin z,, Z;, respectiv . vom intelege clasa de echivalenta a lui z in
raport cu operatiile 7 ~, 7,7 ~; 7, respectiv ” ~. 7. Scopul este acela
de a determina o legatura intre aceste relatii de echivalenta si relatia de
conjugare in cadrul hipergrupurilor complete, definita in Capitolul 2. Prin

urmare, vom ilustra o serie de rezultate.

PROPOZITIE 17. Daca (H,o) este un hipergrup complet, iar G este
grupul din teorema de reprezentare a lut H, atunci :

(41) To=34 =2 = AZ,

unde g € G six € Ay.
In cele ce urmeazd, vom asocia hipergrupului complet H, hipergrupul
Rosenberg in raport cu relatia de conjugare ” ~p 7, renotata prin p .
Fie (H,,0,) hipergrupul Rosenberg, cu hiperoperatia ” o,” definita
astfel

(4.2) zo,y={z€ H| (z,2) € psau (y,2) € p}.



22 2. TEORIA HIPERGRUPURILOR COMPLETE

Asadar,
T ~p, Y A0, T =0a0,Y; TOpa=1YO,a;

oricare ar fi a € H,. Cum H, este un hipergrup comutativ, vom trata
doar una dintre situatii, deoarece sunt echivalente.

ProPOZITIE 18. Fie (H,,0,) hipergrupul asociat hipergrupului com-
plet H. Are loc

T ~o, Y dacd si numai dacd (x,y) € p.

PROPOZITIE 19. Fie (Hp,0,) hipergrupul asociat hipergrupului com-
plet H. Are loc

x ~; Yy, dacd $i numai dacd (x,y) € p.
5. Functia lui Euler asociata hipergrupurilor complete

Aceasta sectiune trateaza un nou subiect, care se regdseste in teoria
grupurilor, teoria numerelor, dar care nu apare pana acum in teoria hiper-
grupurilor. Se introduce functia lui Euler, scopul fiind acela de a studia
asemanari gi deosebiri cu rezultatele deja cunoscute din teoria grupurilor.

Fie (G,-) un grup si a € G. Functia lui Euler este reprezentata astfel
78]

p(G) = [{a € G| o(a) = exp(G)},
unde o(a) reprezinta ordinul elementului a in grupul finit G, iar expo-
nentul unui grup este cel mai mic multiplu comun al tuturor ordinelor
elementelor din grup.

In cele ce urmeazi, se defineste functia lui Euler in cadrul teoriei
hipergrupurilor si se observa in ce conditii proprietatile prezentate anterior
au loc in acest context. Acest subiect va fi tratat in capitolele urmatoare
pentru clasa hipergrupurilor canonice si hipergrupurilor i.p.s.. Rezultatele
din cadrul acestei sectiuni, se regasesc in articolul Sonea [75]. In cadrul
teoriei hipergrupurilor, nu apare notiunea de ordin al unui element si prin
urmare, se utilizeaza notiunea de periodicitate, care se regaseste in cadrul
teoriei hipergrupurilor ciclice [13].

Fie (H,-) un hipergrup.
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DEFINITIE 20. [13] Un element = al unui hipergrup H se numeste
periodic, dacd existd k € N astfel incat z* C wy.

Notam
(5.1) p(z) = min{k € N| 2 C wy}

si numim k perioada elementului z.
Prin urmare, intr-un mod similar teoriei grupurilor, se definegte functia
lui Euler in urmatorul mod

(5:2) ¢(H) = {z € H| p(z) = exp(H)}|,
unde exp(H) reprezinta cel mai mic multiplu comun al tuturor periodi-
citatilor elementelor din hipergrup:

€fL‘p(H) = [p17p2) "'7pk]7 p(al) = Di, Q5 S H7 1= m
Hipergrupurile complete au fost introduse de catre Corsini [9] si reprezinta

acele hipergrupuri regulate si reversibile, pentru care C (xoy) = x oy,
oricare ar fi x,y € H.

PROPOZITIE 21. Fie (H,o) un hipergrup complet si G, grupul ce se
regaseste in teorema de reprezentare pentru hipergrupul H, atunci are loc
p(z) =o(g), = € Ag.

Prin urmare, in cadrul teoriei hipergrupurilor complete, functia lui
Euler are urmatoarea forma:

(53)  @(H) = [{z e H|p(x)=exp(H)}|

x € U Ayl o(g) = exp(G),xz € Ay
geG

In concluzie,
(5.4) p(H)= > |4
o(g)=exp(G)

OBSERVATIE 22. ¢(H) > ¢(G), unde G este grupul din teorema de
reprezentare a hipergrupului complet.
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PROPOZITIE 23. Dacd (Hy,01), (Hg,09) sunt hipergrupuri complete,
atunci (Hy x He,®) este de asemenea un hipergrup complet, unde

TR7 (H1 XHQ) X (Hl XHQ)-)P* (Hl XHQ)
(al,bl) X (ag,bg) = {(a,b) S (H1 XH2)2| a € aj o1 ag, bebyoy bg}.
PROPOZITIE 24. Fie Hy, Ho hipergrupuri complete. Atunci are loc:

WHxHy — WH; X WH,-
TEOREMA 11. Dacd (Hy,01), (Ha,02) sunt doud hipergrupuri com-
plete, iar (G1,1) si (Ge,-2) grupurile finite din teorema de reprezentare
cu ordinele prime intre ele, atunci functia @ este multiplicativa:

¢ (Hy x H2) = ¢ (H1) ¢ (Ha).

In cele ce urmeaza, scopul este acela de a calcula valoarea functiei
lui Euler pentru un hipergrup complet dat, cu ajutorul subhipergupurilor
sale. Pentru aceasta, se enunta urmatoarea propozitie.

TEOREMA 12. Fie (H,o) un hipergrup complet si G grupul ce carac-
terizeazd hipergrupul H. Atunci K este subgrup al grupului G, dacd i
numai daca K = |J Ay este subhipergrup al hipergrupului complet H.

keK

DEFINITIE 25. Fie (H,o) un hipergrup si K, subhipergrup al lui H.
Spunem ca K este un subhipergrup inchis, dacd au loc conditiile: pentru
orice a,b € K si oricare x € H, are loc

(5.5) a € box=zxekK
a € zrzob=1zxec K.

PROPOZITIE 26. Daca (H,o) un hipergrup complet si KK = |J Ay sub-
keK
hipergrup al lui H, atunci K este un subhipergrup inchis al hipergrupului

H.

6. Exemplu G = (Z,,+)

In aceasti sectiune, ne propunem si determinim legitura dintre ¢ (H)
si ¢ (K), unde K este subhipergrup al hipergrupului complet H si este
definit ca in Teorema 12.
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Subgrupurile grupului ciclic (Zy,+) sunt de forma H; =< @ >
cu |Hy| = d, d € N* gi d|n. Conform Teoremei 12, subhipergrupurile
hipergrupului complet H vor avea urmatoarea forma

(6.1) UA @)

Urmatorul rezultat stabileste legatura dintre functia lui Euler asociata hi-
pergrupului complet si functia lui Euler asociata subhipergrupurilor sale.

PROPOZITIE 27. Fie (H,o) un hipergrup complet si subhipergrupurile
{Ka}dan, d # {1,n} definite in relatia (6.1). Atunci

¢ (Ka) = Z ( (%D :

(o d)=1
TEOREMA 13. Dacd (H, o) este un hipergrup complet finit, iar G este
grupul claselor de resturi modulo n, atunci
(6.2) Y. w(Ka)=H| - |wn| - (H).
dn
d#{1,n}

OBSERVATIE 28. Daca n este numar prim, atunci
> ek =0,
dn
d+ {1,n}

ceea ce implica ¢ (H) = |H| — |wg]|.

7. Grupurile HX asociate grupului diedral D,

In aceastd sectiune, vom prezenta rezultate din articolul publicat in
Journal of Multiple-Valued Logic and Soft Computing, scris de Sonea
[72]. Studiul hipergrupurilor HX a fost realizat de catre matematicieni
chinezi, precum Honghai si Hongxing [40], [41]. Ulterior, notiunea a fost
utilizata de catre italianul Piergiulio Corsini, care a determinat grupurile
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HX asociate cu Z/nZ [10], [14], [15]. Acesta fiind punctul de plecare al
articolului ce urmeaza a fi prezentat.

DEFINITIE 29. [14] Fie (G,-) un grup siG C P*(G)\{@}, unde P*(G)
reprezintd mulfimea tuturor submultimilor nevide ale lui G. (G, *) este

un HX-grup, daca este grup in raport cu operatia ” x”. Pentru orice
A, Beg,

(7.1) AxB={a-b|lacA, be B}.
Grupul G are drept suport grupul G.

DEFINITIE 30. [14] Fie G un HX-grup, cu suportul G. Dacd e si E
reprezintd identitatea grupului G, respectiv identitatea grupului G, atunci
grupul G se numeste regulat, daca e € E.

ProPOZITIE 31. [15] Fie G un HX-grup cu suportul G. Dacd E este
identitatea grupului G, atunci avem:

Al = |E|;
ANB#0=|ANnB|=|E|,
oricare ar fi A,B € G.

DEFINITIE 32. [15] Fie (G,%x) un HX-grup cu suportul (G,-) si E
identitatea grupului G. Numim hipergrupoid chinez, < G*,& >, unde

G* = UA g1 pentru orice (x,y) € G* X G*, rdy = U Ax* B.

Aeg €A
yeB
{A,B}CG
PROPOZITIE 33. [14] Daca G este un HX-grup astfel incdt are loc
conditia:
(7.2) ANB#0)= A=B,

oricare ar fi A, B € G, atunci < G*,® > este un hipergrup.

Gradul fuzzy al unui hipergrup [24], [81]
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Fie (Hp,o) un hipergrupoid (x,9) € H? si z € x oy avem relatiile:

(7.3)  Au(z) = E: ,Ql)——H%y)Gfﬂlzewoyh

zexoy

(74)  a(z) = Q)] m(z) =

”

Al(Z)
a(z)

astfel: Pentru oricare ar fi (z,y) € H?,

Se definegte hiperoperatia ” o

zory = {z|min{p(x), p1(y)} < p(z) < max{pi(x), i (y)}}

si se noteaza prin Hj hipergrupul (Hy, o1). Se procedeaza in mod asemanator
pornind de la Hj si se defineste As, qo, po similar cu Ay, g1, p1. Se obtine
un alt hipergrup (Hs,03) si procedeul continua.

Gradul fuzzy al hipergrupoidului Hy, notat 9(Hj) reprezinta cel mai
mic numar k, cu proprietatea ca Hj, este izomorf cu Hy .

In cele ce urmeaza vom discuta despre grupurile H X asociate grupului
diedral D,,, n € N*.

Asadar, se definegte grupul diedral D,,, n € N* unde D,, =< p,0 >,
grup generat de p si o ce satisfac urmatoarele proprietati:

not

Pt = ot=1d"%¢;
oo = " Fp, VEk<n, keN.

Grupurile HX asociate grupului diedral, D,, oricare ar fi n € N.
se determina in modul urmator. Fie n = pip2, p1,p2 € N si notam
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submultimile:

Ay
Ay

Ay,

By
By

By,
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{e’pp2’p2p2’ “_,p(m—l)pz};
{P, pp2+1’p2p2+1’ - p(plfl)Perl};

{pF, P2 pPth L p PR =y — 1L

{07 pp207 p2p20-7 A p(plil)pQO’};

+1 2p2+1 —1)p2+1 .
{p0> pp2 g,p P2 g, --->P(p1 P2 U}a

{pkaa pp2+ko.’ p2p2+k0-7 ceey p(p1—1)p2+k0_}; k= b2 — 1.

Se observa ca au loc urmatoarele relatii:

Aix Aj = Ay, i+ 35 < p2;
AixAj = Aigjpy, i+7 22
AixBj = Biyj, i+3j <p2;
AixBj = Biyjpy, i +J 2> p2;
BixA; = DBi_j, i>j;

BixAj = By,ia-j), i <J;
BixB; = Ai_j, i>j;

BixBj = Apy(i-g) 1 <J-

Se noteaza Ghy = {A;| |Ai| = p1,0 < i < 2py — 1}, unde s-a considerat

BO = Apza Bl = Ap2+17 ey Bp2—1 = A2p2—l-
P1

Afirmam ca (Gp,,*) formeaza un grup si este un HX-grup asociat
grupului diedral (D, 0). Pentru n = p;pa, unde pi, p2 sunt divizori natu-
rali, existd un HX-grup Gh; in P*(D,,) cu 2ps elemente, reprezentate de
multimile: Ao, ..., Ap,—1, Ap,, ..., A2p,—1 cu proprietatea |[A;| = p;, unde
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2p2—1
0 < j < 2py—1. Se considerua Hb, = |J A; si se construiegte hipergru-
i=0

poidul Chinez (Hp),®), unde

Hg = J 4
AeGpl
rThHyYy = U Ax B,
€A
yeB

{A.B}CGy}
oricare ar fi (z,y) € Hb = (D,)*. Se demonstreazi ci (H,®) este hiper-
grup, iar acest lucru se arata utilizand Propozitia 33. In plus, oricare ar fi
x € H}) se obtine ui(z) = p%' Asadar, H}} este un hipergrup total, prin
urmare gradul fuzzy O(Hpy ) = 1.

TEOREMA 14. Dacd Gb reprezinta HX grupul ce are drept suport
grupul diedral Dy, unde n = pi1p2, atunci

p2+6 .
4p, 7 b2 par;
P11y —
HGp2) = +3
p2 ;
py 7 po impar

unde n = pips.

OBSERVATIE 34. [5] Gradul de comutativitate al grupului diedral D,,,
are o structura asemandtoare cu gradul de comutativitate al HX grupului
asociat grupului Dy,

’%6, n par;
d(Dn) = s
n+3

et n impar






CAPITOLUL 3

Teoria poligrupurilor

Teoria poligrupurilor reprezinta o clasa particulara de hipergrupuri
care se aseamana destul de mult cu teoria grupurilor. Datorita acestui
fapt, vom regasi similitudini intre cele doua teorii, dar si deosebiri. In
acest capitol, vom introduce gradul de comutativitate, dar si gradul rela-
tiv de comutativitate. In plus, vom analiza nilpotenticitatea extinderii de
poligrupuri prin poligrupuri. Rezultatele se regasesc in articolul publicat
in Analele Stiintifice ale Universitatii Ovidius Constanta-Seria Matema-
tica i este scris de Sonea [73] gi in articolul scris de Al Tahan, Davvaz si
Sonea [1].

DEFINITIE 35. [7] Un poligrup este un sistem ¢ =< P,-,e,”' >, unde
e € P, ~! este o operatie unard pe P §i”-" : PxP — P*(P) . Urmdtoarele
axiome au loc pentru orice x, y, z € P :

i) (z-y)-z=a-(y-2);
ii)e-z=x-e=uz
iii)z €y 2z implicaycax-2"gizcyla.

DEFINITIE 36. [45] Spunem cd un poligrup < P,-,e,”! > este nilpo-
tent, daca
ln(P) Cwp
sau echivalent cu
ln(P) cwWp = wp,
pentru un numar intreg n, unde lo(P) = P si

lkr1(P)={({hePlz-yNh-y-x+# &, astfel incat x € l(P) siy € P}).

31
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Cel mai mic numdar intreg ¢ pentru care l.(P)- wp = wp se numeste clasa
de nilpotenta sau mai simplu clasa lui P.

Fie < P,o,e,”! > un poligrup si K C P. Spunem ci K este subpoli-
grup al poligrupului P, daca pentru orice a,b € K, are loc aob C K si
aleK.

Fie < P,o,e,”' > un poligrup si K subpoligrup al poligrupului P.
Spunem ca K este un subpoligrup normal in P, daca pentru orice a € P,
avem a 1o Koa C K.

1. Gradul de comutativitate

In cadrul acetei sectiuni, vom studia gradul de comutativitate pentru
poligrupurile Pg si extinderii de poligrupuri prin poligrupuri. De aseme-
nea, vom determina anumite incadrari pentru poligrupurile mentionate.
In plus, vom analiza nilpotenticitatea extinderii, determinand o legatura
intre inimile poligrupurilor, respectiv inima extinderii. Rezultatele se
regasesc in lucrarile scrise de Al Tahan, Davvaz si Sonea [1], respectiv
Sonea [73].

DEFINITIE 37. Fie poligrupul < P,-,e,”' > . Gradul de comutativitate
al poligrupului P se noteazda prin d(P) si este definit astfel:
- H(a,b) € P?la-b=10b-a}|
B |PJ? '

d(P)

PROPOZITIE 38. Fie < Pi,-,e1,” !> si < Py, *,e5,” 1 > doud poligru-
puri. Atunci, are loc relatia

d(P1 X PQ) = d(Pl)d(Pg)

In cele ce urmeaza, vom discuta despre un poligrup care se formeaza
cu ajutorul unui grup. Scopul este acela de a determina legatura din-
tre gradul de comutativitate al grupului si gradul de comutativitate al
poligrupului care se formeaza.
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DEFINITIE 39. [25] Fie (G,-) un grup si P = G U {a}, unde a ¢ G.
Definim pe Pg, hiperoperatia ” o” dupd cum urmeaza:
(1) : aca=e;
2)
3) : aox=xoa=uzx,Vx € Ps\{e,a};
4) : zoy==gx-yV(z,y) €G? y#a
5) zox !t ={e a}, Vx € Pg\{e, a}.

( eor=xoe=ux,Vx € Pg;
(
(
(

PROPOZITIE 40. [25] Dacd G este grup, atunci < Pg,o,e,”! > este
un poligrup.

COROLAR 41. [25] Fie (G, ) un grup. Pg este nilpotent daca i numai
daca G este un grup nilpotent.

PROPOZITIE 42. Daca (G,-) este un grup finit, cu |G| = n, n € N¥,
atunci
n2d(G) +2n +1

(n+1)°

Observatii 1. d(Pg) > d(G), pentru orice grup G;

2. Daca G este grup abelian, atunci Pg poligrup comutativ.

3. Conform exemplului prezentat anterior, se observa ca exista poli-
grup al carui grad de comutativitate este mai mare de %, dar nu este co-

d(Pc) =

mutativ. In cele ce urmeaza, vom determina o marginire in cazul functiei
d(Pg) prin urmatorul rezultat.

PROPOZITIE 43. Daca G este un grup, cu |G| = n, atunci
d(G)+3
—

PROPOZITIE 44. Pg este un poligrup comutativ, daca si numai dacd
29

d(G) <d(Pg) <

In cele ce urmeaza, vom asocia unui poligrup, o matrice, in care vom
nota cu 1 elementele care comuta si 0 in rest.
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DEFINITIE 45. Fie P = {aj,as,...,a,} o multime finita astfel incat
< P,-,e,”'> este un poligrup. Atunci, matricea comutativd asociatd lui
P este definitd dupd cum urmeazd.

aiq a9 c. A,
ay aiy a12 s Q1n
a9 a1 ano e aon
an, A1n a2n cee Ann

1 dacaa;-aj =a;-a;,

Pentru orice 1 <1i,j <n, a;; = {0 ltfel
altfel.

OBSERVATIE 46. Dacd < P,-,e,”! > este un poligrup, atunci matricea
comutativa asociata lui P este simetrica si toate elementele de pe diago-
nala principala sunt egale cu unu.

COROLAR 47. Fiei € {1,2,...,k} si < P;,-;,e;,~'> poligrupuri fi-
nite. Atunci,

d(P1 X P2 X ... X Pk) = d(Pl)d(Pg) .. d(Pk)

PROPOZITIE 48. Dacd < P,-,e,”' > este un poligrup finit de ordin n
$1
Z(P)={zx€P:x-p=p-xVuxecP}
de ordin | atunci d(P) > L(2 - L1).

n n

PROPOZITIE 49. Fie < Py,-1,e1," >, < Py, -9, e3,” 1 > poligrupuri fi-
nite i consideram ¢ : Pp — Py un homomorfism injectiv "bun”. Dacd
S C Py este un subpoligrup al lui Py, atunci d(¢(S)) = d(S).

COROLAR 50. Dacd < Py,-1,e1, 1>, < P, -9,e9,” 1> sunt poligru-
puri finite izomorfe, atunci d(Py) = d(Pa).

2. Gradul de comutativitate relativ
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Plecand de la gradul de comutativitate al unui subgrup asociat
unui grup finit [32], in aceasta sectiune definim si studiem gradul de
comutativitate al unui subpoligrup, intr-un poligrup finit, reprezentand
probabilitatea ca un element din subpoligrup sa comute cu un element
din poligrup. In plus, utilizim exemple ilustrative in care vom prezenta
anumite aspecte care au loc in teoria grupurilor, dar nu au loc in teoria
poligrupurilor. In final, vom prezenta un studiu mai amanuntit asupra
gradului de comutativitate relativ, pentru subpoligrupuri ale unor poli-
grupuri speciale.

DEFINITIE 51. Fie < P,-,e,”' > un poligrup finit si S subpoligrup al
lui P. Definim gradul de comutativitate relativ al lui S in P, d(P), ca
fiind:

[Cp(S)]
(S, P) = —onmr
|S1P]

unde, Cp(S) ={(s,p) €S xP:s-p=p-s}.

OBSERVATIE 52. Fie < P,-,e,”' > un poligrup finit. Avem

PROPOZITIE 53. Fie < P,-,e,”' > un poligrup finit si S subpoligrup
al i P. Dacd S ¢ Z(P), atunci 2242=2 < {(S, P) < 1, unde |S| = m si
|P| =n.

In cele ce urmeaza vom defini matricea comutativa relativa a unui
subpoligrup asociat unui poligrup finit si vom prezenta exemple pe care
le vom utiliza pentru a calcula gradul de comutativitate relativ.

DEFINITIE 54. Fie P = {aj,as,...,a,} o multime finita astfel incat
< P,-,e,”'> este un poligrup si S = {b1,ba,...,byn} C P subpoligrup al
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lui P. Matricea comutativd relativd a lui S in P se defineste astfel

aiq a9 N A,
by ai a2 . a1n
bg a1 ano . aon
b A1m a2m cee Amn,

unde pentru orice 1 <1< m,1<j<n,

o 1 dacdbi~aj:aj~bi,
Y00 altfel.

PROPOZITIE 55. Dacd < Pi,-1,e1," 1>, < Pa, 9,0, > sunt po-
ligrupuri finite si N1, No subpoligrupuri ale lui Py, Py respectiv, atunci
d(N1 X NQ,Pl X PQ) = d(Nl,Pl)d<N2,P2).

COROLAR 56. Fiei € {1,2,...,k}, < P;, -, e;,” ' > poligrupuri finite
st N; subpoligrupuri ale lui P;, pentru oricare i € {1,2,...,k}. Se obtine

d(N1 XNoX... XNk, PixPyx... XPk) = d(Nl, Pl)d(NQ, PQ) . d(Nk, Pk)

PROPOZITIE 57. Dacd < Pi,-1,e1,” >, < Py, -9,e2,” 1 > poligrupuri
izomorfe si N subpoligrup al lui Py, atunci d(N, Py) = d(¢(N), Pa).

In cele ce urmeazi, vom studia gradul de comutativitate relativ al
subpoligrupurilor asociate poligrupului < Pg,0,e,7 1 >.

LEMA 58. Daca (G, -) este un grup si S subgrup in G, atunci Ps este
subpoligrup al poligrupului Pg.

LEMA 59. Daca (G,-) este un grup si N # {e} este subpoligrup al
poligrupului Pg, atunci exista un subgrup S al grupului G, astfel incat
Ps=N.

TEOREMA 15. Dacd (G, -) este un grup si N # () C Pg, atunci N este
subpoligrup al poligrupului Pg, dacd i numai daca N = {e} sau N = Pg,
pentru orice subgrup S al lui G.
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TEOREMA 16. Dacd (G, -) este un grup finit de ordin n $i S subgrup
in G, cu ordinul k, atunci

nkd(S,G) +n+k+1
(n+1)(k+1)

COROLAR 60. Fie (G,-) un grup finit de ordin n si S subgrup in G
de ordin k. Atunci Ps C Z(Pg) daca si numai daca S C Z(G).

d(Ps, Pg) =

Formula referitoare la gradul de comutativitate relativ determinata in
Teorema 16 poate fi utilizata pentru a deduce formula pentru gradul de
comutativitate prezentata in Propozitia 42.

COROLAR 61. Fie (G,-) un grup finit de ordin n. Atunci,
n2d(G) +2n + 1
d(Pg) =
(Fe) (n+1)2

EXEMPLU 62. Fie Sy grupul simetric si Ay grupul altern. Avem

L 24(12)(1)+24+12+1
d(Ag, Sa) = %, ceea ce implicd d(Pa,, Ps,) = ((231(;1);1211)+ =10

LEMA 63. Daca (G,-) este un grup finit de ordin n $i S subgrup in G
de ordin k, atunci d(S,G) < d(Ps, Pg). In plus, daci S ¢ Z(G), atunci
d(S,G) < d(Ps, Pg).

LEMA 64. Fie (G,-) un grup finit neabelian de ordin n gi S subgrup
in G de ordin k astfel incit S ¢ Z(G). Obtinem
d(s,G)+1
—

COROLAR 65. Daca (G,-) este un grup finit neabelian de ordin n,
atunci

d(S,G) < d(Ps, Pa) <

d(G)+1
—
COROLAR 66. Fie (G,-) un grup finit neabelian de ordin n. Avem

(
L daca S este abelian $i S ¢ Z(G)
1

—2 daca S nu este abelian.

d(G) < d(Pg) <

d(Pg) <

=
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COROLAR 67. Daca (G,-) este un grup neabelian finit de ordin n,
atunci d(Pg) < 12.

OBSERVATIE 68. Determinam o marginire inferioard mai eficientd

“%2 ) pentru gradul de comutativitate al poligrupului Pg din Propozitia

44 («%;7 )

COROLAR 69. Daca (G,-) este un grup finit de ordin n, atunci Pg
este comutativ dacd gi numai dacd d(Pg) > 12.

3. Extinderea poligrupurilor prin poligrupuri

Comer [12] este cel care introduce notiunea de extindere a poligrupu-
rilor prin poligrupuri. Scopul acestei sectiuni este acela de a determina
gradul de comutativitate al extinderii de poligrupuri A[B] si de gasi o
legatura cu gradele de comutativitate ale celor doud poligrupuri A, 5 .

DEFINITIE 70. Fie A= < A,o1,e,7'> si B = < B,og,e,”'> doud
poligrupuri ale caror elemente sunt renotate astfel incit AN B = {e}.
Sistemul nou format, A[B| se defineste astfel:

A[B] = < M, *,e,l >,
unde

M:AUB,eI:e,mlzz_l,e*xzm*e:m, pentru orice x € M,

b 7

iar pentru orice x, y € M\{e}, operatia 7 x” este definita in modul
urmator:
T oY dacaz,y € A
x dacaz € B, ye A
THhYy = Yy dacaz € A, ye B
T o9y daci x,y € B, y # 27!
rooyUA dacd x,y € B, y=x""!

In acest caz, A[B] este un poligrup si se numeste extinderea lui A prin B.

Gradul de comutativitate al poligrupului A[B] se definegte in modul
urmator:
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(z,y) e M?| xxy =yxa}
(3.1) d(A[B]) = e .

PROPOZITIE 71. Daci A= < A,o1,e,” !> siB= < B,og,e,” ' > sunt
doua poligrupuri, unde A = {e, a1, a2, ...,an—1} $i B ={e,b1,b2,...,0m_1},
cumn, m € N*| atunci gradul de comutativitate al poligrupului A[B], este

_n?d(A) +m*d(B)+2(n—1)(m—1) -1

B (n+m—1) '
OBSERVATIE 72. Dacd A si B sunt poligrupuri comutative, atunci

d(A) =d(B) =1 si inlocuind in formula (3.2) se obtine

nP+mf+2(n—1)(m—-1)—1

B (n+m—1)> B

32)  d(A[B])

1.

d(A[B])

In concluzie, A[B] poligrup comutativ.

OBSERVATIE 73. Gradul de comutativitate al poligrupului Pg poate fi
privit ca flind gradul de comutativitate al extinderii de poligrupuri formate
din A =<G,o1,e,”1> si B=<B,09,e,”' >, unde B = {e,a}, a ¢ G,
oy | e a
iar operatia ” -7 din B este definitd in modul urmdtor: | e | e a
a |a|{ea}l
Aplicind formula data de Propozitia 71 pentru d(A) =d(G), m = 2 si
d(B) =1, obtinem

n2d(G)+22+2(n—1)—-1 n%d(G)+2n+1
(n+2—1)>? (n+1)2

d(A[B]) d(Pg).

In cele ce urmeaza ne propunem sa determinam o marginire pentru
extensia de poligrupuri A[B].

. 14+max{d(A),d(B
PROPOZITIE 74. min{d(A),d(B)} < d(A[B]) < + {2( ) d(B)}

In cele ce urmeazd vom prezenta rezultate cu privire la gradul de
comutativitate relativ al subpoligrupurilor asociate extinderii de poligru-
puri.
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LEMA 75. Fie < A,o1,e,”'>,< B,og,e,”t > doud poligrupuri ale
caror elemente sunt rearanjate astfel incit AN B = {e}. Daca S este

subpoligrup al lui A, atunci S este subpoligrup al extinderii de poligrupuri
A[B] =< M, x,e,l >.

LEMA 76. Fie < A,o1,e,”'>,< B,og,e,”t> doud poligrupuri ale
caror elemente sunt rearanjate astfel incit AN B = {e}. Daca S este
subpoligrup al lui B, atunci SUA = A[S] este subpoligrup al extinderii de
poligrupuri A[B] =< M, *,e,’ >.

LEMA 77. Fie < A,o1,e,”'>,< B,og,e,”> doud poligrupuri ale
caror elemente sunt rearanjate astfel incat AN B = {e}. Daca K este
subpoligrup al extinderii de poligrupuri A[B] =< M, *, el >, atunci K
este subpoligrup al lui A sau exista subpoligrup S al lui B, astfel incat
K=SUA.

TEOREMA 17. Fie < A,o1,e,”' >, < B,oy,e,” ' > doud poligrupuri
ale caror elemente sunt rearanjate astfel incat AN B = {e}. K este
subpoligrup al extinderii de poligrupuri A[B] =< M, x, e,l > dacd si numai
daca K este subpoligrup in A sau existd subpoligrup S al lui B, astfel incat
K=SUA.

LEMA 78. Fie < A,o01,e,”'> < B,09,e,”' > doud poligrupuri de or-
din n, respectiv m cu proprietatea ca elementele sa fie rearanjate astfel
incit AN B ={e}. Daca S este subpoligrup al lui A de ordin k, atunci

a&AwD:mwgiﬁlﬁz_”.

COROLAR 79. Fie < A,01,e,”' >, < B, oy, e,”!' > doud poligrupuri de
ordin n, respectiv m cu proprietatea ca elementele sa fie rearanjate astfel
incit AN B = {e}. Avem

7”L2 nim —
d(A, A[B]) = ﬁﬁjmtnn

PROPOZITIE 80. Fie < A,o1,e,” >, < B,og,e,” ' > doud poligrupuri
de ordin n, respectiv m cu proprietatea ca elementele sa fie rearanjate

astfel incat AN B = {e}. Dacd S este subpoligrup in A, atunci are loc
A(5, 4) < d(S, A[B).
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LEMA 81. Fie < A,o01,e,”'> < B,09,e,” ' > doud poligrupuri de or-
din n, respectiv m cu proprietatea ca elementele sa fie rearanjate astfel
incit AN B = {e}. Daca K = SUA si S subpoligrup in B de ordin s,
atuncs

n2d(A) +n(m — 1)+ (s — 1)(n — 1) + smd(S, B) — m

d(K, A|B]) = (s+n—1)(n+m-—1)

COROLAR 82. Dacd < A,o1,e,”' >, < B,0g9,e,”! > sunt doud poligru-
puri de ordin n, respectiv m cu proprietatea ca elementele sa fie rearanjate
astfel incat AN B = {e}, atunci

n? m? n—1)(m-1)—
dArB) = A+ d((fltnziwl)( H-1

TEOREMA 18. Fie < A,o01,e,” !>, < B,o09,e,” ' > doud poligrupuri cu
proprietatea ca elementele sa fie rearanjate, astfel incit AN B = {e}.
Dacd K este subpoligrup al extinderii de poligrupuri A[B] =< M, x,e,’ >,
atuncst

i) Pentru K subpoligrup al poligrupului A, de ordin k, avem

knd(K,A) +k(m —1
a(k, Ajp)) = FAUEA) LR 1),
E(n+m—1)

i1) Pentru K = A[S], unde S este subpoligrup al poligrupului B, cu

|S| = s, avem

n?d(A) +n(m —1)+ (s — 1)(n — 1) + smd(S, B) —m
(s+n—1)(n+m-—1) .

d(K,A[B]) =
In cazul gradului relativ de comutativitate al unui subgrup S intr-

un grup finit G, unde S ¢ Z(G), rezultd d(S,G) < 3. Raportat la
poligrupurile finite, acest lucru nu este valabil.

4. Nilpotenticitatea extinderii poligrupurilor prin poligrupuri

In aceasta sectiune, ne propunem sa aratam ca daca A si B sunt
doud poligrupuri nilpotente, atuncti extinderea A[B] este de asemenea
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un poligrup nilpotent. Pentru a demonstra acest lucru, vom reaminti
urmatoarele notiuni [25], [44].

PROPOZITIE 83. Dacd A[B] =< M,x,e,l > este extinderea poligrupu-
rilor A gi B, unde M = AU B, AN B = {e}, atunci are loc urmatoarea
relatie

(4.1) LL)AUU.)BQUJA[B].
PROPOZITIE 84. Fie A= < A,-,e,”'> , B =< B,-,e,”'> doud

poligrupuri. Dacd A[B] =< M,x,e,! > este extinderea poligrupurilor A si
B, unde M = AU B, AN B ={e} , atunci

(4.2) Uk (A[B]) = U, (A) Ul (B).

PROPOZITIE 85. Daca A si B sunt poligrupuri nilpotente, atunci ex-
tinderea de poligrupuri A[B] este de asemenea un poligrup nilpotent.



CAPITOLUL 4

Teoria hipergrupurilor canonice

Acest capitol este dedicat hipergrupurilor canonice. Spre deosebire de
tot ce am prezentat anterior, aceste hipergrupuri sunt comutative, prin
urmare studiul gradului de comutativitate nu mai este relevant. In cadrul
capitolului, vom introduce conceptul de ”extindere” ce se regaseste in te-
oria poligrupurilor. De asemenea, vom studia functia lui Euler asociata
hipergrupului canonic C,, introdus de Corsini [16], respectiv vom calcula
functia lui Euler pentru extinderea hipergrupurilor canonice prin hiper-
grupuri canonice. Asemanator se va proceda pentru hipergrupurile i.p.s.,
ce reprezinta o clasa particulard de hipergrupuri canonice. Rezultatele ce
vor fi prezentate se regasesc in articolul scris de Sonea si Davvaz [76].

DEFINITIE 86. [71] Spunem ca hipergrupul (H,o) este un hipergrup
canonic, daca satisface conditiile: 1) H este comutativ; 2) H are o iden-
titate scalara, adica eox = xoe = x, pentru orice element din hipergrup;
3) Orice element admite un unic invers, adica |i(z)| =1, oricare ar fi x,
unde prin i(x) intelegem multimea elementelor inversabile corespunzatoare
elementului x. 4) H este reversibil: dacd y € aox, exista o' € i(a) astfel
incit x € a’ oy gi dacd x € yoa, exista a’ € i(a) astfel incaty € xoa’.

Rezultatul ce caracterizeaza hipergrupurile canonice este urmatorul.

PROPOZITIE 87. [16] Spunem cd un hipergrup H este canonic, daca

este un join space inzestrat cu o identitate scalard.

43
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1. Functia lui Euler asociatad hipergrupului canonic (C,, o)

In teoria hipergrupurilor canonice, intalnim un hipergrup introdus de
catre Corsini [16] si se defineste dupa cum urmeaza.
Fie hipergrupul canonic (Cy, o), Cp = {eo, €1, ..., €x(n) }, unde
2, n € 2N;
_ 2 )
k(n) { n1n e 2N+ 1.

Pentru (s,t) : s < k(n), t < k(n), consideram
€s O €t = {61)7 ep})
unde v = min{s +t,n — (s +t)}, p = |s — t|. In lucrarea [52], regisim

rezultate cu referire la subhipergrupurile hipergrupului canonic, C,,.

TEOREMA 19. [52] Daca r € {0,1,...,k(n)}, astfel incdt (r,n) = 1,
atunci
Cp=<e >.

COROLAR 88. [52] Daca n = p este un numar prim, atunci C,, are
doar subhipergrupuri improprii.

TEOREMA 20. [52] Hipergrupurile Cy,, pentru n = 2p, p numdar natu-
ral prim, p # 2, satisfac teorema lui Lagrange.

OBSERVATIE 89. In demonstrarea rezultatului din Teorema 20, se
aratd ca singurele subhipergrupuri proprii ale hipergrupului canonic Cy,
sunt de forma:

-1
(1.1) Sl = {eo,ep}, S2 = {€2i| 1€ {0, 1,2, ceey 192}} .

Forma subhipergrupurilor in situatia in care n = 2p, p numar natural

prim ne ajuta in calculul functiei lui Euler pentru acest caz.

TEOREMA 21. Dacd (Cy, o) este hipergrupul canonic definit anterior,
unde n = 2p, p numar natural prim, atunci

¢ (Cn) = |wel,

oricare ar fi n € N*,
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OBSERVATIE 90. Conditia ca p sd fie un numar prim nu este nece-
sard in demonstrarea elementelor cu indice impar ca nu apartin inimi
hipergrupului canonic C,,.

Prin urmare, putem formula urmatorul rezultat.

TEOREMA 22. i) Dacd n = 2p, p > 1, p € N, p numadr impar, atunci
@ (Cn) = we,|-
ii) Dacan =2p, p> 1, p € N, p numar par, ¢ (Cyp) = |Cy| — |we, |-

TEOREMA 23. Dacdin =2p+1, p> 1, atunci ¢ (Cp,) = |Cy| = |we, |-

OBSERVATIE 91. In situafia in care, n = 2p, p numar prim impar
se observa ca toate elementele ce nu se regasesc in inima hipergrupului
canonic Cy, au aceeasi perioadd.

2. Extinderea hipergrupurilor canonice

In cele ce urmeaza, vom dori sa extindem conceptul de extindere,
prezentat in teoria poligrupurilor (Capitolul 3), in cadrul teoriei hiper-
grupurilor canonice finite. In plus, ne intereseaza legatura dintre functia
lui Euler asociata extinderii de hipergrupuri canonice cu functia lui Euler
pentru fiecare hipergrup in parte.

Fie H1= < Hiy,-,e,”'> si Hy = < Ha,-,e,”' > doua hipergrupuri
canonice ale caror elemente vor fi renotate, astfel incat Hy N Hy = {e},
unde e este identitatea hipergrupului canonic H; si He. Pentru usurinta
scrierii, vom nota hiperoperatiile dintre hipergrupurile H; si Ho la fel.

DEFINITIE 92. Un sistem Hi[Ha] se numeste extensia hipergrupului
canonic Hi prin hipergrupul canonic Ha, daca:
H1[H2]: < M, *, e,I >,
unde
M = Hy U Ho, e! =e, xlzx_lje*x:x*ezx, pentru orice x € M,

st pentru orice x, y € M\{e}, avem
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Ty daca x, y € Hy

T daca x € Ho, y € Hy
TrRY=1< Y daca r € Hi, y € Hy

Ty dacd x,y € Hy, y # x~ !

r-yUH; dacd x,y € Hy, y=2""

TEOREMA 24. Dacd Hi= < Hy,-,e,”'> si Ho = < Ho,-,e,” 1 > sunt
doua hipergrupuri canonice, atunci Hi[Hsa] este un hipergrup canonic.

TEOREMA 25. Dacd Hi= < Hi,-,e,”'> si Ho = < Ho,-,e,” 1> sunt
hipergrupuri canonice, atunci Wi, [Ha] = H1 Uwy,.

OBSERVATIE 93. Conform Teoremei 25, observam cd toate elementele
din hipergrupul canonic Hi au periodicitatea egald cu unu.

Prin urmare, vom analiza legatura dintre periodicitatea elementelor
din hipergrupul canonic Hs si periodicitatea elementelor din extindere.

PROPOZITIE 94. Periodicitatea elementelor din hipergrupul canonic
Hi[H2] coincide cu periodicitatea elementelor din hipergrupul canonic Ha

()24, (1o] = P(T) 3y, oTicare ar fi x € Ha.

TEOREMA 26. Fie Hi= < Hi,-,e,” > si Ho = < Ho,-,e,” 1> sunt
doud hipergrupuri canonice, cu proprietatea ca wy, 3, 7 H1UHz. Atunci
e(Ha[Ha]) = ¢ (H2).

OBSERVATIE 95. Daca toate elementele din hipergrupul canonic Ho
aw periodicitatea egald cu unu, atunci avem wy, = Ha si prin urmare,
Wi [Hs] = H, U Hs.

COROLAR 96. Daca hipergrupurile canonice Hi st Ho au proprietatea

ca toate elementele au periodicitatea egala cu unu, atunci p(Hi[Ha]) =
|Hy| + |Ha| — 1.

3. Extinderea hipergrupurilor i.p.s.
In aceasta sectiune, vom introduce o noua clasa de hipergrupuri ca-

nonice care poarta numele de hipergrupuri i.p.s., unde i.p.s. semnifica
identitate partiala scalara. Hipergrupurile i.p.s. au fost studiate de catre
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Corsini, acesta determinand forma exacta a hipergrupurilor pana la ordi-
nul 9 [16], [17], iar o atentie deosebita asupra hipergrupurilor i.p.s. a fost
data de catre Cristea, [21] .

Fie (H,o) un hipergrup.

DEFINITIE 97. [9] Spunem ca x € H este scalar, dacd au loc egalitatile
|zoy|=|yox|=1, pentru orice y € H.

DEFINITIE 98. [9] Spunem ca e € H este identitate partiald la stinga/
dreapta, daca existd x € H astfel incit x € eox/ x € x oe.

DEFINITIE 99. [17] Spunem cd u este identitate partiald a lui x, daca
reuoxrxUxou.

DEFINITIE 100. [17] Spunem ca u € H este identitate partial scalard
alui x, daca x Exou=xr=x0U, TEUOT =T =UOL.

Notam cu I,(z) multimea identitatilor partiale corespunzatoare lui x,
I,s(z) multimea identitatilor partial scalare ale lui  si Sc(H) reprezinta
multimea scalarilor lui H. Se observa ca are loc Ips(x) = I,(x) N Sc(H).

DEFINITIE 101. [16] Un hipergrup (H,o) se numeste i.p.s. hipergrup,
daca este canonic si in plus este satisfacuta relatia:

Va,r € H:x €aoxr=x=aox.

PROPOZITIE 102. [48] Daca (H,o) este un hipergrup i.p.s., atunci au
loc :

1.Vae H zox~! subhipergrup in H;

2.Vx e H x#0: x scalar in H sau 3 v € Sc(H)\{0} astfel incat
wezox ' In plus, |Sc(H)| > 2.

3. Daca x este scalar in H, atunci 0 € I,(x). Altfel, are loc incluziunea
Ls () C Sc(H)Nxox™t gi prin urmare, |Lys(z)| > 2.

ProprozITIE 103. [48] Fie (H,o) un hipergrup i.p.s.. Pentru orice
scalar w € H i orice element x € H, exista si este unic y € H astfel
incat u € x oy.
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In capitolul anterior, s-a observat ca extinderea hipergrupurilor ca-
nonice prin hipergrupuri canonice reprezinta un hipergrup canonic. Hi-
pergrupurile i.p.s se afla in stransa legatura cu hipergrupurile canonice,
asadar ne propunem sa aratam un rezultat similar in acest context.

TEOREMA 27. Dacd Hi= < Hy,-,e,” ' > si Ho = < Ho,-,e,”' > sunt
hipergrupuri i.p.s., atunci Hi[Ha] este un hipergrup i.p.s.

In cele ce urmeaza se va ilustra un exemplu prin care se determina un
izomorfism intre un hipergrup i.p.s. obtinut prin extindere gi un hipergrup
i.p.s. determinat de Corsini [17].

ExEMPLU 104. Fie Hq = (Hl, ~,0,*1) §t Ho = (Hg, -,0,*1) hipergru-
puri i.p.s., unde H; = {0,1,2,3} gi Hy = {0,4,5,6}. Hipergrupurile i.p.s.
H1 st Ho sunt reprezentate dupd cum urmeazd

Tol1]2] 3
ojo[1[2] 3
Hi:[1] [2]0] 3
2 E

3 {0,1,2}

-T0] 4 [5] 6
ojo] 4 [5] 6
Ho:[4] [{0,5}[4] 6
5 0] 6

6 {0,4,5}

Asadar extinderea hipergrupului i.p.s. Hi prin extinderea hipergrupului
i.p.s. Ha, Hi[H2] are urmdatoarea forma:

«[0[1]2] 3 4 5 6

olo[1]2] 3 4 5 6

il |2]0] 3 4 5 6

2 1| 3 4 5 6
HalHa] 3 {0, 1,2} 1 5 6

1 {0,5Y U H, 4 6

5 {0y U I 6

6 {0,4,5) U H,
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Vom demonstra ca hipergrupul Hi[Ha] este izomorf cu un hipergrup i.p.s

de ordin 7, determinat de Corsini [17], mai exact H = {0,1,2,3,4,5,6}
cu urmdtoarea structurd.

1012 3 4 9 6

0|{0f1]2 3 4 5 6

1 210 3 4 5 6

- 2 1 3 4 5! 6

3 {0,1,2} 4 5 6

1 10,1,2,3) 5 6

5 10,1,2,3,41 | 6

6 H,

unde Hg = H\{6}. Fie f : Hi[H2] — H, definita punctual astfel:

flx) = =, © € Hy;

f(4) = 5, f(5) =4, f(6) =
Conform structurii celor doua tabele, se observa f(x xy) = f(x) - f(y),
pentru orice x, y € Hy. Daca x € Hy si y € Ho, atunci se obtine

flxxy) = fly) = f(x) - f(y). Studiem mai in detaliv ce se intampld
atunci cand x, y € Ho.

fAax4) = f({0,1,2,3,5}) = | f(x) ={0,1,2,3,4},
T zea
) = 5-5=1{0,1,2,3,4}.
fd=5) = f(4)=5 f(4)-f(5)=5-4=5.
) = f(6)=6' f(4)-f(6)=5-6=6;
) = ( 73} fo _{0,1,2,3},
_,_/

zeB z€B

f()-f(5) = 4-4=1{0,1,2,3}.
f(546) = f(6)=6, f(5)-f(6)=4-6=6.
f(6x6) = f(He)= |J f(z)=1{0,1,2,3,4,5};

rEHg
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Prin urmare, putem afirma ca f(z *xy) = f(x) * f(y), pentru orice z,
y € Hi[Ha], f(0) = 0, atunci avem un morfism “bun”. In plus, se
observa ca functia este bijectiva, deci putem afirma ca hipergrupurile
(H1[H2], %) si (H,-) sunt izomorfe. Cum (H,-) este un i.p.s hipergrup,
implica (H1[Hz], %) este un i.p.s. hipergrup.

Prin intermediul extinderii de hipergrupuri i.p.s. prin hipergrupuri
i.p.s., putem construi destul de facil, hipergrupuri i.p.s. de un anumit
ordin fixat, ceea ce ne ajuta pentru cercetarile care vor fi facute in acest
context.

OBSERVATIE 105. Rezultatele referitoare la functia lui Fuler in cadrul
extinderii hipergrupurilor canonice prin hipergrupuri canonice, Taman va-
labile si tn contextul extinderii hipergrupurilor i.p.s. prin hipergrupuri
1.p.S..



CAPITOLUL 5

Concluzii si cercetari viitoare

Teza cuprinde noi contributii in cadrul teoriei hipergrupurilor. Princi-
palele clase de hipergrupuri care au fost tratate in lucrare sunt: hipergru-
purile reversibile, hipergrupurile complete, poligrupurile si hipergrupurile
canonice. Pentru inceput, am determinat forma ecuatiei claselor in lim-
baj de hipergrupuri reversibile gi hipergrupuri complete. Acest lucru a
fost foarte util, pentru ca am gasit o legatura intre gradul de comutativi-
tate al unui hipergrup complet si ecuatia claselor (Teorema 9). Datorita
Teoremei de Caracterizare pentru un hipergrup complet, am determinat
similitudini, dar si diferente cu rezultatele cunoscute din teoria grupurilor.
De asemenea, in teoria poligrupurilor am calculat gradul de comutativi-
tate, dar si gradul de comutativitate relativ al subpoligrupurilor asociate
unui poligrup. Un concept particular poligrupurilor reprezinta extinde-
rea poligrupurilor prin poligrupuri (Definitia 70). In tezd am ardtat ci
acest principiu poate fi privit in context de hipergrupuri canonice gi ar
putea reprezenta o modalitate de constructie (Teorema 24). Un alt as-
pect important prezentat in teza, face referire la introducerea functiei lui
Euler in cadrul teoriei hipergrupurilor complete si teoriei hipergrupurilor
canonice. In fiecare dintre teoriile mentionate, am tratat situatii diferite.
In teoria hipergrupurilor complete, am determinat legaturi cu functia lui
Euler din teoria grupurilor gi am gasit o relatie intre functia lui Euler
asociatda unui hipergrup complet si functia lui Euler asociata subhiper-
grupurilor hipergrupului complet (Teorema 13). Pentru hipergrupurile
canonice, am calculat functia lui Euler asociata hipergrupului C,, (Teore-
mele 21, 23) si extinderii de hipergrupuri (Teorema 26). Multe probleme
din acest domeniu sunt deschise. Vom prezenta o parte dintre ele, ce
reprezinta cercetarea viitoare.
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Problema 1 Fie (H,o) un hipergrup complet si X subhipergrup al
hipergrupului H. Sa se afle legatura intre gradul de comutativitate al
hipergrupului H, ce a fost determinat in teza si gradul de comutativitate
relativ al subhipergrupului K. Concept pe care l-am introdus in cadrul
teoriei poligrupurilor.

Problema 2 Demonstrarea conjecturii enuntate in Capitolul 2 (Con-
jectura 16), care afirma cd nu existd o constanta cu ajutorul careia s&
putem caracteriza hipergrupurile complete comutative prin intermediul
gradului de comutativitate, asa cum se intampla in cadrul teoriei grupu-
rilor.

Problema 3 Fie (H,o) un hipergrup si functia lui Euler asociata
hipergrupului. Sa se determine corespondenta dintre ¢(H) si ¢(|H|).

Problema 4 In cadrul teoriei grupurilor, se cunoagte faptul ca functia
lui Euler asociata unui grup, este egala cu functia lui Euler asociata car-
dinalului grupului: ¢(G) = ¢(|G|), unde G este un grup. Prin urmare,
Imi propun sa caracterizez hipergrupurile ciclice [61] cu ajutorul functiei
lui Euler.

Problema 5 Caracterizarea poligrupurilor nilpotente in functie de
gradul de comutativitate al poligrupului.

Problema 6 In teoria poligrupului, am asociat unui poligrup, matri-
cea comutativa. Sa se gaseasca o corespondeta intre valorile proprii sau
rangul matricei si gradul de comutativitate al poligrupului.

Problema 7 In cadrul teoriei grupurilor, Pierce i Schroder au intro-
dus conceptul de latice. Regasim multe lucrari in aceasta directie [3], [36],
[62], [69], [77]. In cadrul teoriei hipergrupurilor, sunt putine articole care
trateaza aceastd temd, spre exemplu [39], [79] . Prin urmare, scopul este
acela de a determina structuri laticeale asociate hipergrupurilor.
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