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DEZVOLTAREA FUNCTIEI LUI GREEN A ECUATHILOR CU DERIVA|E
PARTIALE DFE TIP ELIPTIC DUPA SOLUTHLE FUNDAMENTALF,
IN UNELE DOMENT] POLIGONALE

Rezumar
) in lucrare se aratd ci dezvoltarea dupd solutii fundamentale este
posibild, daci datele la limita pe frontiera poligonului ale cirui unghiuri
4 Pir S ” s 0 8 “ . g
SINT — (m; intreg) admit o reflegie. Este Iuat in considerare un sir
Hiy
de probleme asupra determinirij v

alorilor propro ale operarorului luj
Laplace, in cazul unui domeniy triunghiular.

LE DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION DE GREEN D'UNE EQUATION AUX
DERTVEES PARTIELLES DU I'YPE FLLII

PIIGUE D’APRES LES SOLUTIONS
FONDAMENTALES, SUR QUELQUES DOMAINES POLYGONAUX

Résumé
On démontre que le développement considéré est

possible si les
données 4 la frontiére du poly

gone, dont les angles sont

ers) admeitent une réflexion. On considére encore une suite de pro-
blémes sur la détermination des valeurs

propres de Popérateur de Li-
place, dans le cas d’un domaine triangulaire.
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SUR L’ENSEMBLE DE MONOGENEITE DES }{EPRESEV
‘ | DIFFERENTIABLES DE E,
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PETRU CARAMAN

Introduction
L’ensemble
.= n M,
( 1) -

sadhérence de en-
—~oun signifie Pintersection d’ensembles et Iw, est Padhérence de l'en
. T incré ire
semble M, des valeurs du rapport 1nc ementa
14

flz) —fl=)
(2) z -z

énéité de la
-~ 4+ &« - 0— s'appelle I'ensemble de moenro%g]ne; cde
e , ) en 2 (Fédoroff [4]). Kasn différentiable

fonction complexe f(z) en 2o (¢ o etion complexe di
Pensemble de monogénéité d’une fon L
ost un ercle, appelé par lui cercle dérive et p s ne apre Torsque
ﬁtc gr:iCCk [61) e glzLSSi;gré et 4 un cercle ayant

i oin 3 . creie 4
] i 2) est analytiqgue au p : EheR T e
: fontclf::og 'I{En%ginc, lorsque f(z) est analyt'lc_luemfsn'ii;o:grcgle L
le cen ¢ antérieur [2], j'ai montré que les elemltl:_n S simales. qui
Sexpn nt en fonction des éléments des ¢ 1%) S s
?exprrliren;nent dans la définition de ‘Gro_tzspd}.l (5] et dans celle 0 pra
lv“:zrr‘ltieff [9]. Une généralisation 1m1;m;)t;i;et e R
{ 5 des quaternions $’0 2
semble (1) dans le cas

expressions (1) et (2) par

Moo= o M,
{3} EY

U
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et

, flx) == f(xp)
(4) —

o x=x'4yx24+ 33| fx! est la variable hypercomplexe et Sx)y=x"4 724
+Jjx¥4 k¥ est une fonction hypercomplexe. Nous avons montré aUss]
que, en harmonie avec ia théorie des fonctions d’une variable compiexe,
Pensemble de monogénéité d’une représentation quaternionique diffé.
rentiable en un point de régularité se réduit a un point, tandis que Pen-
semble de monogénéité d'une représentation quaternionique différen-
tiable conjuguée en un point de régularité se réduit & une hypersphére
ayant le centre A Porigine. Nous allons démontrer cependant que, con-
trairement 4 ce qui se passe dans la théorie des fonctions d’une variable
complexe, pour une représentation quaternionique différentiable quel-
conque, Pensemble de monogénéité n’est pas une hypersphére, pas méme
une hyperquadrique, Mais dans le cas d’un espace euclidien de dimen-
sion n, £, ot I'on n’a pas défini de division entre les vecteurs, 'expres-
sion (4) — ol cette fois-ci x =t'e; sont des vecteurs de cet osp-ce et
e;(f=1,..., u) sont les verseurs unité —n’a plus de sens. Nous avons
donc ét¢ obligé d’introduire une nouvelle notion, qui remplace dans ce
cas la notion d’ensemble de monogénéité définie antérieurement. Cette
nouvelle notion que nous allons appeler ensemble de monogénéité faible
s’obtient de la précédente en remplacant Pexpression (4) par Pexpression

©) ) — fixa).

o
X — xy
ou x=xle,,

Dans la seconde partie de Pouvrage, nous allons montrer ce que
devient Pensemble de monogénéité faible dans un point de différentia-
bilité ot la matrice jacobienne a le rang r (1= r= ). L’ouvrage finit
par un théoréme sur Pensemble de monogénéite faible d’une représen-
tation quasi-conforme de kL,

I, Lensemble de monogénéité  d’une représentation greaternionigite
dif férentiable

L’ensemble de monogénéité d’une représentarion quaternionique
différentiable Y=/(¥) peut se mettre aussi sous Ia forme

A N
. xp— flx
L} lim K 7 — /( W s
B {x X)) X — Xy
ol (X — x,), est un vecteur de direction s er |} est |a réunion des en-
sy

.sembles correspondants lorsque s parcourt lensemble des directions
de £,

a3

—r o LR
THE D ARG LT DS REPRESENTATION
i WsEsELE ¥ Wi

SR
‘néité a droite se

irecti five, lensemble de monogen
Pour unc direction s S

réduit au point

— 1 —
1 lf i . S I 5
s lim lim b (b i o)
T oas0 x av -+ e
. a4 p)
. . ! s )
" — A hy) = (X - XE N ) at{a Liw — Ju
f . o > = {. . ] X, )
(! — i o i = R} = X, 8% ot
; o y 5 2 t _'\'-r —
v — . @ cos(s, x4, {g=1,2,3,4) et X7 = o,
X — X,

ou (f== f(3) — flx) W : de lasur
i : i ftrigue de -
3.4y, Donc lorsque s varie, Péquation ;])aramifdn?e-
=1,2,3,4), s o suivante -
e -1,2'J<e,nt)ant Pensemble de monogéncite est
lace repres
4 . )
{ 51 = i;l_\-g a’ a®y

Saoar —a g
— S I DI
l CER {\.2 ! "‘.17”2 oNT _\q“ ) .
: S +
(6) . S T2 Tl
t 1 = (¥l — Rt — dartil
o =9 B0
= T o S S R TEL N
E-l {_\.'; ”] .\: ”1 1 R it \qf )

une maniere na e on v 1 ue d.l”g lc ca ae¢ mono ’EIICI[C

: int correspondant
gauche, le point p

_ =a e B ,s}-i i
{u:l — Gt — ]'us - 2(1") (.\‘; -+ l.\q . J R q) *

décrit la surface

i
[ A= El xhatul,
l & ! ¥l? X -l'ﬂ—:\':'a'-"nlqs
’ :"'"-":(.\qu =5 oAy
= e I I Mirct W A Yt
= ' 3 (\'3 ! —.\’:‘u‘ + yLu xya Ya? ,
c R
I b PRI N Ik B L U
l 2 -(\'4f.'|——_\'lrzl+ .\‘ifl vyl
- e q

2 0r1¢ suivants (men-
(& encons par rappeler (2] les deux théoréemes
omm rapp
tionnés dans Pintroduction}: o
. S g
Théoréme 1. Dans un peint de regu{u;’;le ey
pré ] aioniqgue dif féremtiable x =
d'une représentation quatermiomique f{? ¥ R
monoginéité se réduit au point f=y ok e roite
The ¢ 2 Dans un point de réguiarite :
el 0711, ‘noude dif férentiable,
d’tine représenralion qualernioniqiie conjug
i

P 3 . ] . 1
monogénéite se réduit a Ulryper sphére.

droite on & gawche
fix), Pensemble de

ou a gauche
Pensemble de
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0 g ST 5% = P T Te
Lt maintenant, démontrons le théoréme suivant;
Théoréme 3. Lensemble de monogénéité Pune repréventarion gra-
rernionique différentiable quelconque west pas en sénéral une hypersurfuce
du second degré.
En effer,

cerivons Péquation générale d’une hypersurface du se-
cond degré:

3 o b I -, =2

(7 oo Pt a 2L a=0 (a,, a, .

et voyons s'il est possible de déterminer les 15 quantités
(8)

aﬁr’ Dogs S {p s g5 Pq = 13253>““
de telle maniére que Péquation (7) soit vérifice par les expressions de
M{m=1,2,3,4) données par les relations (\6) ou (6°),
Dans ce but, remplagons d’abord Jes quantités 2" (s = 1,2 3 4) de
’équation (7) par leurs expressions fournies par (6), ce qui nous conduit a

4
Y 2 i e et B = . g
a, (p}jl X8 e? a’)? 4 022“.\q a — _\;”2 +,\‘: ;z.;—_\frzl}uq]" +
1P vl I s S o | 2 I T4 3 Te.n,
tag (13 a Yo — Xpa + 32 )2 q [{x)a — et e 2] |

4
+20Y ¥raar) {al.,(.\"" W — X2 4N atla? -
P T 2y ) 7 ¢
AT 3= =204 T4l = = -3 3 :
2am(-.qu —,\qr: '—.\:uz T )a" L 20’]4(.\:(: —,\;rx“‘f‘.\guz"-—.\zrt )a"]
w2 T2 .33 4 W3 8 v I T Z = 4
-+ 211._,3[.-qu T T Y X )a?] [(A\qa — A, -_\:flz -+ .\gu Jer?] 4
i el T2 T =3 —4 = v -
o 2024“.14' X at .\qrﬂ_xq a4)u4J [.\qal—_t;rﬂ -+ .\:u - \3«.{3)(1“} +
I I I B ST T S ) = 1 T3 .2 = oa
2a, [(,\cq X — Xl + X2at) a9) [(_\:a' —xjat 3t — Yoa')a?] -
4
¥ E LI - SN R 3 .
-+ 24'( ¥ .’Lgrz"rx“) £ 2(12(.\30 IR a ] —Xla Ju®
pel
P ol T1 0
T 203(,\'f1 X

P PP St R P
( ——— - ol -
e‘ Xqu “1 \q(t}a ™

+ 2(‘5(,?3 rL'—}: al -+ ?: «? —Ti a)ut4-a =10,
Muintenant, anuulons les coefficients des
ﬁ'."

TPl M al (A (m, n, p, g=12

quantités 1, o an, oM 4
systeme de 35 équations ho

no,
. 3). De cette fagon, nus obtenons un
mogénes aux 135 inconnues {8). Pour que le

.
3 () N ! [ I a5
W 1{ hy [ |I\]\)]1|\|"‘|. A
a . il 1%} AL
AR T B! Mibsl i
o

ro, il faut que tous les
des solutions diff érentes dca::orc‘;%cﬂau systéme s7anau-
systeme admetie f;‘.éme ordre de la matrce des 15 premiéres équations
de¢terminants du l~Hte que le déterminant ;;orrespﬂnd aux QquAnNtites
lent. Mais 0D c?:sst—‘.’i-di!e le détermmnant qull 2,3y, est différent de z¢ro.
par Cxcmp'"?' 4c(am)-l (o) a” ("Irtli (m,dné.e;t ’dt ’13 forme :
L, ails @ " déterminant du 15-¢éme ordr
En effet, ce ac

. a a
a.s Ty a9 a9y a1 iy az a 1
@y Q2 a3y a4 |
Q0
0
0
. .
0
1]
5 . 0
5 . 5 5 5 . . )
it Tat . . ) |
. 0
o |
.‘ | 0 0 00
(&1

L 0 4 U 0
o o0 8 000
| | | . . . | 0 0 n o

oy . -
(ah)Pas 0 u o

ol )P

. a ob-
i lus aisément, O )
3C cette matrice p : ligne (™)
es éléments de ) dent 4 la lig
Pour calenl et ne les éléments qui correspon forme (67)2—(c;)?
scrve la régle suivante: (p=1,2,3,4) sont de la for 3 e
(m ~ 1,2,3) ct 4 lacolonne g, [p=1,2 1a ligne («™)¢ ct a la colonne a,,
(m.' U ux qui correspondent & la lig ym. om correspondant
randis que ce won {avec les br, cv et b c : ..
de la forme b2 b —cp ¢ { P o 6 lignes des colonn
sont € ’ qt a 1.1 eséléments des autres 5 RS
respectivement 3 a ed “ 'formc 20dmem + S &) tandis qlf]
=1,2,3,4) sont ae la 2 °p g o g™ ).
4 (=123 ) forme: 2(dw er - ey dy + [ £ W déterminant
lonnes a_ sont de la fo R dre obtenu du dcte
- Soit " le déterminant du 14-éme or rel derniére colonne. Son
o i iére ligne et la
Ll : ligne
5 " remiére ligne g
précédent en supprimant la premiers HETC,, T g
expression est de la forme: | a7

B, .. "

. tes les
FRI t que tou
. 3 zéto il fau .. de
Stermuipant soit egai' coetficient
FORT" que ce dete;/la;: qous allons démontrer que le
quantités a_ = 0.

l]ln d . .
E Iy
dc ZérO.
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6

,( t (‘l) s0n

Blo= (T4 ..., Al = (WP ¥ :
=R+ A =P, Al =GP B = — 2N

et g = —2x)7°,

les

dC SUI‘t q l v g IT

:enlr] du produit de la quannuté gl Al 3 = d(x1® avec les t
a plus grande puis T stermi - e de
g puissance en x} du déterminant

4 3] o gie |
B, By, S, Mais [y est de la forme:

1
2¢x | . = ?(\"]J + .\';).\'} =

de

P A
2 plus & . «m  obtenu de (9)
prrimant les lignes et les colonnes correspondantnauw éléments ;! J

b ‘,)i

. 2710 .
2] x) =2 .\'ll-{—.\g)xll -'2(13-—\','.\} s
I D e e = ' |
2a5x) =2+ )y 2.\‘ix: —2:ri+.\2)4'1| -2(.\“2-—2.;-1,%! 2y
: e, . —2x;
_2_‘,1.‘] g 41 i
i i 2x,x —23iyl !
5 1% LT 2x)
n o N 1]
B 0 0 0 v]

" 1 = ] j : '1 = 4 4 =
p p tent h] b q n C n p ¥ { -

S

plus gran i X i
- _.lgc de puxssan’ce en ¥i, ceux qui sont de la plus grande puissance
x}. Ces termes s’obtiendront en multipliant 2

10 IR [} = w
(10) —A(F a5 = 320D (),

Us nd erminan 12

obtenu du dé i i
déterminant ;| en supprimant les lignes et les colonnes qtl.li

correspondent aux élé L : i
p nt aux éléments ., 7, ;4. Le déterminant »* est delaforme:

—_—

m{.\\lil,l{ IH-'_-EII)\.('-(H NI : yts REPRIESEN] B LN L
. (XiP 2FAHY) — 2N
o) . 2(32 - X4} 2yt
LR @R — 2
E -— 233Xy — 2Ny . . 2vi . |
- 2¥%v : PR . 2%
—(x}) (x4 3Dy 0 o 0 0
—(xXy) . (A —x; 0 o 0 0

oul les points représentent les ¢léments qui ne contiennent pas Y}, tan-
dis que dans les autres {léments on a écrit  seulement les termes qui
contiennent vi. Mais les termes de la plus grande puissance en v! du

déterminant |+* sobtiennent en multipliant la quantité

. I STt A
() SEPEL S Gl

par e dérerminant
— 2% 2ty

Aol

2]

T o
22— A hdy

obtenu en supprimant les lignes et les colonnes correspondant aux élé-
ments el £, #, #5 Donc les termes de la plus grande puissance ¢n
! parmi ceux de la plus grande puissance en ¥l et qui s’obtiennent en
multipliant les quantités (10), (1) et (12) sont 128(}{)“ (,'\‘41)‘2__{5‘ et
128(TH (XD de sorte que, en général (C’est-a-dire dans le cas d’une
représentation quaternionique différentiable quelconque), le déterminant
(9] ne gannule pas. Donc, le systeme de 15 équations homogénes cor-
respondant & ce dérerminant, et d’autant plus le systeme des 35 équa-
tions homogénes initial, n’admet pas de solution non-banale, ce qui dé-
montre que les ¢quations (6) ne représentent pas une hypersurface du
second degré.

On procéde de |a ménie maniere pour Pensemble de monogénéité
i gauche. Pour calculer les é¢léments de la matrice qui correspond a (),
on tient compte de la régle mentionnée 3 cette occasion. En plus, on
observe que, lorsqu’on remplace les relations (6) par (67), les éléments
des colonnes qui correspondent aa, etaaq dans le déterminant (9) nc
changent pas, dans ceux qui correspondent i a,, et @, NOUS avons

i ol g signifie : ,est remplacé par®) et ¥} — —x%; pour les colon-

a> Gy N, — X, X - —Xl(g= 1,2, 3,4).Entin dans les éléments des
o g 4 . a "

colonnes a_ les éléments provenant de i sutvent laréglerelativedla colonne

a, el ceux provenant de ¢ suivent la régle relative a la colonne «a_.

nes o

Ataide Matewaten 7
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Ces régles résultent immédiatement en comparant les systémes (6) et
(6'). Une premiére conséquence sera que les termes du second degré en
vl seront conservés (inclusivement le signe), tandis que ceux du premier
degré en X! seront conservés au signe prés. Ainsi, en notant par les
mémes lettres grecques, mais barrées, les éléments correspondant a ceux
des déterminants précédents lorsqu’on remplace le systéme (6) par (6'),
- 1 p5 b — 2l plab o AT i P - 1T

nous aurons: gl 145, 48 = gl gl g5, A%, = 4] Ensuite, f = — 2y x| cor-
respond ala colopne ¢, de (9), de sorte que, en vertu de la régle énon-
cée tout & I'heure yj= —
-5

b
— ). De méme pour y = — ;8 = 23231, Ensuite, les termes en (x{) ap-

— o7l 3. .5 5
= 2yl ¥}; ;5 correspond & a,, de sorte que

‘J'}
: -5
25— 233%| (car ¥, qu'il provienne soit de , soit de :%, passe en

. 5 E |,
partenant aux colonnes «,,, «,,, d,, nc changent pas de sorte que gr=rk
n ¥ . - N = . . . -
fp = €5, £3—¢3, tandis que )=sd, & =—:f, car ils appartiennent respective-
ment aux colonnes a,,a,. Enfin le déterminant (12) devieat:
— 2yt 23 — 33
4(‘3)=_mm+m
2% (T L T BRI
— 2x} 2(x} + x3)

En combinant tousles résultats antérieurs, il résulte que les termes

du plus haut degré en X! parmi ceux du plus haut degré en ¥l, sont:
128(x1)! ()12 x2 et — 128(x))! (v ¥} Donc le déterminant corres-
pondant 4 (9} est différent de zéro, et le systéme correspondant, et
@ fortiori celui de 35 équations homogénes, n’admet pas de solution

non-banale. Donc ni les équations (6') ne représentent pas une hyper-
surface du second degré.

2. L’ensemble de monogeénéité faible dans E,.

Définition. L’ensemble
N = n M,
Xg €
s 0
—ol M, est ’ensemble des valeurs du rapport (5) lorsque 0 < | x—xy Zr,

s = 0 — sappelle ensemble de monogénéité faible de ¥ = f(x)enx,. Dans
Ie cas d’une représentation dif férentiable, cet ensemble devient de la forme

13 U af U lim f(.\“-)-*f(x(}).

© s Sonwg X — X, |

Le terme de monogénéité faible est justifié par le fait que lex-
pression (13) dans une direction s est proportionnelle a la différentielle
de Gateaux, appelée par Iino [7] aussi la dérivée faible de f{x).

= N ¥
5 T TS AL B A OG LR TIT DS RENRED IS Lifss Lt

Dans le cours de ce chapitre, pour simplifier lc.langn)gc, nous fu1=~
liserons les termes de surface, ellipsoide, sphcre au licu d&’hyvpersurface,
hyperellipsoide, hypersphere. o o

o Corﬁmengons par établir le théoréme swivant:
Theéoréme 4. Llensemble de monogénéité faible cm'resj?m;c.fanr ;r
e g g i : . ! thsoide
un point x, d’une représentation X = f(x), ou F(x) 0, est Pellipsoi
a Yo obod = s
'l4) (sdh "s.-fjr :j‘f =T &/
3 shrigue Slément 1 (x,) dn jacobien J. Cet
on o est Lo complément algébrigue de I'élément (x,) die ¥
S v £y - . 5 M - . ’
ellipsoide est fromothétighe d Pellipsoide infinitésimal

it b 5 79 == dd
(15) 5, X X dids 0,

X = fx’ ) qui est image de la sphére infinitdsimale ayant le centre en Xy
- o :
B ineité & :sentation diffé-
En cffet, 'enscmbie de monogénéite d’une represen S
rentiable peut s’écrire aussi sous la forme suivante, équivalente a (13):

(16) #o=a e Gt = i, (1 = 1,51,

olt «f sont les cosinus directeurs. Le déterminant des coefficients du\
syst(::mle des premieres # ¢quations ot I'on con‘sldere comme hfncon1\1‘11¢s
. jus Fx,), qui est différent de zéro par hypothese. MMats
of est justement (X, qul : T D re les n i1
alors, en éliminant les CcOSInUS dlrecteurs:-_z (1 .‘...,_71) oo l"homo-
celations (16), nous obtenons justement Péquation (14 1.n 1ln home-
thétie des ellipsordes (14) et (15) résulte en vertu de la reid 16
Lt /. H) 1 i ' aines  définitions
Remarque. L'ellipsoide (19) intervient dans certaines
des représentations quasi—confurmes (,/, 1_mmermann | 101}. et
Dans le but de Jdémontrer le théoréme correspondant au p.rcpj s
~Ons srabli atrictale.
lorsque J = 0, nous commengons par établir unc relation m g

Lemme
| Ay oAy A /‘11-~-A|::A1h
-| Alﬂ"'AcmAul- ‘41:r"'Auu Aul? ‘
I Ay Apedp. | Ao Au Ay ‘ Ay,
i
|
|

Ay Ay A

(17) | = |- s Alu"'AthubAak
1‘?1“. "‘4(“1 A‘L'"'A(ll'Ahl'/J('.".'

e - Ay, A Ay A A
T Au---AquhtA.'L-

Al“.-.A”“Aﬂk Ah,...f’f A
AIC"'Am: Ac‘k Al‘ "“’iqui'f'\'

au i1y
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a démonstration ser ' . . -
- sera faite par induct : S
relation {17) dans le cas ¢ =1 ; f ion compléte. EHrablissons Ia An Ay, |
" .- b or g It
Ay Ay ‘/1“/1.”, A S
/‘ltf“hc /1”‘4!?( -\lzt"'-‘\uu !
[Yautre part
.\1] ong /\1.(, f\]h .‘\”_-

A= A A LAy Ay = Ay AL

AI]“‘II: _;‘1”‘1’[“‘ 1 !I
Aje A | Ay A L. e
'_(/1 f‘[ c— Vi = ¢ 50 o o ,'\ . -
1 Ap = A A (As A — Arc Ad = A LA (e A — A Ay = ! o B
S -\lr I ‘{‘uc "’" he /\H.' l.
|

"AMA”A =~ A A i A A , A
1k e Ay Ayet Apy Ay Ayt A Ay Al = Ay, -\:A,” Au NAyp oo Mg Apr Adx
8 ic LAk ]

'\lf f"{bf A ‘&

/\;’A /‘l,-," .‘\f;” A"m 'i'
n
Nip Ay AN A,

A LA {Ape A — Ape e} — Ane Agp Ay AN
by -“\t‘,h iy A A A Az Ara] = Apn Aeu

mn
ou .-\PJ:! est le déterminant obtenu de A lorsqu’on supprime les lignes et
les colopnes correspondant aux éléments Ay, A,y €0 o0 lui associe le
signe qui lei convient en vertu de la régle relative aux compléments
algébriques. En comparant tes deux expressions obtenues, Pune pour le
premier membre, ]a deuxieme pour le second membre de (17}, nous
constatons que la vérification de D'égalité (17) revient a la vérification

de Pégalité suivante:

Supposons mai .
ICrminarfl)tl: d’ordrr::mlntcnan; QU]e ia gqlatxon (17) soit vraie pour les dé
d’ordre a. En cffct,’ o) et demontrons-la pour les déterminants

;
I A A, Ay A A A

Agyena s I
{a ‘Hﬂ ‘/‘uh -Alu s Aau /1'”.l| i

it

/1“"' fiaCAh(‘ | :"‘];‘ .. /‘,,,/‘\;,,‘
A 1 = Abm A .-\f:: /‘i\'q { S AP e Ay = Apm Acy ﬂ'\iP "1-'-11' A,
1 A Ay , | Apee Ay, Agg gui se réduit a
k Anm Anrp . ..\ “;:;l’
Ane Ard

Mg g, A
v g Ak

e relation de la forme (17), ou le tole de A est
les déterminants qui y interviennent omnt PPordre de deux
unités plus peut que les déterminants correspondants de (17). Mais une
celle relation est vérifide en vertu des hypothéses de I'induction, de

sorte que la relation (17) est vérifiée pour tout a.
Pour simplifier le langage du théoréme qui suit, nous

duire quelques notations.
Soit x, un point de différentiabilité de la représentation v = fix),

[‘|a"'j\aaiL1uf.'
A” gag /‘nf .’1”“

qui est de nouveau un

N
[

! .41“._ - /\ﬂl' /‘t'k ! |i
i

. {f‘/‘{hr e /ihm A‘,” A (-A/‘lfk = /"“'.";v AI:q AP — A 4"”_ iO“é par APi;,

= Abm Aia A"UAA G — Ay Ay AP = A LA (Ape A= Ay A )
e AL T Aoy Apr) —

— A P e
be A!p Akﬂ Aru /1”‘ /‘hm Acn A l__ AIH' An'p /‘\A-q A

allons intro-

Yoo A ] mi)
Aep Ay Ay A = A . .
i [ A ( A . ] I o 4 (i AH' A!\'q Ame Apa —/‘l.')m-"l m/'\('r'/‘ i Ay —= 4
= Fd rd t ./1 — 2. Vo : — i N 3 .
e ik = Aex Ant) = Ape Aip Ayg AP~ Ay Ay Ay A0 X=1Hie, x=xic,e (i=1,...,1)les n verseurs des axes de coordonnées. Po-
+ Apy Aep Apg AP - 4 ' i axt (x
ep Shkg 4 = Ack Appy Ay AT sons x% (x,} = (k“). Dans la suite, au lieu de X (xy), ¥} {x,) nous
/ A, x <
Vour Aen AspApg (AT AP — Amp pday allons écrire simplement x%, Xi
: R A
Soit F=| x| (Lhk=1,....n}1a matrice fonctionnelle de la re-

présentation ¥ = f (¥} au point x,, 7 {1 =r=mn) son rang et I =

ou m, n a NP
» 1, P, g parcourent les indices 1,... a; A représente le ¢
om-
= det (¥ [{g, b=1,..., ¥} un déterminant d’ordre 7 aifférent de zéro

plément algébri élé
g que de Pélément A,, du déterminant
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de la matrice fonctionnelle ¥. Pour stmplifier, nous supposerons (sans
restreindre la généralité) que J, est formé par les dérivées du premier
ordre des r premi¢res fonctions par rapport aux r premiéres varia-
bles; en particulier J, = J. Notons encore par (F3 le complément al-
gébrique de I’élément ¢ du déterminant I .

Convenons que dans le cours de la démonstration du théoreme qui
suit les indices prennent respectivement les valeurs : < I
P= 1,0, mpog s,...,00—r eosns k=1, n

Posons enfin

3, (F,)e (F D

(18) Ao e @ b= 1, .,
{19) Bm,, =4, x .\_"; e, p=r21,..., n),
(20) 13 = det l Bmp I- fsmp

et Be le complément algébrique de ’élément B,., -t 8., du déterminant 3.
Dans le cas r=n -1, B = B,, 1 I, tandis que B™ p’a pas de sens,
Pourtant, les résultats obtenus lorsque 7. n—1 restent valables aussi
dans le cas r=»n - 1 si nous convenons d’écrire B — 1.
Théoréme 5. L’ensemble de monogénéué  faible une représenra-
tion N = f (x) correspondant d un point de dif férentiabilité x, on ¥ (x0) =1,
est Pintérienr de Pellipsoide

(21) (IgAm'.‘ - A.n Ab.! T::?- T:j BMP] = Hiw ]g-’ 5"' - i'::” "‘:“ ("1_ 7"*"] L | ”) >

oit a, b, ¢, d parcourent les indices 1 seeen Xy myples indicesr - 1,... n;
r{l=r=mn 1) esr Je rang de :la matrice jacobienne en Xo o er v
(e=1.o,rs m=r11,.. .0 sont les quantités par lesquelles les n - r
derniéres lignes du dérerminant ¥ slexpriment comme une combinaison linéa-
tre des v aurres. Cet ellipsoide est Penveloppe de la  famille d’etlipsoides
22 A

i a ,m S Vh ey o F " S moka
i Ve ol (*— Vo ) = | ‘Sm,n" (o= Ao 35

[ o -

Les ellipsoides représentés par la premiére équation (22) dans ['espace des
vartables ;¢ \a=1,...,r) sont homorhétigues a Pellipsoide infinitésimal
97 | ddve 4 =

(_)“';) f)a! x; Xy Ayt dyt = di’ f

qui est Pimage de la sphéve infinitésimale de centre v, par la représenra-
tion x* =3 (x) (a=1,...,r) o §, =0 et on Pon considére les variables
o {m=r-- 1, ..,n) comme des paramitres.

Nous allons nous occuper d’abord du cas r- # — 1, enremarquant
ensuite que le résultat reste valable aussi lorsque r =1,

13 SR

trique (16}, Supposons qg{
tes de la fonction v = 'é
qui ont la propriéte que l&
zéro. Dans ce cas Jes equations

[T G SR E LY B b} it VOO N i_-; Ll R LA -

représentation v =

i iffé iabilité x, de la L =
int de différentiabs . o warame.

inéité surface aya

énéité est une surfa t : -

e l'on a choisi les premicre s 7 corr_:posialr;

et les premiéres r variables dp_sfa}%rpn cte °t
) i g st différent

le jacobien J, correspondant €

*écri sou
de cette surface pourront secrire sous

Dans un po
= f(x), I’ensemble de monog

la forme: . | - )
247 0=y a— ly...57h
2)5J o _!" (=r-t 1,00,
.;2“_' a:‘k Wit = 1.
Ies r équations i24) peuvent $écrire aussi sous la forme
X b= — Xt a” == 1,.0.,1),
rs cosinus directeurs «f (b=1,....7)

d’ou Pon obtient pour les r premi€

les expressions :

71 =
Kl Sy & .
5
! . . e ni ek e
= —b h . 3 ;
r(l‘—.j \f]' DXy X, %4 ;
" .
4 W
7 = w L X
T; Yo X7 M )

i i€ ndensée
éeri ‘une maniere plus co
qui peuvent s’écrire ausst d’un
bfoa \. urn) . :
& 24 4 bmi,...,7):
L
7,

:I }
11 1 nt <es E!l 5t i1 b q ( 3

s’écrire ) ) .
v by2 (r}e = o
hJ:JI (” ] P }J;+1(

aous obtenons la famille de cylindres

and

sa wa ,,mY2 H .
5 (]r)z (50 =X “ ) L X (”p)_ -1
E 7 ' peril

b=1

qui peut se mettre aussi sous la forme

s e oy fed — ¥d ) = 1 — 0 ™l
}z 0 (T ) (T (5 = 5y, ) (3 = X0 ) o ¢
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En intersectant i ]
] L cette fon y v oavec ¢ i i
oL oy ectant :j'l‘l”e de cylindres avec le plan de dimension r
25 Lafit comipte des notations (18] on est conduit justement 3 la
famille o’ellipsoides de dimension r — | (22).

St dans la représentation

T L L R :
ey XA ) (a1, ),

les vari 2 -y idé
. ables \ W= 1o i) sont considérées  comme paramétres
alors les relations swivantes ont licu : ’

'z a . ol Fi
(T =3 (abe=1,, . 1),

;}leﬁ;c;:‘téziqule lg?faml'llc.: d’elhpsordes (22) est homothétique 4 Pellipsoide
Jlesimal (<3) qui intervient dans la définition des représentations
quasi-conformes d’aprés Zimmermann LI, ce qui dém la se.
conde partie du théoréme. e e e
> . -y a
. d,‘allﬁggo?ge;ie(;réo?rer la premiére partie, c’est-a-dire que cette famil-
dimensicn 1oe de Im':ens:on’r I remplit Pintérieur de Pellipsoide de
dela tonr—1 (21), nous alfonx ¢tablir tout d’abord que I’enveloppe
Ge b amille d’cllipsoides (22) est 1a surface (21) et ensuite qu’étant
g c‘{izt:l:mpr?]l(r)litnKquelco‘n‘que s:t_ué a Pintérieur ou sur la sur,face {21),
a . un systeme o™ (m = r - 1,..., 1), «” réels et a" =
tel que ]’elhpsoi’de. (22] correspondant passe par ce point, ,
; exté(x)-in fcr‘a aussi ‘Ia“ remarque suivante: n’rmporte quel serait le point
5 crieur 4 Pellipsoide (21), il n’existe pas de systéme ™ (m —r i | ")
u™ reel‘s, tel que Pellipsoide {22 correspondant passe par : S
ane ilnéa;:r?-e:t’,j onllmontrera qu: le raisonnement reste valable aussi
- }l:)rfnli()'n'trons 1donc que la surface (21} est Penveloppe de [a famille
onnodenivant la premicre ¢quation de (22) par rapport a .*, nous

obtenons -

A ?d [ S Hi o fod i (R |
w T ) A (T 420 =0 (p=r i, m,

"

Ui grice 3 o S
lq grice 4 la symérrie de 4, par rapport aux indices a, b et utilisant
€s norations (19}, peutr se condenser sous la forme

(28) (B EA Y = A

" Bip

AEES o .
vd Vs (p=1r 1,--.,11_..

51::3 si};]s.ctgme d equlatiions, ou l'on considére " (m - ri | seaey M) COMME
nnues, a le déterminant des coefficients B — d’apre i
1e . - d’aprés ¢ :
20) T moiez pres les notations
En effet,

B=l i—(‘ququJ *_

11 R B \:| Mg DY -'-\(J\()(il'i:\'lil'll PES REPRESTNTATTONS 111D

15
blir que B >0, i} suffit de démontrer gqu’aucun

Jde sorte que pour éta , :
X x du déterminant

des mingurs princoipau

B

I;r+l.r+l ot r+1, »
B .. B
ril.n
ne peut devenir négatif. (Par mineur principal on entend un mineur
symétrique par rapport a la diagonale principale).
Soit
B.I-u -+a"'Ig.-|u_. ]
B, o
B.., B"'Br+5,- F
Démontrons

3 — -
un mineur principal quelconque d(}rdre_._.lr 4= ';J]I‘Ia
gu’il n'est pas négatif. B, est le Jdéterminant as50CIC
second degré

[ 20)

surface du

B'..T,Hb L ANTR 1.

i - ais L ation
Si cetle surface est un ellipsoide, nous_auruns{ B 0. Mais la rela
(20) peut s’écrire —en verty des notations (19)

T b ¥ 0 1
Aﬂt'\r T"rlb” Ui '

oun encore B _ i
A«r!‘ ('\’rt‘:' ;'JT){‘\TMS i J 1.

ce qui revient a unc trans-

Maintenant, si nous notons xj7 " ",
: soticite. I'équati 4
formation affine qui conserve le caractere d’ellipticité, I'éguation (2

revét la forme

38 ) ; -0
i ipsol othétique & (22), de sorte que B, =U,
ui represente un ellipsoide h?e[:nla fo?me B(-. 1, e B0 ad

Donc B est ¢

déterminer les quantités o (p=r+1,. L)
-dire de la forme:

q
1= i ri.
sorte que B >0
Mais alors, nous pouvons : .
comme solution du systeme (28}, c'est-a
ur = BV A e Bredd (p

"

=t 1,0,

. i L s ob-
En remplagant ¢/ par ces eXpressions dans les équations (22}, nou

enons .
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_SUR UBENSEMBLE DRV
4 (B I - ) | . 3 £ — ore $écrire
(B3 —A T X B (Bel — A, V9 3¢ Bor &y = | cette équation du sccond degré en 77 peut enc
B 5 A4 A veve s Bused of VYt 2 —X4e0) (5 — Fa)
g, XoNe 3% Bes ¢4 ¢ (B (TR — 2C. (3 —¥9) e A (A Y5 —Xin )
. ] 41Tl '

et en groupant d apres :“_", nous obtenons: ' Fa o e =0

-1 4 ] -

oy

il faut que le discriminant ne

[B(4,B—d, 4,5 58" - A,A4 555 B solutions scient réelles,

. Pour que les 1S S
¥ v - ’ - 3
A, A, A, v KN Ber B 3 A A XEXE Bree B e b — B2 qoit pas négatif, c est-a-dire que
Mg ae _. P RS 5 _ | |
5 . o 5 SR J'__..l..l..u.-l_; A ‘.”m“s__]] ,__().
qui — tenant compte des notations (19) et du fait que les indices ¢, 4, ¢, T(:.-.r.1(-"1.""".-"‘)]?'_(&-1,. ! 1f4 (s w0 (Sh—%" »
termes d’apros les  puls-

respectivement wm, p peuvent étre changés au besoin entre eux  peut

' 0 5
encore s'écrire sous la forme - Si dans le premier membre nous groupoens le

cances de (', nous obtenons:

LB Ay — A, Ay 3B e Ay Ay Ty 3 B0 B (B, 4 8, )]s 50— B2 B LYy —=20C,, B
. Ic";ilileis en vertu des régles concernant les déterminants, il ré- (B} yyeo™ 3, wtur ‘B”'-’"""-’__FBr""’"l*lz t“’r IC k__A ‘B v ]} T)l]’r(_::,__
ny ) = (Br Prt I':-' I)Cd,,. _z](“-‘:‘(,\_\‘: 'l') ol o [C a1 il b ." thrkd ”9
B (]fmq ‘|' 15”_.:!. = /’)) et }3-\1] (‘Bnrq i rsm_I) — (5‘ :r/ ;n] 5 o Tﬂ . )(Ef‘ o }b r;‘) : (Br . l_!_ 1) (",m ol ])?:; | f:,lL' ¥ 'i 1, r 4 ~).
de sorte que I’équation précédente peut encore s'écrire: o L )
B{BA,— A, A, ¥, 34 Byt = 52, $i nous notons
‘ B ,otte-Biu.,

et flnalemcfnt, divisant les deux membres de I'équation par B (que nous
av:opfs' vu étre différent de zéro) et en tenant compte des équations (25) B, = '
vertfices par hypothése, nous obtenons justementles équations (21), qui -

représentent donc Penveloppe de la famille (22). By rihs.cde™

] l?empnt’rqns maintenant, que tout point situé sur la surface (21}
ou a son interieur appartient a la famille {22). 8i 5, est un tel point, alors ; B, oyl B, e €
(30) (BA,,— A, 4,7, ¥ Bw)ig= B, | (BC,). = ;

Po,ulr démontrer que &, appartient & la famille (22), il suffit de montrer (32) B B Cr
quil existe an moins un systéme de quantités wf (p=rt L ..m), o \ et rdet T e et O
réels, telles que o |
A (e T b b \ Br ral b1 'B"-LH“—‘] C' La
o B w - N % o
ak [ | '\». rt( ! :II o "p”ﬁ-’l i 1 o ’smp ,I:;f 'l‘lpl'
(;Jommcnf;ons par chercher un "' réel, qui vérifie ’équation (22) ou (BC,Cuya ™= B C
Pon a fait : = 3;; en groupant les termes de celle-ci d’aprés les puis- B, eran” sia Jree=l Trba-la
sances de n'+1, nous obtenons ¢ .
A © l Cr'1,f‘ ...... rta—-1,b ah
I s v \.b ] ril 2_2 Th a4 _ T s ril_| ¥ = 5 . o
i rel’r -1_i )(“ ) Auﬁ‘\r l(" _\’ft)f[ Ari'b :t:_-'\r:“,) (:lt:_'.‘bsrt’) } = 1 ( Ve = Ig et du fait que ICS
8 My 1= 1) pe e 33 et tenons compte aussi de 1a relation G, X3 = 8., . Pl
. (5=t r 1) indices a, b peuvent &tre changés epire eux, alors I'équation pr
3
En utilisant les norations (19) et les suivantes: devient - 2 g — Y ’)(:b"'—;b”r) l
— B; PP 2 (BC,)-,(E:'. _-\'f ottt — (BCG C!J'_’(:O—'\! “hi=a o
(31) = O N
Aaf' "'m_ C(ml, -+ (Brl 1 r-:_l-!‘- 1)(()nu W et = 1) =0




e =
B PEARE AR AMAYN

— . is
En particuli
| lculier, "' sera ré i iscri
A-di a réel s i ' :
s P s si le discriminant est égal 4 zéro, clest

! . -

B2 2 (B P .
o PR 20BC), (55— T ) 2 | (BC, G, (52— T ) (5 T )
i s A3y = AT ) s -

E 'Br-il_. ]'l 1) (5

e ot — l) b “ .

Pour que cet 5 .
te équation du s :
2 a econd d i )
fcel}e:,, il faut que le discriminam ne suitegr; en w '’ ait dey solutions
a une condition du méme type, c’est-a-dire pas négatif, ce qui reviend
, -4
B {9 ~ _
A’ ’ -—._,(l‘;(_,] {‘u__ -7, Fi3
4 Nyl 3 (BC (), (£ — T ) (2 — T
Dal5 =T w0 4 (B, ), (68— o) (8 — T ) —

~4 i
Lt T

> v
t._’l l — r)m" M u“) =00 (u:,z‘— ror ]’ I I[- 2 r ‘3) 5

I (4] r b cas enet
m 1)
11k ddn\ le a
)r (:('(Iall de I';'l ¢me maniere Inous 1’ ons by g dl

B, (w0t N sa =T )
(o4 ) 2(BC)Y (z0 — Ry ) (17 O (BC\, Cé)a (.‘:'l"l . ) (‘_:-. T
z <1 A

afaq T
B ] Mo
a :( r)_”_f('u') 0, {p=-r- | I |
Lorsque « — 3 |
que « — n - r, nous obtenons

B{u"2—2(BC 3
2 | LU e a2
E atn—r =0t (jjbu c’,l,-lu- r:I;:(,;_—Ign ~—1 =0.
‘n particulier, " ! : 1 I
’ , a" ! sera réel si Pinégalité 4¢
e conie i€l galit¢ précédente se réduit &
A B ens Ii,a Cb(i?dmon pour que les solutions de Péquation i
" obtenue de cette maniére soient réelles est o
§ 5 es
|BC ca b
. 0 i Cb)rr—r.'l"?l"il B’
qui est justement la iti
S condition {30), on P ilisé
e e A30), ou FPon a utilisé les notations (32}
ttme a’ (p = rf_;_c? par hypothése, de sorte qu’il existe touiotl?:';or:l; I‘J2:I1
tion (22} pour :,;.é,n)ﬁie quantites réelles vérifiant la premiere é o
e L L ”ﬂ_(,. : Tpfaxt q}u&i* ces al(p=r+41,...,n) vérifc}:?:;
aossr In Lom (p=r t+1,...,n0), résulte de | iére &
Démo::t[?s;ls surtout s1 on la considére ’sous Ia formz ;E;t_?]l)mere e
q m’ - 3
s poidri?t:?fé[;tieuqru;‘aau(gl;? glllpsofde de la famille {22) ne
e 3 . En effet, lorsque nou visis
3 ccnditfon ( Il_) o 7) c;:_ommf: dans le cas précédent? nous asrri{rlg:as'h‘_
g pacinion (1), l?u indique que le point n’est pas extéricur a 251“j
pius générale, au lieu de considérer le cas partickl'
ulier

B grie)2 92 - —
u( 3 ) = (Bca)u (:r;_ .\‘;J, r;fv') L -!-' (BCG Cb)n (famT: “v) (:{, . _\?1' ey
— 1‘? (l — & o “p) - 0’ i

a—T1 mr

Ho i o .
us considérons I'inéquation

B ol )2 c .
a ( { ) 2 (Bca)u (:ll - -\-g r,g‘U) LA ..Ii {Bca Cb)u {“c:l’ . ?"4 ‘,(v) (:b o ?.‘3 l‘[")_

~J

o Bu—| {1 —@& m a’) =0

M
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1 équivalente 2 I’équation

qui €s
T ) wrte 4 (BC, ), (s — S} (5 — ¥0)—

B (o) — 2(BC,), (G —
o Ba 1(1 - dm:" a ”‘“) li— K== (})

on est conduit a la condition
Pk b Yy —
Yo )

Bu . jesiai ')2——2(8(;‘, - :'l“i—.—\"{‘t.gﬁ")q"l atiL (B(".-C.a)a.l l(f:’)—xi_‘,_:.- {=
M at) A B, K20,

Bl =0,

i nous conduit finalement a unc condition de la forme

aick L KPB - B,

qu

r

(BC,CJ,

me nous Yavons montré plus haut

tenant compte que B {1, com y .
point respectif

lation (301, qui signifie justement que le

n’est pas extérieur a la surface (21).
Démontrons maintenant que la surfac

dans le plan de dimension r (25) est un e

que Vintersection par tout plan de laforme =

« b étant quelconques, est une ellipse.
Notons pour simplifier

qut —

~implique lare
e du second degré (21) située
llipsoide. 11 suffit de montrer
0 (cu, byc= 1,...,)

(BC, 63 v = Y-

Alors les ¢quations (21) deviennent
D, h= B, ™ st (=T 1,...,n).
Si nous interscctons cette surface par = [e==a, hyc—=1,...,) nous

obtenons
D ()2 2D, b Dy (3 = B = e ot (m—=r b b

o
Démontrons maintenant que celie surface est une

3 démontrer quela premicre des équations représent
plan des variables i, s 11 suffit de montrer que

ellipse, ce qui revient
¢ une ellipse dans le
le déterminant

, D D,
(33) >
D.a'- D .]

En effet, tenant compte de la signification de D,, et du lemme

précédent nous avons



116 - El _]l{.l CARAMAYN 20
B { ;
r+lr11 I... Jlj’r-l-l,ﬂ Cr—l-l,l Cr fh
1').“.' 1);;« o )
=8 B 5 3
1)“,. l)_;‘l [ I R I;rm ": ! ('mz Cn.’\
rola Tt Cm: Auu /]ub
Frl,h Cm“ Adb Abb
B D N
, Flar| @t 13r 1a,r i (Jr | a,u Cr-[-'x,l'
|
o l‘b
B ' (13
) aEip B e G ;
I Adb Abb rrarifp ‘l d5rte rifa Cr B.t
l rigm 't rip.a au % at
rlab T v B,é Aab /Jbb
B )
rilrs ]t BH 1, C’r-l Ve Crrl 1,¢
Igr-l Iw™ ™" ua Cmr Crn" I 3
C . 3
rijattt Cmr A.m ub
C
ot rtlb" Cr:b ab bk
| Hr* arias . ljr tari 8 Cr‘* ay cr 1a,h
i34}
Bm‘ ari - 134 B,r4p Cr 0 Cr-l B,h

Cr+ﬂ,r| ECIE (‘."55.[{ Auu Anh

—
Cniapee. C'r + B0 Auh Ahb

est un mineur principal &’ : i
r principal d’ordre ., du déterminant
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Mais le déterminant {34} est déterminant associé 2 la surface du

second degré suivante

reb b P C.‘:: e Jf" ,1,"4 H 2 (;b,r - J}ﬁ 'Jr i 1‘1‘“._| l_"“l t Abb(rl-h:'_l I

B ey

roy,rih

+ 2 Anb 0 gt = 1,

x ¢léments de

r+4& parcourent les indices correspondant au ts |
, peut s’¢crire

— ol iy : au
(34) — et qui, tenant compte des notations (19) et (31)
aussi sous la forme: :

== - -y i Lo I T a o rey L0 s ha.riy o /1 {5t |
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ou cncorc
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2, e, ) A N ) =
be ] ey ] e

(e;j-:f a, by e, f= 1, ry.

o

Et si nous notons:

NCE T Fr' h o) G ILES xt Y;_.”',
=N T (ea,bse=1,..., 1},

'_-f=,'\‘-{_”,‘."*r (f:/:a,b;,fsl,...,r':,

nous obtenons:

oll ¢, d parcourent les indices 1,..., r et qui représente un e‘lhpsgide
homothéiique & D'ellipsoide qui correspund a la premicre des équations
(22) considérée dans Uespace des variables ¢, ..., .. Donc, (34) peut
étre ou bien positif, ou bien égal a zéro, ce qui implique Pinégaliré (33)
et donc ellipticité de la surface (21},

1l ne nous reste quwa voir c¢ que
auparavant. En procédant comnie dans le cas r-
a la place de la relation (28], la suivante:

devient le cas r=n—1, exclu
n — 1, nous obtenons
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(ezlzz)subsmuant cette cxpression de « daps la premicre des équations
(2 &[’]})groqp?’nt c;nvcnablement, on obtient justement la prcmiére équa.
n ol Pon doit mettre B*=1], Le res & t
) A . i
tion (21), ot Ton do e reste de la démonstration est
; Conie:;;zrq;ﬁ;spcl theﬁl:’cme précedent pourrait étre modifié¢ de maniére
aussi fe théoreme 4. Ainsi au lieu de =0 i
‘ . ! _ : J=0 on affir i
seulqme&nt que ’l‘d matrice jacobienne ¥ a le rang r (1 - ")n:;ralt
igrr:w?n rait d’écrire, lorsque r=u, B 1 et Bv=0 (B et d’autant lon
i_mm_rlllayagnzt pas d‘e sensdans ce cas); de plus en tenant C()mpte‘.qu‘e) lllz:
précis:r(quz, sle réduit dans ce cas 4 la senle surface (21), on devrait
. : lorsque r-=7, au lieu de P’intéri ellipsor i
e s ntérieur de Pellipsoide (21), il
Avant de passer au théoré I
) éoréme suivant nous ailons ra
I3 - - —_ . CIer l ' :
;c;)ll;::sent‘anon quasi-conforme i - f(x) dans un domaine F})PC 'Y !a;grlljt ull?:t
dew 1ti[1216mblg de caractéristiques (C), (C') est une repréﬁen;ation uni-
1 ans D, qur pour tout x £/, tran ipsoi
. £ sforme les ellipsoides infinité
simaux de centre x et de caracté isti ; Ry
m : actéristiques (€} en des ellipsoi infini
tésimaux de caractéristiques (C'}, 1 C Ly
(allol) Iracteris (€'}, les parametres caractéristiqu i
cipaux p(x), p(x) étant continus dans ). anes o
N . , , .
- ?r;lénﬂiggiigss Susm qu'une représentation transforme des ellip
s s x de centre x et de caractéristi s (O ‘ -
e x et de ques () en des ellip-
eg;dﬁzizr;fi::::esutrnaux de caractéristiques (C') lorsque Ia repréqentatign
s , e et continue au voisinage de x [ ;
=5t g x et transform - elli
soide de centre x et de caraciéristi i A
ractéristiques () du voisin de x
surface de Jordan contenue ipsol e contre (o) et de
e de entre deux ellipsoides de ¢
caractéristiques (C'') et tels que | ‘ Q Nl ke
stiql ) ; e rapport des demi-axes mini
e o i que s 1-axes minima de ces
s tende 4 Punité lorsque lellipsol iti
el ‘ ellipsoide se rédui
mothétiquement 4 un point. K profie mial ve réduit ho-
Les paramétres caractéristiques principaux p, p, sont } :
des demi-axes extrémes des ellipsoides de c: e S
e () aracteristrques {C), respecti-
Theéor: o G E . .
b leeso rcmeb;). Soir =flx) une reprisentation quasi-conforme dans
Dol "denmm es 'cf{e monogénéite faible de fix) sour presgque parmu.r
s Erpsm les homothétiques aux ellipsoides infinitésimanx (15).
conforgleeflf)etc,s:np‘;irf;]u du théorémg_tz? de [i], une représentation quasi
r _ sque partout différentiable dans 7). Maij ;
point de différentiabilité, évide : sphores infi-
oint s mment elle transforme des sph infi
nitésimales en des ellipsoides infinitést S
$ . e s infinitésimaux, et en tout poi )
—en vertu du théoréme 4 — I'ens . (néite taible sc Ui
¥ \ emble de monogénéité tdui
d I'ellipsoide (15). D’a Sl e
: 5). utre part, en vertu du theoré 5 [3 i i
que le jacobien d’une repré \tati e et
sentation quasi-conforme dans D
que partout différemi de zéro,il ré itions du thécrime
¢ il résulte que les cond o3
i : que les conditions du théoreme
sont remplies presque partout dans D, ce qui démontre notre théoréme
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MULTIMIT DERIVATE A REPREZENTARILOR

ASUPRA
DIFERENTIABILE DIN Fy
Rezumal
Fie @ f(z) o functie de o variabili complexid. Muliimea
A, = n M,

E o
i ' L f(2)— f(=)
_ unde M. ¢ muljimea valorilor raportului incrementar ,

T — Iy

pentru & — I e, iar M, este inchiderea lui M, — se numeste mulii-
a functiei f(2) in punctul z, ‘Fedorov [}]). Autorul

mea derivata

extinde aceastd notiune in cazul cuaterniovmni
cu teoria functiilor de o variabild complexd, muljimea derivati a unei
functii cuaternionice regulate la dreapta sau la stinga se reduce la un
punct, iar mulfimea derivatd a conjugatei unei funciii cuaternionice re-
gulate la dreapta sau la stinga este o hipersferd cu centrul in origine;
dar spre deosebire dc¢ cazul teoriei functiilor de o variabila complexi,
muljimea derivatd a unei functii cuaternionice diferentiabile oarecare nu
mai este o hipersferd yi nici micar 0 hipersuprafatd de gradul 2. Cum
intr-un spatiu euclidian n-dimensional nu-i definit citul a doi vectori
si deci, in acest caz, raportul incrementar ce intervenea in definitia lui

Fedorov nu mai are sens, autorul introduce o noud notiune : aceea de¢
e din notiunea de muliime deri-

mulpime derivatd slabd st care se obtin
S(xy—/f(x)
E

X — Xy

lor i stabileyte cd in armonte

vatd intocuind raportul in:rementar ce intervered acolo, prin

X, xp€ L2,

Anule — Muatematica N
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Autorul aratd ci, intr-un punct de diferentiabilitate cu jacobianul
F=-0, mulfimea derivati se reduce la un elipsoid (7 — 1)-dimensional
ce intervine in anumite definigii ale reprezentirilor cvasiconforme), iar
daci matricea functionald este de rang r (1 < r <{#u), ea se reducc la
interiorul unui elipsoid (r — 1)-dimensional, infijurdtoare a unei familii
de elipsoizi (r — 1)-dimensionali (ce intervin in definifia reprezenta-
rilor cvasiconforme). In stirgit, autorul aratd ca pentru o reprezentarc c¢va-
siconformii, mulfimea derivatd se reduce aproape peste tot la elipsoidul
" 1) -dimensional mentionat mai sus.

O MIOKECTEE MOHOUEHHOCTH Abhpb EPEHTIHEY EMBIN
OTOLPAKEHIN B £,
Npathoe copepsannc

[vern wo—f(2) PYHRINT KOMIEICKCHOI G BCPeMenliono. Minecrio

M, = n M,.
° >
. g)— f{z
e M o— MioAect Bo sHaucHi fl=) '-f( ) BPIL = — 3, Ty LA
Z— 2y

M, — samurianie amtosectsa M, HasLinacTes MHOMKCCTBOM NMOHUTCHROCT
Gy f(z) s Touxe 7, (P Emopon[4]). Avrop oboduact sTo okt
AR KBATEPHHONA 11 VCTAHABTIBACT 4To, cordacio ¢ reopuell Qpyikii
KOMMJIEKCHOTG  1epeMenilors, MHQMeCTso  MOHOICHIOCTIE (103 Ha Npaso u
Ha CTCBO PEryasipioil  KaTepHltodaol  (VHKIHI KBATCPINCHOIO JIepeNel-
HOI'G — TOUKA, H 0T COHPSDRENHOIO T [PABO L 1 BCBO NCENISPHO K -
FCPRIOHEON (PVHRIUND — fIRepefiepa ¢ nearposr Boabsdde Koopillnatob,
BopALTIMNe Teopul PYRKINE KOMIECKCHOIO TIEPCMCIHOI, MHOMNECTRO M-
HOTERHOCTIL ans Bpol3eoabioil indgepeitpye ol KnatepRAoHIHOT GYHi-
HOiE — He rHOepedepd, a e Lake FHIePnonepXxiocts vrupoil crenein. A w
FBKIIOBO 2= MepHOI IPOCTRANCTEC YACTHGC BUKTO[OB IC ollpeieeli, ¢e-
AOBATCALHG 13 FAROA  cyuac  OTHOUICKHe o1 oupejieacais bEroposa
HBASETCS GeCCMBICIRIIEIM  HIAK  ABTOP BHOANT 1OBUC HOWsTHe: caabas
MOHOFCHIIOCTL, KoTOpast nosvuaercest o1 nonsing (PErtoposa, savciss ol
HOUIETIE OTTY/Aa ¢ CACAYINILIE OTHOMICIHEN JIRYX BERTOPULIN NPHBP&HLCHITI:
f(«‘f)—f(xu)__
x—X

ABTop MOKAZWBACT 470, 8 TOUKC ANPEePrHLHpYeMoUTH ¢ ka0t om J=0
MHOMCCTBEO  aafol  MOHOFCHIOCTH  CBOANTCA K {m — 1} -MOPHOMY »/LAHIL.
costy (0T HCKOTOPOro oHpeAcHes KBA3UKOHGOPMIGN oTodpaMceinn), a
CeAN PANT PVIKLEOHAALEOR MaTPHIE #, 10 MHOKCCIRO ¢1atull MOHDICH-
HOCTH — BIY Pesst TACTL r-veplioroe 20 0HIcol @, viabalouicil ceneicrna
(r— 1)-Mepuplx  3710ncona0n (07 KBANKMOBPOPMULIX  o1odpaAeni). 1
KOHIW, NOKA3BIBACICH 4 ) MI0KeCTBO  caadoil MOHOICHocTH  RBasIkon-
POPAMNOTY OTOGPAKCHIIN CBOHTCS HOUTH B CIOAY K (# — 1) -MCPHOMY 20~
AUTICOHY.

. X xOE E.z 5

SUR L’AXIOMATIQUE DE L’ESPACE AFFINE A »# DIMENSIONS
PAR

RADU MIRON ct GEORGE OPALT

On connait l’uxiomatique.de Pespace affmc an d,un(&usu‘n}s‘. lli_irl:'i
exposition logique et systématique de FC“G-FI cstJ d(_m.nee dans. artallélo_-
de P. K. Rachevskill]. ‘Dan§ce,tt_e amomathuc_,laxm.ne u{;; iclo-
gramme joue un role spécial. A I'aide de cet axiome, 01} montre g mé))e
rapporta I’addition des vecteurs, l’cnscmb‘]e des vec‘teurs‘ (‘)rmiee m:]c%mbrlcs
abélien et aprés la définition du produit des‘\re(‘,tcu'rs par ]( s
réels, celui-ci peut &tre organisé comme un espagel \iectorne 'utativité N

On peut montrer que dans un espace vectoriel la c‘omn} ite de
la somme des vecteurs est une conséquence QCS :}utre‘s c:;xu;mc;.. r;u e
conséquence implique le fait que certans des.agl()]m‘cs u I-er group
d’axiomes du systémedde \‘(’cle\;T)c;J\'ent étre affaiblis,

i es t de notre ote, _

g‘gic; ;fbtu]; }er]xsernble d’éléments, que nous appelons }’uomts! ct ‘q‘:]in.:_
nous notons avec A, B,..., A’,’B', ...L cn,scmt’)le.M orgla\fmscl par sic;é:(;nq
omes qui suivent sera appelé espace geomctrique. ous cor}. B
cncore Pensemble M M. Un.él_ément (A, ;B)EM __'A}I s%ra llotinpaagln_
et appelé segment orienté d’origine A et dextrcTrmt‘e 3. Supposons
née sur M M une relation d’équivalence . Nous avons

(i) AB:!AIS, AB'JCI) - CD L-AB, AB 0 CcD et CDJ_)EI’ - AR [»EF

Soit i Pensemble quotient (A M), Nous appeionjs .\-’ectelllrs_#c
Pespace M, par rapport a la relation ¢, les éléments de V’ensemble I,
- >

: : -
notons AB, CD,..., ou par o, Uz, - .

e rgrl:sdé?init I'égalite de deux l\'e(:tf:gr:s de la maniere habn.ucllcg

deux vecteurs T, et ., sont égaux si les ¢léments de lenscn_lblc .’-I.,'q.ui

les déterminent, coincident. En vertu des rclations | 1) la relation d’égalite

des vecteurs est réflexive, symétrique et transitive. ) .
Dans la definition de Pespace affine @ n dimensions la relation o

n’est pas complétement arbitraire.



