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Autorul aratd ci, intr-un punct de diferengiabifitate cu jacobianul
70, multimea derivati se reduce la un elipsoid (n—1 ~-dimensional
‘ce intervine in anumite dcfinitii ale reprezentirilor c¢vasiconforme), iar
daci matricea functionali este de rang r (1 < r < u), ea se reduce la
interiorul unui elipsoid (r — 1) -dimensional, infayurdtosre a unei familit
de elipsoizi (r — 1)-dimensionali (ce intervin in definijia reprezentd-
rilor cvasiconforme). In sfirgit, autorul aratd cd pentru o reprezentarc cva-
siconformi, mulfimea derivata se reduce aproape peste tot la elipsoidul
i — 1) -dimensional mentionat mai sus.
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M, — saMbIKAHHe MHOKecTBa M, HA3LIBACTCA MIOKECTBOM MOIUECHEOCTH
pyusiug f(z) B toure gy (PEaopoun [41). Avrop ofabmact ITo HonATHE
IR KBATEPHIEONA 1 VCTAlABTIBACT UTo, cortactio ¢ reopuet (pyukitpii
KOMMOJEKCHOrO  HePCeMEHHoro, MUQMCC B MOBOUEHIILCYR U1 Ha TIpaBo o
Ha JIeBo PerVSPHol KBATCPHHONIGE  QVHKIAN KBATEPHHONOLO NepeMed
HOIO — TOMKA, H 0T CONPMREEHIOIO B HPABO 1AL 108 Jeno pelyadpuoi gia-
FCPRAOIIOIT PVHRIHT ~— [irepedepa ¢ JeHTpoal 5 1auaie Kooplnares,

B pasTiine TCOPHE @VIERIT KOMIMCKCHOI) NCPCMCIHOM, MHORECTRO Al
HOFEHHOCTH AN HIPOH3RONLIOIT  AQEPEULEPYC YO KERTCPIEOUHOH (VIIL-
NIl — HC PMOepedepd, a 11 Lame [HITePIoRcpXNoCts wropoil crenei. A b
IBRIOBOIN #- UCPHOIT IPOCTRRICTRC YA THLE BOKTQIOB ILC ONIPC.C. eI, ¢ie-
QOBATCIBHO B FAKOM  COyH4ae  OTHOUICHHC 0T odpejgeacuis DEoposa
SBASETCSl BECCMBICICHILIN  HIAK  aBTOD BEOANT HOBUC TOMSTHC: caadas
MOHOTCHIIOCTL, Kotopas NoavuaeTes o1 nonstug PEloposa, zavcuss of.
ROBIEHIEE OTTY/A ¢ CACAYICHLEM OTHOUEEIEN ARYX BEKTOPILIN HPIBPAILCHNT
Fe = flm)_

Xs=Ty

ABTOP NOKA3LIBACT 4TV, B TOUKC AH@epeHlnpyeiocit © sikofsioM JF =0
VHOKCC B0 ¢Aad0it  MOHOTCHIOCTIE cooluics K (7 — L)-uepnoyy »70:n-
COHAY (0T HCKOTOPOIo OUPEACIEHHS KBAIHKONDOPMITLIN nTofipasenni), @
CeA PANT PVHRIHOHANBHON VAP F. To - MHOZKCCIBO caanoll sMoHoren-
HOCTH —— BHYTPLIMS ©acib r-Mepiora 2 0HCcon @, ol noanuel cexedictna
(#— 1)-MepHBlx  T1HIConLon (01 KBA3IKOUDOPMHLIN orodpamenuiy. 3
KOHLLC. NOKA3LIBACTCH 4’2 Aomeerno  cladoii  voHorelyocTy KBasHREO:
(GOPMHOTO OTOGPAKCHIISE CBOAMICH NOWT B CIOAY K (7 — L) -MepHOVY 34
JHACOHIY.
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SUR L’ANIOMATIQUE DE L’ESPACE AIFFINE A »# DIMENSIONS
PAR

RADU MIRON et GEORGE QPATY

On connait Paxiomatique de PPespace af_finc i d‘mu(:jnm?r;s\. lU:xc
exposition logique et systématique de celle-c1 est d«_m»nee dans r:\]li;l;c
de P. K. Rachevski[1]. Danscette axiomatique, axiome du pa o a;
gramme joue un role spécial. A !alde de cet axiome, 01} montre qT OS))C
rapport a ’addition des vecteurs, I’ensemble des vec‘teurs ormie u1;b];bl}cs
abélien et aprés la définition .dl’] produit des ‘Ve(:,tCU'I‘S‘ par ]L ¢s no
réels, celui-ci peut étre organise comme un espagcl \le(,t\orlc P

On peut montrer Gue dans un espace vectoriel 1a comm A
la somme des vecteurs est unc consdquence des r'flutres jxu{mcs. B e
conséquence implique le fait que certains deS-H}EIOI‘T{CS u I-er group
daxiomes du systeme de Weyl peuvent etre affaiblis.

Ceci est Je but de notre Note. _ )

Soit M un ensemble d’éléments, que nous appelons points c‘t .CIl'.I.L
nous notons avec A, By.... 4, B,. .. L’em}emt?le‘ﬁn/f organisé par lf:(is"ax:—
omes qui suivent sera appelé espace géomctrique. Nous consi érons
encore I'ensemble M M. Un ¢lément (A, J’B)EM . 'M sera noté ga;AB
et appelé segment orienté dorigine A et d’extrémité B. Supposons don-

née sur M~ M une relation d’équivalence .. Nous avons

(1) AB,AB, AB,CD-— > CD¢AB, AByCD et CD EF => AB » EF.

Soit i Pensemble quotient (A1 Af)n. Nous appe}on’s vecteurs :l_(_:
Pespace M, par rapport 2 la relation 4, les €léments de l’ensemble M,
respace M

b 3

que nous notons AR, CD,..., ou par oy, .. - - —_—
On définit Pégalit¢ de deux vecteurs de la manicre h‘dbll\l‘]c G

deux vecteurs T, et o, sont ¢gaux si les ¢lements de Pensemble \"-!\, qui

les déterminent, coincident. En vertu des relfations (1) 1a rclation d’¢galite

des vecteurs est réflexive, symétrique ct transitive. ' _
Dans la definition de Pespace affine & n dimensions la relation v

west pas complétement arbitraire.
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Définition 1. On appelle espace affine d n dimeusions sur le corps I'
(réel ou complexe) un ensemble M pour lequel :

— Une relation d’équivalence o est donnée sur M M, & 'aide de
laquelle les vecteurs de M ont été définis.

— DPour tour i et 7 de M est défini le produtt « 0 ayant les va-
lerwrs dans (M - Mo,

— Les groupes I, [I, Il d’axiomes ci-dessous sont vérifiés :

[eer proupe d’axiomes

I,. L’ensemble M n’est pas vide.

I, Pour tout point A2M et tout vecteur o de M, il existe au

N
moins un point B& M tel que A8 =70,
13 ¥
I;. Si AB «= AC, alors les points B ¢t € coincident,
-+ -}
I,. St AB - CB, alors les points 4 et C coincident.
> » » > — ¥
I;. 81 AB= A'B’ et BC =B'C’, alors AC = A'C".
Conséquences:
-> .
1°. Ad=A"A" pour tous A, A ¢M.
En effet, érant donné le point A’ et le vecteur A4, grice aux
-+ -
axiomes I, et I, il y a un seul point B ¢ M tel que A4 = A'B". Soit
C un point quelconque de M. Le vecteur AC et le point B’ détermi-
nent un seul point C' ¢ M de fagon que AC = B'C'. De A4=A4A'B" ¢t

. » ¥
AC = B'C’, en vertu de I; il résulte AC  A'C’. La d:rniére relation

—} Y * —_
et AC = B’C’ donnent A'C" = B'C’ er, en utilisant I,, on déduit que les
points A’ et B’ coincident. Donc 44 — A'4".

2°, Si AB ~ A'B’, alors BA~= B'A".

Considérons le point B’ et le vecteur BA. Les axiomes I, et i,

affirment Pexistence d'un seul point C' ¢ M tel que BA B'C'. De

L —— Y

-t 3

AB—A'B" et BA - B'C' on déduit a Paide de I, que AA = A'C", En
> — -r -»

tenant compte de 44 = A'A’" (conséquence 1°), nous avons A'A" = 4'C’

+ -+
et grice 4 I, on deduit que les points 4" e1 C' coincident. Donc B4 =84’
Les axiomes ],—I5 permettent de définir la somme des vecteurs et
de montrer que l'ensemble des vecteurs de M forme un groupe par
rapport a l’addition des vecteurs.
Définition 2. Soit v, et T, une paire ordonnée de wvecteurs de M et
A un point quelconque de M. (L’existence de A est assurée par 1,). D’aprés

j ST TTANIOMATIQUE DI LESPACE AFINT 7

-

1, er Y, il v a wn seul pornt B€ M 1ol que AB =T, et un seul point CeM

tel que BC = T, Le vecrenr © = AC est appelé la somme des vecteurs v,
et Ou. On derit:

—_ -

. S, +7,=7, ou AB + BC= AC

A Paide de I, on peut déduire que la somme des deux vecteurs ne
dépend pas du cheix du point Ae M.

-+
Définition 3. Le wectenr AA est appelé le wecrenr nul de Pespace M.
Cn e désigne par O.

ol

D’apres la conséquence 17, AA = BB, pour tout B¢ M.

—=

]
Définition 4. Le wectenr BA est appelé DPopposé dt vecteur AB et

-+
nous le désignons par — AB.

_— =

r L et 4

D’aprés la conséquence 2°, de AB = A'B° on déduit B4 -- B'4

pour tout A" ¢ M, ‘

Théoréme 1. L’ensemble des wecteurs de M formz un groupe par
rapport ¢ Paddition des vecteurs. o

En effet, pour démontrer P'associativité de la somme des vecteurs,

nous considérons un point 4 ¢ M. Grice aux I,, I;et a la formule (2) on

peut écrire Ul——AI;, s =BC ¢t U3 =_(§1_5 et il_?rs (5_1’-+—?_Jg)_>+33-—;(z4—f}3“.: Bé)_j—
LoD - 4G4 CD - ADet7,4-(5.--T5) — AB+(BC+CD)=AB+BD=AD,
pour tout point A ¢ M. Donc
3) (3 + T) + Ty = Ty + (B2 + T,

Soit maintenant I un vecteur quflconqui de M. En considéran‘g_’un
point quelconque A ¢ M nous avons AB=7, BB=0 et donc 1+ 0=AB-+
! BB -AB=7.

3 -+

Enfin, Poppos¢ du vecteur AB =17 est le vecteur B4. ¢ q. f. d.

En général ce groupe n’est pas commutatif. Si Pon impose que ce
groupe soit commutatif on a

*) AB = 6-} => AC = BD (’axiome du parallélogramme de I'axi-
omatique de Weyl)

’ * - —+ -+ v
En effet, de AB = CD et AB ¢ BD = ACCD, grice a la com-

-

mutativité de la somme des vecteurs, on déduit AC =BD.
Réciproquement, si I'on suppose la condition (%) vérifiée, alors la

somme des vecteurs est commutative, L’affirmation résulte de la relation

~+ -+ —_—p
AB + BD— AC | CD et de la condition (*).
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Donc, pour montrer que (*) ne dépend pas des axiomes du I-er
groupe, il suffit de montrer qu¢ la commutativité de la somme des vec-
feurs n’est pas une conséquence de ce groupe d’axiomes.

A ce but, nous allons utilliser le modele suivant,

Soit G un groupe qui n'est pas commutatif. Nous notons les ¢élé-
ments de G par A, B,..., et nous les appelons point de G. Les éléments
de Pensemble (7 - G seront notés avec AB, CD,... et appelés segments
orientés de G. Nous dirons que les éléments 4B et CD sont en relation
o si A 'B-C ' D [(en considérant Popération de ().

I résulte immédiatement que o est une relation d’équivalence. Nous
notons avec ok 'ensemble (G~ G) . Ses éléments seront appelés vecteurs

b v

de G et notés avee AB, CD, etc. On peut établir que les éléments de
G (== M) verifient les axiomes 1, Is. On peut définir ia somme des
vecteurs de G a Vaide de la définition 2 et on démontre, sans aucunc
difficulté, que la somme des vecteurs n’est pas commutative.

[I-éme groupe d’axiones

II[ o (51 —I_E'.z) —= [.!5] r[?z, pOUl‘ Tous (te I' et 51, E_"z de A/I.
I1, (a7 = v -k fo, pour tous «, €/ et o de M.
I, ¢g == T, ¢ étant Pélément unité de [

)

II, 0 (7) = («f) T pour tous «, €[ et o de M.

Théoréme 2. La sowme des tectenrs est commulative
() Ty Ty =Ty

En effet. grice au théoréme | ¢t aux axiomes I1,—II, on peut écrire

(e-e) (T, + o) = (et )0 (¢4 e)Ty=y 4Ty -k Tpd Ty

et d’autre part

(e +e) (T4 Ty —e(@ 17+ (e 4 To) =0y A Ty Ty g

On a donc: o, -- 5 t oy bFTa=0y ¢ Ty o)+ Jd’ou Pon obtient (4).
On peut affirmer maintenant que Pensemble des vecteurs de M
forme un espace vectoriel sur le corps /"
On introduit, comme d’habitude, les notions de combinaison linéaire
et de dépendance et indépendance linéaire des vecteurs de Al

III-éme groupe d’axiomes

I11,. (L’axiome de la dimension). Il existe toujours dans Pespace A
un systéme de n vecteurs linéairement indépendants, tandis que » -1
vecteurs quelconques de M sont linéairement dépendants, » étant un
entier non négatif.

A e LT ARTOMAT G B IESPALE T AFFIN Ly

Avec Pintroduction de Paxicome 111, Pensemble M peut étre défini
comme un espace affine a n dimensions sur le corps [ et nous le notons
avec A, . )

Observarions. 1°. Nous avons considéré dans M le produit a gauche
d'un élément de /' et d’un vecteur de M. On peut aussi considérer le
produit & droite d’un ¢lément de /' et d'un vecteur de M et construire
’espace A’,. En vertu de Tlisomorphisme i Z i, les deux espaces,
identiques Jdu point de vuce algébrique, peuveat &tre considérés, identi-
ques aussi du point de vue géométrique. . ' ‘

2° Dans A, , on introduit, colame J’habitude, la notion de repere.
Les points et les vecteurs sont alors caraciérisés par les n-uples ordﬂon—
nés de nombres de /. Les changements de repére en A, peuvent Ctre
aussi caracrérisés par lus transformations du groupe affine.
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ASUPRA AXTOMATICII SPATIULUL AFIN » DIMENSIONAL
Regamat

Tn aceastda Notd se da un nou sistem de axiome pentru spatiul afin
a-dimensional in care vectoril sint construiti in spatiul pqncrual cu aju-
torul unei relatii de echivalenid, jar grupa intila de axiome cuprinde
axiome mai slabe ca in cazul sistemului loi Weyl [1].

O AKCHOMATHED a-MEPHBEN ADOUHHDIY [TPOCTPAHCTH

KpaThoe colepaiajine

[Ipe 1naracrost HOBash CHCTENA AKCHON A1 APHUHHOIO - MEPHUTO
APOCIPANCTEA, B KNTOPOM BERTOpLI HOCTPHERD B TOHCUHOM APOCTPABCTBE
HpIE OGN OTIOIeIiTg  YRBIBaICHTHOCT, a neppan UpyMIA AKCHOM OX-
BITHIRAC T AKCHOMB  Sodee c1adbic, uenM B Clyuae cucrevin Beitase {1].



