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SUR UNE CLASSIFICATION DES CORRESPONDANCES
PONCTUELLES ENTRE DEUX PLANS

PAR

1. CREANGA

On sait que Pécole de Bologne, conduite par Mario Villa, fait la
classification des correspondances ponctuelles entre deux plans suivant
les divers cas que peut présenter P'équation des directions caractéristiques.
Nous proposons une classitication différente basée sur la notion de
torsion d'une correspondance, introduite dans nos travaux antérieurs |1, 2],

Soient « et 7 deux plans et C une correspondance ponctuelle ré-
guli¢re entre = et 7. Soient Oet O deux points correspondants dans et
respectivement : dans des repéres affines convenablement choisis, la cor-
respondance peut étre représentée dans les voisinages O et (), par les
développements :

Py - 3 5 AFT

3 i o Lo
o S O{I}j:".‘" Lo,.., 3¥=54  a H54-...

oul (£,:2) et (¢1,%%) sont, respectivement, les coordonnées des points M
et M, correspondants dans les voisinagesde O et O et ou on a adopté la
sommation des indices muets.

Les directions caractéristiques sont celles ol sont conservées les
inflexions des courbes correspondantes en O et O. Leur équation est:

(2) a2, (3% 4 (a2, — al) (£1)2 88 — (2a3, — a3 #* (39)% — al, (2 = 0.

~ Selon la nature des racines de P'équation (2), on ala classification
suivante:
15. Toutes les directions caractéristiques sont réelles er distinctes;
on peut prendre deux d'entre elles comme axes du repére, donc

(3) ay, = ay, = ()
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et la troisicme direction sera donnée par

(4) (2a2, —al )} — (20 a2)&*=10.

23 Deuy directions caractéristiques somt imaginaires-conjuguces ¢t
une réelle; dans <e cas on choisit les axes de telle manicre ue:

(5) @Bo= gl = 2al,, ek =gl — 2ui..
La direction réelle est

(1) e ::'__, X (),

40 Une direction caractéristique est double; en choisissant les axes
convenablement, on peut faire:

(7) adj = ay =0, 2a?, -l

(51 =0 étant l2 direction simple ct 2 =0 la direction double].
4°. Une direction caractéristique est triple; alors on peut prendre

2 2 N ' T
(8) aq, < 243 @, = 2a;, - aj, =},

la direction triple étant =2 — (.

. 52, Les directions caractéristiques sont indéterminées; dans ce cas
on doit avoir
M a2, = al, = 2a}, — alym 2a%, = a}, = 0.

Rappelons encore la définition de la torsion d’une correspondance
entre deux plans, On prend dans les voisinages de O et O deux couples
de points correspondants P, P et 0,0 et on considére les vecteurs

v b * * -+ 4
(10) OP 1 0Q=O0R, 0P 00~ OR.

Iin général, les points R et K ne forment pas un couple correspon-
dant. Soit donc R, le point correspondant de R. La partie principale de
la différence

»

- 3
(11) OR, — OR - RR,

est ce que nous avons nommé /a torsion de la correspondance en () et
0, suivant les directions OP et OQ.
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(12) rlamal gl #...,10= a2t o

ot &, :? sont les coordonnées de P et y',,* sont les coordonnces de Q.
En gardant seulement les premiers termes des développements (12}, on
obtient les composantes de la torsion.

Il v a en général un sevl couple de directions en O dont la torsion
est nulte. Lorsqu'elles sont déterminées, ces directions sont données par
Iéquation
(13} (a), a3, —a? al,) (&Y (a), a2, —a3 al)s! & "a:._,a':iz—a'—l’zagz) (545%==0 .
Suivant la nature des racines de I'équation (13) on peut faire la suivante
classification des correspondances:

1v. I’équation (12) adeux racines réelles er distinctes, Dans ce cas
on prend les directions correspondantes pour axes ¢t on obtient

149 a:Q a'f, =),

On peut nommer ces €as: le cas hyperbolique.
24, L’équation (12) a deux racines imaginaires; alors un choix con-
venable des axes permet de faire

1 2 ¥ e w2
{15) al, = —az,, 4 =—05.

C’est le cas elliptique.
3r. L’équation (12} a une racine double; alors, choisissant $-=0
pour la direction double, on aura
\ 1 - a2 =
(16) al, =aj, =0,
C’est le cas parabolique.
1h. Les directions de torsion nuile soat indéterminées quand

1 1 1
(173 ay Ay e
[ : Y=-7

ay ap, Iy

Dans ce cas, pour chaque direction OP,ilya une direction OQ, telle

que QP+ OQ corresponde 2 la direction OP + O0Q. Ces directions sont
en involution ; 'involution est donnée par

(18) iyt (r{‘,:“ A4-ab, 52 = — a:| gl 22,
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On obtient les ¢léments doubles pour
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10 j r‘_, — @l
et ceux-cil sont
1V2 1 gl

£st aky, tif= fr}_, — {ai, apna, et
f24)} > _
- ! : | T N =k

(3l = —al,, 132=aj, | (al,)t —ay -

En combinant les deux espéces de classifications, on est c_:om‘iu;t
aux cas particuliers de correspondances pour ]_esguclles les directions d¢
torsion nulle sont aussi des directions caracteristiques. = L

10, Dans le cas 12, les directions caractéristiques = 0 et
sont en méme temps de torsion nulle, s ’'on a en outre

(21) at; a':i_ — 0 et a @i, = 0.

Alors les formes canoniques des correspondances en O et O, jusqu au
voisinage du 2-e ordre, ont 'une des représentations sulvantes:

(22) Sy, =20 B4 a ()
(23) Tt a3 B Eeb (55

(24) Doy g, Pe20508
(25) o= il (BP 2,80, P

Quand une seule direction caractécistique coincide avec une direc-
tion de torsion nulle, soit &' =10, les équations de la correspondance

revétent, jusqu’au second ordre, 'une des formes:

G T - 3 -] =2 2 o2y

(26) Bl it fal (52, 2= 2a, 51 3 A a5

Ou 9 7 1 2

; ; T 142 ooz 2o 3o 2an, 00 5T
(27) et g af () 20,5, s ST

o0 Pans les cas 22 et 20 (quand les directions imaginair’eg conjuguées
de torsion nulle coincident avec deux directions caractéristiques), on
doit avoir

i P om g2 =gl
— —al,=aj,, @p="0,7 %

r i l
(28) ag,

La correspondance a la forme (au vOISINAage de 0):
: 21 a2 1 o[22
S—=3 4 ab (31 2a] A2 —al (2,

(207 S—
' Th= E"\—ab(:“i)g 4= 2aq) 2 apls
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3", Dans le cas 34, quand la direction caractéristique double -2 =0
est en méme temps une direction de torsion nulle, celle-ci est aussi
double; nous avons alors

£ 2 e gl gt — gl =
(0] as, = ajl, = aj, = dj, 0.
La correspondance a la forme
(1) =l sl 4 2(!{231 2, o “‘2.2 (:—)

Dans le méme cas 3%, quand la direction caractéristique simple
O coincide avec une direction de torsion nulle, on a

di, = ay, L, 0 et 2a;, = a) ou

(32)

P N 48— pl
al, = a,, -a, =0 et 2a,=a)

ct, respectivement, les correspondances sont:

(33) gl=zlpal (3D, = tatEd @2, (%)% ou
{34) sles sl o) (37 4 20,8187, o= #a) e

inversement, une direction de torsion nulle, double est toujours
unc direction caractéristique, parce que, selon 3P, on a dans ce cas:
al, =a? =0 (la direction double étant 2 =0) et I’équation (2} des
directions est satisfaite par £ = 0.

4, Dans le cas 4°, pour que la direction caractéristique triple 5 =0
soit aussi une direction de torsion nulle, il faut

[

(36) =gl 4 2al, 502, 2= al, (5" 4 2a], (2)

”

5. Dans le cas 3, quand les directions caractéristiques sont indé-
terminées, il v a une seule direction de torsion null=, double, donnée
par I’équation

(37, st el 2= 10.

On peut prendre cette direction comme axe =0 alors af, ~ 0 ¢t
par suite, la correspondance a la forme

38" Sl 510 $1ER. B2 iR g 21)2
(38) Floam 31 op 241, 3158, B2 =324 2a] (51)2.

B Dans .lc cas 4> on les directions de torsion nulle sont indéter-
minédes, les directions caractéristiques sont données par les équations
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(39) al (51 4+ 2af, 8 al, (2P =0, s 12

Si (al ) —ay, ) . (0, on peut prendre les axes dans les dircctions
\ - itre équation ; onséquence
caractéristiques données pat la premicre €quation; en conseq

P N )
(40) al, = al, = ajy = (

et les équations de la correspondance sont

tre
I
[
r
[
r
5
[
=
—z
[~
fr
i
5

(41) FLSEL
Si (a'i_;-ﬂ-—a}la_'u,_ -0, on peut prendre

T = 1 ={-{ :'{2_I=H}_:[},
(42) @y, = Ay = 45 = Oy 22

. L L ‘
Alors =2 — 0 est une direction caractéristique double et 3 = 0 c;l
'autre ditection caractéristique. La correspondance se¢ prescnie  sous a

forme :

. | £ — 2 as (;2)‘.’
i \ = L g 2, (8
(43) : > 1
Si (al)f—a), dn ~ (), on peut mettre:
. — 1 -
a, = O3 al, = dys

. o Y
il faut encore que: ap, = 0 et a? = a3, (

La correspondance est

(44) 3 =3 Eal (S A (2], #=1I

H H p 3 a Goaetoi—i
79, Dans le cas ou sont satisfaites 5% et 4" en‘scmblu, Ldeht a q_lrc
quand les directions caractéristiques €t aussi les du;f:ctu;lr;s nfll%togimll'l\
ipdé iné : s af so g ¢
nulle sont ipdéterminees, alors tous les coefflcn;:ntqdu” s
L N
- i identité jusqw’au second ordre.
correspondance est une iden ) ’ ‘ -
’ C?cs considérations peuvent cire stendues aux correspondances entre
les cspaces & plusicurs dimensions.
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ASUPRA CLASIFICARII CORESPONDENTELOR PUNCTUALE
INTRE DOUA PLANE

Rerzumat

[n aceastd Notd se introduce o clasificare a corespondenielor punc-
tuale intre doud plane, local pentru o pereche de puncte corespunzitoarc,
bazata pe nojiunea de torsiumne a corespondeniei. Aceastd clasificare cste
diferiti de clasificarea obrinuid de jcoata din Bologna.

runctul de plecare este ecualia de gradul al 1I-lea (13}, radacinile
circia reprezinta directiile de torsiune nuld. Clasificarea se face dupi
natura radacinilor acestei ecuatii. Combinind clasificarea dupa direciiile
caracteristice, cu aceastd uliima clasificare, se dau cazuti particulare de
corespondente in (2/), (20}, (31), (3], (367, (38).

OTHOCTUVTE LY BIACCHD AT TOMLEYUTTRE COOTBRITTCETTT MEALY
ABVMST IO RO

WpaTkoe colepranie

B 910fl J@ACTRE  PACCMATPHBACICS, (LA TR CCHQURIIG TOiedin
COHUEBETCILINT MOAUIY LBVATR TTUCKOCTINIL,  S0KAALID, U HAPLl COOTECT
CTEVIOIEES THUCK 1T GCHOSATIAS 11 ITTHe  KPYUECI CODIBCTCT . Jra
KaaCCH(PIRANNS  CHpEIeres  KIaccnpusanci FeOMe TRHUCCRONT IR0
Bo o,

[lexaanres s ypasielnst 2ropors HopsARa (13), kopng  sorpoil
Hpe LCTaB sHuT FEHIPRBJIVHEES HYACBOL)  RPYULCHis. Kanceignrganns nposo-
WICR 1o BPHPoAE 9Tl Kopret. Komdnnnpys KAACCHHKALLIO T XApak-
TCPRCTHICCHIAM HANPARICHIBIAL ¢ 2T0fl nocieuled KOACCH KA THeIL UPHEO-
Aslicsl ueerie cayaan coorterersuil B {27}, (29), (31, (33}, (36), (38)



