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1. Introduction

Par definition {voir {10, &, 6, 11]] 'espace symplectique 8Sp, est lespace pro-
jectif 4 trois dimensions dans lequel on prend pour absolu un complexe linéairc, non
spécial, de droites, ou, ce qui est la méme chose, une corrélation nulle. Dans cet espace
opére le groupe & dix paramétres des homographies qui laissent invariant le complexe
abselu, nommé groupe de transformations symplectiques,

Les repéres symplectiques [11] sont les repéres projectifs A, A, A, A, U
dans lesquels Péquation du complexe ubsolu prend la forme canonique

(1.1) Pt pH =,

ot pif (1, 1 =1, 2, 3, 4] sont les coordonnées pluckericnaes d'une droite; la corréla-
tion nulle absoluc est alors

(1.2 fma, s =, L=, F o= =3

Four ces reperes, qui dependent aussi de dix paramorres, les droites AIA2 et .-43.4

sont conjuguées par rapport a la corrélation absolue et les droites A|A3- A4,
: 4

A4, A,4, apparticnnent au complexe absoly. §i on tient fixes les points fonda-

mentaux 4, , 4,, A,, A, du repére, alors le point unité U décrit la quadrique [11]

(1.3) xl xl—x3 il =4,

cette équation érant consideree dans un repére quelconque avant les points fonda-

mentaux fixes considérés,

Les équations de mouvement des repéres symplectiques sont

(1.4) dd, = w! A (hi=1,2,3 9

T 1 I
et les cquations de srructure sont
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Ine

(1.5) dunfm! i, iy G, 5 k=102, 8, 4

Les r..,’-' sont des formes de Piaff, dépendant de dix parametres. Bn dorivani gue
le dépla.ement (1.4) du repure c:t symplectigue, on obtient |5, 1]

. . | . . . :

(1.6} m.ll -+ mi = . mi = 1--: ) ol = — ) 'l.‘: + 'H! =0, wj=— s rull m-f.
relations qui aractérisent un deplacement symplectigue du rcpere.

Rappelons  encore un résuttat important : deux droitos générigues o, {p iyt
d.,, (gii) ont un invariant svmplectique ; c'est [e birappost obtenu en intersecrant les
droites d, , d, ¢t leurs conjuguées par rapport & [a corrélation ahsolue dp, dys qui ap-
particonent 4 unc méme demiquadrique, uvec ure droite auelconque  qui sTappuie suf
clles. I’expression de cet invariant est [10] :

plagh2 4 pl1g2i4 pi2 gt 4 p2igld pl2glz — piight

(1.7) == — e
Iple + pii) (gl2 + g%
es apparticnt

Cet invariant prend des valenrs singulieres [0, 1.00) si une des deux droit
drottes sont

au complexe absolu, xi les deux drostes sont conjuguées ¢t =i les deux

incidentes.

Terminons ce bret rappel des notions fondamentales on indiquant dans I'espace
_symplectique une classe imporante de variétes. Ce sont les variétés qui colncident
avec leurs conjuguées par rapport a 1a correiaion absolue et gue nous avens appelées
variétés &, Un theoreme sur quelques varictes S répglées a é1¢ démontre dans {111

2. Le repére canonigue. Le théoréme fond amental

2.1, Soit ~ une surface de Pespace Sp; et M un point de cette
surface. Nous nous proposons d’étudier la géomctrie différentielie de la
surface ~ en employant la méthode de Cartan. Nous avons alors a fixer
le repére canonique de la surface, Considérons d’abord les reptres d’ordre
zéro attachés au point M de . Ils seront par détinition les reperes
symplectiques ayant leur coint A4, au point M. Ces repéres dépendent
de sept paramcltres secondaires d’ordre zéro. En notant par 3 un dépla-
cement dans la famille des reperes Jordre zéro écrivons al = /(0] ;en
tenant compte que la condition de fixité d’un point M est dM = oM,
on a, avec les équations de mouvement (14

(2.1) = Ti= = 0.

car 4, est fixe pour le déplacement 4.

It suit que les ptaffiens principaux d'ordre 26r0 sont o, ol -
En supposant o} et oy linéairement indépendants, on peut les prendre
pour pfaffiens principaux de la surface et on a alors

(2.2) b= am?d by,

Nous fixons ensuite les repéres du premicr ordre par la condition que

le plan A, 4, A soit Ie plan tangent a la surface en A,. D'aprés les
formules (1.4) cette condition revient évidemment & a = b =0, ou
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(2.27) ! =0,

Les reperes du premier ordre ainsi
¢ rdre ainst obtenus dependent 5
. ) L C Tara-
métres secondaires, l © e
Faisons encore quel iti
. ( ques remarques sur la pos ¢ repc
premier ordre. A la surface Y et er d"ane e Bk B
| : re. A H 2 on peut aszocier d’'une maniére naturehe
5 sur acef__ » peonjuguéet @ X pur rapport 2 la corrélation absolue.
i?ft‘te' surface est décrite par le pole du plan tangent & Y. D’apres la
cie inition des repéres symplectiques ce pole est le point 4, des reperes
du premier ordre. Des Formules (2.27) et {1.6) on a ‘

(2.3) wid -0,

done, d’aprés il angent &

A [t ? .1;4| le plan tangent & ¥ en A, est le plan Ay A, 4, qui est
], ment le plan polaire de A, dans la corrélation nulle abseolue. TI
s’ensuit gque la surface conjugude a Y est justement

;. Les points A et A, des reperes du premier ordre sont donc con-
PE ement déterminés. Les droites 4, A, forment une congruence intrin-
scguemem ]Fee a la surface ct dont les nappes focales sont X et M. En
méme temps A, A, définissent un champ de directions de fa surface

N = r ] - . ) -
?Ul sera appelé champ des dirzctions principales. Les courbes de la sur-
.gce!ta::jgentes aux directions principales sont nommées les conrbes prin-
E;p;z) eisl e IT surface ; elles forment une famille simple de courbes. De

k. résulte que, par rapport aux reperes d i ; :

! | ré ' : u premier ordre, leur équa-
tion différentielle est: : . e

(24) m? = ,‘

. g
1{')um manicre analogue on aura des courbes principales sur la sur-
ace N .

. Zi ‘l’assoqs maintenant a la détermination des repéres du second
0 ui:. cet effet différentions extérieurement (2.2}, en tenant compte
es équations de structure (1.5} et de la coadition (2.2'). Oa obtient

[:r)'f: m:” | [rlJ:]i, 1');1 ():

..
ot avec le lemme de Cartan

2.5 = ;2 :

( J |-.2 g rl)'l’ —: .”"'-": 3 (u;: =5 " -.if J'!r;‘: a

Nous av . . o
avons ainst obtenu les pfaffiens principaux du premier ordre.

Maintenant, en diffé ) o1l

i 3 1iri¢rentiant exterieurement 2.5 n o

compte aussi de (l.ﬁl et d: (2...'-} I, Ot a { . ) o o
¥

i3 50 o derd—2 o
3 Do o Ao, 2 3 21 e 3 ;
2P AT I G el '.'-': gl — rmg se]=0,

1 f "
[d‘u 24 Im{ — m{} o

21 y
yed] b [dy A vt — Jrei, o8] =0,

o3

1
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En appliquant de nouveau le lemme de Cartan, nous rrouvons, €n
tenant compte de (1.6}
d; - 3i.n_:: — /'.r.ug:-— 2 ,muﬁ = Amf -4 Bw‘?,

; ", , 3
52_6| du i 2]“ (u;} "—rng} J'-'u:-; = Bro‘f t Clr)! .

dl' |-- r'm: - 3 |'m§ = Cu)? %— 1){.-)":‘ 5

lin considérant un déplacement & dans la famille des repéres du
premier ordre, en notant ={ = /() et en tepant comple de {2.1) on 2

di 43— 2y — 2uad = 0,
{2.7) l dud 2p () — afl — rad = 0,
l drt-ra; 3rag= 0.
il en résulte
(2.8) 5 (v — ) = 4 (ir 1) (S —

donc la relation ir— 2 =0 est invariante. Ce cas sera exclu dans la
suite. Pour 1= caraciériser géométriquement, considérons leslignes asymp-
totiques de la surface :

(2.9) rv;‘f UJ:é T~ .rr_;’: {l):.!_ - 0.

Avec (2.5 cette équation devient

{2.97) ’ {f'i%)z A 2 -”"'.i n:‘? i 'fr-)? _.2 - (),

Donc, fa condition ir— n? =0 caractérise les points paraboliques «t

nous avons exclu les surfaces développables. ’
En revenant au cas général, les équations (2.7) montrent qu'on
peut figer les repéres du second ordre par les conditions

{2.10) n=0, j =—p=1L

La condition « = O a une interprétation géométrique simple. Elle mon-
tre que le réseau d’équation
{2.11} ruf (u‘.:l' = (}

]

formé par les lignes principales et les lignes tangentes a Ay A, est con-
jugué. Donc les droites 4, A, des reptres du second ord e sont les di-
rections conjuguées des directions principales. Elles nous donnent une
nouvelle congruence intrinséquement liée 4 la surface. ' o

Quant aux conditions 7 = — »r =1, elles fixent le point unite d'un
repére du second ordre. A son sujet nous pouvons maintenant dire seu-
lement que sa projection sur A, 4, s¢ trouve sur une des tangentes
asymptotiques. En effet, dans les reptres du second ordre, le réseau
asymptotique est donné par
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(2.9 (2) — ()2 = 0.

On voit donc que le groupe des déplacements entre les repéresdu
second ordre n’est pas connexe; on peut voir qu'il a quatre compo-
santes connexes entre lesquelles nous choisirons une (c’est-a-dire, nous
faisons une opération d’orientation).

Nous avons obtenu sur la surface N deux réseaux importants: le
réseau asymptotique (2.0} et le réseau (2.11)} formé par les lignes prin-
cipales et leur trajectoires conjuguées et que nous appellerons réseau de
courbure (de premiére espéce) de Ja surface. Un troisiéme réseau, dont
la considération s’impose, est le réseau harmoniquement conjugué avec
les deux précédents. I sera appelé résean caractéristique de Ja surface
et son équalion est

(2.12) (o 4 ()2 = 0.

La droite A, A, des repéres du second otdre est auss) bien déter-
minée car, par la définition des repéres symplectiques, elle est la con-
juguée de A4, A, dans la corréiation absolue. Elle est susceptible sur ¥

de la méme interprétation que nous avons donnée pour A; A, sur ¥ .
Dans les reperes du second ordre les retations {2 5) et (2.6) devien-

nent

:2.5‘) T ':i’ =y

et

{26} 3 ) -ug - Am;-l— Bm]’ s n}g= Bmf—!— Cm?‘f, 3mg-—su§ = Cm'; : Dm]! ;

Les relations {2.6') donnent Jes pfaffiens principaux du second ordre.

On voit aisément que pour un déplacement § dans la famille des
reperes du second ordre on a Jw? = dwd = 0. Ces relations s’obtiennent
en calculant avec les équations de structure do? = di;(8) — dw?(d) et
di} — did(d) — Swd (d), ou d est un déplacement quelconque et en te-
nant compte que les pfaffiens principaux du premier et du second
ordre s'annulent pour 5. Il suit que w] et «} sont des formes invarian-
tes du second ordre de la surface,

Remarquons encore que le choix précédent des repéres du second
ordre convient micux pour les points hyperboliques de la surface (voir
Péquation (2.9")) mais, si nous acceptons les quantités imaginaires aussi,
il reste encore possible pour les points elliptiques

2.3. Les repéres du second ordre définis plus haut dépendent
encore de deux paramctres secondaires. Pour les fixer, il faut fixer les
positions de 4, et de A, respectivement sur A, A, et 4, 4,. Cette
chose peut éire réalisée le plus «imple, en prenant pour 4, le deuxiéme
foyer de la congruence 4, A, (le premier est évidemment 4,) et pour
A4, le deuxi¢me foyer de la congruence A, A, (le premier est évidem-
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ment A,). Nous obtenons ainsi le repére canonigue e la surface, qui
est du troisicme ordre.

Pour obtenir les conditrons analvtiques qui caractérisent le repére
canonique, envisageons les foyers de la congruence A, Ay, Ce sont les
points A, et CA, 4+ A, et on voit que pour fixer le reptre de la
mani¢re indiquée il faut prendre C = 0.

Analoguement, prendre pour A4, le deuxicme foyer de la congru-
ence 4, 4, revient & prendre B — 0. Ainsi le repere canonique est dé-
terminé. Les formules (2.6') donnent maintenant
'_2.6") rnr‘,:, L U, (1111 J I)r')': I Qn’l)? ) m::g I)rl)? '!' 3 Qun:: A
ot P= A/8 Q- D8 sont des invariants du troisitme ordre de la
surface,

En différentiant extérieurement la premic¢re formule (2.6}, on a
avec les résultats antérieurs)

r"l‘f, ('J:?] — {m:: 3 ml] = 0_,

d’o0 avec le lemme de Cartan, on obtient

{2.13) u)!, = arn}% + ﬁr-)? ) m:i = ;'(H'l" o r(ru:: 3

donc w!, " sont les pfaffiens principaux du troisi¢me ordre et o, fi, 5
les invariants du quatriéme ordre de la surface.

Les formules de Frenet de la surface sent alors
dA, =(3 I)r-J:f -+ Qar):;_\.fx,l = ru%.’q2 : I'l]:: AS‘

:l’A_J = -_’rn-)i" '!" ;'f-'um: Al (\% I)f”’f ! Q”J";) A "y ‘E‘ I'J'f /‘;: Iy

;:2.[4) 2:4 =, 2 4 { P2 AN A 34
4 3 E (nl ] ”)T ’{‘ N ___gnl‘l) :;—" r'll 10
dA = — (”:Ig A,__ = (J-‘n].f _— ﬁ(r)":) A:; - (I)Ul‘f '% 3 Qli):") A-l )

Il est intéressant de remarquer que dans la théorie précédente les
surfaces réglées ne constituent pas un cas d’exception, comme il arrive
par exemple dans la géométrie projective. La théoric des surfaces ré-
glées, regardées comme variétés ponctuelles, est contenue dans le «cas
général étudi¢ plus haut, Il est d'wlleurs simple de trouver la caracté-
ristique analytique des surfaces réglées. Si F'on cherche les conditions
pour que le plan osculateur d’une famille de lignes asymptotiques 501t
indéterminé, on trouve

(2.15) P4+-Q=0o0ulP—Q=0

Les surfaces réglées sont caractérisées donc par P?= 7% En par-
ticulier les quadriques soni caractérisées par I'ensemble des conditions
{2.15), donc par P = Q =0,

2.4. Etudions maintenant la question de la détermination d'une
surface. Nous déterminerons la surface en déterminant sa famille de

LA DE O, 120y U R A B TvND Lo5p 1.3

repéres canoniques. Pour obtenir cette famille 1l faut, d’aprés la théorie
précédente, considérer les dix formes de Pfuif ../, composantes du dé-

placement infinitésimal symplectique le pius général, qui dépendent de dix
variables et chercher les solutions 4 deux dimensions - avec [m?, wi]+0

du systeme Pfaff suivant

g h &
m]‘ = (i, ,.;,_’g =, oy = e er::, (u:_f = (),
N | 2= > 2 1 3 3o 2
I_2.]h) = 31 S le B tln T [ r-.I I %O 9
mé = ftf')fl?' b B = :-/;)? = (ur.)f ,

systénie qui est a huit équations et & quinze variables (dix gui entrent
dans les /7 et cing coelficients). De la théorie des systémes de Pfaff

en involution on sait qu’aux équations (2.16) 1] faut ajouter les équa-
tions du second degré, obtenues en difiérentiant cxtérieurement {2.16).
Dans le calcul nous utilisons les équations de structure du groupe sym-
plectique (1.5) auxquelles satisfont les «/ et, bien entendu, tes condi-
tions (1.6). On obtient d’abord les formules

:217) {n"m:f = - QQ [ru’f, ( q] 3 dm:: = 2_’) [; s "’:.l:

et puis les équations cherchées du second degre (seulement quatre sont
indépendantes)

AP, ) 4 [dQ i) — (4 PQ 4 i+ 1) [, o) = 0,
[P, ]+ 3[dQ, it} + (& PO — 3 4 1) [, mf] = 0,
[, o) + [dfs, ol] — 4 (aQ —2 AP} [e?y ] = 0,
[de, ] — et ] — 4 (0P 4 250 [, ] == 0,

2,18}

Les solutions du systéme extérieur (2.16), (2.18) introduites dans les
formules (2.14) donnent un systéme de Pfaff complétement intégrable,
dont lintégrarion détermine une surface et sa famille de reptres cano-
niques jusqu’a un déplacement symplectique dans Pespace.

Il suit que Pérude du probléme de lexistence de diverses surfaces,
caractérisées par des conditions finies ou différentielles imposées aux
invariants revient 4 I’étude de Pinvolution du svstéme formé par les
équations (2.16), (2.18) et les conditions impos€es.

La question de la détermination des surfaces peut étre posée aussi
d’une autre maniére. Si pour une fonction , définie aux points de Ia
surface, on pose
(2[9) df! = ff 1 (u‘)if -‘:— (/)2 (1)? 3

T

alors les dquations {2.18) reviennent a
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3P, —Q, - 4PQ+ R+ 1=0, P,—30,—4PQ+y—1=10,

[2.20)
. e 3 daQ — B AP - 0, o« 4yt 4P+ 8.0 =0.

12,20} sont les ,conditions d’intégrabilité auxquelies satisfont les inva-
riants d’une surface.

On aalors le théoréeme fondamental® suivant:

St on donne deux formes de Pfaff o et a deux wvariables, liné-
airement indépendantes, et cing fonctions P, Q, u, i, -, des mémes variables,
satisfaisant aux conditions (2.17) et (2.20) il exisre dans Spy une surface,
définie G une transformation symplectique prés et dont les formes invarian-
res et les invariants solcitt justement les pfaffiens et les fouctions données.

En effet, avec les données indiquées dans 1’énoncé du théoréme,
on peut construire le systéme de Pfaff (2.14) et celui-ci sera compléte-
ment intégrable. La conclusion du théoréme est alors évidente.

11 est intéressant de remarquer encore une forme du théoreme
fondamental précédent. Si Pon donne les formes »? et ¢, alors les con-
ditions (2.17) déterminent évidemment les invariants P et Q. Puis, les
deux premiéres conditions (2.20) déterminent les invariants # et ». Enfin
les deux derniéres conditions (2.20) sont équivalentes a4 I'équation de
Pfaff

|2.2]) drt - 4P 4 SQI m? ('ﬁl —4(!Q L 8,{)’P] 'u? U,

::2 |
dont la conséquence différentielle est
'(.3'22? e A Y W 12 Pfy + 12 Qe 4””)2"‘91} Bffpl : SQF'E ¥
L 32 Pt L 3200 == 0,
S1 maintcnant
12.23) P,— 0,0,
alors la condition {2.22) déilermine I'invariant «; la surface estalors com-

2

pletement diterminée par les formes invariantes .. et 2. En introdui-

sant les valeurs ainsi déterminées de ., 4, y dans les deux derniéres
conditions (2.20) on obtient deux équations différentielles du 4-éme ordre
auxquelles doivent satisfaire P et Q.

Si au contraire
(2.24) Py =0,

alors, pour que {2.22] soit remplie, P et Q doivent encore vérifier une
équation différeatielle du troisi¢éme ordre. Alors on obtient . en mnté-
grant {2.21); celui-ci dépend d'une constante arbitraire.

On a donc le

Théoreme. Etant données denx formes de Pfaff linéaivrement in-
dépendantes 02, i, a denx variables, alors:

a) 8i P et Q déterminés par (2.17) wérifient (2.23) et les deux équa-
tions du quatriéme ordre, alors les formes données déterminent, d une rrans-
formation svmplectique prés, wne surface;

R

u LA TIHEORIE DES SURIACES DANS LS, 137

b) S0 P oer Q wérifient (2.24) et Véguarion du troisiéme ordre, alors
les formes donndes dérerminent, a une transformation svmpiecn'qm: pris
une infinité de surfaces dépendant d'une constante arbitraire. ’

La condition {2.24) caractérise une classe importante de surfaces
que nous retrouverons plus loin et que nous appelons surfaces 4. Cetie
condition est équivalente au fait que la forme de Pfaff o = Pd !

- Qi est une différentielle exacte, ce qui s’exprime encore par

(2.25) [dP, 0] 4 1dQ, m7] = 0.

En joignant cette ¢quation a (2.16) et (2.18) on obtient un systéme qui
est en involution et qui montre que les surfaces A existent et dépendent
de quatre fonctions arbitraires d’un argument.

Les deux premiéres conditions (2.20) montrent que la condition
(2.24) est équivalente &4 g4 - =0, qui este une autre caractéristique des
surfaces A,

3. Interprération géomérrique des invarianis

’ 3.1. Nous allons maintenant donner quelques interprétations géo-
métriques des invariants d’une surface. De Péquation {2.9") on obtient
que les asymptotiques de la surface sont données par
{3.1) m:ll' =" m'f.

En introduisant (3.1} dans les formules de Frenetr {2.14) on constate que
les tangentes asymptotiques sont les droites {4, 4, + A} et (4, 4, 4y).
Considérons alors les surfaces réglées suivantes: _ '

- R, — engendrée par les droites (A, A, + A4,) le long de la ligne
principale o2 =0 ;

R, — engendrée par les droites (4,,4, -~ A} le long de la ligne
principale w2 =0,

. R, — engendrée par les droites (4,,4, + 4, le long de la ligne
) = H

- R, — engendrée par les droites (4,4, A4;) le long de la ligne
.-.)l = .

Nous donnerons d’abord des interprétations géométriques pour les
formes invariantes .2 et . Calculons I'élément linéaire de la surface

réglée Ry [11]. A ce but nous calculons avec (1.7) Pinvariant symplecti-
que des droites (4,,4, + 4,) et (A, +dA;, A, + Ay + dA, +dA,) oules
thferf_:ntlclles seront données par les formules (2.14), dans lesquelles on
fait «¥ = 0. On trouve

[ — Q2 (2

W = - e
T Q2 1) (o2

La partie principale de 1'[_{7”7 est alors |11]
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(3.2} dril E= rul: mod. U).
De la méme maniére on obtient pour 'éjément linéaire de R,
(3.3 diy = uff mod, r'): 0.
On a aussi
(3.4) doy = i}, do {oi) (i = Punité mmaginaire).

Les formules établies donpent Pinterprétaticn annoncée. _

3.2. Pour Pinterprétation des invariants nous employerons diverses
configurations géométriques. Nous les rapporterons au repere focal 4,
A,, Ay, Ay, U, repére canonique de Ta surface en A;. Les coordonnées
xi seront donc des coordonnées par rapport a ce repere. .

Considérons le plan tangent & la surface réglée R, dans le point
A, - Ay. Ce plan est donné par les points A, A, 4+ A4, ev d(A, Ay
(mod. ? =0} et il a 'équation

(3.5) yt— =4 Oxt = 0
Le plan tangent a4 R, en A, — 4, est
(3.6) ¥4 a0 =0,
Le plan tangent & Ry en A, 4 A, est
(3.7 ¥ @Y Pyl
Enfin, le plan tangent & R; en A, — A, est
{3.8) x4t d P =0
Les plans (3.6) et (3.7) coupent la droite 4./, au méme point
(3.9 S0,0,40,— 1.
De méme, les plans (3.7) et (3.8) coupent 4, 4, au point
(3.10) 7(0,0,48, — 1.

Nous donnerons plus tard une interprétation géomém_que pc»u(rj le
point unité du repére canonique, alors les formules (3.9) et {310} don-
neront des interprétatiens pour P et Q. Maintenant on t_rm(u_)e gne% ;r(:)»
terprétation simple pour le 1apport P;Q. En effet, de (38] et (3.10)
On a

]J
(3.11) (A3, dys S, T)i=- 0

I’ailleurs on peut aussi donner des .inte;rprétations ciistinct§§ pour
P et O, mais d’'une maniére plus compliquée. Pour les obtenir ncc)!ux
considérerons les S-quadrigues ayant un contact régle dl; premier bor_ re
avec R, et R, le long de la génératrice, Fn employant (2.14) on obtient
pour ces quadriques les équations
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(3.12) rlab a2t — (a2 — (1) - 4 Oatxl =0,
{3.13) xtat ot =R (1) — 42 0x = 0,

Chacune de ces quadriques coupe 4, A, en deux points. Le birapport
des quatre points ainsi obtenus est

(3.14) K=320'+80160"— 1 - 1,

cc gqui peut &tre considéré comme une interprétation pour Q.
On trouve d’une maniére analogue pour les S-quadriques ,,oscu-
latrices®* des réglées Ry et R, [11}

(3.15) ot 4 2y — (692 — (k)2 —d PaZxt =0,

(3.16) Xt — w2yt (622 (1P —d Pxixt =0,

En les intersectant avec 4, 4, on obtient de mnouvcau quatre points,
dont le birapport est

{3.17) K’:;(HP?--;-I—-_4P2—-i‘_l',

ce qui donne une interprétation pour P.

Les formules (3.14) ct (3.17) donnent des caractérisations intéres-
santes pour les surfaces Q=10 ou P =0. Elles sont caractérisées
respectivement par K= .1 et K'=—1{.

- 3.3. Nous allons maintenant interpréter géométriquement I’invariant
a. A ce but considérons une nouvelle surface régléc R., décrite par les
droites A; A, le long de la ligne principale «f = 0. Les droites A4, A,
des repéres canonigues seront nommeées les normales symplectiques de
Ia surface 2. (Il est évident alors que les normales symplectiques de la
surface conjuguée N sont A, A,).

On trouve que le plan tangent & R, au point 4, coupe la droite
A, A, au point A4, -« A,. L’interprétation de « est donnée alors par
le birapport.
g+
(3.18) (Ay+ Ay, Ay— Ay, Ay, A+ ady) = 1'

it
(Les deux premiers points sont les points d'intersection des tangentes
asymptotiques avec 4, A,).
Les surfaces pour lesquelles

(3.19) i 0

sont caractérisées par Pharmonicité des quatre points de la formule (3.18).
Considérons matntenant la congruence des normales symplectiques

A, A, de la surface Y. On obtien: immédiatement pour les développa-
bles de cette congruence V’équation

(32()) . (f'ilf)? rtf'*i' d 1.:: | .;frJ":)z =0,
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Les plans tangents a ces développables, c’est-a-dire les plans focaux de
fa congruence, forment avec les plans oA A A et A A4 A, un bi-
rapport ¢gal a

(3.21) B = ecillassats

Cette formule donne une interprétation géométrique pour -.

Les développables (3.20) coupent la surface ) suivant le réseaude
méme équation, Ce réseau est caractérisé par la propriété que les nor-
males symplectiques de la surface, le long de ses lignes, engendrent
des surfaces développabies. Le réseau (3.20) peut donc étre nommé re-
seau des lignes de courbure de Il-éme espéce de la surface.

Les surfaces « — 0 sont encore caractérisées par la propriété
que les réseaux de courbure de I-ére et de Il-¢me espéce sont harmo-
niquement conjugués.

Les surfaces pour lesquetles

(3 22) =0

sont caractérisées par la propriété que les lignes ) — 0 sont des lignes
de courbure de II-éme espéce,

Remarquons encore les cas = = [ et y= — 1, ol le réseau (3.20}
est harmoniquement conjugué avec le réseau asymptotique et res-
pectivement avec le réseau caracréristique (2,12,

D’une maniére analogue on obtient pour les développables de la
congruence des droites A, 4,

(3‘23) |'-l‘;‘l :2 ftfn’f IIJ:: — ff {1”"];)2 = (],

équation qui donne encore les lignes de courbure de 1l-éme espéce de
la surface ', d’oll on tire Pinterprétation de la relation j = 0 — les lignes

principales de X ont pour correspondantes sur > des lignes de cour-
bure de II-éme espéce.

Le birapport formé par les plans focaux de la congruence A, 4,
et les plans 4,4, 4, et A, A, A4, est
(3.24) PPUUE o Ko 4 i ,

= 1(2 T 4 _Ill

ce qui donne une interprétation géométrique pour .

3.4. On peut encore donner pour les invariants «, j et ; des in-
terprétations géométriques plus simples @ I'aide de la notion de dévia-
tion du parallélisme Myller introduite par Gh. Gheorghiev et
I. Popa [7]. Rappelons cette notion. Soit /” une courbe décrite par le
sommet B, d’un tétraédre B, B, B, B, invariablement li¢ 4 /" et & un
pfaffien invariant sur /. L’intersection de Paréte B, B; avec la droite
caractéristique du plan B, B; B; est le point
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(3.25) P=B B,

ou r est donne par Péequation

IR 0B,
B ,B,,B,, . r 8,88, . 0,
il ey
N - (tl B
les barres indiquent des déterminants et étant le coefficient de &
Cheed
dans dB;. St P = B;, alors vn a
e dB;
(3.26} re | BB, B, . =10
()JF)

et, par définition, on dit que B, B, sont paralleles au sens de Myller,
par rapport & B, B; le long de /' Si -0, on Pappeile la déviation du
parallélisme Myller.

Avec cette définition on a les interprétations annoncées, cn em-
ployant les formules de Frenei (2.14)

JdA.
{4‘,A2,1‘f-‘,a“); = ——-I”f_,
1

o4,

3 afr)%

04,
AlﬂAl)A_f':ami:

(3.27) AL Ay, A

S i == T M
? 6:.)] ’

Remarquons aussi les relations

dA4
Ay Ay, 4y, 5 =0, A“%A“Mz=m
iy &
(3.28)
. aA4.
l Al:A:nA.uaf =0, Azsﬁ.aaﬂaaaA" =0,
ue (i)

ol w est un plaffien invariant quelconque et donc ces relations ont lieu
fe long d’une courbe quelconque de Y. Les relations {3.25) montrent

alors que les directions qui y interviennent sont absolument paralléles
au sens de Myller.

4. Les quadriques osculatrices de la sur fuce

_ 4.1. Est bien conau le réle important joué par les diverses qua-
driques osculatrices d’une surface dans la géométrie projective diffé-

rentielle. Aussi dans le cas symplectique les quadriques osculatrices don-
neront des résultats intéressants.,
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En considérant I’¢quation
.',r)(M_, M) = a,-j:c“xf= (} (I', _f' = 1: 2, 3, 4),

d’une quadrigue ct en imposant les conditions de contact du second
ordre (a Paide des formules (2.14)), cn obrient I'équation suivante des
quadriques osculatrices:

(4.1) (¥8)2— 2xl x' — ()2 — 2xt (Ax? + By - Cxl) = 0.

Ces quadriques forment une famille a trois paramétres (4, B, C).
Dans la suite il sera commode d’employer des coordonnées non
homogénes, obtenues en posant
x? x? x!
{4.2) X=—, ¥y=—, 5=

x! x! a

[’équation (4.1) devient alors
(4.1") A pE 25 — 2z (Ax - By H- G2) == (.

4.2. Supposons maintenant quau voisinage du point A, la surface
2 a Péquation locale (ou réduite}
W

(4.3) 3z o= )_', aqaxﬂyﬁ_

a,p- O

Le point A4, étant Porigine des coordonnées non homogenes, on a
évidemment ay, =0 (car ¥ passe par A,). Pour déterminer les autres
coefficients a,; écrivons d’abord les conditions de fixit¢ d’un point M
de la surface. Ces conditiens sont

{d.4) dM = oM.
Si (v, y,2) sont les coordonnées non homogencs de M, on a
(4.5) M=4A - xAd, - yAdy L 24,.

En différentiant er en tenant compte de (2.14), puis cn exprimant (<4}
et en éliminant » on obtient les conditions de fixité cherchées

l dx -1 n)“{‘ 2% (3131-1? + Quf’:} — Z(u‘? — ((!m% - .{J’(li:l;) i— .\-'yru'f = ( s
d_v T+ "’:1; — 2_}) (Pu.)f— Qr-;::) -|- .’Z(ymf— ru-:‘?) — Xy (um%'{- f)’m?) -, y'-’mf =0

d: 'E‘ JCUJ% _— ‘V!U? S 43(1’.;;? '|' Qu)::) - ZX ((_ua,)% "*- ﬁu}?) -{~~.ysz = 0.

(4.6}

En différentiant maintenant (4.3) et en employant (4.6) on obtient unc

identité, qui permet de déterminer a,; (compte tenu du fait que % et
w3 sont linéairement indépendants). En considérant seulement les termes

jusqu’au troisi¢me degré on obtient ’équation réduite de la surface
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4
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(4.7} g(x ) 3(“ ROARE
4,3. Considérons la courbe d'intersection de la surface (4.7) avec

une quadrique (4.1°) ¢t projetons-la du point A4, sur le plan tangent

A, A, A,. On obtient alors dans le plan tangent la courbe

(4.8) BiP4- 0w 4 3ixt =y (Ax+By) 4+ ... =0,

courbe qui a un point triple en A, .
Les tangentes a la courbe (4.8) dans ce point triple sont données
par Péquation

1.5 (8P--34)x" 3Bx2y —3Axy? L (BQ - 3B)y' = 0.
On sait que les tangentes de Darboux de la surface sont celles

des tangentes (4.9) qui sont zpolaires avec les tangentes asymplotiques.
Rappelons que |11 les directions données par les formes

(4.14) gy = ax?-b 2byy 4 cy?, c= X 3 paty b daaed 0w

sont apolaires st clles re nplissent les conditions suivantes
(4.11) cff —2by 4oy = 0, ¢ — 2bp L aqp =1,

Pour les tangentes asymptotigues de la surface on obtient immé-
diatement Péquation

(4.12) ¥t — y? = 0,
En imposant les conditions d’apolarité entre les directions {4.9) ct
{(4.12) on obtient A = —2P, B=290.
Les tangentes de Darboux de la surface sont donc
{1.13) Px' 1 3Qx*y + 3 Pxy?-L Qyt =1
Soit maintenant x-., + yA, le point d’intersection d’une tangente

de Darboux avec A, Ay et v4s - nd; un point tel que
'.AZ & 443, ‘42_ A:{,xAg -i‘ J’fq:.;) \:A? ‘i" \[7(‘1{) -_—— 1.

On a alors v:y5— y:x. Il suit gue Jes tangentes de Segre de la surtace
s‘obtiennent en remplagant dans (4.13) x par v et inversement. On ob-
tient alors

(4.14) Ox' -k 3Px2y L3 0xy? - Pyi= 0.

La premiére formule (2.14) montre que pour toute dircction de la
surface on a x:y = wi:f; les équations différentielles des lignes de

Darboux et des lignes de Segre sont alors respectivement
'1.15__ 1) {n)%):g L C; Q(f!lf)ifljg -i‘ 3 I)IU% (ru":j2 -]" Q((r]‘?]‘= (”

3

l"d.] L5 Q{”).T))R | 3) 13 (-l)‘f)"J r'J:]s + 3 Q”J'if (111:1;)2 ']' 1"([;)::}‘= 0 .
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. Le faisceau des quadriques de Darboux de la surface s’obtient en
introduisant 4 -~ — 2P, B =20 dans (4.1'). On trouve alors

[4.17} ¥ — yt 224 22(2Px —2Qy —Cz) =0,
ou, en coordonnées homogénes
AT (P A Pt — 4 Oxtat - 20Tt = 20 (6 0

On sait que ces quadriques définissent ,la polarité fondamentaie*
— une correspondance entre Jes droites passant par A, et les droites du
plan 4, 4, A,, les droites correspondantes étant polaires par rapport
aux quadriques (4.17"). Dans cette polarité la normale symplectique 4, A,
a pour correspondante la droite

(4.18) W—=2Px? 4+ 20x" =0, x' -0,
droitrcl qui ccupe A, A, et A, Ay respectivement aux points Mi2pP,1,0,0)
et N1(20,0,— 1,0), cequi donne de nouvelles interprétations pour Pet O

) 4.4. Introduisons encore trois directions importantes sur la sur-
face -—les directions données par I'équation {4.9), qui sont apolaires avec
les directions des lignes de courbure, Ces derniéres ont I'équation

(4.19) xy =0,

. Les conditions d’apolarité (4.11) donnent alors A= B=0. Lesdirec-
tions cherchées sont donc

(4,20} Pxt 4 yQt = 0.

Ces directions seront appelées les direcrions PP de la surface.

Les lignes tangentes a ces directions seront appelées les /liynes P
de la surface. Ces lignes ont }’équation

421} Pl + Q)= 0.

Les directions conjuguées aux directions > seront appelées irec-
tions . Celles-ci sont données par
(4.22) Pxd— 3200,
et Péquation des ligaes P, tangentes a ces directions, est
(4.23) _"]’,u?_l'—Ql‘.,?)-? 0.

Les valeurs 4 = B = 0 déterminent un faisceau de quadriques os-
culatrices de Ja surface, qui seront appelées quadriques principales ou
guadrigues P. Elles sont caractérisées par Je fait qu’elles intersectent la

surface d’apres une courbe & pornt triple en 4, et dont les tangentes
sont les directions P de ta su face Ce faisceau a I'équation

(4.24) Xt yt 2z 2C2'=0),

ou en coordonnées homogénes
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(4 24%) (X2 e ()2 — 2 x! X' = 2CIxH = 0.

Les quadriques (4.24') définissent aussi une polarité entre les droites
passant par A, et celles du plan A, A4, 4;. Nous Pappellerons  polarité
P de la surface. Une propriété remarquable est que les droites A, 4,
et A, A, sont conjuguées dans la polaritc P.

Il v a une scule quadrique P> qui passe par le point A4,. Clestcelle
qui correspond i la valeur C =0 en (4.247) et qui a donc Iéquation

(4.25) (x2)2— 2 5! ' — (A" = 0.

Cette quadrique sera appelée la quadrigue L de la surface {analoguc de
la quadrique de Lie en géométrie projective). A Paide de cette quadri-
que on peut doaner une interprétation géométriqu> du point unit¢ du
repére canonique de la su face. En intersectant la quadrique L avec le
plan 4, A, A, on trouve la conique

(4 26) (32 F 25wt 0, x2=0.

Si Pon cherche maintenant, dans le plan A, A, 4,. le licu géométrique
des points, dont la polaire par rapport a la conique (4.26) coincide avee
la polaire par rapport au triangle A A, A4,, on trouve unc nouvelle
conique

(4.27) xlxt— (x3)2= 0, vie 0,
qui projetée du point A, donne le cone
(4.28) Xl xt— (2= 0.

La droite {4, -+ Ay, A, + A4,}, dont Pinterprétation est connue, coupe le
cone (4.28 en deux po nts, un d’entre eux étant justement le point
umté cherché. (On n’obtient pas un seul point a cause du fait déja re-
marqué que le groupe des reperes du second ordre n’est pas connexel.

Un autre résultat simple qu’on peut obtenir des constructions
précédentes est une interprétation pour Pinvariant Q. En effet, con-
sidérons la droite (4.18) qui correspond dans la polarité foadamentale

a A, A,. A cette droite correspond par la polarit¢ P la droite

(4.29) 2Pt —x2 =0, M —-20x' =

L’invariant symplectique des droites (4.18) et (4.29] a Ia valeur
1

4,0’

cc qui donne Vinterprétation annoncée.

W =1

8. Les surfaces assocides d une surface donnde

5.1. Si > est une surface donnée dans Pespace Sp, nous avoas

associé 4 chaque point de Y un repére canonigue A, ,, 4;, Ay, ou
le point A, décrit la surface X. Les points A, 4,4, décrivent alors

Aneli—Autematicd 1o
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trois surfaces que nous noterons respectivement par .|, Y, | et que
nous appelons surfaces associées a la surface M donnée

- Occupons-nous d’abord de la surface > décrite par A,. On sait
1§2) que cette surface est la surface conjuguée de N par rapport 4 la
corrélation nulic absolue de Pespace.

" Des ¢tapes parcourues dans la détermination du repére canonique
lunq surface (§ 2) il résulte que pour qu’une fanille de repéres sym-
plectiques, biunivoquement associés aux points d’une surface, dont Ie
;orr}m?t A, décrit la surface, soit la famille de repéres canor;iques de
daé h]l.}r ace il est nécessaire et suffisant qu’entre les composantes de son
placement infinitésimal il existe, outre les relations (1.6), lesrelations

:_:).If' "'II 0, lr)..-——_rr).l 5

: 2
ey . r,,‘:) I_’.l —— O.

Considérons alors le repere défini par les relations

(5.2) Ay =y, A=A, Ay=A4,, A, = A4, U~ U

(A, Ay, Ay, Ay, U est le repére canonique de )

Puisque (3.2) est une transformation symplectique, le repére 4, 4
L 29

A‘I';_,A U est a §51 uUn Qy l e, S notons ])al‘ le
L 49 u l'CpCI'C o mp CCthu Sl nou r}f, s
s . D oA D O : '

(3.3) dd; = i A4;-
En différentiant les formules (5.2) et e
5 (5. o tenant compte des f .
Frenet {2.14) nous voyons que les formules (5.3) revr;ennent ;rmulee i
dAl = (lpnl? -L 3 Q(l)?) Al - {I’):: A2 e rpj:f Ai 3
. 54) dAg = (:'mf —— u(')::) A — (Pm% 3 Qun} A, — m?A; )
dAy = i A; + (3 P} + Q’!f?) Ay 4+ e A
dAy = Ay 4 (ot + fon) Ay — (3 Pt - Qo) A, .

:i)e cela formules il résulte que les formes w{ satisfont aux relations (5.1},
B = . : . L
'onc' es repéres (5.2) sont les repéres canoniques de la surface con-
juguce Y.
En comparant les formules (5.4) aux formules de Frenet de lasur-

f!:f \ i 5 t i ; .i' |5 I I | = t l nts
- 1 I [

L]

(5.5) : !
! i ]y ANy =

— i, F= =0, 0 =—P, ig=1t;
3= }".JT——!?:

ou les barres désiznent toujours les éléments de .
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L’affirmation suivante est cncore évidente : si entre deux surfaces X
et »' il y a unc correspondance qul satisfait aux conditions {5.5) alors

la surface ' est symplectiquement égale a la surface Y, conjuguce
de .

Enfin, nous avons encore le

Théoréme. La condition nécessaire et suf frsante pour qu’une sur-
face soit une surface S, Cest-i-dire qu’elle sort aute-conjuguce par rap-
port & la corrélation absolue, est g’elle admerte une correspondance sur
elle-méme qui vérifie les conditions (5.5).

Des formules (5.5) on obtient immédiatement des propriétés inté-
ressantes de la correspondance, dont nous avons parlé, entre Y et 2.
Ainsi les deux premicres relations (5.5] montrent quaux lignes princi-
pales de & correspondent les lignes de  conjuguées aux lignes princi-
pates de celle-ci et réciproquement. Puis, on obtient que dans cette
correspondance se correspondent les lignes asymptotiques, les lignes dc
Darboux et les lignes P des deux surfaces. La congruence A, A4, est
donc une congruence V.

5.2. Passons maintenant aux surfaces .| et .| des sommets A, et
A,. Les formules de Frenet (2.14) et les propriétés des reperes sym-
plectiques permettent de démontrer que ces deux surfaces sont aussi un
couple de surfaces conjuguées par rapport i Ja corrélation absolue et
quelles sont les nappes focales de 1a congruence A, A,. Elles jouissent
alors de toutes les propriétés indiquées a 5.1. On sait encore, de la dé-
finition du repére canonique, que .1 est une surface focale de la con-
gruence A, A, et que | €sl une surface focale de la congruence A, A4,.

Aussi a Paide d.s formules (2.14) on obtient pour Péquation des

asymptotiques de i et pour celies de .1
(5.6) (Y A ()2 = 0.

On voit ainsi de nouveau que les droites A, A, engendrent une con-
gruence . De I'équation (5.6) il résulte encore que les surfaces dont
la congruence A, 4, (et donc Ay 4, aussi) est unc congruence W’ sont
caractérisées par
(5.7) =03
elles sont donc les surfaces A (§2.4).

Les lignes principales de la <urface .1 sont évidemment celles tan-
gentes 4 A, 4,. Des formules (2.14) il résulte que lcur ¢quation diffé-
renticlle est

(58) runf 1— ffr-;'{ = 0.
Leurs conjuguées par rapport au réseau (5.6) sont
(5.9] :_'rn)" —_ ruu"]‘l == 0.

Done, le réseau des lignes de courbure de premiere espéce de la sur-
face .t a I'équation
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(5.10) at;'(n)?)z (- u?) mf "'.ll uﬁ(u.-?.:y = (),

Lvidemment (3.10) est aussi ’équation des lignes de coutbure de _{

5.3. Les surfaces envisagées dans ce paragraphe étant des nasppes °

g:ml(ie;lrfs conjuguces (par rapporta (5.6)), qui sont les lignes «) = 0, Les
Do ortl;npgu: tar;gentes les droites A4, 4,, tandis que 14.=:sl secondes
bpac transgfn es. gs droites (A,, wd, - A,). D'une maniére ana-
& est, e C(l)m?c ¢ Lsaplace du réseau de courbure de la surface
i ré%ultau e asurface -1 tangent aux droites 4, 4, et (4,, A,+ud.,).

sultats et de P’équation (5.10) il suit que le trants,foﬁmé de

(5.11) 0
¥ [F -
De 3 i
ot caracit)félrl;’géop peut dire que }e_s syrfaces pour lesquelles on a (5,11}
Fone ; ¢s par la propriété intéressante que les réseaux de E:o.ur’
es surtaces >, [, { et M f i | :
des s A Y forment une suite de Lapl 2riodi
S ] aplace périodi-
q periode quatre. Par la méthode connue, on voit qug les slzlrfacctv.

de cette catégori i :
te existent et dé 2 e
d’un= variable. ¢pendent de quatre fonctions arbitraires

- STCOI(I:ZL?:{;ms 1Eam\tlenant caliuler les invariants de Darboux du ré-
livre de Finiukrg e;“ - Nous employerons la méthode donnée dans le
v [3]- Considérons le tétraédre B, B, B, B,, défini par

o bl

(5.12) By =4, B,=4,, B~ A,, B, = uAd, + A,

la significatio : i

! n geometrique ‘té¢ indiqué

quons aussi queblex* dr i ge B @ e indiquée plus haut. Remar-

ST e oites A, A4, et A, Ay sont les axes du réseau de

repére (5.12) —‘j[\]-’ ¢s composantes du déplacement infinitésimal du

ppere d <), @, sobtiennent im nédiatement 3 Paide des formules de

ne Y ‘ '

fornet e X Alors, avec les formules données dans |3) on obtient les

S €Xlerieures Jnvartantes de la congruence A, A,: =

/l = ol e e s A ] : ,
(_-i l’;) { L ]llg)f']] H [Ju])yun'”, I‘I'I I—..,-;’”,.I:l ['.Iil ’“‘II]}
el T o= L2 ] !
rﬁ] lr_r:4 ) m?_] = [m?, m?j. 7\/! - [‘i,_; , '”.:ﬂ - [m'i’ "_'?J-

5.14) 4 .
\ J Wl = a du, e = bdy
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(ces formules sont justifi¢es, compte tenu des formules (2.17) et du
théoréme de Frobenius sur les systémes de Pfaff completement inté-
grables), alors les invariants de Darboux de ce réseau sont donnés par [3]

[l = hy|du, dv, by =k, |du, dv],
| &, = H, [du,dv], X, - K |du,dv],

ol h,k, sont les invariants ponctuels et H,,K, les invariants tan-
gentiels.
Ces formules permettent de donner des caractéristiques analyti-
ques pour beaucoup de classes de surfaces. Ainsi, on remarque d’abord
que k,= H, ce qui monire encore unc fois que A, Ay est une con-
gruence W ; puis on obtient encore un¢ fois que les surfaces, dont la
congruence A4, A, est une congruence W sont les surfaces A4, car elles
sont cara térisées par h — Ki; enfin nous remarquons encore un ré-
sultat — les surfaces dont la congruence A, 4, est une congruence |14
[3] sont caractérisées par Ay + K, =0, donc par = ;-

Nous attirons encore Iattention sur les formules établies par
Geidelman [6] pour les invariants de Darboux du réseau de courbure

(5.15)

de la surface
(5.16) hy= H,, ky =K, Hy=h, Ki=k;.

Ces formules peuvent donner de nouveaux résultats géométriques,

6. [’6lément linéaire d’une surface

6.1. Nous allons maintenant définir une expression différentielle,
invariante pour une surface X de Sp;, qui jouera un role analogue a
celui de I’élément linéaire projectif de Fubini. Clest pourquoi nous I’ap-
pellerons élément lindaire symplectique de la surface.

A c: but remarquons d’abord qu’entre les directions issues de
deux points quelconques, d’une surface, on peut établir une homogra-
phie naturetlle — celle dans laquelle se correspondent les directions
principales et les directions asymptotiques.

Pour simplifier la notation posons

(6]) r-_).‘: =] et “J? = r:)z.

Alors un champ de directions se correspondant dans Phomographie dé-
finie plus haut sera défini par une équation de la forme

(6.2) w? = mel, (m = const.).

Soit maintenant une courbe C de Y, passant par A, et tangente
dans ce point (et seulement dans ce point) 2 la direction (6.2

1] est simple 4 voir que le champ de directions harmoniquement
conjuguées a (6.2} par rapport aux lignes de courbure de premiére
espece de la surface est donné par
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(6.3) o e — !,

Les direciions (6.3) le long de la courbe C forment une sutface réglée
R. Nous définirons I’élément linéaire symplectique de la courbe C de
X, au point A, par Pélement linéaire de la surface réglée R [11].

Pour calculer cet ¢lément linéaire nous considérons la droite (6.3)
qui passe par 4, et qui est donnée par les points 4, et 4, — m, (on
le voit avec la premicre formule (2.14)) et Ia droite voisine & celle-ci
dans la surface régiée R, qui est donnée par les points A, + 44, et
Ay—mAy - d(A, — mA,). et déterminerons avec (1.7) leur invariant sym-
plectique. En le notant par IV, on sait [11] que le carré de Pélément

oL . . -

linéaire de R est la partie principale de : On trouve pour cet
élément

16.4) da” == 2m (1 4 m¥) (])2,

En remplacant ici la valeur de m, donnée par (6.2}, on a enfin le carré
de Pélément hinéaire svmplectique
B ”’2 =
IG‘—)) it =2 f ["-)I:"‘ ! {r-:l):.].
i#)
A Paide de celui-ci on peut définir sur chaque courbe C de M un para-
metre invariant,

La formule (6.5) montre que les ,lignes minimales® de la surface,
c’est-a-dire les lignes pour lesquelles Pélément linéaire symplectique est
nul sont d’abord les lignes conjuguées aux lignes principales de la surface
{i* =0) et ensuite les lignes caractéristiques définies au § 2 (voir Ia
formule (2.12}). Pour les lignes principales m! = 0, ds devient infini. Ces
résultats ont des explications géométriques simples: pour les lignes
caractéristiques et pour les lignes ., = 0, les surfaces réglées R sont
développables, donc les droites considérées sont incidentes, et quant aux
lignes principales, la réglée R appartient alors au complexe absclu.

Il est aussi 2 re narquer qu’il est alors naturel de définir Pangle
de deux directions par la formule de Laguerre, en prenant pour direc-
tions isotropes les directions caractéristiques. Les directions harmoni-
quement coanjuguées avec ces dernlers seront alors des directions ortho-
gonales. C’est ici qu’on trouve I'explication du nom de lignes de courbure
de premiére cspéce de la surface — ce sont des lignes en méme temps
orthogonales et conjuguées.

6.2. Decux surfaces, M et ', seront dites symplectiquement appli-
quables si entre elles on peut définir une correspondance ponctuelle
biunivoque qui garde I’élément linéaire symplectique. Si Pon désigne
par un accent Jes éléments de X', ceci revient a

[

(6.6)

G D] = (G 4 (),
¥ -

i

Comme, par suite de la correspondance, on doit avoir
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.,)II : (hf}l ‘%‘ bf"z, i E = cin! +f"zj

on (’bt 1€ IJ en intr ()dUl ant ces 1ela[l\)ns daIIS (()-G) el ¢n ldC]l[]I la].ll les

équivalente a

flJJ] = (”l 3 ”','2 - f"g’ . 3 o rn 'nl'] il’laire)
W=t = =, (i — Punit¢ 1mag
(67) w'l = - 10! 5 2= L,
' 2
m'l — iﬂ)l s = 1 {27

¢ i ’ ace  est
Nous avons vu au § 2 que le repere canomqll:le dftti:;:: ls:Sr[Sa;;metq
ous ¢ W h 38 2 - . e ‘
ié a Torientation. En -
S maniére unigque jusqud 1 n. i (L S
déhn;! d‘gle A de ce repére sont bien determme’s, mais 1} n ec[;lmoni 13;8
Ay, 4y, Ay, oﬁ‘r le point unité. Ea partant d’un repere 'demnilcn-:
ta
o n:::::ni pl?oposons de trouver tous les autres. Ils seront ¢vi
nous

donnés par des transformations de la forme
;ﬁ'BII A| 'A|: A2 aA'_!, ;4.|=bA;, A[=-'CA_I,

rdonnées du nouveau point unité. Le repere

Cixy ¢) sont les coo ! : SO PR repere
putlain, b 9 lectique, ce point unit¢ doit s= trouv

(6.8) devant aussi étre symple ‘
la quadrique (1.3}, ce qui revient a
a = be.

vement du repére (6.8) s’obtiennent 1mmi—
mais elles doivent avoir exactemfent i
ent, les composantes de ce mouvemen
En écrivant cecl on obtient en-

(6.9)

Les formules du mou
diatement & Paide de (2.1&!),' '
méme forme ou, plus precisem
doivent satisfaire aux conditions (5.1).
core les conditions

{6.10} ql = ht=c

k Le systéme (6.9), (6.10) a quatre solutions | |

(6.11) g=b=c—=1;a=HhH= c=—1;a=—b=1I¢c=1;
= -b=—if ¢c=—1

int quatre reperes canoniques. On c:onts’tatgl
s formes ' et * de Ja surface rappor ele :
y a justement Jes liaisons (6.7). 1i suit a ol
e de Yorientation du repcre canonique, [

11 y a donc en chaque po
immédiatement qu’entre le
un de ces quatre reperes il
que, par un ch01x'com§'enabl
condition (6,6} revient a

o 9y 2
T .-.,I 5 ) = = AT,

(6.11)

: i a voi ‘applicabilité définie ¢
t simple a voir alors que Papp

gligaslbintépdu second ordre au sens de Cartan entre

[1, 3, 6].

oincide avec Dap-
les deux surfaces
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De la discussion faite au § 2.4 il résulte que les seules surfaces
symplectiquement applicables sur d’autres surfaces, sans étre symplec-
tiquement égales & ces derniéres, sont les surfaces 4. En effet, nous
savons que pour les autres surfaces les foimes (! et .., déterminent
compictement la surface (3 un mouvement symplectique preés),

Considérons deux surfaces appiicables X et 2, Nous avons alors
les relations (6.11). 11 est simple d’obtenir les relations entre les inva-

riants de ces deux surfaces. En différentiant (6.11) et en tenant compte
de (2.17) on a

(6.12) P =P Q=0

Puis, les deux premiéres relations (2.20) écrites pour les deux surfaces
donnent

[6.13) Br=p, =

En considérant maintenant la formule (2.21) écrite pour les deux sur-
faces on obtient

A" — et} L (Pt Qo) (o — ) = 0,

En supposant que » et ' ne sont pas symplectiquenient égales,
on a '+ . et la relation précédente devient
(6.14) dln (o — ) 4 (Pm? -+ er;::) =)

3

ou, avec la notation » = P.2 + O (§ 2),

| ] 1 -~
din (¢ = o} =4 =0,

Comme ] est unc surface 4, & est une différentielle exacte et nous
avons

IG.IS) r,z’ == ¢ + C e"ifa,

ou C est une constante.

Les formules (6.12), (6.13) et (6.15) donnent les relations cherchées,

Des résultats démontrés plus haut il suit que dans Papplicabifité
symplectique de deux surfaces se correspondent les lignes principales
et leurs conjuguées, les lignes asymptotiques, les lignes de Darboux et
les lignes P> des deux surfaces, etc.

6.3. Une auire question intéressante est celle de déterminer les
géodésiques symplectiques de la surface, c’est-a-dire les extrémales du
probléme variationnel défini par I'élément linéaire symplectique. Nous
les obtiendrons en employant la méthode indiquée dans Je livre de

T. Mihidilescu [9]. Considérons le cas général du probléme varia-
tionnel défini par Pintégrale

*h
16.16) 1:\ Fim',m2),

.

ou F(m', m?) est une fonction homogine du premier degré, régulicre

=
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2%

TH1 L ~ . x_
de ja classe nécessaire. Pour trouver la condition nécessaire pour une
trémum de [, considérons une extrémale

(6.7 ul o= 1 (1) (f-=1, 2},

5 ille
ul ¢rant les paramétres sur la surface, et p]f)gf.:o'rus-]a, dan;l Liu(;a’mflan::r%
de courbes de¢ comparaison aux mémes extreg]qes, d%pc:zr:T ;gn pmp{jr }e

G 6.17) correspond a » = (). Notons )
metre + ef tel que la courbe 16.17) :
déptacement & ¢ variable et & + constante et par & le .de]p]acement A ¢
variable et a4 r constante. La premiére var ation de [ estalors

waF o L 9F
(6.18) Vi —\ (" . Sl - 2(51-) .
ca vtin )
1dé s (217 xplicitons-
Pour obtenir 4! et dm?, considérons les formules (2.17) et exp
les pour les déplacements d et 0. On trouve
] Aen! dioy! (rﬁ) 4 S5 Q[r-)l mi o) — ! (rﬁ) 1)* l,
l St = drllz{lj) 2 P[m] ¢ {rSI — il (rﬂmzl.
: 1 L2 (b
(Dans ces formules par »' et «* nous avons compris « {(d), ~(d'}t) e §
En introduisant ces valeurs dans (6.18), en intégrant ensuite

termes qui contiennent d..'{d) et . (d) et en tenant compte que
ol (F = m?2(d) = G pour 1 =a et £ =2§& on trouve

. ; AF JdF
ST — \*{,.,l(a)“ﬂ[ '}J(‘SF]+2Q =2 P .,|—-

{6.19)

it

Il 1 iy ey~
| Lo{E) 20l o]}
Tl est 4 remarquer maintenant que
' oF
(6.20) ,.I;'-d(aaff‘)_ —':l d[am‘-’)'

. . . on:
En effet, F étant une fonction homogéne du premier degré, nous avons

ol b aF = F,

] ,
(9(;,1 6::;3

d’ou, par différentiation, on obtient (6.20}.
On a alors

.b I ] a]‘ (‘)F » 81“‘ l ! 2 -‘_I = 2 v ) ((S)] L)
A= d =20 2T , [t 02 (3 —
SI \ | f|12 (Gfu] ) - (‘){')l a(")" ]

L. . . . extrémum
Le second facteur ¢tant arbitraire, ta condition nécessaire d’extrémum,
ou Ia condition de Euler est
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(6.21) ‘_d(““)

wd A

20 o 2P & —= 1],

= ! fir

Iin introduisant dans cette formule

ra da 2%[(”'[)2 | (m-f?'-'[ ,
g

on obtient les géodésiques symplectiques de la surface:

2 4 4! w?
s’ deb i ' e Do [ )24 {22
.6.22) (H)I:l 3{“?2)4—'-6((“1)2 ((()2): {,(._‘ [(fl } f {(ﬂ) ) ] =

— P {3 (3)2]) = 0O,

L . : :
C’est une forme plus compliquée que celle du cas euclidien.

1. L'arc riemannien de la surface

. 7.1. Dans ce paragraphe nous allons introduire un autre paramétre
Ifl'vazilant sur les courbes de la surface, qui est plus commode dans
étude des courbes que P'élément linéaire et qui donne des aspects nou-
veaux 4 la théorie des surfaces. .

Appelons par définition arc riemannien de la surface la forme
|_7.]) ds? = {“'l)'r_’_; (”)?)2.

ment de dei 1T un arametre minvariant su
« r Lha ue

'72) 2 = Ryt

de Ia surface.
~ Donnons d’abord une interprétation géométrique de I’arc rieman-
gle:n de Ia courbe (7.2). A ce but considérons les surfaces réglées engen-
rées par les dlrecflons asymptotiques le long de cette courbe:
> o R, — engendrée par les droites (A, , 4, + A,l le long de la courbe
I_ . |:l)
R, —enpgendré ' i ‘ '
s gendrée par les droites (A, A,— A4} (le long de lacourbe
Un calcul simple, analogue a celui du § (.1 donnera pour les éié
ments linéaires de ces surfaces réglées respectivement [11]

7.3} du‘f = -~ {m! — wm?®)2, dn% = {m' - m?)2,
Ici on a remp]acé la valeur de m donnée par (7.2).
On obtient alors pour ds? Pnterprétation

(7.4} ds? = {d”:_:___ d”%) )

S-S
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7.2. La formule (7.1) définit évidemment une métrigue riemannienne
3 deux dimensions. Ainsi i toute surface de Despace symplectique Sp,
est associé d’une maniére invariante un espace de Riemann a deux di-
mensions. Alors toute Ja géométrie de cet espace de Riemann se traduit
dans des propriétés géométriques de la surface de lespace Sp,. Pour
faire la traduction, nous pouvons user par exemple des formules con-
nues pour les éléments intrinséques d’une surface de l’espace euclidien
3 trois dimensions. Nous employerons ces formules dans les notations
de Favard {[2], p. 245 etc.}. Dans ces notations on a

Fin comparant ces formules avec (2.17], on trouve

dm! =1 [rl.l ,(l.l"], do®

(7.5) ry=—20, rp=2P.

Nous pouvons définir la courbure géodésique riemannienne d’une
courbe de la surface par la courbure géodésique de la courbe corres-
pondante dans ’espace de Riemann. Celle-ci est donnée par la for-
mule [2]

o L a .
|7.h_l #a dS — darc tg ! ; -—2 (—)-;-lIi | 21’(.)- .

iy

En écrivant s, = 0, nous aurons les courbes qu’on peut appeler géodé-
siques riemannicnnes de la surface Y et qui sont les extrémales de
P'atc riemannien {7.1]. On pouvait donc obtenir leur ¢quation en appli-

quant la formule (6.21).

On peut de méme définir la courbure totale de la surface par celle
de la métrique riemannienne. Elle sera donnée par [2]

(7.7) K —=2P, —20, 1 4P 402

ct ainsi de suite.
7.3. Enfin, nous allons esquisser une théorie des courbes situées

sur la surface . )
Considérons une courbe C située sur Y, passant par le point A,

et qui est donnée par P'équation dif férentielle
1,78) pipt = m.n‘ o

Définissons sur cette courbe le paramétre invariant s donné par
I’arc riemannien. ) ]

Si Pon emptoie ’angle défini dans le & 6.1 et s1 on désigne par
o Pangle de la courbe (7.8) avec la courbe .2 = 0,1l est simple & voir que
[7.9) m==tgqy.

Attachons maintenant aux points de la courbe C les repéres sym-
plectiques définis par les relations
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{7.10) Cl == Al) 82 — A_; | ,"A_{’ C‘_! =3 ‘qu C: = ’,”A: f A

les s:gpifications_; géométriques des points C; étant évidentes,

Si Pon désigne par un point les dérivées par rapport a larc rie-
mannien s de C, on obtient pour le repére (7.10) les équations de mou-
vement suivantes

(3]

C‘, = (3P cosy -+ Qsing) G, -cosy c,,
- ) . Sin:i f!}‘ . .
C, = (,l Cos ¢+ {y— 2} sin ¢ o ovTT Cy—{3Pcos QO + sin g )C,
. cos 2
{ {4 dm(Pcosy - Qsing)]C, =,
cos.
(7.11} . )
¢ cos 2y . o
1= s , Cy L {(Pcosp + 30sin ) C,—siny,C,,
Co=1Im-+4m (Pcos, - Osing)] C, +
Sinzr_r . .
- cos T €08y —asimy |Cy—(Pcosy, | 3Qsing) C,.

Ces formules jouent le role joué par les formules de Darboux-Ri-
baucour pour une courbe d’une surface de I’espace euclidien & trois di-
mensions. Elles déterminent la géométrie de la courbe C située sur
Les coefficients des formules (7.11) sont les invariants de Ia courbe de .
_ Nous nous bornerons 4 signaler quelques interprétations de ces
Invariants 4 Paide des déviations du parallélisme Myller [7] (voir le

§ 3.4). A.In’Si il est naturel d’appeler courbure tangentielle de la courbe
la quantité

(7.12) #=1C1,Cy,Cp,Cp = — [m+4dm(Pcosqp + Qsingl];
#; = 0 donne les courbes dont le plan osculateur contient les normales
symplectiques de la surface De méme on appellera torsion géodésique
de la courbe la quantité

Slnz-,--

(7.13)

rgm=| Gy, C,,Cq, Cy = “©COS ; — (8iN g ;

COS

r. = (0 donne les lignes de courbure de Il-éme espéce de la surface. En
. )
remplagant ici tgq — on retrouve I’équation |3.20).
fr}
Enfin remarquons la quantité

g : . sin¥,
(7.14) C1,Cy,GC1,Cyl = ctcos g 2 (B — 2} sin g - —5—,

o cos?y
qui ¢galée 4 zéro donne une famille tripie de courbes sur la surface,
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TEQRIA SUPRAFETELOR IN SPATIUL SIMPLECTIC CU TREI DIMENSTUNI
Rezumat

in aceastd lucrare se studiazid, cu ajutorul metodei reperului mobil
a lui Cartan, teoria suprafetelor punctuale in spatiul Sp,, adicd in spa-
tiul proiectiv P, in care se fixeazd un complex liniar nespecial de
drepte ca absolut. fatr-o scurtd introducere se resmintesc unele ches-
tiuni privind spatiut Sp,. In § 2 se fixeazd reperul canonic, i se dé
interpretarea geometricd, se stabilesc formulele lui Frenet (2.14) 4i se
dau diferite enunturi pentru tecrema fundamentali. In § 3 se dau in-
terpretiri geometrice ale invariangilor. Aceste interpretdri sint legate de
riglate sau congruente de drepte asociate suprafetei si de abaterile de
paralelism {7]. In § 4 se considerd diferite fascicule de cuadrice oscu-
latoare. Ele conduc la noi interpretdri pentru invarianii i la o inter-
pretare geometricd a punctului unitate al reperului canonic. In § 5 se
studiazi suprafetele descrise de virfurile reperului canonic si legdtura
lor cu suprafata dati. In § G se defineste elementul liniar simplectic al
suprafetei, dat de formula (6.5) si se determind suprafetele simplectic
deformabile. Aplicabilitatea in sensul acestui element liniar este aplica-
bilitatea de ordinui IT in sensul lui Cartan. Se determind de asemeneca
extremalele elementului liniar simplectic. In § 7 se asociazd suprafeei
metrica riemanniand (7.1) si elemeniele definite de aceasti metricd. Ea
determini pe fiecare curbd un parametru invariant, cu ajutorul cdruia se
schiteazd o teorie a curbelor de pe suprafati.
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TEGPIS HOBERPXHOCTER B TRPENMEPHOM CHMITNERTHYECKOM
[TPOCTPAIICTBE

l\[]‘tl'l' KOE COoTlepKanue

13 jtactosuieit patoTe H3YUaeTes, NPt MOMOUGE MeTo1a  HOABIRHOTG
penepa Kapraita, reopis BOBONXHOCTC B OPoCTpancTBe Spy, 1 006 jo-
S TUBIIOM NpocTpancIne 4, B KoT0poM BLOPAN JICHIBE BeCnea -
Nl KOMILICKE (IPAMBIN B KdUecrse  adcoord. B nefoasiol  BBe IeHI
HALOMEIAIOTEH NEKDTOPBIE BONPOCH QTHOCITeALI0 HpocThaleTna Spy. BEY
AOCTPOITCA  KAHONHUCCKHIE  penep  1OBepXHOCTI. TABTCH  CTO TCOMOTPH=
HECKOE 1O IBKOBANNC, YeTaparansalores qgopayan Ppence (2.1 Fp i tasonen
HCKOTOPBLIE BILIL ocHoEHOIT Teopeynl. B § 3 Aawrest TCOMCTRIMECKRC i
ro TpKoBalis masapuairos, Ouir Cs3aibl HEKOTOPLIAL AUNCTYATHEN . THO-
BCPXHOCTSIME [, 0TRAOHCHIAMET 0T Hapa1ie i a [7]- B & 4 paccyarpi-
BAIGTEN CONPRKACAIOHECT KBAAPHKE 110BepXHOCT. Chiul 8CANVY K HOBLIA
HETOABKOBAIAN JUISL HIBapl@nTon 1l K reoMeTpiyccrony  HeroanhoBbaliio
COBIMHOrD NYHKTA Kayomiseckoro penepa, B g 5 oH3yuAICH HOBCPRHOCTH
OIIICANT] BEPHINHAMI KAHOHIMECKOro peitepa Il X ¢BHIL ¢ Raunnoil nose)-
XHocTblo. I3 § 6 onpejeaserca CHMIACKTHYIECKILT A HHCTIHBLT 37 eMelT HoBepX-
nocti (gopayra (6.51) 1 Haxe1aTCH CHMIICKTHICCKHI THANOMKHMbL IHOBCPXITOCTIL
Yra HANOKHMOCTh COBNARACT € HATOMHMOCTBE) BTOPOEO MOPSULKA B CMLICAC
Kaprana, NeTanonisiores TakKe YPAaBHCHIS [COIC3HUCKIX 31010 Annei-
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UNE NOUVELLE METHODE DANS LA THEORIE DES VARIETES
D’UN ESPACE HOMOGENE A GROUPE LINFAIRE
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1. Considérations pinérales sy les espaces homogines a groupe linéaire

Un espace homogéne 3 groupe linéaire est un espace Klein défini
1 I'aide de Yensemble des points de I'espace projectif réel 4 = dimen-
sions, ensemble noté par S,, sur lequel opere un sousgroupe G du
groupe projectif, nommé groupe fondamental de Iespace, L’espace
Kleinéen ainsi défini sera noté par K (38,,G).

Selon cette définition les espaces homogénes i groupe linéaire sont
les espaces subordonnés (dans le sens du Programme d’Erlangen) i Pes-
pace projectif réel 4 # dimensions et V'espace projectif Ini-méme.

Dans cette Note nous nous proposons d’indiquer une méthode des-
tinée a établir des théorémes d’existence et d’unicité pour une variéte
plongée dans un espace K (S,,G) arbitraire. Cette méthode constitue
dans une certaine mesure, une réalisation effeciive de la méthode gé-
nérale indiquée par M. J. Favard dans son livre [i], (p. 110—123).
Elle a été utilisée avec beaucoup de succés dans le cas des espaces
Klein & groupe linéaire complétement réductible ([4], [5]) ol les métho-
des de E. Cartan et de A.P. Norden {3] se sont avérées difficilement
appticables.

Dans Pétude d’un espace K (8,,G) donné, on considére habitu-
ellement une famille de repéres projectifs particuliers. famille qui sa-
tisfait aux deux conditions suivantes:

a) Par une transformation arbitraire du groupe G on obtient de
chaque repére de la famille un repére appartenant aussi a cette famille.

b) Si 'on donne deux repéres de la famille il y a une transfor-
mation du groupe G et une seule qui les fait coincider.

Pour chaque espace K({S,,G) on choisit une telle famille dont les
repéres s'appellent repéres préférentiels de Pespace considéré.



