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1. Considérations générales s les espaces homogines @ groupe linéaire

Un espace homogéne 3 groupe linéaire est un espace Klein défini
a I'aide de Pensemble des points de Pespace projectif réel & » dimen-
sions, ensemble noté par §,, sur lequel opere un sousgroupe G du
groupe projectif, nommé groupe fondamental de Vespace. L’espace
Kieinéen ainsi défini sera noté par K (S,,G).

Selon cette définition les espaces homogénes a4 groupe linéaire sont
les espaces subordonnés (dans le sens du Programme d’Erlangen) i les-
pace projectif réel a # dimensions et V'espace projectif lui-méme.

Dans cette Note nous nous proposons d’indiquer une méthode des-
tinée A établir des théorémes d’existence et d’unicité pour une variété
plongée dans un espace K (S,,G) arbitraire. Cette méthode constitue
dans une certaine mesure, une réalisation effective de la méthode gé-
nérale indiquée par M. J. Favard dans son livre [1}, (p. 110—123).
Elle a été utilisée avec beaucoup de succés dens le cas des espaces
Klein 4 groupe linéaire complétement réductible ([4], [5}) ot les métho-
des de E. Cartan et de A.DP. Norden [3] se sont avérées difficilement
applicables.

Dans P'étude d’un espace K (S, ,G) donné, on considére habitu-
ellement une famille de repéres projectifs particuliers. famille qui sa-
tisfait aux deux conditions suivantes:

a) Par une transformation arbitraire du groupe G on obtient de
chaque repére de la famille un repére appartenant aussi 4 cette fanulle.

b} Si on donne deux vepéres de la famulle il y a une transfor-
mation du groupe G et une seule qui les fait coincider.

_ Pour chaque espace K(S,,G| on choisit une telle familte dont les
repéres sappellent repéres préférentiels de Pespace considére.
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Le choix de la famille de repéres préférentiels a une grande im-
portance pour les calculs. Mais il n’y a aucun critére général pour fairc
ce choix dans le cas d'un espace K(S,, () arbitraire. Ce probléme c¢st
résolu spécialement pour chaque espace K (8,,G) considéré. Par exemple
dans le cas de l'espace d’Euclide on utilise habitucllement comme re-
peres préférentiels les repires appelés ,cartésiens orthogonaux*; dans
le cas de I'espace affine on utilise les repéres projectifs qui ont# points
fondamentaux dans I'hyperplan absolu (les repéres appelés ,affines)
etc. Mais des circonstances spéciales pourraient imposer Putilisation
d’autres familles de reperes (satisfaisant néanmoins aux conditions a) et
b}, comme repéres préférentiels.

L’existence des familles de repéres préfcrentiels pour un espace
K (S, ,G) donné peut étre facilement prouvée Pour obtenir une telle
famille, il est suffisant de prendre un repere projectif arbitraire R et
de considérer 'ensemble des reptres gR, ou ¢ est un élément arbitra-
ire de G. Les conditions a) et b) sont évidemment satisfaites.

Dans ce qui suit nous considérons les espaces K (S,,G) qui satis-
font aux suivantes conditions:

I. La famille de repéres préférenticls est choisie.

11. On doune un ensemble de conditions géométrigues, noré par 13,
qui nous permet d’attacher, de maniére unique, a@ chaque repére projectif
fa Vexception de certains repéres projectifs que nous appellerons | spéciaux’)
un repére préférentiel.

Observarion. Pour 'espace affine et pour les espaces subordonnés
{dans le sens du Programme d’Erlangen} & lespace affine, quand lcs
repéres préférentiels sont des repéres affines particuliers, dans la con-
dition IT on remplacera les repéres projectifs par les repéres affines.

La condition 1 n’est pas restrictive. La condition II peut étre aisé-
ment vérifide pour plusieurs des espaces K(S,, ) connus (Pespace pro-
jectif, affine, 'espace a groupe linéarre complétement réductible,Pespace
axial, I'espace d’Euclide, de Lobatchevsky, de Riemann, de Minkowski,
etc.). Le choix des cond tions () est en général dicté par les propriétés
de Pespace K(S,, G} considéré.

Comme ecxemple, pour éclaircir mieux ce probléme, nous vérifie-
rons la seconde condition dans le cas de l'espace biaxial (étudié par
0. Mayer a Jassy et A. P, Norden 4 Kazan). A la fin de cette Note la
méme question est résolue dans le cas de Pespace projectif et de 'espace
d’Euclide. En [4, 5] on trouve traité le cas général des espaces 4 groupe
linéaire complétement réductible (Iespace biaxial est un tel espace).

Exemple. L'espace biaxial 3 3 dimensions est un espace K(Sy, G)
particulier. Son groupe fondamental G est le sous-groupe projectif
caractérisé par Pinvariance de deux droites, d, et d,, non-incidentes, les
droites absolues de I'espace.

Un repére projectif arbitraire de S, seranoté par R(A4,, Ay, 4,, AU
les points A,, i =0, 1, 2, 3, étant les points bases et le point U lepoint
unité du repére.

Si le point générique P28, n’appartient ni a la droite d; ni 2 la
droite d, alors il déterminera, de maniére unique, deux points notés par
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P et P, qui sont les points d’intersection de le dicite d = (Pd,). (Pdy)
(d est la droite d’intersection des plans Pd, . Pdy avee ladroite d,, res-
pectivement d,.

Pour Pespace b axial la condition 1 est himmédiatersent vérifide. On
peut choisir comme repéres préférentiels lus ropéres projectifs R (g,
A, ,A;, A U) qui satisfont aux conditions Ag2dy, A, €dy; Ay 2dy,
Ajed,.

Pour vérifier la conditien T nous convdérerens les reperes pro-
jectifs qui satisfont aux conditions

= . , )
Anedy, Anidys Aedi, A\ Edys Avs Ay, ADF AT
Sl 1’011 note  avec ]\’ 'l;l N [g. s Cl.‘ (4‘_:; U) {1‘}1‘5(1’1 ] Igzedl 3 (11 E dz 3
C, %t dy) le repére préférentic! délini per R (o, Ay, 4y, 43: U), les con-
ditions (2 seront

Bi=di, By=aA:C = 42, C,= A7
On voit que ces conditions sont géométriques.

Si le repere R(Ag, A, Ay, dy; Uy 0o satisfait pas aux conditions
précédentes alors, en général, les conditions @ doivent dire changées.
En discernant tous les cas possibles en ce qui concerne la position des
points A;, { = 0, 1,2,3, par rapport aux droites 4,, ¢, on voit que
I’ensemble de repéres projectifs de S, est décompos¢ dans un nombre
fini de classes disjointes, mvariantes aux transformations du groupe G
(par une telle transformation de chague repére d’une classe quelcongue
on obtiendra un repére appartenant aussi a la classe respective), tetles que
pour chaque classe les conditions ¢ aient les mémes définitions. Nous
avons montré ici cominent on peut prerdre les conditions () pour une
certainz classe d’entre celles-ci. Les autres classes sont constituées par
des repéres ,,spéciaux® dans le sens de Phypothese IT

Pour étudier analytiquement l'espace K |S,, ) on cho sira un des
repéres préférentiels comme repére fondamentul. 1l nous définira un
systéme de coordonnées projectives homogeies, noté par z,. En o les
transformations du ygroupe G setont représentdes par les relations

(1 &'t =alxl, det(al} 50,

ol les paramétres a' satisferont a4 certaines refations gui dépendent de
la nature du groupe G et de la famille de repéres projectifs choisis
comme repéres préférenticls.

La géométrie de Pespace K(S,,G) est formie par [eusemble des
propriétés des figures (ensembles de points) de [espoce &, qui s'expri-
ment analytiquement daus le systém: yo de maniére invarionte aux trans-
Sformations (1) et aux changemenis

~

(2) x! oWy 0 =0

Anale ~ Maresatied 11
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{0 est le facteur arbitraire des coordonnées en y; d’un point générique
de §,).

Observation. Pour Pespace affine et pour les espaces subordonnés
a ’espace affine, les repeéres préférentiels sont habituellement des re-
peres affines particuliers. Dans ce cas le systéme 4, est un systéme de
coordonnées non-homogénes, donc la transformation (2) n’a plus de sens.

2. Huporhéses séndrales sur nne varictd plongée dans un K(S,,G)

Soit 1”7 une vartété différentielle a m dimensions {m < n), dc
classe = v, plongée en K (S,, G). Une carte locale de PV sera définie
dans le systéme de coordonnées y,, par les relations

{3) Xt xi(u oo ey, P=0,1,. .., n,

satisfaisant aux conditions :

A, Le nombre v (la classe de différentiabilit¢c des foncrions {33} est
suffisamment grand (tant qu’il est nécessaire dans les caleuls ),

B. rang x,6,x,...,0,x = m 1.

La carte locale donnée par (3) n’est pas unique. Elle peut étre
remplacée par une autre 4 Paide de f nctions

(4) w'e=ge{n Lo, umy, a=1,...,m,
dr'e
det +0,
dub

régulicres de classe = w,

La géométrie difféventielle de V' en K(S,,G) est constiruée par
toutes les propriétés des figures de V¢ qui s'expriment analytiquement de
maniére mvariante awx transformarions (1), (2} er (4),

Dans ce qui suit, pour abréger, nous introduirons Pindice {r, ...7,}.
II prend des valeurs sur P'ensemble des combinaisons avec répétition des
nombres naturels 1,...,m pris par /&, donc cet indice a Ch o, valeurs
possibles. On suppose gue pour chaque valeur de Pindice {r,...7,}, les
nombres qui constituent cette valeur sont ordonnés d’aprés lewts gran-

deurs, donc¢ 1y <r,... <r,. Les valeurs différentes de Pindice {r,...,}
sont ordonnées d’aprés la régle: {r,... ¢} {r;...r'h} §'il y a un indice
F<h 12l que Ty = Ty aeee, T, =1, MALS ¢ AT el

Le nombre # s’appetlera {'ordre de Pindice {ry...r,}.
Nous considérerons pour un point x de V' , appartenant & la zone
géométrique de la carte locale (3}, les matrices
Sy M= x M~ 0 v M= 0 e M, = 0

h g op
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ChaC‘UI‘lC dc CEH matrices a n } 1 COIOIlIlCS Vol = 0)1 L I | iz l‘a matrice
( d €5 va b
(:'I" es Ples ll nes sont Obteﬂues DOUl 1oules l lehlﬁ

M a 't Wl llgn i g

possibles de Pindice {r, ...t} On notera

My
M,
(6) rang : -

M,

Une nouvelle hypothése gquion fera sur Fioest la suivante:
C. Soit » le nombre naturcl tel que

k-1 & .
i T
v Ch < n+ 1, EC;LH—E A b,
JAU mv k-1 P} i
i

alors, pour chaque point x de la zune géométrique de la carte locale

aurons
{3), nous -

. — 4 } = il - 1 8
e = % O Yk '

wth-1
h=10

Fn vertu de m - n, il résulte &> 2. _ , ’ _ » )
Nous noterons avec .(x) le déterminant=-1, _d ordre u H, qui
conuient toutes les lignes des matrices My, My, .., 1,y eL les glgpels
des matrices M, , d’indice le plus petit possible. i’(’;qr une curti;j’.o\,aie
donnée, 1 {x) est déterminé de maniére un.lque._A I’aide de_c:f:f et{er.mn;
nant on peut voir que la condition € est invariante aux 1ra‘.1;06-n§t13né
(1) et (2). (Le déterminant .| (x) se mu'tiplie par un fac'teL.r 5 i
de cos transformations). A une transformation (d4) le de‘termmant i{x)
devient une combinaison linéaire des déterminants de mcme Orl:-dfe qui
e
contiennent toutes les lignes de My, M,,..., M _ et n 1 -;:}_, Ch e
lignes de M. Etant donné que I(x)="0, un au moimns de ce]s dctcEn;:;
nants est =0, donc ta condition € sera ausst satisfaite dans Ia m:pC;’c :
carte. Il résulte que pour vérifier la condition C, on peut consigerc
rte locale arbitraire. )
e c(a)btservations. Dans le cas ot lc systéme de coordonnées z, cst un
systéme non-homogéne, les conditions B et C deviennent
B'. rang [0,x,...,0,x —=m.
C'. Soit £ le nombre naturel tei que

bl k

L - v, =1
2 Cr::-ih-—i A )—’ C"' i1 b
h=1 b=

alors, pour chaque point x de la zone géométrigque de la carte locale

(3), nous aurons
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Ict par », nous zvons noté

!‘4]
rang S R
M

ko

oa M, — i
# = ":h} A

et cette matrice n’a que » colonnes: /=1,...,n
l?;. La normalisation locale d’une V¢ plongée dans un K(S,,G)
our iété is] s
L une varic¢e¢ Ve de 1-\’(\5,:,(}) on choisit une carte locale, notée
par g, dont la zone géométrique est un ouvert D e Fr . Si les rela
tions (3) définissent une carte locale arbitraire de Ve cie sorte que la
i i . . N . ] ‘
z,o]ne geometriqus de cette carte contienne Pouvert DI, alors la carte lo-
(c::la';‘:. wo sera donnée par m foncrions w'e = fay!, w), 4 =1 m
Ce pz e, ..., =1,...
é 1n18§s sur ), réguliéres de classe = v et ayant le det (,apfﬂ)—f—’() T
Coordo;“[la:;sune tra::ri‘torlmauop £%G, représentée dans le sys"{ém.e de
vy par a variété - : g
coondonr Vv/‘,} p ( }, iété V* | donné: par (3), est transformée
b= gl donnée par

8) x', ' = "li xllul J“';ll!":ll),

;l’oﬁelay?fr;esfézzd?fnc- dc: 'la carte loAcale P de.VI’” est la carte locale
" v présentée & Paide des mémes fonctions f(u!,...,u").

Si Pon fait une transformation (2), la variété V* . donnée p)ar (3)
sera représentée par une nouvelle carte locale: e o

o~

) xt=pxi{ul, .. umy.

La carte locale S Hind

sera definie dans la nouvelle ¢
1 ‘ " G e car
mémes fonctions u's = fo(ual,, .., u"). te focale par [g;
. fPo.ur‘ chaque point xED‘On considere les vecteurs covariants aux
} 8 oxr‘natmns (4), tangents & [a variété différentielle ¥, qui forment
e coreplre naturel attaché a x dans la carte ¢,. Ces v'écteurs seront

3 ( ! § s

| [0) gg — ,]ufa) ) i

yees M
Dans la carte locale ¢, nous avons

(i0) o = g7

Fo

Ew(cé;emment les vecteurs ¢ (10) sont invariants aux transformations (1)
et (2). ‘

e
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Les vecteurs v, a = 1,...,m définissent m champs vectoriels sur
D. Ces champs nous permettent d’introduire m champs vectoricls con-
trevariants, définis sur D, donnds par les relations

(11 et ey = 43 a,b—1,...,m.
On obtient
{119 egq):ﬁ:, et ey = Oy

Nous considérerons la connexion affine, sans torsion et courbure,
définic par !a conservation dans le transport paralitle des champs
e, @ =1,...,m. Les valeurs de ses coefficients dans la cnrte (3) seront

(12) !‘ETﬁr)vese:’ (o fiyp=1,...,m
et dans la carte ¢

]2') Jo— (.

( By e

Cette connexion est invariante aux transformatioms (1) et (2).
Considérons les matrices (5) écrites pour la carte tocale ¢, el le
déterminant |(x) -= 0, d’ordre n + 1, défini 4 Paide de ces matrices ip. 163}
En utilisant les vecteurs e, a =1,...,m, ¢t le déterminant .1{x), nous
introduirons un nouveau déterminant, noté par g, (¥, construit de telle

sorte que, si le déterminant { (x) contient sur une ligne les dérivées
<l bat,i=0,1 ..., n,alors le déterminant |z, (x) contiendra sur la
T] '(h '

méme ligne les quantités g ..., ¥ ei‘;l e::....e:::}. Evidemment
{13 tlyg (%)= 1(x) ,
Yo

ol par |, (¥) nous avons noté la matrice des ¢léments du détermi-
nant g, (¥
On voit que _I, (x) est un scalaire aux transformations (4). I se

multiplic par un facteur constant 4 une transformation (1) et par gl**1
3 une transformation (2). Le vecteur covariant aux transformations (4}

(1) L= 0 log lo, ()

n+ 1
est invariant aux trasformations (1) et il change & une transformation
(2} selon la régle

(}5) [az."]a ] 6u ]()g .

Ce vecteur est nommé vectenr normalisareur, [3]. Dans notre cas il nous
permet de normer de fagon absolue les coordonnées des pointsde Pou-
vert D, jusqu’a une multiplication par un tacteur constant prés, par la
condition

{16) l,=0.
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ur réaliser cette ¢ ion i -
ondition il est suffi .
st suffisant d i
. . f—‘-lmu]llpher les coordon- Ces points sont invariants aux transformations (4). En effet, les coor-
ees des points de Pouvert D par o= |d, fx} 'L o données du point Va ...q, SONT des tenseurs covariants d’ordre /7 a une
¢quivalente 4 la condition |, (x =‘c0nsrqpn . - La condition {16} est transformation (4) et dans les expressions (19} ces Tenseurs sont con-
) Cbhscrvarions. a) Si le RN ’ udctés a Vaide des vecteurs &7t ,... gsh . Les points (14) se multiplient
sité de considé ) 8i lesystéme 4, est non-homogé ] LR )
b) gqn;,logrer le vecteur /, disparair. gene, alors la néces- par o a une transformation (2) et & une transformation du groupe fon-
oF pout trouver un ; damental 1ls ch
T rect I changent seloa (1).
covariant P } du.tre vecteur u :
qui Pi]‘uw;u;(ﬂtrans.jprmat,-ons (4), invariant aux qtr‘;rf;fo(f-gl?-l Cl'dcfsusa Pour la carte locale ¢y €1 pour la normation absolue des coordon-
- «l 2 X r I .y .
Comiposaned dgn (13) & une transformation (2) et si p0uracl;)lnsl'~1—' et nées par (1G] on obtient
tions (3), d;OrdreCi)lllljgu;Z?}; Vectel:’ur on utilise les dérivées d?s1 e;oégs
it que %, alors il est indiqué = »
5 d il est indiqué d 3 la=8 oy
e ren ) z b :
q aplacer {20) Zup e g, On ¥

dans toulc :
s les considérari : :
L g ; ations qui s
ve : suivron .
cteur. Lomme exemple voir [4] oun [5] t le vecteur /; par cenouveau

‘ La connexion affige @ .
& ciaque point x €0 lag péf};t:l le vecteur /. nous perniettent d’attacher }Jng: conséquence immédiate des r_elatiom (20} est la suivante i_n-’
Vo =0, x—1, ¥ terprétation des POINLS Zy; . voqy” Le point =, .4 €51 le point dérivé
! e : i Ty ooy ® calculé pour la carvie g, les coordonndes étant absolument nor=

Vajey = Yay,u— lasFais | mées par (161 '
(17) o Les relations (20) et Pinvariance des points (19} aux transf ormations
S (4) nous montrent gue Ce€S points son! symétriques en leurs indices
ay -

L8y

Les points (19) sont déterminés grice alacarte locale ¢ quinous a

permis de définir les champs vectoriels (10), (11) et a I'aide de ces

Csewoslpyes = Voo om, champs, la connexion affine /' et Je vecteur normalisateur /. Si Pon
atilise une autre carte locale oy de Vi dont la zone géoméirique a

€L par y, ...q,_,q, BOUS av & N

calculée 4 l’aidhe ld:’a la cor?r‘::::? o .la S QAN B SCIRRR Pint i ide avec D, alors obtiendra, en général d’autres

(17) chan Jrmeson affine /% . Les coordonnées des I intersection non vide avec B & O°F O ; &0 8

0 gent selon (1) 4 une transfor 4 €5 points champs vectoriels, une autre connexion affine, un autre vecteur [, et

elles se multiplient par o 3 une n‘z-msfmatfop d‘f groupe fondamental, donc d’autres points (19). Les relations enfre ces deux systémes de
ormation (2} ¢t sont des tenseurs points peuvent dtre établies en utilisant (20). Nous aurons

y.) . N 7
L i Jql g L e ' ih yﬂl Ttrmy

LOVE!‘})&HI’S aux transformations (4). |
" our la carte locale 4 ct pour Ia n I |
(16) on Sitien ormation absolue définie par o ‘ B
18 H Zyp ey ER .l["'“hx’ Fup Tl P pent
( ) y, fq =0 3 ! .
o ) B0 B A
En supposant que la transformation de la carte g & la carte g est

%o

17) . .
(17) er des champs vectoriels définis par (11) .., um), différentiables de classe

donnée par les reiations u'¢ = we (el

A Taide des points
e .
) -~ {0, on obtiendra:

on introduit les points

- @ el avec det(
T

F—x
’ A
3“1 = 3'“1 e:l 5 o .
! ot x o x duti Sl gi—lx dus
(19) Fapay = Yayu, €51 272 duter., . Buten IR T S 2 Tl daten Aust ... Butn—1 Sl
- (CEE
&u“h—? Gyeh—1 . ax ahye
" "J * " " I_ -y - " -
STTRRR M u;,f’i} cee 8% dutep_ At 10wt Dut e, o
: 2h
Ay ey @y yeo=1 ..., M3 : Ayant en vue les relations (20) et que les points Sy ... sont inva-
s Mg 5ees Oy s =1 4000, m, riants aux changements (4). 11 s’ensuit
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1
(21) . L o Oyt . 't g4
l R . oa o . P~
i "oy Jutsh LT TRy T
Ce sont les relations qui li o ,
relations qui licnt les points = i i
Yuy - uy > INVAriants aux trans-

Formati o .
z?rmatmna'f_—l)', dﬁffn;.x a luide de la carte local i
ot ray,, dCMInis A Paide de Ja carte locale S e AR ponts
Les relations .
/€5 ons (2 '
o et n (HI)‘enousv montrent gque les coordonnées des poi
sy v ay Seront identiques alors et seulement alofs gu:la?:ltg

H] - 'H”
fa transformation de ia carte locale at
7o 4 lacartelocale 7 est donnée par

u*c = }* -l'- e % —
Il faut o y = constantes,
(10} et ¢ bsﬁve‘; que dans ce cas les matrices M
« (11), 1a connexion affine s (12) "
By -

]u (14) 4] A
nt les mémes va
des caries localeqlgﬁicz‘{:ssr&g pour ces deux cartes locales. L’ensembl
(c*, consta iy € yo per les transformations u* i ¢
* stantes arbitra 3 . . sformations p'9 =
traires) sera noi¢ par . ut+ o,

I_Bk pOlnt < . Y
( JJ (1] ni l 3
p p an . &1 p(. tr SIO dll u g l.lp / o

ant ]a ropriete Suiy e & H une ﬂIle rmation d ro c tuﬂdll

] (5), les vecteurs e
et le vecteur normalisateur

men(’ﬂll o s (3 e "
carte locbal\  1a varidd I* est poriée dans la variéié o

¢ correspondant. 4 g, ¢tant la carte . m = gV::. > 1a

vq (voir la p 164), alors

si on conside s poi

it o astdere fes points (19 Byp er g €L 2 définis i

a aide des cartes ¢ . ! et atraché: e & deus motsrs o
| lade s it : P respectivement i d i
pondants x et x' = gx, nous avons la relation o g

Cette relati pee - o
1 2 . T @ M Eio L .
On su;;ﬂg)cut etfre immeédiatement vérifide grﬁcé ) {;20. 5%y,
e que (d carte local L I
our . . vcale o a 6té choisie d ‘
fion (C:hag;;g P(;mt x&D le repére P;‘Olf{’]cn’f d(;/g;t-\te de telle maniére gque
> ar 25 . L e te , en vertu dg g
calculds pour Iy mﬁ‘;’?{‘:ia’ierwes qui eutrent dans le d‘;‘é’i'min;::[ C;?ric;;)..
La condiri o 2irg, ME SOIr pas u 15 s a4
¢ on 11, ) A 1 repre spécia
faire seront e ‘ll.cs pomnts ou cetre condition ne pe [.dmz;; le sens de
En Xn.dus de nos considérarions peut pas étre satis-
=0 vertu de Is condis A 8.
: ttion ci-dessus ép .
on » G g . 1 SUs ¢non ] )
peut trouver i systéme de poimis oncee, pour chague poine x & D
{22)

3

b d ad
3 ”{:I}"p 3{15}-3-..,3{;,__‘%,*, :?_(_/3
-'.'" .

obrem: du syc;é,.
< il -
S AR K S TR U A (fermé par tes poinis

ST i ';’{i'lz' eHtrent o g ]
E_ . a; i vas e dérer minan loy) (x)), qui  nous permert
gra s conditions Iel ! . o
. R 2 de Physothése { } ] ]
wmque un reperve préféren:iel - se I, {p. 166), de déterminer de maniére
Par {rl}* { ' : n
st ey o on o g de Pindice
I les Ferog not¢ les valeurs ’ 1
pour le quef[es les pomts corre d e {Tl} ’{Tl IB};"
el tepite Dttt ot | - p‘(‘;iz ants entrent dans le systéme (2 )
0 arL]e si,D's['& pP ( € Lq-‘frl'f ndill’.ﬂ’; a Putde de Per semble des condition;e'
estpie A me (22) serz noé R {x, rg) et se: pu'n A Ce ep‘ e‘
memce pour toutes I=s carges l(’)“'lnl}eq dge?’en : tgl A : ob
&5 cales semoblie ([J) On
o) a ob-

tenu dE L\.[tu maniere u (}l[ } : S e 1els artacines aux
nanere
1 .L]i de r\_pcl’t.. 1. ['Lf(.,[‘t‘n[ ] 3 l ] u
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, dont les coordonnées des points sont ab-

pourvue de cechamp de repéres préférentiels
des cartes locales oy .

points de D.La variété V7
solument normées par (16],
s’appelle wariéré normalisée @ aide
En tenant compte du fait que les conditions ¢ sont géométriques
160) et du mode de changement des pPoOInts .- ay {p. 167),

(p-
du repére R{x, ) satisferont aux tro.s

il résulte que les points A,

conditions suivantes:
a} Les points /1, sont invariants aux transformations {4}.

b) Les coordonnées des points A, se multiplient par ¢ si I'on mul-

tiplie les coordonnées de x par ce facteur.

c) Si par une transformation g&éG la variété
dans la variété Vv— gl , en considérant deux points correspondants
xeéVret x =gxg V' et Jes cartes locales correspondantes, ¢ €t gy

alors pour les points x et x et les cartes locales «v, et ¢, NOUS aurons
R'(x’, ) = gR(x, ), ces repéres étant définis par les points 3,
Z, o ageces 2 , et respectivement y=gz, 2, W TET ey T L=
eyt TR SOP T O A

3 Paide du méme systeme de conditions ©.

Observation. Dans le cas de Pespace affine ou d’un espace subor-
donné a Pespace affine le repere préférentiel normalisateur sera un repere
affine particulier défini a aide de I'ensemble de conditions {J, en uti-
lisant un systéme de vecteurs obtenus du repére affine qui a comme

origine le in et les vecteurs =2 v Z =z ., en
rigme po tz {r‘}’ {rl""k—-»l}, {rl...rk} B

Ve est transformée

= gz .
{‘1‘ 80 \'g’

vertu de la condition C'.

4. Les équations Aifférentielles fondumentales d’une (72 normalisée
Soit V& une variété de K(S,,0) normalisée a I’aide des cartes
locales ¢, dont les zones géométriques contiennent Pouvert . En te-
nant compte du fait que le repére normalisateur R(x, ¢,) est un repere
projectif particulier et que fe groupe fondamental (; est un sous-groupe
projectif, alors les équations différentielles fondumentales de la variété
Ve de K(S,,G), normalisée a Paide des cartes hy sont.

(23) dA'.—-n);fAj., l., f*‘—"O,],...,H.

Les quantités .}, qui sont des formes pfaffiennes en du' Seeesdum™,

satisferont aux conditions suivantes:
a) Les conditions de compléte intégrabilité des équanions (23)
(24) D m{ + [ |?, (,1)'{_] = 0 .
us assurent que le repére projectif défini
par les points A, points qui constituent une solutton du systéme (23)
Jéterminée a Paide d’un repére initial préférentiel, est un repere préfi-
rentiel. Nous noterons ces conditions par

b) Les conditions qui no
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(29) Fo(ol) = 0.

oeal ¢) Les conditions qui novs assurent qu’il y a un ensemble de cartes
ocales o, de V¥, telles que le repére préférentiel définj 1 i
p . _ p efini par les points
df (Iggn}ts, sofutions du systeme (23)) soit le repere de la normalisation
e Vra Paide des cartes . Pour déterminer ces conditions nous ferons
les considérations suivantes.

e
: A Taide des cartes locales o, nous avons définj sur Pouvert Dles
champs vectoriels e et e, a=1,...,m {((10) et (11)). Evidemment les
pfaffiens

(26) m' = el dut = 0, fedus = dfv
sont linéairement indépendants (det dy /) =-0) et
(27) Doyt =0,

Les relati T du'e = : ine 1¢ i
ttoms &7 du'e = ¢ déterminent de maniére unique Pensemble des

;artes l_o‘ca]es . Réciproquement, les cartes locales de <y, déterminent
¢ maniere unique les pfaffiens (¢,

. Dans une carte Jocale y €t pour la normation absolue par (16,
0 tenant compte des relations (209, on peut vérifier les relations

(25) dz=z,0%,...,ds, . , = z,
1 -

o
"y apa e

Les points Zq,-..q, €120t invariants aux iransformations (4 ariérd
! I, la variéré

. . "
Ve elaFt' z.lt')solument normee par les conditions (16), les relations {28,
sont g{_:r]:fxces pour n’importe quelle carte locale.
I le repere préférentiel R{x. 4,) est strui
' . co S o
- (x, by onstruit, nous avons fes

29 S
( ) z 7 Al., F, =l x‘ff,...

-—u_[r

2% .., 1 .
! ! ] i ae--ay f

or
P

3 e

En tenant compte de la maniére dont les points =z ct A changent
b1 - § - r I..].Q‘ah !

a une transformation (1), (2} ou (4), il résulte que les quantités i,
sont complétement invariantes & ces transformations. Ces quamirés.,sont

aussi complétement symétriques dans leurs mndices a,...q, (comme les
, s

oints z .
P o ay)

Les invariants ¢, (ty 5ee satisferont 4 deux ensembles de conditions
dont le premier nous assure que le systtme de points

PR

o o
<3 <'{:}',..,,
1

2 : 3 { 4 . ..
I obtenu de (29), détermine 4 laide des conditions (2 le repére

préférentiel défini par les points A4;. Nous le noterons :

{30] . _
R d”!m’“:*.""'”-l-',-v-ag)_0-

iI;e second ensemble de conditions nous assure que les points (29) satis-
ont aux relations |28, Oa obitient

dans le calcul du vecte
i ui entrent
des points z{r;___‘h} q

17

13 ) \:;I 'm'l'.l'“‘-'ll'ITIiJI‘I- l-)\\s PA TLLEORIE DES VARNBITES
‘ =y Gl s L.o,max{/, @) —1
|{31) e . ot == “:':"""“’m > h 0,1, ) ( o) H
u imum “indi 3 1 7 ul entrent
ot ] est Pordre maximum (p. 162) del indice des points u{rl‘_.r!\' q

! .
eur /, tandis que g est 'ordre maximum de l'indice
dans le systéme (22).
sont satisfaites, alors le repére préfc-

. [ os (30, et (31 Ry
Si Jes conditions (30 et [3) ¢ solutions du systéme (23)) est le

. e : ' . |
tiel défini par les points A; (points ¢ {23 :
:z;ére de la n%rma]isation de Vr a I'aide des cartes locales détinies par

: iété V¥ iquivalentes 4 la co
de la variété V! sont ¢qu

Mais dans ce déterminant on peul remplacer

e{‘- 1 'h}
obtient ainsi un déterminant enz, Z{':} b B, )7 Bl o

A= du's.

dition de normation absolue

de normation absolue des coordonnées des points
ndition [, (x)=const. (p. 166).

les éléments 0, ..., %,

d) Les relations {16,

' i inant. On
gt .. g™ par z'{‘ ...} sams changer la valeur du détermin
ST . La con-

. {x) = const. se traduit par
Te

! ,u)?)‘:n.

b s
(32} ”'“".“"";,

i inéaire indépendants
Etant donné que les pfaffiens ¢ sont linéairement indép .

on peut écrire
(33] Wi gaw
. . ions (24), (25)
ités g ¢ : tes. Les relations (24), (21

ou les quantités g, sont complétement mvarian ,

(31}, 132) deviennent:

i k 0!‘ -
(24':I [dg'm, m] -+ & g}{blu)“ , ] 0,
(25") F (gho) =0,
£ ! i a — i na
':31') da;t...._" b u:{l...ahg'm«.; « ‘ PRU
()
f koyd) =0,
(329 'f’.-{”é,"'a;, , &5 )
sométrie diffé ] ‘une Ve
5. Le théoréme fondamental de la géomcirie différentielle d’u M

plongée dans un K(S,, G)

> feo it PP

Les considérations précédentes nous permettent d’érablir }edthgsrsz';d
local suivant, que nous appellerons le zheoren;?{gomgz;nenm e la g

irrie dif férentielle dune Vi plongée dans un s ). ’

e . .,m, himéarrement

. . . R 1.
Sotent donndes m formes pfaffiennes o, a 11, P
indépendantes, de m variables 1w {a = 1,...,M) erl es mf:{a{; g),

] T | IR AT S 7 SR /) y-. .M, g = max i, g
’lll:' "”lal"‘aq’ ) y 1o sHy 58 Yy
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oo, dtant complér irri
. . EMENT S YMEry
; ymerriques en ay...a,. On suppose que ces

q"ﬂ"-‘f es sont a T )I’q €5 ¢t q? cifes yars nEoar svsictne de re 1oy,
res s s It
{ J! f()! ¢ 13 { /f 10318

C
C] ' D = 0,
2 -' B ogi oo
C l%’ e ] ; g,-‘:, A’,:,b [U,J' 3 r)b} ={) s
: - )
Fody =
C f‘q(giu"’) = (),
£ 1 3 i
(34) th, (e, u_f, R ) = 0 ,
, )
C:- d{;_’ . “I' ot w _" i
a ay @ " ay S =l ogt

1 Hhu.‘
’ ]l:O,I,...,l'ﬂaX(/,g)—-],
~ia Fled ol '
¥ (e ,t::rl..., al L g ow®) =0

. . o .-!‘-5._.
Ly k=01, ’ ’

.|n; (!,f!l,...,a,l,... i)--.,”f.
Ud”s s Co 17 3 7 a I
(Hdzf“}?f3 ¥ Hant 1 a) s a He7

7 j - 51 1('18 q antites Onnees e!e?”]l‘ et nne v ?‘1.:'[‘&‘ . 3

p 0”(%66 Hans { 65Pace (LS G 5 CFII variete  est norma iseg a4 aide
g o ) 2 arie :
¢ ¥ /( I/eb efHHES p th /!.’S ]ela!i(}"é U/} 5 ! [i ' : ;

des darte 1CL 4 ‘ [ ) + Ll!e est f!ﬂfe)'”l” ({4

e manicr (F e 1 7 H J il
a ma € Wnig:
a e ty a iSf()I 1atron du g’ (’upf? ft' Hdame??!a] p? 5
Ob&é? DaIEOH. l)dnS ] cnonce du [heOI‘CInf.‘, Pd' T g nous avons not
B &

r i
lordre {p. 162) maximum de Pindice des poinis 2y qut entrent d
- ’ TR nt dans
ysteme (22) et par / Pordre maximum de P'indice dhis polnts
b, by .‘.’.’{rl_ L. -:,}

a

Démonstrari ;
f on. Les quantités o
permettent de déterminerqles pfaffif-ms et les formes pfaffiennes . nous

Ao ns o). = A d
(O'JIES)PCN ecrire le systéme (23). En ve rt’j d g;r RN e
24) sont satisfai =21 Zhovertu de (40 C, C,) les ditions
Un repére Pfi'fff;?;gi’riglorj;[l le sysiéme (23) est complléterﬁ)exii'q i(::ﬂgd;f:gfm
de (23}, qui pour me . s ,CeEanF choisi comme repére nitial, la sglution
(31: C,) nous assurent qt:.le (;;HCIdle avec A4} est unique. Les conditions
famille de ) solution considéré ;

reps ey . i ¢e est
En verty duelziléisré}r)!:'efgfent_rqfs, reperes qui sont fonctio:f:rg:geempar un:e
o > d'unicité des soluti . veen g 8T
intégrabl . . ) olutions du s .
o géter;i[{é%),dla solution considérée, A {u! yztf)me. Co(x;mplletement
e emaﬂiél‘t‘u 0 . PAH ey ,1:—~

damental pre nique, a une transfo i .

rés ; e rmation

pres (deux solutions différentes du systéme ‘?;fij‘;rg;}?}e ‘gon-

' . cident

par la rransformart
. : ion du crou
' Y - °n du groupe fondamenta : I
peres préférentiels initiaux qui les ont déterl ucllcl_l: fait coincider les re-

i

A Paide d ' c
e ¢ la solution trouvée A, (#) et des fonctions .. . ‘
Peut ecrire, par (29), les points =, variérs
: A S
solution de notre probicm-~) ser . ..

: e
: " . La variété V-
a donnce par les relations

- 3

(35) .

sla oo, um) =4l 4,
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o - g satisfe-
]

n vertu des conditions (34:C5) les points z, 2, ...« &

ront aux relations (8). Les conditions (34:C,) nous montrent que Pon

peut trouver une carte locale, notée par 4, de sorte que dans cette

carte les POINLS 2, 4 5.0 +» Sy - ov gy SETODT les points dérivésjusqu’a l'ordre

g de z==2(n®). En considirant la carte ¢, et le systéme de points

S5y Ak 2y par normahisation a I’aide des conditions (2,
1

nous trouverons les points A (u®). La carte locale
5o n'est pas unique. En effet, les difrérentielles totales exactes " nous
détiniront une classe, notée par g, de cartes locales qui peuvent jouer

le role de 4, Les cartes locales de g sont obtenues de , par la
, m; c®— constantes arbitraires. En

on (34: Cg) est équivalente 4 la con-
en résulte que la variété v (35)

en vertu de (34:C,),

transformation u'c=u*+ ¢, u=1,...
tenant compte du fait que la conditi
dition de normation absolue (16}, il
est normalisée a Paide des cartes locales ¥y Q.2 D.

Pour calculer Pordre des invariants o N du théoréme fonda-
sy

mental (donc Pordre maximum des dérivées des fonctions (3) qui entrent
dans le celcul de ces invariants) nous utiliserons les cartes locales de
@, En vertu drs relations (20) (29) et des équations fondamentales, il
sensuit que l'ordre est au plus max {, g)+1.

6. Exemples

pour pouvoir apprécier facilement la méthode
exposée ci-dessus, nous 'appliquerons dans deux cas bien connus: le cas
de: surfaces de 'espace projectif 4 3 dimensions sur je corps des réels
et le cas des surfaces de Iespace d’Euclide 4 3 dimensions. La méthode
a ¢té apphquée par Pauteur dans le cas des variétés de I'espace Klein
a groupe lin¢aire completement reductible ([41, {5]) et elle sera appli-
quée, dans une Note ultérieure, dans le cas des vanétés de Despace
axial 4 n dimensions.

a) Les surfaces de Pespace projectif a 3 dimensions. Soit P, Pespace
projectif a 3 dimensions sur le corps des réels. Les reperes préféreatiels
de P, sont les repéres projectifs. Les conditions @ (p. 160) qui détermi-
nent & partir de chaque repére projectif un repere préférentiel, sont en
ce cas les conditions de coincidence: fes points du repére projectif
coincideront avec les points du repére préférentiel respectif.

Supposons que Pespace I, est rapporté 4 un repére préférentiel;
le systéme de coordonnees projectives homogénes obtenu sera noté par
40 Les transformations du groupe fondamental seront représentées, en yg,
par les relations (1).

Soit $ une surface arbitraire de Py
face sera définie par les relations

xi=xi(n, ut, i=0,1,2, 3.
On suppose que les hypotheéses A, B, C sont satisfaites.
On choisit une carie locale de S, notée par 4, €L 0On suppose que

pour cette carte

Comme exemples,

. Une carte locale de cette sur-
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LX) =det(x, 8¢, d,x, 6;,x)=0.
@n
(Geométriquement cela signifte que les lignes u?=const. dans la carte
locale g, ne sont pas des lignes asymptotiques).
On considére les champs vectoriels €. @ 1,2 (11), définis 4 I’aide
de la carte ;. Ces champs nous permettent de définir la connexion af-

fine /75, (12) et Je vecteur normalisateur [, (14). En utilisant les vecteurs

¢, la connexion affine /3, ¢t le vecteur normalisateur le» DOUS pour-

rons construire les points (19). En tenant compte du fait que les repéres
préférentiels sont les reperes projectifs, le systéme (22 sera formé par
les points z, z), 23, 2,,. L’ensemble de conditions i2 (p. 160) qui nous
permet de définir le repére préférenticl normalisateur sont en ce cas

(36) z=dAy, =4, 5 Ayy 51y = A;.

s

La condition (16) de normation absolue des courdonnées des points de
ta surface devient

(37) (25 51, 24y 2p) = (Ao, Ays Ay, As) = const.
On voit que dans ce cas I= =2,

La surface § a été normalisée i I'aide des cartes locales. Nous tra-
duirons dans ce cas le théoréme fondamental établi dans cetie Note et
nous comparerons les résultats trouvés avec les résultats bien connus de
Fubini et Cech [2].

Le théoréme fondamental (p. 171) implique la considération des
pfaffiens v et des invariants afyaf W &t J-0,1,2,3:a,a,,a, 1,2,
fonctions analytiques de !, »2, sarisfaisant aux conditions (34).

Nous érablirons tour 3 tour, dans notre cas, les conditions 1341,

Les conditions (31 C,,C;) sont les conditions de compléte inté-
grabilité du systéme (23). Ces conditions restent inchangées,

Les repéres préférentiels étant les repéres projectifs, les conditions
{34: C;) disparaissent.

En tenant compte du fait qu'en vertu des relations £ les relations
{29) deviennent les relations (36), on voit qu: les conditions (34: C;} sont

d'=1, =ul=,4"=0,

f.(? = 0, r,[: ],";J == ”:lz = (],

[."8) .
¢13=;1,‘IE-""-0,(1§=1,H§=0,
00— 1o 2 B
r43—~u3—(13——0, rzg-—l.
En considérant les relations
i\;gj dZ = 3”fl)", d-‘.’!”l = ., I.-..u"',

L

¢t en tenant compte du fait que

> = e gy H
10 gt A, 3y =, A tia '
@l

et en utilisant les relations
deviennent dans ce cas:

i
I = =]
(417 gy =y i T e M 37 Ol

i ' itions (34 Cy)
Srentiatl ' ent les conditions (3 ¢
Par différentiation de (37} on obtics

3
& =1,2.
(42) Log,=0, a=1,

r
i : : i o Une sur-
le théoreme fondamental trade dans rtiféi‘:;u:iii::{;egtuuc R
; catectif a 3 dimensions es ! 1 , -
' de Despace projectif a : IR
= H i N 3 3 =0,1,2 9 :
fenctions analytiques o'y > Vg g S 38 {411 er (42). La surface S
satisfaisant aux conditions (3d: C;, Gyl, {\, b o0 B8 e Tl dut,
vimalisée a Daide des cartes locales ddfinies p e ariamts du
o ’mObserz:anon. En vertu de (38) et (411 l: :“)c:imé el e
Coré réduit a un systéme f¢ : oos
theore_me fondamt?npal_l Se 1.2.3. Ces invariants sont de | o'rdre ’i au p .
g g";~:f=1, 2:- z AR SO T Fubini et C’echl__]‘,
" Pour comparer le résultat obtecrllu avec lc:C e T, (2, 079, e 1.
ili : i amentales ) .
ons les équations fon _ R L
ppus e ' {c?} les symboles de Christoffel de p :
Nous noterons avec {i, i e dérivée
définis par le tenseur a, de la forme Fy et p a4

4 18 (LA -tlh

s notations
e =ty —pr . Avec ces I
Enfin, nous utiliserons le tenseur 71, = {ij) — '

pour les points {17) nous aurons
Y= Vo qu 3

. v h . T:u(_lluz\x.
Yoo = ‘\'upﬂo (Tzl’“g - 1ﬂ| {séﬂ - .{“z ATHI Xy I]u".' 1% E

jent les points
i c recteurs e, e, 0N obtien
En contractant ces relations avec les '\ELIC.’ : ,(,[) e e 1, 3
21, %, 2;,- En tenant compte des &quation o
cox’mdi_tion de normation absolue des coordonnee

devient

(5, 2,, #25 211) = consL.

I g2 ' LI st.

el e ) V)a, . e1e’ = con
: — 1 A Xy Han 1

2"_?“) = L (.\t, Xy, X, 0% 1

e, (’2

En supposant cette condition satisfaite, nous auroas:
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Y, T Xay
— a- gy -
__\’alu_ - lul,na - 1 aa, Xy s

{43)
S 1 ¥ ¥ 5 L3
vulqzﬂa - :\u‘ul.aa o T"lns x"’an + Tﬂ)uu = ) .1- T“.u.: qu,‘. ™

B
el gy
+ (Trlluz‘“a - 1 am, Téul ™ Tnlu’ I :lﬁ: Xy

on, de (1) ([2}, p. 79, t. 1}

g T -1 7 -
R a, balui-\y T autu' A 1_ Pq]ra_l Xy

v
. i hT iopl ¥ 8 Y
(—1—1»# ~‘uluuaa (‘balu”ua kS bu,l:l2 br'";. 4+ a H a 'nu,ﬂ F puluzéua} Xy !'

-+ Pa a,ra) x.

171 3

] ¥ r ¥
-1 b“;“z a‘ru“ X + ( aa, P:"n - ”uuaulu,

Ici nous avons utilisé éguation (T1I) de [2], p. 81, t. 1 sous la forme
X, = nyx + a¥mggx,. En introduisant {44) dans (43), on obrtient

Yo = Xa»

yulq! = (bzlu1 'i_ :1“;) Xy S “alu__, X ‘i‘pulnz Xy

, _ B
Yoae = (blloiyﬂa -+ ba,u’ E“a + dape, ark Mg+ Pap, d;a +

| ]

(44’ o By B B F .
) 2,9,'8, - T“)“u Tﬁ“a —:_ T“z": :15 + T"luabéna T T“;“: ZIH) Xy ¥

1 ' ¥ Y g ¥
™ ( Tu a, ayaa -1 Tﬂla:l ‘11'.:2 + r“g“;. au.y T bnla, a‘ral) X_*“

L N n 1 Y ¥
( a,ﬂﬁpvn“ FHy Qyq + Poaga + Tu a, Pya + ['uu Pru, T Tua Pay)X -
El 173 17z 3 174 a 173 2 273 1

On considére a présent les relations
Ay =x, Aj=3.¢% Ay Yua, ep e

et
dAO = Ve B:} 'y d“ij ol yulus 3:' eg’ m?, dA:i = Vaiquaa e? C‘?” E:" it

En utilisant les relations {(44') et en les substituant dans le systéme {23)
on obtient :

1 Plej,en) Ple) __,Fz(fjaez)

gt}g - i . . "‘J:j"? ) 3
Fi(e)) | Filej,e:) Fole) ) Fyley)
el 2 —1 1 [ A 1
gl_., = [Eq.' e Fz (eﬂ el ot Fz(e s L’»H F,(e) 14 b“m L a8 €
2 ISt 1% I 2151 1 42 2 ‘] 73 *
82 e;! b;rm + wos eE

L g
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1 g2 1 1 a !
. ) . . el e Aot e

AT [t?q.' e"= I‘-; (‘-’l) ™ eu_ 1’)({’_;‘:"2)] 1‘;IL’1) [ ayas 1 ayas 1 )
g i e | I B 5 el e b Lot el
2 ajuz ayay {

vt Y . "
Tqa dya, | bya, tra ) €] €7 €

@ (Fyle ) (T, i,

gy
~37 1 o, "yu_

ey gy
I a1u:pya_‘ !_ ] (U8 ,h a

- [
.%’!'. AT ([’nlﬂﬂpT“n b ftg Qg Pajapa

Copt @, u g )
o pqu)el'c'l' etss J;;P(H]’

¥ LA 1 T B gy
(bulu_”n:‘ | bnlq!bﬂn_ I ”nlu_,am "”a_ﬂ B Pa"g ")u /| a0 ! 1 a0, Ba, '*'
B ey ey 1Y T2 T B ¥ JLL SR PR
l‘ 1 aa 1 aB = rnlu: Uﬁa: r 1 ;lu__bﬂq_ {" T ae, °1B) '-',l‘,fer'
3 ¥ T Al a4, Rt [N 2ol
gt Ba, + Tua) eyef = 8,000 &3yt

j=1,2; =1, 2.

En utilisant les cartes locales o, on peut voir que le systeme con-
s titué par les formes pfafficnnes " €t tes invariants g, g i=1s 28
i=0, 1,2, 3 est équivalent au systeme constitué par les formes fon-
damentales de Fubini F,, F,, O{2], t. I, p. §3) et les formes pfafficn-
nos .. En effet, dans les cartes locales ¢, en vertu des relations (10}

nous aurons

; 1 P P 4 djy
al P " b) ."\rr:_ =i >
@y gz dy an
1 .y -
) gl = (b} - 173y — by -1 {l}a,-zh
ay
B il i
d) J%f == {T]] {lﬂj "!' 211” day l’?” aﬁj] 3
) !
B ' b . oeprdl
44" e) &' = by ps;i-n,an Ay b Tape A Ty, per |
} i
B Pi,gs B y
T8 pp— =T hag 4 2 Thjap bu apg)
(f“
f) gh = b+ l’?l by - ay @ o Fpand) Tt Ty 1 T
7B g - 778
4 18 T+ Thb -+ 2T, Bl
1 . . : B . B
(bl 4 TR (T ay - 27, ap v s bulds
dpy
nate — Metemerice 12
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Ces relations nous montrent que dans les cartes locales ), les formes
F,, Fy, 0 déterminent de maniére unique les invariants g) (dans les
cartes «y nous avons I7 = {- . Mais & I'aide des relations (44"), en
supposant donnés les invariants gi,, gt ., j 1,23 i -0,1,2,3 on
peut calculer tous les coefficients des F,, Fy, Q. Ainsi les relations
(44" ; b) nous donnent

ay, = oF0, a, = ogfy, y = 08
Dc (44":a) on obtient

P|| = T pw

0 3 — ol L i
& P8y P = Sat T8

Les rel~ions (447: ¢c,d) nous permettent de calculer les valeurs de b;r,

les relations (44":e) nous donnent les valeurs de n, et les relations (44": f)
nous donnent les valeurs de mg . Les conditions de normation absolue
(42) nous permettent de déterminer le facteur o un facteur constant
prés et les conditions d’intégrabilité nous permettent de trouver la valeur
de «.

On a érabli de cetre maniére que les systémes d’'invariants o, g.,,
giijb =1 2;i=0,1,2, "5 a=1, 2)er Fy, Fy, Q,00"ya = 1, 2 sont deux
systémes équivalents.

b} Les surfaces de Pespace euclidien a 3 dimensions. Soit E,’espace
euclidien 2 3 dimensions. Les repéres préférentiels de I, seront les re-
péres cartésiens orthogonauvx. Etant donné que P'espace I; est subor-
donné & Pespace affine, le systéme de conditions ¢ (p. 160} déterminera

4 partir de chaque repére affine, un repére cartésien orthogonal unique.

Si le repére affine est R (x,vy, Uy, 7y) alors a Iaide du point x et des
vecteurs o, ,, nous définirons un repére orthogonal unique R(x,7,7 s, 74)
par les conditions:

(45) L S

iy Jy

(o}

- (T 95) oy + 070, —F T
2= = = = 3 3 A
Uy X Uy

l.es relations (45) constituent le systéme (2 et évidemment celui-ci est
géométrique (voir p. 160).

Supposons que I’espace E; est rapporté & un repcre cartésien ortho-
gonal; le systéme de coordonnées non-homogénes obtenu sera noté par
%o+ En gz, les transformations du groupe fondamental sont représentées

par les relations

{406) lealxl +C 4 fe 1, 2,03,
ou la martrice |a, est orthogonale.

Soit § une surface arbitraire de £E,.
surface sera définie par les relations

Une carte locale de cette

il
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(7) Y=, ut).

On suppose que les conditions A, B sont sat‘isfaites.‘ o
On notera par ,, une carte locale donnée de 5. On considerera

les champs vectoriels ¢,, a =1, 2 (11) deéfinis a lqlde de la carte

L’analogue du systeme (22) dans ce cas est le systeme

(48 X, D= s Ty e X €4 .
En utilisant les conditions (&, a l'aide du systeme (48) on definira un
repére cartésien orthogonal R{X; ¥, Tzs ) gttachfz au point i . Dans c(j:
cas ¢ - 1. En vertu de la condition B’ (p. 163)nous avons + 0.
FI o (7.. = {). o . ) y i
La surface § a ¢té normalisée a Paide s cartes locales 'hnl (ce
sont les cartes locales obtenues de ¢, par la transformation = %= ).
Nous traduirons dans ce cas le théoreéme fondamental ctab‘h dans cette
Note et nous comparerons les résultats trouvés avec les resgltats cla.s-
siques que I'on obtient en utilisant les formes fondamentales q‘e‘GanR.
"Les équations différentielles fondamentales sont dans ce cas

(4()) IT = i}, '-.) J-__ e --:;._ T 3 f., .'. = ], 2, C‘J.

En utilisant les plaffiens . = ¢ du* on obtiendra

2 i — gl A - LT T o
{50 oy = Epy > SRt

Les conditions de compléte intégrabilité du systéme (1Y) {les ana-
togues de 34: C;, C,) sont

613! Do == 0, [dgs, s o] - 8L, $n [, ef] == 0.
a-=1,2; Lj=1 2,3; k=01, 2, 3.

Les conditions qui nous assurcnt que lerepére R (x5 7,72, b !fo]ullonl
de (9], est un repere orthogonal, donc les analogues de (34: C,), sont

152) =0y el i =0, =12

ou, sous forme équivalente

(52) P =0

7.
ol

! L (]’ l‘, 1-——‘ !’ 2, 3 .

3 Oga S a

Soit R{X;rys7s, 73 un repere cartésien orthogonal, solution du
systéme (49). Les analogues des relations (29} sont

(53) V= X, Oy = oA, U=y e
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Les conditions psur que le repére cartésien orthogonal défini par les
éléments (53) 4 Iaide du systéme 1 (45), soit précisément le repére donné
R(x;7r), 7y, 1), sONL

(54) (t: >(), ”"13 = (;': = 0,
f!% >0, ":g{ =0,

Ce sont les analogues de (34: Cy).
‘ Les conditions qui nous assurent que les ¢léments (53) satisferont
a la relation

(55) fi} E=4 :;”HJ”
(les analogues de (28)) sont
(36) g, =d, a=1,2: {—1,2 3.

Ces relations sont les analogues de (34: C;).

Le théoréme fondumental devient en ce cas:

La surface S est déterminée & ume transformation du  groupe or-
thogonal prés, par les pfaffiens ', w? et les fonctions o),y 8,5 8 =

=1, 2, 3; k= 0,1,2,3; a=1, 2, fonctions analytiques en u', u?, saris-
faisant aux conditions (51), (527), (54), (56). La surface S est normalisée
G Caide des cartes locales définies par les relations o' = du'', ? = du'®.

Remarque. Dans ce cas particulier la condition C est superflue,
les dérivées de premier ordre de X étant suffisantes pour déterminer,
grice au systéme de conditions £ (45), le repére normalisateur. La neé-
cessité dé considérer le vecteur normalisateur [, disparait dans ce cas.
Les invariants a{, «,, g, onl Pordre = 2.

Nous démontrerons & présent que le systéme d’invariants de la sur-
face § considéré dans le théoréme énoncé ci-dessus est équivalent au
systéme constitué par les formes fondamentales de Gauss et les formes
pfaffiennes o, a— 1, 2.

En notant les formes fondamentales de la surface S par ¢ = dv?=
— wap dub et W = Lydudu®, les relations (48], (45} et {53) nous donnent:

! : N 1 i
at =1 (o)), wr=(dle)) " dle, &),
4 B
w3 = (i (e)=" e d (e — (e s e
En notant avec [} les symboles de Christoffel de seconde espéce
définis par le tenseur g, par /5 la connexion affine sans torsion et
courbure qui consetve dans le transport parallcle les champs ¢ et

Te re \___ fm .
Tg w2 = Iy alors les relations

(47

o
b

f_z dF] = «r)-i' - F:; dl‘-‘l - Hl| 3 }_3 dl_; == rn.{,
et les relations (45) et (47), a Paide de

= e - i = =
di, = dix e}) == X 48} dut , diy=d{x, ez) = x ¢} dub

nous permettent d’obtenir les relations
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—ple ey e Fhie)el

J'f T;_ gpv‘eu
J’(E}H efr (31)“!) (2s) — Dh2eqs £,) Y
L3 @ 1 o2
58) PO | gu gg-_g - g%r_, Lu[i él LE o} 8] el
| | ele;

Vi (e0) Lo len) b {ea) = Lers 2l

8 8 — gl Lo [~ @ ier,es)ef +b(es) 23]

L teg) (b {e)) (ey) — b {ers 62)2)

Les relations (57) et (58) nous montrent que les formes fonda-
mentales ¢, et les formes pfaffienpes ¢ (a = 1, 2) _déterminent de
maniére unique Jes formes pfaffiennes " et les invariants «f, uh, &,

du théoréme fondamentat (p. 180).
Dans la carte locale p, nous auroas

.-u‘.i

g e
1 1 nl12 ) S ém 81z,
ay =g T L 5 5
! 1y l i
2 L &n
i 1 .;
g = g o= - - (=L, &, L, 85T,
| g1t gl &n §u—2~8:

ystomes d'invariants s @ b s

Ces relations nous montrent que fes 3
a= 1,2 e b, 00, = 1. 2 sont équivalents.

b
les cartes locales dont les
lignes paramétriques sont les lignes de courbure, ou les lignes asympto-
tiques, on obtient im

médiatement les systemes d’invariants classiques de
la surface S.

" " 3 o
T g? o ai
153 Aie? Hla’ B2a?

En choisissant comme carte locale pq
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O NOUA METODA IN TEORIA VARIETATILOR UNUI SPATIU
OMOGEN CU GRUP LINIAR

Rezumat

Se indici o merodd directd care permite stabilirea unei teoreme
locale de existenfd st unicitate pentru o varictate scufundatd intr-un
spatiu K1{S,, G) (un spatiu Klein subordonat, in sensul programului de
ja Erlangen, spatiului proiectiv).
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Se considera o varietate 1™ (C K{S,, (7| dotatd cu un sistem de m
diferenyiaic totale exacte, " — e?dur — df', a=1,...,m, liniar inde-
pendente, sau echivalent, dotatd cu o clasi, notatd cu oy, de harti locale
obtinute una din alta prin transiagit efectuate asupra parametritor. Cu
ajutorul cimpurilor de vectori e, @ —= 1,...,m, se defineste o conexiune
afind, fard curburd si torsiune (conexiunea ce pédsureaza in  paralelism
cimpurile de vectori ¢') i un vector normalizator. Aceste elemente per-
mit construirea unui cimp local de repere, atasat in mod invariant va-
rietitii. Se spune ca varietatea V' a fost normatizatd cu ajutorul hérgi-
lor locale ;. Pentru varietatea normalizatd se demonstreazd o teoremi
locali de existenta §i unicitate (p. 17!). Teorema permite descrierea har-
rilor cu ajutorul cdrora am normalizat varietatea considerata.

Ca exemple sint considerate cazurile clasice ale suprafetelor spatiu-
lui proiectiv st euchlidian cu 3 dimenstuni.

FOBLITT METOL B TEORHI MHOTOOLBPAJHIT OJIHOPO [FHOIO
[TPOCEPATICTEN € ANTHEFIFOM TPMTHTON

K])ﬂ'l' SO0 colepaanie

[Tpeanaractest HpSmoit  Merol 10330 A0 BHBeCTIN (oKLY IO
TCOPOMY CYHICCTROBAIEI 1T e4HHCIBA JETH MH0roa0pasia BAGAKICHINIO
npoctpatcrne K{(S,, G (upocipanciso Kieling NOAUIHEHOS NPOCKTHBIIOMY
HPOCTPANCTEY 13 CMBICTC nporpaymel 13 lpaanrena).

NupTusactest aoroodpasie Feoc K(S,, @) ocralleHBOC CHCTEMOi m
OOHINX TOMINE TOHETIO 1e3aBHCHMBIX  THpepe Iy at0n 9 .e;’ duc=df,
a=1,..., m OO0 Ko papygocibio 1IPH OCHALCHIT OUHM KJaccoM 10«
RAJABHLIX KAPT, HOIYUCHHN  biAla B3 IpYrofl ponssegennodt aan irapa-
METPAMH TpAaRcAsiseil, orMeucHusM g TIpH HOMOIH  DEKTOPHBIX Hodcd]
e, a—=1,. .., moonpete siorest adinras CBAHOCTE De3 KPHBUSHL 1 KPy-
SEHNA {CHHAIOCTL  CONPAHSIGHLAN B HAPAICFHEMe BEKTOPIRe 1o e?) o
OIUIH - BCKTOP-BOpPMatniatop. 110 3JCUCHTH BO3GOISI0T  TOCTPOCHIE J10-
RAABHOIO N0 PCHCPOR, BDHEPEIIENHOro InBapuantio unoroodpasm,
MuorooGpazie FeoGb10 BOPUMATMBROBANO TPE NGMOILE AOKATERBIX KAPT iy,
JLas wopuaansosamiors Mnoroodpazng ACMONCTHIPYOTCE JAOKAILIA TCO-
PEUA CYHICCTROBAHISE 1T CIHHCTRA. D10 TCOPCUA NOILOSCT PACIO3HOBATE
AOKATRBILE Kaprn, Api 0oMoltl KOTOPLIX ObLIo Inpuainionaio Yareinioe
vnoreondpazie,

Kax apayepn apigeieiitl KaaccHeckie cayian 1osepyaoctei, Tpex-
MOPHLIC MPOCKTHBHOC 11 IBKITHAOBOIO HPHCTPAHCTHA.

DESPRE CONEXIUNILE AFINE ALE UNUTI SPATIU OMOGEN
W%

GHEORGHE GHEORGHIEV

ile, i de-
fn lucrare se aplicd G-structurile, introduse de S. Chern, la

erminarea conexiunilor afine ale unul spaiiu ‘omogen.t \ dut prin for
1. Fie un grup Lie abstract G,, avind » parametri,

i 4 3 rup Lie, al
mele Pfaff sting invariante o Lo = 1...r), §1 un subgrup ,
acestuia, determinat prin ecuatille sale de defintyie

(1)

Acest subgrup se va nota cu H_ (der

i i=1...1n.
wi=0,

_ 5 parametri); se presupunc

i H  nu congine vreun subgrup invariant al ]'us G,.
iié'ua;iile de structurd ale grupulvi G, vor fi
! .
(2) do® = 5 HAOL T

a " . ‘
T by 3 = b O te]e df." QtrUCIulﬁ alC lu:l G » &
in care CBT IJ(, [‘i, i 1 P | ! sint <€ nstan r

stie cd ele verificd relatiile

L

13 Cin = 0> Cpin Cirg = 0

Fie xf (i — 1...n) un sistem de integrale prime independgntiti: ;tle as;;—
temului de ecuatii Pfaff (I}, pe care le vom alege c;rc?ptGpnmresmlp i
metri ce actioneazi in spatiul parametrilor grupuiul G, | Scipali
tindu-se prin #' (@ =n -1 ...r); xi se vor numi parametr p rianté
jar u parametri secundari, fn general primele » f_orme_st{cng 1:1\7‘?0:- e
wf vor fi atunci o (x, u; dx), iar restul formelor invariante o

ot (x, oy dx, dut). _ -
. ’Sis,tem’ul de ecuatii (1) va determina un subgrup 1-.Ir_,l atulnc1“1$
numai atunci cind o parte din constantele de structurd satisfac relagule



