ASUPRA TENSIUNILOR INTR-UN MEDIU FLASTIC SEMIPLAN
OMOGEN SI ANIZOTROP, PREVAZUT CU GOLURI CIRCULARE

NE

10N GRINDEI

§ 1, Formularea problemes. S& presupunem cit este vorba de unmediu
clastic omogen, anizotrop si greu, ocupind un domeniu semiplan cu #
goluri circulare disjuncte, de aceeasl razd R.

Fie L, frontiera semiplanului, L, (i=1,2,...,n) contururile golu-
rilor circulare si §; domeniile circulare, mirginite de contururile L;.

Domeniul infinit, mirginit de contururile L., il vom nota cu S, iar
domeniul mirginit de contururile L; si frontiera L, il vom nota S°.
Sensul pozitiv de parcurs pe contururile L, si L; il vom considera acela
care lasa la stinga demeniul 5.

Mediu! elastic este supus acfiunii greutdfii iar tensiunile pe fron-
tiercle sale L,, L; sint presupuse nule.

Presupunem ci in fiecare punct al mediului existd un plan de sime-
tric clastica, paralel cu planul complex z = x -1y al raediului nosiru
elastic. In acest plan complex alegem un sistem de axe de coordonate
cu originea in punctul O situat in domeniul &* yi cu axa Ox paralela Ia
L,. In continuare, facem presupunerea cd cele » goluri circulare sint
situate intr-o bandd mirginitd de axa reald si o dreaprd paraleld la aceastd
axd, astfel incit lagimea 7 a acestei benzi sa fie micd in comparajie cu
distanja / intre axa reald si L, (/< f). Pentru simplitate, vom face ipo-
tcza cd asupra -ontururilor circulare [; nu actioneazi forfe extertoare.

Pusi in felul acesta, problema constituie © generalizare a unor
rezultate obtinute de L. N. Naghibin [1] st in acelasi timp o extin-
derc pentru medii anizotrope a rezultatelor obtinute de citre D. 1.
Sherman {2], {3] si noi [4], [3] pentru cazul mediilor izotrope.

§ 2. Metoda de rezolvare a probieme:

- Fie X1V, X0 si YV tensiunile in domeniul $* ce se cer a fi gisite.
in domeniul $*, ele trebuie sd satisfaca ecuagiilor de echilibru

Anate — Maremaiiea 1
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AX0 X aXt gy
v ¥

fx ay (); Ay -+ 6_y == g 0
§1 ecuatiei de compatibilitate [6]
arXin 2y () Ty !
2) e e ) Ly ) gxin o

{'):v" 22 (7x2 + "ali) 0}12 2% 4 ; s

g2x(n
— (2ap, + g L
(202 + ag) sxiy =05

unde g;; sin i . .

acce]era:i-ia 1;;r;21i§tgecg?gtatntte, Tg CS;C densitatea mediului clastic yi ¢ este
- utate. In afari de a . . T 5

cute urmitoarcle condigii de limitd: ceasta, trebuie sa fie satisfi-

(3) XD =0, X0—0, Y1 =0pe L
i v s

X cos ‘ Far i)
Jeos (nx) + X{Dcos(ny) =0,

(4) .
X! cos (nx) + Y{Vcos (ny) - 0 pe Ly (i=1,2,...,n),

(n fii i ] i
%gng_orn}]ala la L, indreptatd spre interiorul lui ).
tunile necunoscute se pot pune sub forma :

(5: X(”= {n) . (1 {
oo AR, HlRo MY, X[Hel XIS X,

unde X0y e L
Contu:uff L },_. 5 ‘;:‘('U) sint tensiuntle in mediul elastic greu, marginit de
0, 1ar X, ¥V, X sint tensiuni 1 ' .
. prﬁen!?a golurilor, = siunile suplimentare, conditionate
drimile X yo x|
- < YU, X le putem lua drept solugie parti .
. § icular:
ecuatiilor (1) si (2), sub urmitoarea formi: fie particulara a

(6) X0 — g, 3 it
W=awg(y—70), Y"=0g(y—f), X®=0,

unde « est ; a i
TenSiﬁn?leco;xg;z;?[i]ae;tea!Seg}nde’de proprietatile mediului elastic
omogen de ecuatii ale echiiibrulﬁ'i’f I}'j;i C‘E;.ld?tqtl_sig;,ievi;ienr, Pt
ARG rulut (1) itiel (2). In afard 3
vom g)onns(li(ii;r_.li cla 1ges_te tensiuni se anuleazd la infinit ard de aceast,
tle la limitd pentru ele le vo ] in i
-~ a m o 3 ini
seama de (5) si (6). Anume vom avea: i GNP LRI

(7} ¢
(7) Xy=0, X, =0, Y, =0 pelL,,
X, cos (nx) + X cos(ny) = —{aog(y— f)) cos (nx),

(8)
X, cos (nx) + Yycos(ny) = —{ vg(y — f)}cos (ny),

e L,.

putem neglija in (8) termenn
pe f, aya incit conditiile (8) devin

()

unde hy, = wogf, o = o&f.

problemei apropiatd de
admitem ca tensiunile X, X,. Y,

ditiilor pe contur (9}
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4 tensiunile in vecindtatea contururilor L,

Deoarece ne interesecaz
i in vin comparajic Cu termcnit carc contin

X, cos (nx) 4+ X, cos (ny) iy cos {(nx),
pe L,

! X, cos (nx) - Y, cos (ny) = hycos {ny),

in zona nu prea mult depdrtata de contururile L, vom obtinc solui1a
cea reald, daca in locul condijitlor pe contur (7
se anuleazd la infinit i satisfac con-

aceasta, putem considera mediul clastic umplind

domeniul infinit § in loc de domeniut semiinfinit S*.

Cu destula aproximatie, problema noastra se reduce la integrarea,
in domeniul S, a ecuatiiior omogene (1), a ccuatiei dc compatibilitate
(21, cu conditiile la limita (9.

Introducind, ca si in cazul unui m
Ulx,y) prin relatiile

U a2y U
e = axay”

Pornind de la

ediu izotrop, functia de tensiune

[~

| l() 1\\ f'}.v! > y o At ?

ecuatiile de cchilibru omogene (1) vor fi satisfacute iar funciia Ulx,;y)

va trebui sa satisfaca la ecuatia
ay a U o' U ay
(11) A2z gyt — 24 axtoy b(2a, | ag) axtoyt 2ay, dxdyt
attJ

- dy av‘: >

care se obtine din (2) daci se {inc seama de (10,
n cazul unui mediu clastic ortotrop (a5 = do =

reduce la

- (). ecuatia (1] se

vy o'y atJ

o)
L S e (.
12 7 g dx2dyv? Fan ay!

(12} ay

Integrala generald a ecuatiei (11) depinde de riddcinile ccuagici caracte-

ristice

(13) apy it — 2aq 070 ¢ (Cayy age) 1% — 2amq 10+ ap = 0.

in cazul radacinilor neegale ale ecuatiei (13), integrala gencrala a

ecuatiei (11) are forma
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(14 (x . )= i
Ty U-:‘:J)—' Fy(x Fayy) i Fy(x wa V) By () ey ) -

'I F4 (x =5 .”-l)"))

unde 4, | : i ddicini
rédéciﬁﬁillar'fgéa'ig, Ha s:r}g radicinile ecuatiei caracteristice (13). (Cazul
pidicin ale poate fi obtinut usor din cazul general al idicini
g = as_adca nu ne vom opri asupra lui) o redacimilon
ornind de la consideratii ice,
_ atil energetice, S. 1tki 3 z
¢cuatia (13) nu poate avea riadicini %ealc ' B
Fie atunci '

(15) =Pl g = pa gy,
T PL—Aq s py = Py — iga

unile 3 i
de 21y 24, g1, ¢, sint nigte constante reale.

aranjdm asa fel incit g, > :
Notind TR

Putem intotdeauna si ne

(16) Bp=x4iqy = x4 pytoigy,
D=ttt m¥y=x+py+igy,

functia reald U (x, ¥), {inind seama de (14) si (16), devine

(17) Uly, ) = F(z)+ F, (22) + F (&) + Fy(zy),

unde F, () 51 F,(z,) si i ii
81 £, (2,) sint doud funcgii analitice de
‘ (@ 3 ) argume t
Fi(z) si 1"2(33) sint conjugatele functiilor F,(z,), res gct' n;ele .
Introducind notatiile o peety ez

(18) I[]"']
dZ]

It

_ . o
=g (2}, d = y(2y),

o
ey

atunci, evident, vom aven

(19} dF, dF
dz, ™ (=) dsz=”'(‘”’2)‘

[intad seama de (17),

- (%) si (19 i
de (10) vor mouma de | ) st (19), expresiile pentru tensiuni, datz

No = 2Relud g (5)) b a2y (2],

Yy =2Rey" (2) + (5],
Xy =—2Re[n;q " (2)) + uy ¢’ (2,)],

(20)

unde prin : a
P Re am notat partea realj a expresitlor din paranteze ; i
2
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I T ISR T
dz, dz,

fn cele ce urmeaza, peniru comoditate, vom introduce incd doui
plane =, 51 =, cc se obtin din = cu ajutorul transformirilor afine

O =X+ Py, Vi =LY

(21)
Xy = X P Ye= V.

fn urma acestor transformiri, domeniul § va trece in domeniile
S$01 gi S, avind acelagi ordin de conexiune ca i domeniul S. Cu toate
acestea, sensul de parcurs al domeniilor Si si S poate fi direct sau
nu. Sensul de parcurs al domeniilor St si Si* ge va pistra, cu sensul
de parcurs ales pe frontiera lui (8), dacd determinantii functionali co-
respunzitori vor fi pozitivi, adica

1)("'"3"] g0, Dt‘“-"y-") 7.0,

%, .3 E

ceea ce, dupi cum am presupus mai sus, are loc.

Functia ¢ (2,) va fi o functie de variabila complexd z; in dome-
piul SO, iar . (2z,) va fi o funcyie de variabila complexd z, in dome-
niul $@,

Fie LV respectiv L (1 — 1,2,...,n) contururile din planele =z,
respectiv z, corespunzdtoare contururilor L; din planul z.

Cu ajutorul functiilor ¢ (z) $i ¢ (22), condigiile Ja hmitd (9) se vor
scrie sub forma {7]:

(22) (U4 ) p(t)) + (1 ) g (1) (1 + f1e2) p(ta2) +
F (1 drg) g (1) = fy+C;, pe Ly (7= 1,2,...,7).

In (22), ¢ reprezintd afixele punctelor pe contururile L;, 7, 51 1, repre-
zinta afixele punctelor pe contururile L) respectiv L&, C sint niste

constante, iar

. - T

(23) ()= z\-ﬁ X, 1Y )ds = 2 4 v
. B dx (?y

unde K

(24) Xy i, cos f.'.!x), Y,= h, COS (ny)

sint componentele pe axele de coordonate ale fortelor exterioare ce s¢

exerciti pe contururile L;.
Tinind seama de (24) si de faptul cil
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am o w dr )
cos (mx} = =, cos (ny) L
ds ’ ds

3

expresia (23) pe ,
P L ntru f(r) se calculeaz:
si se obfine S calculeaza lesne pentru fiecare contur /

1

JCER Ry 1 "

. LS | ! I — i/ ] R

9 )T — uj) 2(11, — i) ;

urn : si i N

de f;{ sint afixele centrelor cercurilor L,

o conttliluarc:, urmind metoda precon.iyat

a problemei plane a teoriei elasticititi

cauty 2(1i i
ta funcpiile ¢ (=) si » (2,) sub forma

. | I "
y {#)) = \ @ dry 4\ b

mizatd de Sherman pentru re-
atri pentru medii izotrope, vom

2+ Sl —y it
(25 £ Sl
ey T [ (s . ;
! (....2) _.9 \ _l( ) (11'2 ‘l' b() N ?‘_; df
._:rl'..' 12—32 2__”-' P y
1) REE i

unde « (t) este i
Ly — ]El)) “”nuua functie necunoscuti ce se cere a fi d i
ST ow, - LA L2 — pm B 4 1 determinatd,
oo BT LD L L L
- R

flu = '”-l - ‘”2, bn == M 2
Marimile ¢ B fte T gy '
tle b, si .
1, 81 C; se aleg sub forma functionalelor
(26 .
b: = ! j { (
i f0) t)dr. — (1) dr. ;
) [ (¢) i}, (J 1,2,...,”_‘.,
f')? !
= C = Y 3
P = (1) ds) .
5 (2] F (/=1,a,...,un).
AL
I

In cele
. Ce urmeazi, von imi
co : a, N elimina ; . .
njugata ei. In expresia astfel obti functia y(z,) din ecuatia (22) si
pentru functiile o (2)) i 4 (2,) obtinutd vom introduce Slorile Tithits
L2 yri2y), gasite din Condi[' M ;
1a c¢d punctul = di
= m

domeniul St a )
. nd
€ catre un punct oarecare Ty al conturului L= I
=. ] ™Y -2 T

= . . I . Atunci
N b ncy pentru de S .o
ecuatia de tip Fredholm terminarea funcgiei .« (+) pe L vom avea

(28} = . q [ r
U b, 2 ;‘\"’(f)diog =T
oSTE,

I3 Iy —In

1y
— N (r) dlog T Do ris
211;\ g f2-— £20 !’ M{u] I__nr .,.rl = F:_"]‘“_:-‘
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-
unde, spre scuriare, am introdus notatiile
* {a by b; . )
M {""l't,::[n} = L l 2 / + - = iy \ o (1) dstt) 4
S by t—ap Doy 1A
1
} ”:1 \ ta (E} dsth
L
t
. Ty — tt . R
Flt)=hR " “—hR ,
fid Iy "
1 — i‘llz ' 1 + ile
= . 1, — == N
21' (H['—'H'_;) ' " 2; (H"—"ug)
!1'1 — i!l'-; It ' h] } ihz Tty
hy, “ ==, Iy, = . —
2¢ H'I_H'_)) 24 ('u]— ug)

fn cazul problemei noastre, vom ciiuta funciia necunoscutd o (1) sub

forma seriei

el
'12‘) / \h' I R

e o

o (£) = v C(n(t_"")m pe conturul L;.

nte, in general complexe, c¢ trebuie determi-

supunem cd punctul 7, este situat pe L,. In-
m(t) prin expresiile sale date de (29), dezvol-
1 ecuatiei astfel obtinute dupd puterile lul

unde C¢sint niste consta
nate. In scopul acesta, pre
jocuind in ecuatia (28) pe
tind apoi fiecare membru a

it — L . .. .. P .
(e n ambii ei membri, coeficientii pe linga puterile egale

i egalind, i

.ty — : . . e .
ale Tui ', obtinem primul sistem infinit de ecuatii pentru deter-

fn mod analog, presupunind cd punctul 1z, se

..., Ly, prin egalarea, pe rind, a coeficientilor
a -~ . . II! [#5] I_."_ €y t|| ol ~ .

pe linga puterile egale ale T R’ P AR - in ecuatiile

respective, se obfin inci n — 1 sisteme iofinite de ecuatii in coeficientii
cu,

"

minarea mirimilor C'l"'),
af 14, succesiv, pe Ly, La,s

fn total deci, vom avea n sisteme infinite de ecuatii pentru deter-

minarea necunoscutelor cu,
Constructia efectiva a acestor
Cur, se face analog ca in cazul pr
LN. Naghibin in [}
Cunoasterea coeficientilor C
(29), (25) i (207, cunoasterea tensiuntlor,

sisteme de ecuatii in necunoscutele
oblemei a doud cercuri, rezolvate de

i atrage dupa sine, in virtutea relatiilor
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BOPMBL B ILTOCK AHI3OTIPOIHON

HOVTNTITOCKOCTLH
Kparroe conepmanne

HMposenas veton S [ Hlepaana, a raxme ACKOTOPBLIC pe3yapTaT
JLOTL Ifarncuua, PENEICTCS 3aaMa pacnpeeaelns HANPSDKCRI 0KO0
KPYPOBHIX oTsepetnil 8 ynpyroi, aHIBOTPOIROI, OAHOPOARGI 11 peconGii
HONYILTOCKOR ¢PeIe, B NPEMIOAGKeIN 9T 911y OTECRCTI locTaToug
YAAICHLL O FPATULN 10V 1GeKOC 111, 3aana upusotnres periei ni-
Terpansiora ypansienis (2

-

LA DISTRISUTION DES TENSIONS AUTOQUR DE

TROUS CIRCULAIRES
DANS UN MIL{KU F.LAST!QUH ANISOTRO

PE DEMI-PLAN
Résumé

En utilisant la méthode de D. I. Sherm

¢tablis par L. N. Naghibine, on résout le probicme de ia distribution
des tensions autour d’un nombre fini de trous circulaires dans un milieu
¢lastique demi-plan, avisotrope et homogéne, dans Phypothése que ces
trous sont suffisamment éloignés de la frontiere du demi-plan,

Le probléeme est réduit a Pintégration de Péquation 128), du type
Fredholm.

an et certains résultats
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