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ASUPRA APROXIMARILOR DIOFANTICE ASTMETRICE

Rezumat

In primele trei paragrafe se da o demonstratie completi a teoremel
lui B. Segre [24]: Orice irational 8 are o infinitate de aproximiri
rationale p/g asa cd (1) si fie satisfacutd cu = max [(1 - 4:)12, (+2 + 47)'12]
si 12>0.

Folosind o idee dati de I. Niven [16, 17}, autorul aratdi cum
trebuie continuatid demonstratia aritmetici dati de C. D. Olds [20] numai
pentru r 2= L.

Tot aici se fac unele observatii asupta precizdrilor teoremei date
de demonstratie.

In paragrafele urmitoare se dau doui generaliziri ale teoremei tui
B. Segre. Generalizarea a doua congine drept cazuri particulare multe
din teoremele clasice asupra aproximirilor diofantice simetrice.

O6 ACCHMMETPUHYECKHUXN JJHUOOAHTOBRX TTPHUL A EHHSAX
KpaTroe coacpacanie

B nmepBuix Tpex naparpadax Aaercs Mo.iHOE 10KalaTe hecTBo 1eopeh
L. Cerpe [24]. Kaxaoii nppaunonas § uycetr 8e3konctHoe MHOKECTBO
PaUHCHARBHBIX HpndanKelnil p/g Tak uto (1) yrosicrnopaercs
S=max (! + 4¢)". (2L 40)12] 0w r 0.

Heroabsys wieo M. Hursewa [1G, 17}, aBrop ykaamsaeT xax J10JK10
MPOAOIKETHCH apHPMCTHUECKOe J0Ka3aredbeTso Kotopoe C. Jl. Oanc
[20] macr ToabKO Anm ;= 1.

3AeCL JKC  HEMAIOTCA HEKOTOPHIC 3aMedyauusn na  cueT yTOunCHIM
JAOKA3aHOl TeopeMsl,

B nocienyiomnx rnaparpadgax aawics odolucnuns Teopenn B, Cerpe.
Bropoe o6o6ienste conepAtHy Kak 49actible C1yual MHOIHC KAaCCHUCCRNE
Teoperbl O CHMMETPHYCCKHX AROMAHTOBLIX NPROITHIKCHHSIX,
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1. Fie
(1) Uy = @ Uy—y + ay Uy S LT "}_ Ay Wyt

. . . .
o relatie de recurentd de ordin #, unde a; (f = 1,2,...,n) sint aumer

reale si fie

(2) n=a A tay,

ecuatia generatoare a relagiei {1}
Dacd termenii sirului sz, g, .., Hys oo
pumeste recurent.
O problemi importantd care
curente este aceea de gasire a uneil I«
u, in functie de coeficientil relagied (1
de primii n termeni ai sirului. . . ' -
Astfel I J. Schwatt [5}, folosind inductia matematicéi, ajunge,
dupd calcule laborioase, la formula

"5 &

—3%k ok 3 k m—1-2k 2k
u, =uya, 3y C_,  ay=* ®attu ¥ Cr a4
& k=0 . K=o

satisfac relatia (1) sirul se

se pune in legiturd cu girurile re-
formule care si dea termenul general
) sau de rdddcinile ecuatiel {2) si

3)

ru termenul general al unui yir oarecare ce satisface relagia de re-

enid de ordin 2:
Uy = Ay Upp_y H Ay My s .

. L, Toscano [7], plecind de la ecuatia generatoare x2—pxtgq= 0,
giseste pentru termenul general al unui sir ce satisface relajia de re-
curenti corespunzitoare:
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unde U, cste funcria numericd a lui Lucas,

M Fm

I Ao
UH = T

Al L2

J1 st 2, fiind rddzcinile ecuatiei de mai sus.

A. Mambriani [3], folosin! un sistem ce rezultd din aplicarea
produsului Cauchy, di o expresie generald pentru u, cu ajutorul rida-
cinilor ecuatiet generatoare.

In Nota de fafd am obginut, pe o cale foarte simpld, o formuli
peatru exprimarea termenului general #, al unui gir ce satisface relagia
{1). Folosind aceastd formuld, am purtut obtine puterile unei matrice de
ordin .

In sfirgir, prin particularizarea relatiel de recurentd (1), am regisit
unzle rezultate cunoscute, precum $i aitele noi.

2, Se gtie ¢i multimea sirurilor care satisfac relatia de recurentid
(1} formeazd un spagiu liniar R cu » dimensiuni (elementele spatiului R
fiind siruri),

Daci ecuatia generatoare (2) are ridacini simple, fie efe ;| Foi . i ik
atuncl girurile:

el

. oy

IJ Aps Alaeeey Ay s
B SR .

I, Loy /.:!,...,/_f)"“,_

. . [ s

; i Jur
Lodys 25,00y dm, .

formeazi o bazi in spagiul liniar R si sint singurele progresii geome-
trice care satisfac relatia de recurentd (1.

_Cum orice element din R este o combiuatie liniard de elementele
bazei, urmeazi
{4} i A =t e gl A e (m=1,2,...)

m
unde A, sint niste constante.
__ Pentru determinarea acestor constante, folosind primii # termeni
ai girului, am obginut sistemul liniar i neomogen

4, 4 A, -|'....+A” = iy,

(55 /.l|i.] L -’12}.2 ... {— AJI‘;R U,

=] . =il
Al/.'l‘ +A243 —g—....—}-A"/,: '——Il".

Determinantul coeficientilor necunoscutelor este un determinant
Vandermonde, deci diferit de zero $i prin urmare sistemul (5) are solugie
unicd. Rezolvind obiinem
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unde v este determinantul Vandermonde format cu radactnile ecuatiel

(2). Dezvoltind determinantul de mai sus dupa coloana j, obiinem
e i
Ay = S (1) My,
2 i

de la intersectia

: inorul complementar «l elementului  d ’
unde M;; este min 3] L eind pe vl

liniei i cu coloana j din determinantul Vandermonde.
in relatia (4) obtinem

1 n n‘ ) o o __? -
ty = El .Ll (_1)! 4 A{In 5 I ”E (’n n+ l’ i s J
vrli=

sau incd
{6) ulﬂ

unde am notat

X Crup, (mzn1),
SES |

Tt

< 1N F et M
(7) ¢, i,

Din (7) se vede cid C: sint nigte det.er.mir_lang‘i c?lrf_tse_'?_lz}]n du}mc_i_cl:-
terminantul Vandermonde, v, inlocuind linia @ prin 2y, 45 05.ees £y -
Si considerdm acum cazul cind ecuatia generatoare (2) are _rad]acx(rin
ultiple. Fie /j,iz2s.--5% rﬁdécini}c el dlStlnCtCl {k < n) cu ordline e s:
ltiplicitate n,, #13,..., 7, respectiv st Lo, 4 oo+ =n. In ace

az se stie [4] cd sirurile

A -2 P |
s A Algsscerrnan A

; . 1) s
0, 75 203 ,cnnees, {m- Ny e

. . . . . . *

. -1 =2 ] sm—1
0, &y 2m 15,5 (m— ==ty

I 3am—1
a

0, 2,, 21 122, .., (=11 Y
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formeazi o bazd in spatiul liniar R gi procedind la fel ca mai inainte
obtinem

(9) JNE, .| Licu (ma

)Tl‘l jracl "Egkk 1y =

unde ¢ se obtine din determinantul v':

1 0 0... 0 1...
| 1 1 1 42
a PR H -
v = 7t 22 2 2n-1 ;2 2
l it L (n—l)}.;"z [?l-ml)?}_;' 2, .[;1—1)"1-1,‘;!-'2 b4 1.

inlocuind linia ¢ prin

Aty (m—1) f'.'l”' b1y 7 ST AP L ) =
In cazul cind mp=mny—...=m =1, formula (9) se reduce la for-

mula (6) gdsitd mai inainte.

3. Fie 4 o matrice pitratici de ordin n a ciirei ecuatie caracteris-
ticd este ecuafia (2},

Deoarece, conform teoremei lui Cayley-Hamilton {1] matricea A
satisface ecuatia (2}, urmeazi ci progresia geometrici

E 4,4, A, ..

unde [ este matricea unitate de ordin » sztisfrce relatia de recurenya (1)

Avem deci:
(10) An=L S C a1 mo
T =1
sau
1 1 5 -
(11) Am:ﬁ-u_,-_;, T_T].i’;:;.};l CLA (m 2 n),

dupd cum A are riddcini caracteristice distincte sau radicini caracteris~
tice multiple. Cu ajutorul formulelor (10} si (11) se poate calcula orice
putere a marricei 4. Formula (10} a fost gisiti de Lehrer (2] pe alta
cale.

Formula (11} diferd de formula obinuti de Lehrer pentru cazul
matricelor cu ridicini caracteristice multiple.

4. Sd considerdm acum cazul unei relaii de recurenta de ordin trei
cu ecuatia generatoare

(12) /‘_3:-_=pli.d_p2;:+P3.

Fie A o matrice de ordin trei a cirei ecuatie caracteristicid este
ecuatia (12). Mai presupunem ci (12) admite riddcini distincte lishasls.

5 ——
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H X [ p— e T | _‘,._i' ':ITI"_L
Oricare ar fi m, avem in baza formulei (4) A" == 4, 7] 2 an

o E Ag).}"-l ¥ unde
A = [y d E— o dy A+ d 42,
v

A, = [ d et apdy A—d A%,
v

Aq E= ‘ [.TsdgE—ﬁgjdaA - daAz]
T

si am notat .
4 P IA
7= Ay tu, Ty T L300 a3 A2t

. “ T PR By 0 —#.?.g+ ;~la
a1 =4 Ay, 02 = 43 AL 3

dzzig_llx d3"’"‘2_—-f-1'

Efectuind calculele si observind cd v = d, d,d; obtinem

2
An = py Kyt E+ (K = 21 Kpoi) A+ Ky A2
unde am notat " . iy

K, =g:;—d3“dl'd3+ﬁ?2'

— D (‘22): dl d’.! =D (’-v.’i)a unde D (’)

Deoarece dydy = D' (iy), dids= A deci D()=1E—4 , urmeazd

este polinomul caracteristic al matricei
Ll

&

K,=% -

"D ()

. . )
Cantitigile K, apar in lucrarea lui V. Tamas [6] g pentru cazu

P, =0 au forma _
o 108 R Km = gpﬂ; Sm-"l - 5p'§ ‘Sm - 3p-’ S‘Hl 123

1 S ala ridaci-
unde S sint sumele lui Newton, sumele puter:lor as¢menea 7
]

nilor lui D{1) si U
R="y—ar

Se arati imediat cd K, satisfap la relatia de recurentd corespun-

zdtoare ecuatiei generatoare (12) adicd

(13) Km =P Ky—1— 12 anz + P3 Km—:i

si deci s-a obtinut o altd cale de calcul a cantitdgilor K.
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3. Sa (.Ol’lﬁlde a a = 20 -
um Cca .Ll] r ILU]d[ de care 5= o ] 1 i ;{.h “‘d[[
ram ac 17 art i cupa .
[)1 deLl lC'dLl.l de II_CU!CnId de \)[d’" l[UI

i14) )
Uy == by My b a0 m0

e i . .
U-Iall; ingCl}C;attpare corespunzitoare avind rddicini distincte
in ‘Gl pe . " ; -
a lui Sp ormula (6] pentru acest caz $i comparind cu formula (3)
ur Schwatt, obiinem mula {3)
H
L ~ P
i [)]

{I'—):I /-| 2 Nk
; S =Y 0
Bo—iy g

m—-2k ok
(!I (l_, R

fo 5] i i
rmuld care permite calcu'area functiei numerice U, a lui
Mentionam c¢i formula (15) a fost gasitd si de V.V od oy
pormgd' de la alte consideratii. SRR P e (1]
rin parti : L .
o T a;g;:u(l)?)x;tiiaeres_C(;f:fxcne?u](or a, §1 a,, deci corespunzitor a lui
; 2, 8 In tormula (15) o s rie d alitdgi i
A .w - c e"
nume{;ce sgu in functii trigonometrice. SR untetes
om da un singur exemp) 1
: u fo: : i i
g p oarte simplu: daci a, = a,=1 obginem

(] 5w — (i 5)m == 2m | 5 (c» 1+ ¢

mo "

: "]
1 "'+C,,, ["-’J)

6. In sfirgit o ima :
§ ultima 3 PR .
Lucas, observatic tot in legiturd cu functiile lui
Se stie ¢d Lucas iders G
- as constderd dou! i o ST
ecuatii de gradul doi oud functii numerice de ridicinile unei

5 il “he
(16) s S i G
] n = C gl o — .
"= Vet

L. Toscano [7] T

. : . a dovedit cd daci i

doi I A ) s aca ecuatia generatoa

are raddcini distincte $i dacd este e gﬂndi;ia re de gradul
17)

(17) 2u) +a,uy— 0

atunci

Uy
Uy == V,,, .

2

log glmagel.;u:t cgmp!eta re?.ul'fa[ul lui Toscano obtinind o formuli ana-
Folosi 33' ar In tazu£ _c:nd ecuatia generatoare are riadicing dubli
ind rezuhatele gisite, am ardtat ugor ci :

m m-2

i b 1
-.’8.- U, = 2 V
2

In aceeasi conditie (17) a lui Toscano.
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0 BOARPATHLIN HOCHE TOBATE 1LHOCTAMH
[parrne copepmaie
fekOTOPOil  po3BpPATHUN HOCTCAOBATCALHOCTH

(1) dibl HAXOAWAN popmysn (B) 1
XApaKIopHCTItEC ko ypapnenua (2}

JLas ofulern wicna i,
KOTOPBIA YI0BAETBOPSCT OTHOICHHID
(9) B B3aBUCHMOCTH OFf TOTO eCdH
[AleeT NPOCTHIE M/ KPATibie Kophi.

[Menmonnayst 3TH  (POPUYJLL AbL MOrIH
7-0r0 1OPANKa A HMeHHO dopyyas (10) uw (1) 8 3asnenactr
cean Matpuua A uycer npocrme HTH Kpatublie Kappi.

Flakouell 1T HEKOTOPBIX HaCTHLX Caytavs gopuy.an (1) vbl pHoBR
NOAVYILIN B3BECTAY IO OPMYIY (15) Kax i leKoTOpHIC 1OBBEC PRAVIALTATLL

HAXOAUTL crenedin MaTpHILhl
ol TO

SUR LES SUTTES RECURRENTES
Résume

Pour le terme général d’une swite qui satisfait & la relation de
récurrence (1) nous avons obtenu les formules (6) et (9) suivant que
Péquation génératrice (2) a des racines distinctes ou multiples. En uti-
lisant ces formules, nous avons obtenu les puissances d’une matrice
rdre n et notamment les formules (10) et (11) si la matrice A a des
ines caractéristiques distinctes ou multiples.

Finalement, en particularisant la relation de récurrence (i), nous
ns retrouvé la formule (15) et quelques résuitats nouveaux.



